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ÖZET 

YÜKSEK LİSANS TEZİ 
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Emrah ÖZEN 
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Danışman: Dr. Öğretim Üyesi Muhsin İNCESU 
 

 
 

𝐵(𝑡) ve  𝐵∗(𝑡) , kontrol noktaları sırasıyla {𝑃௜} ve {𝑃∗
௜} olan n. dereceden Bézier eğrileri olmak 

üzere bir dual Bézier eğrisi, 𝐵෠(𝑡) = 𝐵(𝑡) + 𝜀𝐵∗(𝑡) biçiminde verilmiş olsun. Bu durumda 𝐵෠  dual Bézier 
eğrisinin birim dual küre üzerine projeksiyonu da 𝐵෨(𝑡) olsun.  

Bu çalışmada 𝐵෨(𝑡) kapalı eğrisine karşılık gelen regle yüzey ve bu yüzeyin ana doğrularını ifade 

eden doğrultman vektörü 𝑈ଵ olmak üzere ൜𝑈ଵ
ሬሬሬሬ⃗ , 𝑈ଶ

ሬሬሬሬ⃗ =
𝑈ሬሬሬ⃗ 1′

ቛ𝑈ሬሬሬ⃗ 1′ቛ
, 𝑈ଷ

ሬሬሬሬ⃗ = 𝑈ଵ
ሬሬሬሬ⃗ × 𝑈ଶ

ሬሬሬሬ⃗ ൠ çatısı, bu çatının hareket 

denklemleri ve geodezik eğrilikleri başlangıçta verilen 𝐵෠  dual Bézier eğrisinin reel ve dual kısımları ile 
ifade edilmiştir. Ayrıca hareket ile oluşacak ani Pfaf vektörü, Pole ve Steiner vektörleri ile 𝑈ଵ

ሬሬሬሬ⃗ − , 𝑈ଶ
ሬሬሬሬ⃗ − , 

ve 𝑈ଷ
ሬሬሬሬ⃗ − yörünge yüzeylerine ait integral invaryantlar ifade edimiştir.  
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Anahtar Kelimeler: Dual Bézier eğrisi, hareketli çatı, regle yüzey, yörünge yüzeyi, integral 

invaryantlar.  
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Let a dual Bézier curve 𝐵෠(𝑡) = 𝐵(𝑡) + 𝜀𝐵∗(𝑡) , where 𝐵(𝑡) and  𝐵∗(𝑡) are the Bézier curves of 

degree n with control points {𝑃௜} and {𝑃∗
௜} respectively be given. And also 𝐵෨(𝑡) be a projection curve of 

𝐵෠(𝑡) to a unit dual sphere.  
In this study the ruled surface corresponding the closed spherical curve 𝐵෨(𝑡); the moving frame  

൜𝑈ଵ
ሬሬሬሬ⃗ , 𝑈ଶ

ሬሬሬሬ⃗ =
𝑈ሬሬሬ⃗ 1′

ቛ𝑈ሬሬሬ⃗ 1′ቛ
, 𝑈ଷ

ሬሬሬሬ⃗ = 𝑈ଵ
ሬሬሬሬ⃗ × 𝑈ଶ

ሬሬሬሬ⃗ ൠ , where 𝑈ଵ ሬሬሬሬሬ⃗  is a unit vector of director curve of ruled surface 

corresponding closed spherical curve 𝐵෨(𝑡); the equation of the derivatives of the moving frame 
൛𝑈ଵ
ሬሬሬሬ⃗ , 𝑈ଶ

ሬሬሬሬ⃗ , 𝑈ଷ
ሬሬሬሬ⃗ ൟ and geodezic curvatures are stated in terms of the real and dual parts of  given dual 

Bézier curve 𝐵෠(𝑡). In addition the instantaneous Pfaffian vector and the pole and the steiner vectors of the 
motion are stated in terms of the real and dual parts of given dual Bézier curve 𝐵෠(𝑡). Finally the integral 
invariants of the 𝑈ଵ

ሬሬሬሬ⃗ − , 𝑈ଶ
ሬሬሬሬ⃗ − , ve 𝑈ଷ

ሬሬሬሬ⃗ − closed trajectory surfaces corresponding the closed spherical 
curve 𝐵෨(𝑡) are obtained. 
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1. GİRİŞ 

𝔻 ile gösterilen dual sayılar 1873'te William Clifford (1873) tarafından 

tanımlandı ve Eduard Study (1891) tarafından geliştirildi. Bu kavramın mekanikteki ilk 

uygulamaları ilk defa A.P. Kolelnikor tarafından verildi (Li and Pei, 2016). Vida 

sistemleri, uzay mekanizmaları gibi alanlarda sıklıkla kullanılmaktadır. Bu sayıların ve 

cebirsel yapının geliştirilmesiyle geometrideki temel kavramlar doğrular ile ifade 

edilmek yerine noktalar ile betimlenmiştir. Böylece ℝଷ te yönlendirilmiş bir doğruya 

karşılık gelen dual küresel nokta ile bir regle yüzeyin incelenmesi, küresel bir eğrinin 

çalışılmasına indirgenmiştir. Birçok bilim insanı bu alanda çalışmalar yapmıştır. 

Özellikle Hoschek (1985), kapalı regle yüzeylerin karakterizasyonu için integral 

değişmezleri araştırmış; Gürsoy (1990a,1990b,1992), Gürsoy ve Küçük (1999, 2004), 

Hacısalihoğlu (1972, 1983) regle yüzeyler üzerinde dual büyüklükler olarak belirtilen 

integral değişmezleri çalışmışlardır. 

Bu çalışmamızda Incesu (2021) de ifade edilen dual Bézier eğrileri dikkate 

alınarak bu eğrilerin birim dual küre üzerine projeksiyonunun kapalı olması durumunda 

oluşacak yörünge yüzeyleri incelenmiştir. Ayrıca 𝐵෨(𝑡) kapalı eğrisine karşılık gelen 

regle yüzey ve bu yüzeyin ana doğrularını ifade eden doğrultman vektörü 𝑈ଵ
ሬሬሬሬ⃗  olmak 

üzere ቄ𝑈ଵ
ሬሬሬሬ⃗ , 𝑈ଶ

ሬሬሬሬ⃗ =
௎భሬሬሬሬሬ⃗

ฮ௎భሬሬሬሬሬ⃗ ฮ
, 𝑈ଷ

ሬሬሬሬ⃗ = 𝑈ଵ
ሬሬሬሬ⃗ × 𝑈ଶ

ሬሬሬሬ⃗ ቅ çatısı, bu çatının hareket denklemleri ve geodezik 

eğrilikleri başlangıçta verilen 𝐵෠  dual Bézier eğrisinin reel ve dual kısımları ile ifade 

edilmiştir. Ayrıca hareket ile oluşacak ani Pfaf vektörü Pole ve Steiner vektörleri ile 

𝑈ଵ
ሬሬሬሬ⃗ − , 𝑈ଶ

ሬሬሬሬ⃗ − , ve 𝑈ଷ
ሬሬሬሬ⃗ − yörünge yüzeylerine ait integral invaryantlar ifade edimiştir.  
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2. KAYNAK ARAŞTIRMASI 

Bir doğrunun hareketiyle oluşan regle yüzey, mekanik, robotik, mimari ve diğer 

endüstriyel alanlarda yaygın olarak kullanılmaktadır. Regle yüzeyler Öklid uzayları, 

Lorentz - Minkowski uzayları, Galile ve pseudo-Galile uzayları gibi birçok uzayda 

incelenmiştir Divjak and Zcaron, (2002), Kazaz, Özdemir ve Güroğlu (2008), Nesovic 

vd., (2016), Güler ve Kasap, (2018), (Hathout, Bekar ve Yaylı, 2017), Taş (2016), (Taş 

ve İlarslan, 2019), (Taş ve Gürsoy, 2018). 

Parametrik eğriler ve parametrik yüzeyler bilgisayar destekli tasarımın (CAD) 

temelini oluşturur. Bilgisayar destekli geometrik tasarımda (CAGD) kuşkusuz en 

önemli buluşlar Bézier eğrileri ve yüzeyleri, Coons yamaları (patch) ve ardından B-

spline yöntemleridir. Bézier eğrileri ve yüzeyleri ilk kez 1958-1960 yıllarında Citroen 

ve Renault şirketlerinde mühendis olan Paul de Casteljau ve Pierre Bézier tarafından 

birbirinden bağımsız olarak geliştirildi. De Casteljau, P. Bézier'den hemen önce 

geliştirildi, ancak çalışmalarını hiçbir yerde yayınlamadı. Böylece tamamen Bernstein'ın 

polinom eğrilerinin ve yüzeylerinin ifadesi ile gelişen Bézier eğrileri ve yüzeyleri 

teorisi, P. Bézier adıyla bilinir hale geldi (Farin, 1989). 

CAGD, 1974 yılında Amerika Birleşik Devletleri'nde Utah Üniversitesi'nde 

düzenlenen bir konferanstan sonra Barnhill ve Riesenfeld'in (1974) öncülüğünde öz 

disipline girmiştir. Farouki ve Rajan (1987), CAD sistemlerindeki en kararlı sayısal 

çözümlerin Bézier ve rasyonel Bézier eğrileri olduğunu göstermiştir.  

Bézier eğrileri (CAD) (CAM) sistemlerinde uygulamalarının örneklerini çok 

geniş alanda gördüğümüz eğrilerdir. Bézier eğrileri ve yüzeyleri üzerinde çok sayıda 

çalışma yapılmıştır. Bu çalışmalara örnek olarak G. Farin (1989,1990), R. Farouki 

(1985), W. Tiller (1984), H. Potmann (1995,1997), R. Farouki ve Carla Manni (2001), 

R. Krasauskas (2002), Reyes (1998), E. Mainar JM Pena ve Reyes (2001), B. Jüttler 

(1996), QJ Ge (1999), Mavroidis ve Roth (1997) ve R. Cholewa ve ark. (2002), Incesu 

(2003), Küçük (2004), Oren (2016, 2018a, 2018b), Samancı (2018a, 2018b, 2018c), 

Samancı, Çelik, Incesu (2015) verilebilir.   
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3. MATERYAL ve YÖNTEM 

3.1 Dual Sayılar ve 𝑫-Modülü 

İki boyutlu Öklid uzayları 𝐸ଶ üzerinde toplama ve skaler ile çarpma olarak 

adlandırılan iki işlem aşağıdaki gibi tanımlansın: 

+: 𝐸ଶ × 𝐸ଶ → 𝐸ଶ

(𝐴, 𝐵) → 𝐴 + 𝐵 = (𝑎ଵ + 𝑏ଵ, 𝑎ଶ + 𝑏ଶ)
 

. : 𝐸ଶ × 𝐸ଶ → 𝐸ଶ

(𝐴, 𝐵) → 𝐴. 𝐵 = (𝑎ଵ𝑏ଵ, 𝑎ଵ𝑏ଶ + 𝑎ଶ𝑏ଵ)
 

burada 𝐴 = (𝑎ଵ, 𝑎ଶ) ve 𝐵 = (𝑏ଵ, 𝑏ଶ) dır. Bu işlemler altında 𝐸ଶ kümesi bir halkadır ve 

dual sayılar olarak adlandırılır. Bu küme 𝔻 ile gösterilir. 𝔻'nin herhangi bir 𝐴 = (𝑎, 𝑎∗) 

elemanı şu şekilde yazılabilir: 

𝐴 = 𝑎(1,0) + 𝑎∗(0,1) (3.1) 

(1,0) elemanına gerçek birim, (0,1) elemanına dual birim adı verilir ve 𝜀 ile gösterilir. 

εଶ = 0 olduğu açıkça görülmektedir. Bu nedenle 𝜀 elementi nilpotent bir elementtir. 

Herhangi bir (𝑟, 0) elemanı 𝑟 ∈ 𝑅 ile izomorfiktir. Dolayısıyla herhangi bir 𝐴 = (𝑎, 𝑎∗) 

dual sayısı 𝐴 = 𝑎 + 𝜀𝑎∗ olarak yazılabilir, burada 𝑎, 𝑎∗ ∈ ℝ. Eğer bir 𝐴 = 𝑎 + 𝜀𝑎∗ dual 

sayısı verilirse, o zaman 𝑎 gerçek sayısına 𝐴 dual sayısının gerçek kısmı denir ve 𝑎∗ 

gerçek sayısına 𝐴 dual sayısının dual kısmı denir. Bir dual 𝐴 = 𝑎 + 𝜀𝑎∗ sayının eşlenik 

sayısı 𝐴̅ = 𝑎 − ε𝑎∗'dır (Hacısalihoğlu, 1983). 

𝐴 = 𝑎 + 𝜀𝑎∗ dual sayısının 𝐴 nın reel kısmı olan, sıfır olmayan a gerçek sayısı 

için çarpma operatörü tarafından ters çevrilmesi şu şekilde tanımlanır: 

1

𝐴
=

1

𝑎
− ε

𝑎∗

𝑎ଶ
 (3.2) 

Eğer 𝑎 = 0 ise 𝐴 = ε𝑎∗ sayısının tersi yoktur. Böylece, dual sayılar kümesi cebirsel 

olarak bir halka oluşturur, ancak bir cisim oluşturmaz. 

𝐴 = 𝑎 + ε𝑎∗ sayısının mutlak değeri |𝐴| = ඥ𝐴. 𝐴̅ = |𝑎| dır. Herhangi bir 

𝐴 = 𝑎 + ε𝑎∗ dual sayısı 𝐴 = ቂ
𝑎 𝑎∗

0 𝑎
ቃ biçiminde bir matris gösterimine sahiptir. Bu 

formda reel ve dual birimler sırasıyla; 1 = ቂ
1 0
0 1

ቃ ve ε = ቂ
0 1
0 0

ቃ dir (Hacısalihoğlu, 

1983). 

𝔻ଷ'teki herhangi bir dual 𝑈෡ vektörü 𝑈෡ = ൫𝑈ሬሬ⃗ ଵ, 𝑈ሬሬ⃗ ଶ, 𝑈ሬሬ⃗ ଷ൯ olarak yazılabilir, burada 

𝑖 = 1,2,3 için 𝑈ሬሬ⃗ ௜ = 𝑢௜ + ε𝑢௜
∗ ∈ 𝔻 dir. Aynı 𝑈෡ vektörü 𝑈෡ = 𝑈ሬሬ⃗ + ε𝑈ሬሬ⃗ ∗ olarak da 
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yazılabilir, burada 𝑈ሬሬ⃗ = (𝑢ଵ, 𝑢ଶ, 𝑢ଷ), 𝑈∗ = (𝑢ଵ
∗, 𝑢ଶ

∗, 𝑢ଷ
∗) ∈ ℝଷ dür. Bu nedenle 

𝔻 × 𝔻 × 𝔻 = 𝔻ଷ kümesi bir 𝐷-modüldür (Hacısalihoğlu, 1983). 

İki dual 𝑈෡ ve 𝑉෠  vektörleri 𝑈෡ = 𝑈ሬሬ⃗ + ε𝑈ሬሬ⃗ ∗ ve 𝑉෠ = 𝑉ሬ⃗ + ε𝑉ሬ⃗ ∗ olarak verilsin. O 

zaman iki dual 𝑈෡ ve 𝑉෠  vektörün iç çarpımı 〈𝑈෡, 𝑉෠〉 = 〈𝑈ሬሬ⃗ , 𝑉ሬ⃗ 〉 + 𝜀൫〈𝑈ሬሬ⃗ ∗, 𝑉ሬ⃗ 〉 + 〈𝑈ሬሬ⃗ , 𝑉ሬ⃗ ∗〉൯ olur. 

Bir 𝑈෡ = 𝑈ሬሬ⃗ + ε𝑈ሬሬ⃗ ∗ dual vektörünün normu, dual vektörün reel kısmı sıfırdan farklıysa 

ฮ𝑈෡ฮ = ට〈𝑈෡, 𝑈෡〉 = ට〈𝑈ሬሬ⃗ , 𝑈ሬሬ⃗ 〉 + 2𝜀〈𝑈ሬሬ⃗ , 𝑈ሬሬ⃗ ∗〉 = ฮ𝑈ሬሬ⃗ ฮ + 𝜀
〈𝑈ሬሬ⃗ , 𝑈ሬሬ⃗ ∗〉

ฮ𝑈ሬሬ⃗ ฮ
= 𝑢 + 𝜀𝑢∗ ∈ 𝐷 (3.3) 

biçiminde bir dual sayıdır.  

Bir dual 𝑈෡ vektörünün normu 1 + 𝜀0 = 1 ise, o zaman 𝑈෡ vektörüne dual birim 

vektör denir (Hacısalihoğlu, 1983). 

Önerme 3.1 𝑈෡ = 𝑈ሬሬ⃗ + ε𝑈ሬሬ⃗ ∗ dual vektörü verilsin. Eğer ฮ𝑈෡ฮ = 1 ise ฮ𝑈ሬሬ⃗ ฮ = 1 ve 

〈𝑈, 𝑈∗〉 = 0 dır (Hacısalihoğlu, 1983). 

Önerme 3.2 𝑈෡ = 𝑈ሬሬ⃗ + ε𝑈ሬሬ⃗ ∗ dual vektörü verilsin. Eğer ฮ𝑈෡ฮ ≠ 1 ve 𝑈 ≠ 0 ise 

𝑈ෙ =
𝑈෡

ฮ𝑈෡ฮ
=

𝑈ሬሬ⃗

ฮ𝑈ሬሬ⃗ ฮ
+ 𝜀

𝑈ሬሬ⃗ ∗ −
〈𝑈ሬሬ⃗ , 𝑈ሬሬ⃗ ∗〉

ฮ𝑈ሬሬ⃗ ฮ
ଶ 𝑈ሬሬ⃗

ฮ𝑈ሬሬ⃗ ฮ
=

𝑈ሬሬ⃗

ฮ𝑈ሬሬ⃗ ฮ
+ ε ൭

𝑈ሬሬ⃗ ∗

ฮ𝑈ሬሬ⃗ ∗ฮ
−

〈𝑈ሬሬ⃗ , 𝑈ሬሬ⃗ ∗〉𝑈ሬሬ⃗

ฮ𝑈ሬሬ⃗ ฮ
ଷ ൱ 

               = 𝑈̇ + ε𝑈̇∗ (3.4) 

vektörü 𝑈෡ yönündeki birim dual vektördür (Hacısalihoğlu, 1983). 

Tanım 3.1 𝔻ଷ teki 𝐷-modul üzerindeki dual vektörlerin kümesi birim dual küre diye 

adlandırılır. Yani birim dual küre 

൛𝑈ෙ = 𝑈̇ + ε𝑈∗̇ ∈ 𝐷ଷ: ฮ𝑈ෙฮ = 1ൟ (3.5) 

olarak tanımlanır. (Hacısalihoğlu, 1983) 

Teorem 3.1 (E. Study) 𝑈ෙ = 𝑈̇ + ε𝑈̇∗ ൫𝑈ሬሬ⃗ ≠ 0൯ birim dual küre üzerindeki her bir vektör 

ℝଷ te yönlendirilmiş bir doğruya bire bir olarak karşılık gelir (Hacısalihoğlu, 1983). 

Bu teoreme göre, 𝑈ෙ = 𝑈̇ + ε𝑈̇∗ ൫𝑈ሬሬ⃗ ≠ 0൯ birim dual vektörüne yalnızca bir yönlü 

doğru karşılık gelir. Burada 𝑈̇ reel vektörü karşılık gelen vektörün yönünü gösterir ve 

𝑈̇∗ vektörü de 𝑈̇ nun orjine göre vektörel momentini ifade eder. 𝑈̇ nun vektörel 

momenti 𝑈̇∗  = 0𝑀 ∧ 𝑈̇ ile verilir. Burada 𝑀, 𝑈̇-yönlü doğrusunun üzerinde bir nokta 

ve ∧ sembolü de ℝଷ deki vektörlerin dış çarpımını ifade eder (Gürsoy,1990a). 
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Şekil 3.1 𝑼ෙ = 𝑼̇ + 𝛆𝑼̇∗ vektörüne karşılık gelen yönlü L doğrusu 

 

3.2 Regle Yüzeyleri 

1-Parametreli 𝐾/𝐾’ dual küresel hareketinde, 𝐾 da tesbit edilmiş bir 𝑋 dual 

noktası, 𝐾’ sabit dual küresi üzerinde 𝑡 ∈ ℝ parametresine bağlı bir, 

𝑥⃗ = 𝑥⃗(𝑡), ‖𝑥⃗‖ = 1, 

eğrisi çizer. 𝑡 parametresine göre diferansiyellenebilen bu dual küresel eğriye bir regle 

yüzey olarak bakabiliriz. Çünkü E. Study dönüşümüne göre, bu eğriye çizgiler uzayında 

bir 1-parametreli bir doğru ailesi (Regle yüzey) karşılık gelir. Eğer dual küresel eğri 

kapalı ise, karşılık gelen regle yüzey de kapalıdır. 

 

 
Şekil 3.2 Regle yüzey 

 

𝑥⃗ = 𝑥⃗(𝑡), 𝑡 ∈ ℝ dual küresel eğrisine, çizgiler uzayındaki (𝑥)-regle yüzeyinin 

dual küresel resmi de denir. 

𝑥⃗ = 𝑥⃗(𝑡) dual küresel eğrisinin 𝑑Φ = 𝑑φ + ε𝑑φ∗ dual yay elementi için, 

𝑑Φଶ = 〈𝑑𝑋⃗, 𝑑𝑋⃗〉 

 = 〈𝑋⃗, 𝑋⃗〉𝑑𝑡ଶ 

yazılabilir. Buradan, 

𝑑φଶ = 〈𝑑𝑥⃗, 𝑑𝑥⃗〉 

  𝑀 

 𝑑𝜙 

𝑥⃗(𝑡)     𝑥⃗(𝑡 + 𝑑𝑡)  𝑑𝜑 

 𝑑𝜑௡

𝑥⃗(𝑡) 
𝑥⃗(𝑡 + 𝑑𝑡) 

.       .  
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𝑑φ ⋅ 𝑑φ∗ = 〈𝑑𝑥⃗, 𝑑𝑥⃗∗〉 

elde edilir. 

 𝑥⃗(𝑡) ve 𝑥⃗(𝑡 + 𝑑𝑡) dual birim vektörleri arasındaki 𝑑Φ dual açısı, aynı zamanda 

bu dual vektörlerin uç noktaları arasındaki dual küresel uzaklık olarak da alınabilir. 

 𝑑φ ve 𝑑φ∗ reel büyüklükleri ise, çizgiler uzayında regle yüzeyin 𝑥⃗(𝑡) ve 

𝑥⃗(𝑡 + 𝑑𝑡) ana doğruları arasında, sırasıyla, açı ve en kısa uzaklığa karşılık gelirler. 

 Ortogonal koordinat dönüşümlerinde iç çarpım korunduğu (değişmez kaldığı) 

için 

〈𝑑𝑋⃗, 𝑑𝑋⃗〉 = 〈𝑑𝑥⃗, 𝑑𝑥⃗〉 + 2ε〈𝑑𝑥⃗, 𝑑𝑥⃗∗〉 

ifadesindeki, 

〈𝑑𝑥⃗, 𝑑𝑥⃗〉  ve  〈𝑑𝑥⃗, 𝑑𝑥⃗∗〉 

iç çarpımları da, koordinat dönüşümlerine karşı değişmezdir. O halde, bunların oranı, 

regle yüzeyin en basit birer diferansiyel değişmezidir. (Hacısalihoğlu, 1983). 

Tanım 3.2 𝑥⃗ = 𝑥⃗(𝑡), ‖𝑥⃗‖ = 1, 𝑡 ∈ ℝ regle yüzeyinde, 𝑥⃗(𝑡) ve 𝑥⃗(𝑡 + 𝑑𝑡) komşu ana 

doğruları arasındaki dual açı, 𝑑Φ = 𝑑φ + ε𝑑φ∗ olmak üzere, 

1

𝑑
=

〈𝑑𝑥⃗, 𝑑𝑥⃗∗〉

〈𝑑𝑥⃗, 𝑑𝑥⃗〉 
=

𝑑φ

𝑑φ∗
 

büyüklüğüne bu yüzeyin 𝑥⃗(𝑡) ana doğrusu boyunca dağıtma parametresi veya drall’ı 

denir. (Hacısalihoğlu, 1983) 

Tanım 3.3 Komşu ana doğruları kesişen regle yüzeylere torslar veya açılabilir yüzeyler 

denir. 

 Torslar için drall’ın sıfır olması bir karakteristiktir. Zira, 

1

𝑑
=

𝑑φ

𝑑φ∗
= 0  ⇒  𝑑φ∗  = 0 

dır. Bu ise, 𝑥⃗(𝑡) ve 𝑥⃗(𝑡 + 𝑑𝑡) ana doğrularının kesişmesi demektir. Drall’ın bu tanımı 

silindirler için geçerli değildir. Drall’ı sıfır olmayan bir regle yüzeyde komşu ana 

doğrular aykırıdır. (Hacısalihoğlu, 1983) 

Tanım 3.4 𝑥⃗ = 𝑥⃗(𝑡), ‖𝑥⃗‖ = 1, 𝑡 ∈ ℝ regle yüzeyinde, 𝑥⃗(𝑡) ve 𝑥⃗(𝑡 + 𝑑𝑡) komşu ana 

doğruların ortak dikmesinin, 𝑥⃗(𝑡) ana doğrusu üzerindeki ayağına, merkez noktası veya 

boğaz noktası veya sitriksiyon noktası denir. Bu noktaların geometrik yerine ise boğaz 

çizgisi veya sitriksiyon çizgisi denir. (Hacısalihoğlu, 1983) 

 Verilen bir regle yüzeyde, bütün ana doğruları kesen bir (𝐶) eğrisi yüzeyin 

dayanak eğrisi (Referans eğrisi) olarak anılabilir. 
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Tanım 3.5 𝑥⃗ = 𝑥⃗(𝑡), ‖𝑥⃗‖ = 1, 𝑡 ∈ ℝ regle yüzeyinde, 𝑥⃗(𝑡) ve 𝑥⃗(𝑡 + 𝑑𝑡) komşu ana 

doğrularını dik kesen eğriye, regle yüzeyin ortogonal yörünge eğrisi denir. 

(Hacısalihoğlu, 1983) 

3.3 Kapalı Regle Yüzey ve İntegral İnvaryantları 

Bir 𝐻/𝐻’ kapalı uzay hareketinde, hareketli uzayı temsil eden {𝑃; 𝑣ଵሬሬሬሬ⃗ , 𝑣ଶሬሬሬሬ⃗ , 𝑣ଷሬሬሬሬ⃗ } üç 

ayaklısının bir, 

𝑟 = 𝑟(𝑡), 𝑟(𝑡 + 2π) = 𝑟(𝑡),  𝑡 ∈ ℝ 

kapalı eğrisi üzerinde hareket ettiğini varsayarsak, 𝐻 uzayının tespit edilmiş bir 

doğrusu, 𝐻ᇱ - uzayında bir kapalı regle yüzey çizer. Örneğin, 𝑣⃗ଵ – doğrusunun çizdiği 

kapalı regle yüzey üzerindeki bir noktanın yer vektörünü 𝑥⃗ ile gösterirsek, bu yüzeyin 

denklemini, 

 𝑥⃗(𝑡, 𝑣) = 𝑟(𝑡) + v𝑣⃗ଵ(𝑡),  𝑡 ∈ ℝ 

𝑥⃗(𝑡 + 2π, 𝑣) = 𝑥⃗(𝑡, 𝑣) 

‖𝑣⃗ଵ‖ = 1 
(3.6) 

ile verebiliriz. 𝑣⃗ଵ vektörüne bu kapalı regle yüzeyin doğuranı denir. (Hacısalihoğlu, 

1983). 

 

 
Şekil 3.3 Kapalı 𝒓(𝒕) eğrisi boyunca oluşan 𝑉ଵ-kapalı regle yörünge yüzeyi 

 

 Burada 𝑣⃗ଵ- doğrusu, kapalı regle yüzeyin ana doğrusunu, 𝑟 = 𝑟(𝑡) kapalı eğrisi 

de dayanak eğrisini göstermektedir. 𝑣⃗ଵ- doğrusunun çizdiği kapalı regle yüzeyi (𝑣⃗ଵ) ile 

𝑥⃗ 

⊡ 

O 

𝑉ሬ⃗ ଷ 

𝑉ሬ⃗ ଶ 

𝑉ሬ⃗ଵ 

𝑃ଶ 

𝑃ଵ 

T 

𝜑𝜏 

𝑛ሬ⃗ ଵ 

𝜏 

𝑟 

𝑟 = 𝑟(𝑡) 

𝑟
𝑟

 𝑃 

𝑟

𝜒 
𝑟 
𝑟

𝑉ሬ⃗ ଷ 

𝑉ሬ⃗ ଶ 

𝑉ሬ⃗ଵ 

O 
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gösterirsek, (𝑣⃗ଵ)- kapalı regle yüzeyinin bir 𝑃ଵ noktasından geçen ortogonal 

yörüngesinin diferansiyel denklemi; 

〈𝑑𝑥⃗, 𝑣⃗ଵ〉 = 0, ‖𝑣⃗ଵ‖ = 1 

dır. Burada (3.6) ifadesi kullanılarak, 

𝑑𝑣 = −〈𝑑𝑟, 𝑣⃗ଵ〉 

bulunur.  

Tanım 3.6 Bir 𝑥⃗(𝑡, 𝑣) = 𝑟(𝑡) + 𝑣⃗ଵ(𝑡) kapalı regle yüzeyi için, 

ℓ = ර 𝑑𝑣 = − ර〈𝑑𝑟, 𝑣⃗ଵ〉 

büyüklüğüne bu kapalı regle yüzeyin açılım uzunluğu denir (Gürsoy,1990a). 

 Bu tanım bize, 𝑣ଵ- ana doğrusunun, 𝑟 = 𝑟(𝑡) kapalı eğrisine dayanarak kapalı 

regle yüzeyi çizdiğinden, kendi doğrultusunda ℓ = ∮ 𝑑𝑣 kadar ilerleyerek ilk konumu 

ile çakıştığını gösterir. Bu nedenle, 𝑣ଵ- ana doğrusunun bir 𝑃ଵ noktasından başlayan 

ortogonal yörünge, bir periyot sonra aynı 𝑣ଵ- ana doğrusunu 𝑃ଵ den farklı bir 𝑃ଶ 

noktasında keser. Ortogonal yörüngeler, çıkış noktasından bağımsız olduğundan, ℓ 

açılım uzunluğu kapalı regle yüzeyler için bir integral invaryantıdır (Gürsoy,1990a). 

 

 
Şekil 3.4 Kapalı Regle yüzeyin boğaz çizgisi ve açılım uzunluğu ve açılım açısı 

 

 Şimdi (𝑣⃗ଵ)- kapalı regle yüzeyi için, ikinci bir integral invaryantı olan açılım 

açısı tanımlansın. 

⊡ 

O 

𝑉ሬ⃗ ଷ 

𝑉ሬ⃗ ଶ 

𝑉ሬ⃗ଵ 

𝑃ଶ 

𝑃ଵ 

T 

𝜑𝜏 

𝑛ሬ⃗ ଵ 

𝜏 

𝑃ଶ 

𝑃ଵ 

𝑉ሬ⃗ଵ 



9 

 
 

Tanım 3.7 (𝑣⃗ଶ,𝑣⃗ଷ)- düzleminde bir birim vektörü, 

𝑛ሬ⃗ ଵ = 𝑐𝑜𝑠φ𝑣⃗ଶ + 𝑠𝑖𝑛φ𝑣⃗ଷ 

olarak seçelim. 𝑛ଵ doğrusu, kapalı hareket esnasında yüzeyin 𝑃 noktasından geçen 

ortogonal yörüngesi boyunca bir tors (açılabilir yüzey) çizsin. Yani torsun denklemi, 

𝑇ሬ⃗ = 𝑥⃗ + ω𝑛ሬ⃗ ଵ ω ∈ ℝ 

olsun. Ayrıca bu torsun dayanak eğrisi 𝑥⃗(𝑡) için ortogonal yörünge olma şartı, 

〈𝑑𝑟, 𝑣⃗ଵ〉 = 0 

sağlansın. 𝑛ଵ- doğrusu bu koşulları sağlamak üzere kapalı hareketi esnasında, hareketin 

bir fonksiyonu olarak değişen φ açısının bir periyotluk süredeki toplam değişme 

miktarına (𝑣⃗ଵ)- kapalı regle yüzeyinin açılım açısı denir ve, 

λ௩ሬ⃗ భ
= ර 𝑑𝑣 

eğrisel integrali ile belirtilir (Gürsoy,1990a). 

3.3 Genel Bézier Eğrileri 

Tanım 3.8 Genel Bézier eğrisi, Kontrol noktaları 𝑏଴, 𝑏ଵ, 𝑏ଶ, ⋯ , 𝑏௡ olarak verilen ve 

başlangıç noktası 𝑏଴, bitiş noktası 𝑏௡ olan 𝑛. dereceden bir polinom eğridir. Genel 

Bézier eğrisi, vektörel formda, 

𝐵(𝑡) = ෍ 𝑏௜𝐵௜
௡(𝑡)

௡

௜ୀ଴

,  𝑡 ∈ [0,1] (3.7) 

olarak tanımlanır. Burada 𝐵௜
௡(𝑡) fonksiyonları 

𝐵௜
௡(𝑡) = ቐ

𝑛!

𝑖! (𝑛 − 𝑖)!
(1 − 𝑡)௡ି௜𝑡௜ , 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛

0, 𝑑𝑖ğ𝑒𝑟 𝑑𝑢𝑟𝑢𝑚𝑙𝑎𝑟𝑑𝑎

 (3.8) 

biçimde verilen Bernstein taban fonksiyonları (ya da Bernstein taban polinomları) dır. 

௡!

௜!(௡ି௜)!
 ifadeleri de Binom katsayılarıdır ve ቀ

𝑛
𝑖

ቁ ya da 𝐶 
௡

௜ ile gösterilir  (Marsh, 1999). 

Teorem 3.2 (Marsh, 1999) Bernstein taban polinomları aşağıdaki özellikleri sağlar. 

1) 𝐵(𝑡) = ෍ 𝐵௜
௡(𝑡)

௡

௜ୀ଴

= 1,  𝑡 ∈ [0,1] (Toplamın birim olması) (3.9) 

2) 𝐵௜
௡(𝑡) ≥ 0,  𝑡 ∈ [0,1] (Pozitiflik) (3.10) 

3) 𝐵௜ିଵ
௡ (𝑡) = 𝐵௜

௡(1 − 𝑡),  𝑖 = 0,1, ⋯ , 𝑛 (Simetri) (3.11) 

4) 𝐵௜ିଵ
௡ (𝑡) = (1 − 𝑡)𝐵௜

௡ିଵ(𝑡) + 𝑡𝐵௜ିଵ
௡ିଵ(𝑡), (İndirgeme) (3.12) 
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3.4 Bézier Eğrilerinin Özellikleri 

Teorem 3.3 (Marsh, 1999) Kontrol noktaları 𝑏଴, 𝑏ଵ, 𝑏ଶ, ⋯ , 𝑏௡ olarak verilen 𝑛. 

dereceden bir 𝐵 =  𝐵(𝑡) Bézier eğrisi aşağıdaki özellikleri sağlar: 

1) 𝐵(0) = 𝑏଴, 𝐵(1) = 𝑏௡ (Son nokta interpolasyon özelliği) (3.13) 

2) 
𝐵ᇱ(0) =

𝑑𝐵

𝑑𝑡
ฬ

௧ୀ଴
= 𝑛(𝑏ଵ– 𝑏଴) (Son nokta teğet özelliği)  

 
𝐵ᇱ(1) =

𝑑𝐵

𝑑𝑡
ฬ

௧ୀଵ
= 𝑛(𝑏௡– 𝑏௡ିଵ)  (3.14) 

3) ∀𝑡 ∈ [0,1] için, 𝐵(𝑡) = 𝐶𝐻({𝑏଴, 𝑏ଵ, 𝑏ଶ, ⋯ , 𝑏௡}) (3.15) 

 (Bézier eğrisinin tamamı, kontrol noktalarının konveks alanı içinde kalmaktadır.) 

4) 𝐹, bir afin dönüşümü olmak üzere, 

𝐹൫𝐵(𝑡)൯ = 𝐹 ൭෍ 𝑏௜𝐵௜
௡(𝑡)

௡

௧ୀ଴

൱ = ෍ 𝐹(𝑏௜)𝐵௜
௡(𝑡)

௡

௜ୀ଴

 (3.16) 

 dir. (Kontrol noktaları 𝑏௜, 𝑖 =  0,1, . . . , 𝑛 olan Bézier eğrisinin bir afin dönüşümü 

altındaki görüntüsü, kontrol noktaları 𝐹(𝑏௜), 𝑖 =  0,1, . . . , 𝑛 olan Bézier eğrisidir.) 

5) Bir 𝑑 doğrusu ile 𝐵(𝑡) düzlemsel Bézier eğrisinin arakesit noktalarının sayısı 𝑚, 

𝐵(𝑡) Bézier eğrisinin kontrol polinomunun arakesit noktalarının sayısı s ise 

 𝑚 ≤ 𝑠 dir. (Varyasyon Azaltma Özelliği) 

3.5 Bézier Eğrilerinde Türev Kavramı 

Bézier eğrilerinde türevler, Bernstein polinomlarının türevlerinden elde 

edilmektedir. 

Teorem 3.4 (Marsh, 1999)  0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑛 için 𝐵௜
௡(𝑡) = ቀ

𝑛
𝑖

ቁ (1 − 𝑡)௡ି௜𝑡௜  Bernstein taban 

fonksiyonlarının birinci ve ikinci türevleri 

1) ൫𝐵௜
௡(𝑡)൯

ᇱ
= 𝑛 ቀ𝐵௜ିଵ

௡ିଵ(𝑡) − 𝐵௜
௡ିଵ(𝑡)ቁ ya da (3.17) 

 ൫𝐵௜
௡(𝑡)൯

ᇱ
=

 𝑖 − 𝑛𝑡

𝑡(1 − 𝑡)
𝐵௜

௡(𝑡)  (3.18) 

2) ൫𝐵௜
௡(𝑡)൯

(௡)
= 𝑛(𝑛 − 1) ቀ𝐵௜

௡ିଶ(𝑡) − 𝐵௜ିଵ
௡ିଶ(𝑡) + 𝐵௜ିଶ

௡ିଶ(𝑡)ቁ ya da (3.19) 

 
൫𝐵௜

௡(𝑡)൯
(௡)

= ቆ
𝑖(𝑖 − 1) − 2𝑖(𝑛 − 1)𝑡 + 𝑛(−1)𝑡ଶ

𝑡ଶ(1 − 𝑡)ଶ
ቇ 𝐵௜

௡(𝑡)  (3.20) 

biçimindedir. 

Teorem 3.5 (Marsh, 1999) Kontrol noktaları 𝑏௜, 𝑖 = 0,1, … , 𝑛 olan ve 
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𝐵(𝑡) = ෍ 𝑏௜𝐵௜
௡(𝑡)

௡

௜ୀ଴

 

biçiminde verilen bir Bézier eğrisinin türevi, kontrol noktaları 𝑏௜
(ଵ)

= 𝑛(𝑏௜ାଵ − 𝑏௜), 

𝑖 = 0,1, … , 𝑛 − 1 olan (𝑛 − 1). dereceden bir Bézier eğrisidir. Yani, 

𝐵’(𝑡) = ෍ 𝑏௜
(ଵ)

௡ିଵ

௜ୀ଴

𝐵௜
௡ିଵ(𝑡), 𝑏௜

(ଵ)
= 𝑛(𝑏௜ାଵ − 𝑏௜) (3.21) 

dir. 

Sonuç 3.1 (Marsh, 1999) Kontrol noktaları 𝑏௜, 𝑖 = 0,1, … , 𝑛 olan ve 𝐵(𝑡) =

∑ 𝑏௜𝐵௜
௡(𝑡)௡

௜ୀ଴  biçiminde verilen bir Bézier eğrisinin ikinci türevi, kontrol noktaları 

𝑏௜
(ଶ)

= 𝑛(𝑛 − 1)(𝑏௜ାଶ − 2𝑏௜ାଵ + 𝑏௜), 𝑖 = 0,1, … , 𝑛 − 1 olan (𝑛 − 2). dereceden bir 

Bézier eğrisidir. Yani, 

𝐵ᇱᇱ(𝑡) = ෍ 𝑏௜
(ଶ)

௡ିଵ

௜ୀ଴

𝐵௜
௡ିଶ(𝑡), 𝑏௜

(ଶ)
= 𝑛(𝑛 − 1)(𝑏௜ାଶ − 2𝑏௜ାଵ + 𝑏௜), (3.22) 

dir. 

Sonuç 3.2 (Marsh, 1999) Kontrol noktaları 𝑏௜, 𝑖 = 0,1, … , 𝑛 olan ve 𝐵(𝑡) =

∑ 𝑏௜𝐵௜
௡(𝑡)௡

௜ୀ଴  biçiminde verilen bir Bézier eğrisinin 𝑟. türev fonksiyonu, kontrol 

noktaları 𝑏௜
(௥)

= 𝑛(𝑛 − 1) … (𝑛 − 𝑟) ቀ∑ (−1)௥ି௝ ቀ
𝑟
𝑗ቁ 𝑏௜ା௝

௥
௝ୀ଴ ቁ, 𝑖 = 0,1, … , 𝑛 − 𝑟 olan 

(𝑛 − 𝑟). dereceden bir Bézier eğrisi temsil eder. Yani, 

𝐵(௥)(𝑡) = ෍ 𝑏௜
(௥)

௡ି௥

௜ୀ଴

𝐵௜
௡ି௥(𝑡), 

(3.23) 

𝑏௜
(௥)

= 𝑛(𝑛 − 1) … (𝑛 − 𝑟) ቌ෍(−1)௥ି௝ ቀ
𝑟
𝑗ቁ 𝑏௜ା௝

௥

௝ୀ଴

ቍ 

dir. 

3.6 Bézier Eğrileri İçin De Casteljau Algoritması 

De Casteljau Algoritması, bir Bézier eğrisinin 𝑡଴ ∈ [0,1] noktasındaki 𝐵(𝑡଴) 

değerini hesaplamak için geliştirilmiş bir algoritmadır. Ayrıca verilen bir Bézier 

eğrisinin iki ayrı parçaya ayrılmasında da yine sıklıkla bu algoritma kullanılmaktadır. 

Kontrol noktaları 𝑏଴, 𝑏ଵ, 𝑏ଶ, … , 𝑏௡ olarak verilen 𝑛. dereceden bir 𝐵 = 𝐵(𝑡) Bézier 

eğrisi için 𝑡 = 𝑡଴ noktasındaki değerini bulmak için De Casteljau algoritmasının ifadesi 

aşağıdaki teoremle verilebilir: 



12 

 
 

Teorem 3.6 (Marsh, 1999) Kontrol noktaları 𝑏଴, 𝑏ଵ, 𝑏ଶ, … , 𝑏௡ olarak verilen 𝑛. 

dereceden bir 𝐵 = 𝐵(𝑡) Bézier eğrisinin, 𝑡 = 𝑡଴ noktasındaki değeri 𝐵(𝑡଴) = 𝑏଴
௡ dir. 

Burada 𝑗 = 0,1, … , 𝑛, 𝑖 = 1, … , 𝑛 − 𝑗 için 

𝑏௜
଴ = 𝑏௜,

𝑏௜
௝

= (1 − 𝑡଴)𝑏௝
௝ିଵ

+ 𝑡଴𝑏௜ାଵ
௝ିଵ

,
 (3.24) 

dir. 

3.7 Bézier Eğrileri İçin Bölme (Subdivision) Algoritması 

Kontrol noktaları 𝑏଴, 𝑏ଵ, 𝑏ଶ, … , 𝑏௡ olan 𝑛. dereceden bir 𝐵(𝑡) Bézier eğrisi [0,1] 

kapalı aralığında tanımlanmaktadır. [0,1] aralığı bir α ∈ [0,1] noktasından ikiye 

ayrıldığında, 𝐵(𝑡) Bézier eğrisi de 𝐵(α) noktasından ikiye ayrılacaktır. Böylece elde 

edilen iki ayrı eğri parçasından 𝐵(α) noktasının solunda kalan kısmı 𝐵௦௢௟, sağında kalan 

kısmı da 𝐵௦௔ğ olarak ifade edilecek olursa, bu iki eğrinin tanım aralıkları sırasıyla [0, 𝛼] 

ve [𝛼, 1] kapalı aralıkları olur. Her iki eğri parçası da, parametre dönüşümü yapılarak 

[0,1] aralığında tanımlı Bézier eğrisi formunda ifade edilebilir. Böylece, elde edilen 

yeni Bézier eğrilerinin dereceleri de, ilk eğrinin derecesi ile aynı olacaktır. Kontrol 

noktaları da değişecek ve toplam 2𝑛 + 2 tane olacaktır. Yani 𝑛. dereceden bir Bézier 

eğrisi, yine dereceleri n olan iki ayrı parçaya ayrılmaktadır. (Bakınız, Şekil 3.5) 

 

 
Şekil 3.5 Bir Bézier eğrisinin ayrılması 

 

Elde edilen yeni Bézier eğrilerinin kontrol noktaları bölme algoritması ile 

bulunmaktadır. Bu algoritmada De Casteljau algoritması kullanılır. Bu algoritma ile 

elde edilen 𝐵௦௢௟ ve 𝐵௦௔ğ Bézier eğrilerinin kontrol noktaları şu şekilde bulunur. 
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Şekil 3.6 Bir Bézier eğrisi için bölme algoritması 

 

Şekil 3.6 incelendiğinde I oku yönündeki noktalar, yukarıdan aşağıya doğru 

sırasıyla 𝑏଴
଴, 𝑏଴

ଵ, . . . 𝑏଴
௡ିଵ, 𝑏଴

௡ noktaları, 𝐵௦௢௟ Bézier eğrisinin kontrol noktaları; II oku 

yönündeki noktalar, aşağıdan yukarıya doğru sırasıyla 𝑏଴
௡, 𝑏ଵ

௡ିଵ, . . . 𝑏௡ିଵ
ଵ , 𝑏௡

଴ noktaları, 

𝐵௦௔ğ Bézier eğrisinin kontrol noktalarıdır. Bu durum bir teorem olarak aşağıdaki şekilde 

verilebilir. 

Teorem 3.7 (Marsh, 1999) Kontrol noktaları 𝑏଴, 𝑏ଵ, 𝑏ଶ, … , 𝑏௡ olan 𝑛. dereceden bir 𝐵(𝑡) 

Bézier eğrisini ikiye bölmek suretiyle elde edilen 𝐵௦௢௟ ve 𝐵௦௔ğ Bézier eğrilerinin kontrol 

noktaları; 𝐵௦௢௟ için 𝑏଴
଴, 𝑏଴

ଵ, . . . 𝑏଴
௡ିଵ, 𝑏଴

௡ ve 𝐵௦௔ğ için ise 𝑏଴
௡, 𝑏ଵ

௡ିଵ, . . . 𝑏௡ିଵ
ଵ , 𝑏௡

଴ noktalarıdır. 

Burada 𝑏௜
௝, (3.24) de verildiği gibidir. 

 

 

Şekil 3.7 𝑩෡(𝒕) Bézier eğrisinin birim dual küre üzerine projeksiyonu olan 𝑩෩(𝒕) eğrisi 

 

3.8 Dual Bézier Eğrileri 

Dual Bézier eğrileri ilk defa Hosheck (1983) tarafından tanımlanmıştır. Daha sonra 

Barry ve Goldman (1989), Bodduluri ve Ravani (1992,1993), Pottmann ve Farin (1995) 

çalışmalarında dual Bezier eğrilerine ve Bernstein polinomlarının dual versiyonlarına 

yer verilmiştir. Ancak literatürde bulunan bu çalışmalarda duallik kavramı projektif 
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geometride ifade edilen kavramdır. Yani noktalar (doğrular)  yerine doğrlar (düzlemler) 

alınarak ifade edilen duallik kavramıdır. Bu çalışmalarda Bernstein taban polinomları 

yine Bernstein formatında fonksiyonellerle ifade edilmekte ve Bezier eğrileri de kontrol 

noktaları yerine kontrol düzlemleri alınarak tanımlanmaktadır.   

Oysa bizim çalışmamızda kullandığımız Dual Bezier eğrisi; kontrol noktaları, 𝔻 

dual sayılar yardımıyla inşa edilen 3 boyutlu 𝔻ଷ (ama gerçekte 6 boyutlu) uzayında 

alınan bir Bezier eğrisini ifade etmektedir. Bu anlamda yapılan çalışma örneği Taş ve 

İlarslan (2019) dır. Ancak bu çalışmada da birim dual küre üzerindeki bir noktanın 

koordinatları küresel koordinatlar yardımıyla (1,u,v) olarak ifade edilmiş ve buradaki u 

ve v  koordinatının herbiri Bezier eğrisi olarak tanımlanmıştır. Bu çalışmamızda dual 

Bezier eğrisi olarak Incesu (2021) de verilen tanım dikkate alınmıştır. Yani, 

𝐵෠(𝑡) = 𝐵(𝑡) + ε𝐵∗(𝑡) 

biçiminde bir dual eğri alalım. Bu eğrinin reel ve dual parçaları her biri 𝑛. dereceden bir 

Bézier eğrisi olsunlar. Kontrol noktaları sırasıyla 𝑃଴, 𝑃ଵ, ⋯ , 𝑃௡ ve 𝑃଴
∗, 𝑃ଵ

∗, … , 𝑃௡
∗ olsun. 

Bu takdirde aşağıdaki teoremler ifade edilebilir. 

Teorem 3.8 (Incesu, 2021) 𝐵෠(𝑡) = 𝐵(𝑡) + ε𝐵∗(𝑡) kontrol noktaları 𝑃෠଴, 𝑃෠ଵ, … , 𝑃෠௡ ∈ 𝔻ଷ 

olan dual Bézier eğrisi olsun. Burada 𝑖 = 0,1, … , 𝑛. için 𝑃෠௜ = 𝑃௜ + ε𝑃௜
∗, 𝑃௜ , 𝑃௜

∗ ∈ ℝଷ; Bu 

takdirde 𝐵෠(𝑡) nin birim dual küre üzerindeki projeksiyon eğrisi  

𝐵෨(𝑡) = 𝐵ത(𝑡) + ε𝐵ത∗(𝑡) 

dir. Burada  

𝐵ത(𝑡) =
𝐵(𝑡)

‖𝐵(𝑡)‖
  ve 𝐵ത∗(𝑡) =

𝐵∗(𝑡)

‖𝐵(𝑡)‖
−

〈𝐵(𝑡), 𝐵∗(𝑡)〉

‖𝐵(𝑡)‖ଷ
 

dir. 

Teorem 3.9 (Incesu, 2021)  𝐵෠(𝑡) = 𝐵(𝑡) + ε𝐵∗(𝑡) kontrol noktaları 𝑃෠଴, 𝑃෠ଵ, … , 𝑃෠௡ ∈ 𝔻ଷ 

olan dual Bézier eğrisi olsun. Burada 𝑖 = 0,1, … , 𝑛. için 𝑃෠௜ = 𝑃௜ + ε𝑃௜
∗, 𝑃௜ , 𝑃௜

∗ ∈ ℝଷ; ve 

𝐵෨(𝑡) de birim dual küre üzerindeki projeksiyon eğrisi olsun. Bu takdirde 𝐵෨(𝑡) eğrisinin 

E. Study’nin teoremine karşılık 𝑋(𝑡, ν) regle yüzeyi 

𝑋(𝑡, ν) =
𝐵(𝑡) × 𝐵∗(𝑡)

‖𝐵(𝑡)‖ଶ
+ 𝜈

𝐵(𝑡)

‖𝐵(𝑡)‖
 (3.26) 

biçimindedir burada 𝑡 ∈ [0,1] ve ν ∈ ℝ dir. 

Teorem 3.10 (Incesu, 2021)  𝐵෠(𝑡) = 𝐵(𝑡) + ε𝐵∗(𝑡) kontrol noktaları 𝑃෠଴, 𝑃෠ଵ, … , 𝑃෠௡ ∈

𝔻ଷ olan dual Bézier eğrisi olsun. Burada 𝑖 = 0,1, … , 𝑛. için 𝑃෠௜ = 𝑃௜ + ε𝑃௜
∗, 𝑃௜ , 𝑃௜

∗ ∈ ℝଷ; 
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bu takdirde 𝐵෠(𝑡) eğrisinin E. Study’nin teoremine karşılık 𝑋(𝑡, ν) regle yüzeyine ait 

boğaz eğrisi 

σ(𝑡) = 
𝐵(𝑡) × 𝐵∗(𝑡)

‖𝐵(𝑡)‖ଶ
  

 + ቌ
ቀ൫〈𝐵′(𝑡), 𝐵(𝑡)〉𝐵∗(𝑡) − ‖𝐵(𝑡)‖ଶ(𝐵∗)ᇱ(𝑡)൯, 𝐵′(𝑡), 𝐵(𝑡)ቁ

‖𝐵(𝑡)‖ଶ‖𝐵′(𝑡) × 𝐵(𝑡)‖ଶ
ቍ 𝐵(𝑡) (3.27) 

biçimindedir. 

Teorem 3.11 (Incesu, 2021)  𝐵෠(𝑡) = 𝐵(𝑡) + ε𝐵∗(𝑡) kontrol noktaları 𝑃෠଴, 𝑃෠ଵ, … , 𝑃෠௡ ∈

𝔻ଷ olan dual Bézier eğrisi olsun. Burada 𝑖 = 0,1, … , 𝑛. için 𝑃෠௜ = 𝑃௜ + ε𝑃௜
∗, 𝑃௜ , 𝑃௜

∗ ∈ ℝଷ; 

Bu takdirde 𝐵෠(𝑡) eğrisinin E. Study’nin teoremine karşılık 𝑋(𝑡, ν) regle yüzeyine ait 

dağılma parametresi ρ(𝑡): 

ρ(𝑡) =

〈ቆ
‖𝐵(𝑡)‖ଶ൫𝐵′(𝑡) × 𝐵∗(𝑡) + 𝐵(𝑡) × ൫𝐵∗(𝑡)൯′൯

−2〈𝐵(𝑡), 𝐵′(𝑡)〉𝐵(𝑡) × 𝐵∗(𝑡)
ቇ , 𝐵′(𝑡) × 𝐵(𝑡)〉

‖𝐵(𝑡)‖ଶ‖𝐵′(𝑡) × 𝐵(𝑡)‖ଶ
 

(3.27) 

biçimindedir. 

Teorem 3.12 (Incesu, 2021)  𝐵෠(𝑡) = 𝐵(𝑡) + ε𝐵∗(𝑡) eğrisi 𝑃෠଴, 𝑃෠ଵ, ⋯ , 𝑃෠௡ ∈ 𝔻ଷ kontrol 

noktaları ile verilen bir dual Bézier eğrisi olsun. Burada 𝑖 = 0,1, ⋯ , 𝑛 için 𝑃෠௜ = 𝑃௜ +

ε𝑃௜
∗, 𝑃௜ , 𝑃௜

∗ ∈ ℝଷ dır. E. Study'nin teoremi altında 𝐵෨(𝑡) eğrisi 𝔻ଷ de 𝐵෠(𝑡) eğrisine birim 

dual kürenin projektif eğrisine karşılık gelen 𝑋(𝑡, 𝑣) regle yüzeyin 𝑋(0, 𝑣) ve 𝑋(1, 𝑣) 

parametre eğrileri  

i) 𝑋(0, 𝑣) =
𝑃଴ × 𝑃଴

∗

‖𝑃଴‖ଶ
+ 𝑣

𝑃଴

‖𝑃଴‖
 (3.28) 

ii) 𝑋(1, 𝑣) =
𝑃௡ × 𝑃௡

∗

‖𝑃௡‖ଶ
+ 𝑣

𝑃௡

‖𝑃௡‖
 (3.29) 

olarak yazılır. Burada 𝑣 ∈ ℝ dir. 

Teorem 3.13 (Incesu, 2021)  𝐵෠(𝑡) = 𝐵(𝑡) + ε𝐵∗(𝑡) eğrisi 𝑃෠଴, 𝑃෠ଵ, ⋯ , 𝑃෠௡ ∈ 𝔻ଷ kontrol 

noktaları ile verilen bir dual Bézier eğrisi olsun. Burada 𝑖 = 0,1, ⋯ , 𝑛 için 𝑃෠௜ = 𝑃௜ +

ε𝑃௜
∗, 𝑃௜ , 𝑃௜

∗ ∈ ℝଷ dır. 𝑡଴ ∈ (0,1) için 𝐵෠(𝑡) dual Bézier eğrisine karşılık gelen 𝑋(𝑡, 𝑣) 

regle yüzeyin 𝑋(𝑡଴, 𝑣) parametre eğrisi 

𝑋(𝑡଴, 𝑣) =
𝑃଴

௡ × 𝑃଴
௡∗

‖𝑃଴
௡‖ଶ

+ 𝑣
𝑃଴

௡

‖𝑃଴
௡‖

 (3.30) 

olarak yazılır. Burada 𝑃଴
௡ ve 𝑃଴

௡∗
 noktaları Casteljau algoritması ile elde edilmiştir. 



16 

 
 

Teorem 3.14 (Incesu, 2021)  𝐵෠(𝑡) bir dual Bézier eğrisi olsun. Şu halde 𝐵෠(𝑡) dual 

Bézier eğrisine karşılık gelen 𝑋(𝑡, ν) regle yüzeyinin dayanak eğrisi 𝐵෠(𝑡) dual Bézier 

eğrisinin kontrol noktaları yardımıyla 

𝜎(0) = 
b0 × 𝑏0

∗

‖𝑏଴‖ଶ
+ ቆ

൫(⟨b1, b0⟩b0
∗ − |b0|ଶb1

∗), b1, b0൯

‖𝑏଴‖ଶ‖𝑏ଵ × 𝑏଴‖ଶ
ቇ b0 

(3.31) 
 

 ve  𝛿(0) =
b0

‖𝑏଴‖
 

𝜎(1) = 
𝑏௡ × 𝑏௡

∗

‖𝑏௡‖ଶ
+ ቆ

൫(⟨𝑏௡ିଵ, 𝑏௡⟩𝑏௡
∗ − ‖𝑏௡‖ଶ𝑏௡ିଵ

∗ ), 𝑏௡ିଵ, 𝑏௡൯

‖𝑏௡‖ଶ‖𝑏௡ × 𝑏௡ିଵ‖ଶ
ቇ 𝑏௡ 

(3.31) 
 

 ve  𝛿(1) =
𝑏௡

‖𝑏௡‖
 

ve 

σ(𝑡଴) = 
𝑏଴

௡ × 𝑏଴
௡∗

‖𝑏଴
௡‖ଶ

+ ቆ
([⟨𝑏ଵ

௡ିଵ, 𝑏଴
௡⟩(𝑏଴

௡)∗ − ‖𝑏଴
௡‖ଶ(𝑏ଵ

௡ିଵ)∗], 𝑏ଵ
௡ିଵ, 𝑏଴

௡)

‖𝑏଴
௡‖ଶ‖𝑏ଵ

௡ିଵ × 𝑏଴
௡‖ଶ

ቇ 𝑏଴
௡ 

(3.32) 
 

 ve  δ(𝑡଴) =
𝑏଴

௡

‖𝑏଴
௡‖

 

olarak yazılabilir. Burada 𝑏଴
௡, 𝑏ଵ

௡ିଵ, (𝑏ଵ
௡ିଵ)∗ ve (𝑏଴

௡)∗ noktaları de Casteljau algoritması 

yardımıyla elde edilmiştir ve 𝑡଴ ∈ (0,1) için 

‖𝐵ᇱ × 𝐵‖ᇱ = ቀඥ⟨𝐵ᇱ × 𝐵, 𝐵ᇱ × 𝐵⟩ቁ
ᇱ

=
⟨𝐵ᇱ × 𝐵, 𝐵ᇱ × 𝐵⟩ᇱ

2ඥ⟨𝐵ᇱ × 𝐵, 𝐵ᇱ × 𝐵⟩
=

⟨𝐵ᇱᇱ × 𝐵, 𝐵ᇱ × 𝐵⟩

‖𝐵ᇱ × 𝐵‖
 

(‖𝐵‖ଶ‖𝐵ᇱ × 𝐵‖ଶ)ᇱ = 2(‖𝐵ᇱ × 𝐵‖ଶ⟨𝐵ᇱ, 𝐵⟩ + ‖𝐵‖ଶ⟨𝐵ᇱᇱ × 𝐵, 𝐵ᇱ × 𝐵⟩) 

(⟨𝐵ᇱ, 𝐵⟩𝐵∗ − ‖𝐵‖ଶ(𝐵∗)ᇱ)ᇱ = (⟨𝐵ᇱᇱ, 𝐵) + ⟨𝐵ᇱ, 𝐵ᇱ⟩)𝐵∗ − ⟨𝐵ᇱ, 𝐵⟩ − (𝐵∗)ᇱ‖𝐵‖ଶ − (𝐵∗)ᇱᇱ 

σ dayanak eğrisinin türevi aşağıdaki teorem yardımıyla elde edilir. 

Teorem 3.15 (Incesu, 2021)  𝐵෠(𝑡) bir dual Bézier eğrisi olsun. 𝐵෠(𝑡) dual Bézier 

eğrisine karşılık gelen 𝑋(𝑡, ν) regle yüzenin σ daralma eğrisinin türevi aşağıdaki gibi 

yazılır. 

σ′ = ቈ
𝐵′ × 𝐵∗

‖𝐵‖ଶ
+

𝐵 × (𝐵∗)′

‖𝐵‖ଶ
− 2

⟨𝐵, 𝐵′⟩(𝐵 × 𝐵∗)

‖𝐵‖ସ
቉ 

 

 +𝑑𝑒𝑡(𝐵∗, 𝐵ᇱ, 𝐵) ቆ
⟨𝐵′′, 𝐵⟩ + ⟨𝐵′, 𝐵′⟩

‖𝐵ଶ‖‖𝐵′ × 𝐵‖ଶ
−

2⟨𝐵′, 𝐵⟩ଶ

‖𝐵‖ସ‖𝐵′ × 𝐵‖ଶ
 

 

 −
2⟨𝐵′′ × 𝐵, 𝐵′ × 𝐵⟩⟨𝐵′, 𝐵⟩

‖𝐵ଶ‖‖𝐵′ × 𝐵‖ସ
ቇ 𝐵 

 

 +𝑑𝑒𝑡(𝐵∗, 𝐵ᇱ, 𝐵) ቆ
2⟨𝐵′, 𝐵⟩

‖𝐵ଶ‖‖𝐵′ × 𝐵‖ଶ
−

⟨𝐵′, 𝐵⟩

‖𝐵‖ଶ‖𝐵′ × 𝐵‖ଶ
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 +
2⟨𝐵′′ × 𝐵, 𝐵′ × 𝐵⟩

‖𝐵′ × 𝐵‖ସ
ቇ 𝐵 

 

 +
⟨𝐵′, 𝐵⟩𝑑𝑒𝑡(𝐵∗, 𝐵′′, 𝐵)

‖𝐵ଶ‖‖𝐵′ × 𝐵‖ଶ
𝐵 −

𝑑𝑒𝑡൫(𝐵∗)′, 𝐵′′, 𝐵൯

‖𝐵′ × 𝐵‖ଶ
𝐵 −

𝑑𝑒𝑡൫(𝐵∗)′′, 𝐵′, 𝐵൯

‖𝐵′ × 𝐵‖ଶ
𝐵 

 

 +
⟨𝐵′, 𝐵⟩𝑑𝑒𝑡(𝐵∗, 𝐵′, 𝐵)

‖𝐵ଶ‖‖𝐵′ × 𝐵‖ଶ
𝐵′ −

𝑑𝑒𝑡൫(𝐵∗)′, 𝐵′, 𝐵൯

‖𝐵′ × 𝐵‖ଶ
𝐵. (3.33) 

Ayrıca  

‖𝐵ᇱ × 𝐵‖ଶ = ⟨𝐵, 𝐵⟩ = ⟨𝐵′, 𝐵′⟩ − ⟨𝐵′, 𝐵⟩ଶ 

eşitliğinden ⟨σ′(𝑡), δ′(𝑡)⟩ = 0 olduğu aşikardır. 

Önerme 3.3 (Incesu, 2021)  𝐵෠(𝑡) bir dual Bézier eğri olsun. 𝐵෠(𝑡) dual Bézier eğrisine 

karşılık gelen 𝑋(𝑡, ν) regle yüzeyinin δ direktör eğrisinin türevi ile kartezyen çarpımı  

δ × δ′ =
𝐵 × 𝐵′

‖𝐵‖ଶ
 (3.34) 

olarak yazılır. 

İspat.  

δ × δ′ =
𝐵

|𝐵|ଶ
× ቆ

𝐵′

‖𝐵‖
−

⟨𝐵′, 𝐵⟩𝐵

‖𝐵‖ଷ
ቇ =

𝐵 × 𝐵′

‖𝐵‖ଶ
−

〈𝐵′, 𝐵〉𝐵 × 𝐵

‖𝐵‖ଷ
=

𝐵 × 𝐵′

‖𝐵‖ଶ
. 

Teorem 3.16 (Incesu, 2021)  𝐵෠(𝑡) bir dual Bézier eğri olsun. 𝐵෠(𝑡) dual Bézier eğrisine 

karşılık gelen 𝑋(𝑡, ν) regle yüzeyinin 𝜌 dağılma parametresi 

𝜌(0) =

ൽቆ
‖𝑏଴‖ଶ൫(𝑏ଵ − 𝑏଴) × 𝑏଴

∗ + 𝑏଴ × (𝑏ଵ
∗ − 𝑏଴

∗)൯

−2〈𝑏଴, (𝑏ଵ − 𝑏଴)〉𝑏଴ × 𝑏଴
∗ ቇ , 𝑏଴ × 𝑏ଵඁ

‖𝑏଴‖ଶ‖𝑏ଵ × 𝑏଴‖ଶ
 

(3.35) 

ρ(1) =

ൽቆ
‖𝑏௡‖ଶ൫(𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ) × 𝑏௡

∗ + 𝑏௡ × (𝑏௡
∗ − 𝑏௡ିଵ

∗)൯

−2〈𝑏௡, (𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ)〉𝑏௡ × 𝑏௡
∗ ቇ , 𝑏௡ିଵ × 𝑏௡ඁ

‖𝑏௡‖ଶ‖𝑏௡ିଵ × 𝑏௡‖ଶ
 

(3.36) 

ρ(𝑡଴) =

ൽ൭
‖𝑏଴

௡‖ଶ ቀ(𝑏ଵ
௡ିଵ − 𝑏଴

௡) × 𝑏଴
௡∗

+ 𝑏଴
௡ × ൫𝑏ଵ

௡ିଵ∗
− 𝑏଴

௡∗
൯ቁ

−2⟨𝑏଴
௡, (𝑏ଵ

௡ିଵ − 𝑏଴
௡)⟩𝑏଴

௡ × 𝑏଴
௡∗

൱ , 𝑏଴
௡ × 𝑏ଵ

௡ିଵඁ

‖𝑏଴
௡‖ଶ‖𝑏ଵ

௡ିଵ × 𝑏଴
௡‖ଶ

 
(3.37) 

olarak yazılır. Burada 𝑏଴
௡, 𝑏ଵ

௡ିଵ, (𝑏ଵ
௡ିଵ)∗ ve (𝑏଴

௡)∗ noktaları de Casteljau algoritması 

yardımıyla elde edilmiştir ve 𝑡଴ ∈ (0,1). 

Teorem 3.17 (Incesu, 2021)  𝐵෠(𝑡) bir dual Bézier eğri olsun. 𝐵෠(𝑡) dual Bézier eğrisine 

karşılık gelen 𝑋(𝑡, ν) regle yüzeyinin 𝐾(𝑡, 𝑣) Gauss eğriliği herhangi bir 𝑡 ∈ [0,1] ve 

𝑣 ∈ ℝ için  
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𝐾(𝑡, 𝑣) =

−൫‖𝐵(𝑡)‖ସ‖𝐵′(𝑡) × 𝐵(𝑡)‖ସ
൯ ቈൽቆ

‖𝐵(𝑡)‖ଶ൫𝐵′(𝑡) × 𝐵∗(𝑡) + 𝐵(𝑡) × ൫𝐵∗(𝑡)൯′൯

−2〈𝐵(𝑡), 𝐵′(𝑡)〉𝐵(𝑡) × 𝐵′(𝑡)
ቇ , 𝐵(𝑡) × 𝐵′(𝑡)ඁ቉

ଶ

൮൥〈൭
‖𝐵(𝑡)‖ଶ ቀ𝐵ᇱ(௧) × 𝐵∗(𝑡) + 𝐵(𝑡) × ൫𝐵∗(𝑡)൯

ᇱ
ቁ

−2൫𝐵(𝑡), 𝐵′(𝑡)𝐵(𝑡) × 𝐵∗(𝑡)൯
൱ , 𝐵(𝑡) × 𝐵′(𝑡)〉൩

ଶ

+ 𝑣ଶ൫‖𝐵(𝑡)‖ସ‖𝐵′(𝑡) × 𝐵(𝑡)‖ସ
൯൲

ଶ 

olarak yazılır. 

Teorem 3.18 (Incesu, 2021)  𝐵෠(𝑡) bir dual Bézier eğri olsun. 𝐵෠(𝑡) dual Bézier eğrisine 

karşılık gelen 𝑋(𝑡, ν) regle yüzeyinin 𝐾(𝑡, 𝑣) Gauss eğriliği bazı noktalar için  

𝐾(0,0) =
−‖𝑏଴‖ସ‖𝑏ଵ × 𝑏଴‖ସ

ቈൽቆ
‖𝑏଴‖ଶ൫(𝑏ଵ − 𝑏଴) × 𝑏଴

∗ + 𝑏଴ × (𝑏ଵ
∗ − 𝑏଴

∗)൯

−2〈𝑏଴, (𝑏ଵ − 𝑏଴)〉𝑏଴ × 𝑏଴
∗ ቇ , 𝑏଴ × 𝑏ଵඁ቉

ଶ 

𝐾(1,0) =
− ቀ‖𝑏௡‖ସ‖𝑏௡ିଵ × 𝑏௡‖

ସ
ቁ

ቈൽቆ
‖𝑏௡‖ଶ൫(𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ) × 𝑏௡

∗ + 𝑏௡ × (𝑏௡
∗ − 𝑏௡ିଵ

∗ )൯

−2⟨𝑏௡, (𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ)⟩𝑏௡ × 𝑏௡
∗

ቇ , 𝑏௡ିଵ × 𝑏௡ඁ቉

ଶ 

𝐾(0, 𝑣) =

−(‖𝑏଴‖ସ‖𝑏ଵ × 𝑏଴‖ସ) ቈൽቆ
‖𝑏଴‖ଶ൫(𝑏ଵ − 𝑏଴) × 𝑏଴

∗ + 𝑏଴ × (𝑏ଵ
∗ − 𝑏଴

∗)൯

−2⟨𝑏଴, (b1 − 𝑏଴)⟩𝑏଴ × 𝑏଴
∗ ቇ , 𝑏଴ × 𝑏ଵඁ቉

ଶ

ቌቈൽቆ
‖𝑏଴‖ଶ(𝑏ଵ − 𝑏଴) × 𝑝଴

∗ + 𝑏଴൫× (𝑏ଵ
∗ − 𝑏଴

∗)൯

−2⟨𝑏଴, (𝑏ଵ − 𝑏଴)⟩𝑏଴ × 𝑏଴
∗ ቇ , 𝑏଴ × 𝑏ଵඁ቉

ଶ

+ 𝑣ଶ(‖𝑏଴‖ସ‖𝑏ଵ × 𝑏଴‖ସ)ቍ

ଶ 

𝐾(1, 𝑣) =

−‖𝑏௡‖ସ‖𝑏௡ିଵ × 𝑏௡‖ସ ቈൽቆ
‖𝑏௡‖ଶ൫(𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ) × 𝑏௡

∗ + 𝑏௡ × (𝑏௡
∗ − 𝑏௡ିଵ

∗)൯

−2⟨𝑏௡, (𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ)⟩𝑏௡ × 𝑏௡
∗ ቇ , 𝑏௡ିଵ × 𝑏௡ඁ቉

ଶ

ቌቈൽቆ
‖𝑏௡‖ଶ൫(𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ) × 𝑏௡

∗ + 𝑏௡ × (𝑏௡
∗ − 𝑏௡ିଵ

∗)൯

−2⟨𝑏௡, (𝑏௡ − 𝑏௡ିଵ)⟩𝑏௡ × 𝑏௡
∗ ቇ , 𝑏௡ିଵ × 𝑏௡ඁ቉

ଶ

+ 𝑣ଶ(‖𝑏௡‖ସ‖𝑏௡ିଵ × 𝑏௡‖ସ)ቍ

ଶ 

𝐾(𝑡଴, 0) =
−‖𝑏଴

௡‖ସ‖𝑏ଵ
௡ିଵ × 𝑏଴

௡‖ସ

൥ൽ൭
‖𝑏଴

௡‖ଶ ቀ(𝑏ଵ
௡ିଵ − 𝑏଴

௡) × 𝑏଴
௡∗

+ 𝑏଴
௡ × ൫𝑏ଵ

௡ିଵ∗
− 𝑏଴

௡∗
൯ቁ

−2⟨𝑏଴
௡, (𝑏ଵ

௡ିଵ − 𝑏଴
௡)⟩𝑏଴

௡ × 𝑏଴
௡∗

൱ , 𝑏଴
௡ × 𝑏ଵ

௡ିଵඁ൩

ଶ 

𝐾(𝑡଴, 𝑣) =

−(‖𝑏଴
௡‖ସ‖𝑏ଵ

௡ିଵ × 𝑏଴
௡‖ସ) ൥ൽ൭

‖𝑏଴
௡‖ଶ ቀ(𝑏ଵ

௡ିଵ − 𝑏଴
௡) × 𝑏଴

௡∗
+ 𝑏଴

௡ × ൫𝑏ଵ
௡ିଵ∗

− 𝑏଴
௡∗

൯ቁ

−2⟨𝑏଴
௡, (𝑏ଵ

௡ିଵ − 𝑏଴
௡)⟩𝑏଴

௡ × 𝑏଴
௡∗

൱ , 𝑏଴
௡ × 𝑏ଵ

௡ିଵඁ൩

ଶ

൮൥ൽ൭
‖𝑏଴

௡‖ଶ ቀ(𝑏ଵ
௡ିଵ − 𝑏଴

௡) × 𝑏଴
௡∗

+ 𝑏଴
௡ × ൫𝑏ଵ

௡ିଵ∗
− 𝑏଴

௡∗
൯ቁ

−2⟨𝑏଴
௡, (𝑏ଵ

௡ିଵ − 𝑏଴
௡)⟩𝑏଴

௡ × 𝑏଴
௡∗

൱ , 𝑏଴
௡ × 𝑏ଵ

௡ିଵඁ൩

ଶ

+ 𝑣ଶ(‖𝑏଴
௡‖ସ‖𝑏ଵ

௡ିଵ × 𝑏଴
௡‖ସ)൲

ଶ 

olarak yazılır. 

Teorem 3.19 (Incesu,2021)  𝐵෠(𝑡) bir dual Bézier eğri olsun. 𝐵෠(𝑡) dual Bézier eğrisine 

karşılık gelen 𝑋(𝑡, ν) regle yüzeyinin açılabilir olması için gerek ve yeter şart 

⟨(𝐵 × 𝐵∗)′, 𝐵 × 𝐵′⟩ = 2
⟨𝐵, 𝐵′⟩

‖𝐵‖ଶ
〈𝐵 × 𝐵∗, 𝐵 × 𝐵′〉 

eşitliğinin sağlanmasıdır. 

İspat. Gray (1998) çalışmasından, 𝑋(𝑢, 𝑣) ⊂ ℝଷ bir regle yüzeyinin Gauss eğriliği sıfır 

ise, o zaman bu regle yüzeyi açılabilir veya Gauss eğriliği sıfırdır. Teorem 3.17 den, 

eğer 𝑋(𝑡, ν) regle yüzenin 𝐾(𝑡, 𝑣) Gauss eğriliği sıfır ise, o zaman  
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⟨(‖𝐵‖ଶ(𝐵′ × 𝐵∗ + 𝐵 × (𝐵∗)′) − 2〈𝐵, 𝐵′〉𝐵 × 𝐵∗), 𝐵 × 𝐵′⟩ = 0 

olmalıdır. Böylece  

⟨(‖𝐵‖ଶ(𝐵 × 𝐵∗)′ − 2〈𝐵, 𝐵′〉𝐵 × 𝐵∗), 𝐵 × 𝐵′⟩ = 0 

olarak yazılabilir. Şu halde 

⟨(𝐵 × 𝐵∗)′, 𝐵 × 𝐵′⟩ = 2
〈𝐵, 𝐵′〉

‖𝐵‖ଶ
〈𝐵 × 𝐵∗, 𝐵 × 𝐵′〉 

olduğu görülür. 

Diğer taraftan 𝐵 × 𝐵∗ fonksiyonu φ ile gösterilirse ve 2
〈஻,஻ᇱ〉

‖஻‖మ
 skaları 𝑘 ile 

gösterilirse, o zaman φ′ − 𝑘 φ fonksiyonu 𝐵 ve 𝐵′ tarafından oluşturulan düzlemde 

kalır. Böylece  

φ′ − 𝑘φ = λଵ𝐵 + λଶ𝐵′ 

olacak şekilde λଵ ve λଶ sayıları vardır. Dolayısıyla λଵ𝐵 + λଶ𝐵 fonksiyonu ω ile 

gösterildiğinde 𝐵෠(𝑡) dual Bézier eğrisine karşılık gelen 𝑋(𝑡, ν) regle yüzeyinin düz 

olma koşulundan  

φ′ − 𝑘 φ = ω 

olmalıdır. 
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4. ARAŞTIRMA SONUÇLARI ve TARTIŞMA 

Tanım 4.1 Kontrol noktaları 𝑏଴, ⋯ , 𝑏௡ olan 𝑛. dereceden bir Bézier eğrisi kapalıdır 

denir eğer, 

𝑏଴ = 𝑏௡ ve {𝑏ଵ, 𝑏଴, 𝑏௡ିଵ} doğrudaş ise. 

Benzer tanım Dual Bézier eğrileri içinde yapılabilir. 

Tanım 4.2 (Taş ve İlarslan, 2019) Kontrol noktaları 𝑃෠௜ = 𝑃௜ + ε𝑃௜
∗; 𝑖 = 0, ⋯ , 𝑛 olan 

dual Bézier eğrisinin kapalı olması demek;  

𝑃෠଴ = 𝑃෠௡ yani 𝑃଴ = 𝑃௡; 𝑃଴
∗ = 𝑃௡

∗ ve {𝑃෠ଵ, 𝑃෠଴, 𝑃෠௡ିଵ} doğrudaştır. 

Böylece bir kapalı dual Bézier eğrisine karşılık gelen kapalı regle yüzeyin 

ifadesi şu şekilde verilebilir. 

Tanım 4.3 Kontrol noktaları 𝑃෠௜ = 𝑃௜ + ε𝑃௜
∗; 𝑖 = 0, ⋯ , 𝑛 olan bir kapalı dual 𝐵෠(𝑡) =

𝐵(𝑡) + ε𝐵∗(𝑡) Bézier eğrisine karşılık gelen kapalı regle yüzeyi 𝑡 ∈ [0,1] ve 𝑣 ∈ ℝ için 

𝑋(𝑡, 𝑣) =
𝐵 × 𝐵∗

‖𝐵‖ଶ
+ 𝑣

𝐵

‖𝐵‖
;  𝑋(0, 𝑣) = 𝑋(1, 𝑣) (4.1) 

biçimindedir. Bu regle yüzeye 𝑈ଵ =
஻

‖஻‖
 ekseni ile oluşturulan kapalı yörünge yüzeyi 

denir. 

Şimdi, (4.1) ile verilen kapalı yörünge yüzeyi verilsin. Bu yüzeyin oluşumunda 

hareketli {𝑈ሬሬ⃗ ଵ, 𝑈ሬሬ⃗ ଶ, 𝑈ሬሬ⃗ ଷ} çatısı  

ቊ𝑈ሬሬ⃗ ଵ =
𝐵

‖𝐵‖
, 𝑈ሬሬ⃗ ଶ =

𝑈ሬሬ⃗ ଵ′

ฮ𝑈ሬሬ⃗ ଵ′ฮ
, 𝑈ሬሬ⃗ ଷ = 𝑈ሬሬ⃗ ଵ ∧ 𝑈ሬሬ⃗ ଶቋ 

biçiminde alınabilir ve bu üç yüzlünün eksenleri, 𝑈ሬሬ⃗ ଵ-kapalı yörünge yüzeyinin 𝑈ሬሬ⃗ ଵ- 

üretecinin striksiyon noktasında kesişirler. 𝑈ሬሬ⃗ ଶ ve 𝑈ሬሬ⃗ ଷ ise bu striksiyon noktasında yüzeye 

teğet ve normal vektörlerdir. Burada alınan çatı Gürsoy ve Küçük (1999) da belirtilen 

çatıdır. Bu çatı Blaschke çatı değildir. Çünkü Blaschke çatı dual vektörler ile elde edilen 

çatıdır. Oysa burada alınan çatı reel çatıdır. 

Teorem 4.1 Kontrol noktaları 𝑃෠௜, (𝑖 = 0, ⋯ , 𝑛) olarak verilen 𝐵෠(𝑡) = 𝐵(𝑡) + ε𝐵∗(𝑡) 

kapalı dual Bézier eğrisi verilsin. Bu eğriye karşılık gelen kapalı yörünge yüzeyi 

𝑡 ∈ [0,1] ve 𝑣 ∈ ℝ için 

𝑋(𝑡, 𝑣) =
𝐵 × 𝐵∗

‖𝐵‖ଶ
+ 𝑣

𝐵

‖𝐵‖
;  𝑋(0, 𝑣) = 𝑋(1, 𝑣) 

olsun. Bu yüzeyin oluşum hareketinde {𝑈ଵ, 𝑈ଶ, 𝑈ଷ} hareketli çatı aşağıdaki gibidir. 
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𝑈ሬሬ⃗ ଵ = 
𝐵

‖𝐵‖
 

𝑈ሬሬ⃗ ଶ = 
𝐵′‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵′⟩𝐵

‖𝐵′‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵′⟩𝐵‖
 

𝑈ሬሬ⃗ ଷ = 
‖𝐵‖

‖𝐵′‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵′⟩𝐵‖
(𝐵 ∧ 𝐵′). 

İspat. 

𝑈ሬሬ⃗ ଵ =
𝐵

‖𝐵‖
 

𝑈ሬሬ⃗ ଶ =
𝑈ሬሬ⃗ ଵ′

ฮ𝑈ሬሬ⃗ ଵ′ฮ
=

൬
𝐵

‖𝐵‖
൰ ′

ฯ൬
𝐵

‖𝐵‖
൰ ′ฯ

=

𝐵′‖𝐵‖ − ‖𝐵‖′𝐵
‖𝐵‖ଶ

ฯ
𝐵′‖𝐵‖ − ‖𝐵‖′𝐵

‖𝐵‖ଶ ฯ
 

 =

𝐵′‖𝐵‖ −
⟨𝐵, 𝐵′⟩

‖𝐵‖
𝐵

‖𝐵‖ଶ

ቱ
𝐵′‖𝐵‖ −

⟨𝐵, 𝐵′⟩
‖𝐵‖

𝐵

‖𝐵‖ଶ ቱ

=
𝐵′‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵′⟩𝐵

‖𝐵′‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵′⟩𝐵‖
 

𝑈ሬሬ⃗ ଷ = 𝑈ሬሬ⃗ ଵ ∧ 𝑈ሬሬ⃗ ଶ =
𝐵

‖𝐵‖
∧ ቈ

𝐵′‖𝐵‖ଶ

‖𝐵′ ∧ 𝐵‖‖𝐵′‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵′⟩𝐵‖
−

⟨𝐵, 𝐵′⟩𝐵

‖𝐵′‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵′⟩𝐵‖
቉ 

 =
‖𝐵‖ଶ

‖𝐵‖‖𝐵′‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵′⟩𝐵‖
(𝐵 ∧ 𝐵′) 

 =
‖𝐵‖

‖𝐵′‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵′⟩𝐵‖
(𝐵 ∧ 𝐵′). 

4.1 Hareketin Yapısal Denklemi 

൦

𝑈ሬሬ⃗ ଵ

𝑈ሬሬ⃗ ଶ

𝑈ሬሬ⃗ ଷ

൪

ᇱ

= ቎

𝑤ଵ
ଵ 𝑤ଵ

ଶ 𝑤ଵ
ଷ

𝑤ଶ
ଵ 𝑤ଶ

ଶ 𝑤ଶ
ଷ

𝑤ଷ
ଵ 𝑤ଷ

ଶ 𝑤ଷ
ଷ

቏ ⋅ ൦

𝑈ሬሬ⃗ ଵ

𝑈ሬሬ⃗ ଶ

𝑈ሬሬ⃗ ଷ

൪ (4.2) 

biçiminde verelim. Bu durumda, 

𝑈ሬሬ⃗ ଵ′ = ൤
𝐵

‖𝐵‖
൨ ′ =

𝐵′

‖𝐵‖
−

⟨𝐵, 𝐵′⟩𝐵

‖𝐵‖ଷ
 (4.3) 

dir. Ayrıca; 

‖𝐵ᇱ‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩𝐵‖ᇱ = ቀඥ⟨𝐵ᇱ‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩𝐵, 𝐵ᇱ‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩𝐵⟩ቁ
ᇱ

 

= 
⟨𝐵ᇱ‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩𝐵, 𝐵ᇱ‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩𝐵⟩ᇱ

2‖𝐵′‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵′⟩𝐵‖
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= 
[‖𝐵‖ସ⟨𝐵′, 𝐵′⟩ − ⟨𝐵, 𝐵′⟩ଶ‖𝐵‖ଶ]′

2‖𝐵′‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵′⟩𝐵‖
 

= 
൤
4‖𝐵‖ଶ‖𝐵ᇱ‖ଶ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩ + 2‖𝐵‖⟨𝐵, 𝐵ᇱᇱ⟩

−2⟨𝐵, 𝐵′⟩(‖𝐵′‖ଶ + ⟨𝐵′, 𝐵′′⟩)‖𝐵‖ଶ + 2⟨𝐵, 𝐵′⟩ଷ൨

2‖𝐵′‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵′⟩𝐵‖
 

= 
൤
‖𝐵‖ଶ‖𝐵′‖ଶ⟨𝐵, 𝐵′⟩ + ‖𝐵‖ସ⟨𝐵′, 𝐵′′⟩

−⟨𝐵, 𝐵′⟩⟨𝐵, 𝐵′′⟩‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵′⟩ଷ ൨

‖𝐵′‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵′⟩𝐵‖
 

olur. {𝐵, 𝐵′ ve 𝐵 × 𝐵′} vektörleri ℝଷ te bir çatı oluşturacağı için 𝐵′′ vektörü de bu 

vektörler cinsinden yazılabilir. Yani; 

𝐵′′ =
⟨𝐵, 𝐵′′⟩

‖𝐵‖

𝐵

‖𝐵‖
+

⟨𝐵′, 𝐵′′⟩

‖𝐵′‖

𝐵′

‖𝐵′‖
+

⟨𝐵′′, 𝐵 × 𝐵′⟩

‖𝐵 × 𝐵′‖

𝐵 × 𝐵′

‖𝐵 × 𝐵′‖
 (4.4) 

yazılabilir. O halde 𝑈ሬሬ⃗ ଶ nin 𝑡 ye göre türevi alınırsa, 

𝑈ሬሬ⃗ ଶ
ᇱ =

቎

‖𝐵‖଺‖𝐵ᇱ‖ଶ𝐵ᇱᇱ − ‖𝐵‖ସ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩𝐵ᇱᇱ + 2‖𝐵‖ଶ‖𝐵ᇱ‖ଶ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩ଶ𝐵

−(‖𝐵′‖ଶ + ⟨𝐵, 𝐵ᇱᇱ⟩)‖𝐵‖ସ‖𝐵ᇱ‖ଶ𝐵 − ‖𝐵‖଺⟨𝐵ᇱ, 𝐵ᇱᇱ⟩𝐵ᇱ

+‖𝐵‖ସ⟨𝐵ᇱ, 𝐵ᇱᇱ⟩⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩𝐵−⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩ସ𝐵 + ‖𝐵‖ସ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩⟨𝐵, 𝐵ᇱᇱ⟩𝐵ᇱ

቏

‖𝐵ᇱ‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩𝐵‖ଷ
 

olur. 𝑈ሬሬ⃗ ଵ
ᇱ = 𝑤ଵ

ଵ𝑈ሬሬ⃗ ଵ + 𝑤ଵ
ଶ𝑈ሬሬ⃗ ଶ + 𝑤ଵ

ଷ𝑈ሬሬ⃗ ଷ yazılabilir. Burada {𝑈ሬሬ⃗ ଵ, 𝑈ሬሬ⃗ ଶ, 𝑈ሬሬ⃗ ଷ} ortagonal 

olduğundan 𝑤ଵ
௜ = ⟨𝑈ଵ

ᇱ , 𝑈௜⟩ olur. Buna göre 

𝑈ሬሬ⃗ ଵ
ᇱ = 

𝐵ᇱ

‖𝐵‖
−

⟨𝐵, 𝐵′⟩𝐵

‖𝐵‖ଷ
 

𝑤ଵ
ଵ = ൻ𝑈ሬሬ⃗ ଵ

ᇱ , 𝑈ሬሬ⃗ ଵൿ = ൽ
𝐵ᇱ

‖𝐵‖
−

⟨𝐵, 𝐵′⟩𝐵

‖𝐵‖ଷ
,

𝐵

‖𝐵‖
ඁ =

⟨𝐵, 𝐵′⟩

‖𝐵‖ଶ
−

⟨𝐵, 𝐵′⟩

‖𝐵‖ଶ
= 0 

𝑤ଵ
ଶ = ൻ𝑈ሬሬ⃗ ଵ

ᇱ , 𝑈ሬሬ⃗ ଶൿ = ൽ
𝐵ᇱ

‖𝐵‖
−

⟨𝐵, 𝐵′⟩𝐵

‖𝐵‖ଷ
,

𝐵′‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵′⟩𝐵

‖𝐵′‖𝐵‖ଶ − ⟨B, 𝐵′⟩B ‖ 
ඁ 

= 
‖𝐵′‖𝐵‖ଶ − ⟨B, 𝐵′⟩B ‖ 

‖𝐵‖ଷ
 

𝑤ଵ
ଷ = ൻ𝑈ሬሬ⃗ ଵ

ᇱ , 𝑈ሬሬ⃗ ଷൿ = ൽ
𝐵ᇱ

‖𝐵‖
−

⟨𝐵, 𝐵′⟩𝐵

‖𝐵‖ଷ
,

(𝐵 × 𝐵ᇱ)‖𝐵‖

‖𝐵′‖𝐵‖ଶ − ⟨B, 𝐵′⟩B ‖
ඁ = 0. 

Benzer şekilde (4.2) den 

𝑈ሬሬ⃗ ଶ
ᇱ = 𝑤ଶ

ଵ𝑈ሬሬ⃗ ଵ + 𝑤ଶ
ଶ𝑈ሬሬ⃗ ଶ + 𝑤ଶ

ଷ𝑈ሬሬ⃗ ଷ 

olur ki  burada da 𝑤ଶ
௜ = ൻ𝑈ሬሬ⃗ ଶ

ᇱ , 𝑈ሬሬ⃗ ௜ൿ olur. 

𝑤ଶ
ଵ = ൻ𝑈ሬሬ⃗ ଶ

ᇱ , 𝑈ሬሬ⃗ ଵൿ = ർ𝑈ሬሬ⃗ ଶ
ᇱ ,

𝐵

‖𝐵‖
඀ 
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=

቎

‖𝐵‖ହ‖𝐵ᇱ‖ଶ⟨𝐵, 𝐵ᇱᇱ⟩ − ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩ଶ‖𝐵‖ଷ⟨𝐵, 𝐵ᇱᇱ⟩ + 2‖𝐵‖ଷ‖𝐵ᇱ‖ଶ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩ଶ

−‖𝐵‖ହ‖𝐵ᇱ‖ସ − ‖𝐵‖ହ‖𝐵ᇱ‖ଶ⟨𝐵, 𝐵ᇱᇱ⟩ − ‖𝐵‖ହ⟨𝐵ᇱ, 𝐵ᇱᇱ⟩⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩

+‖𝐵‖ହ⟨𝐵ᇱ, 𝐵ᇱᇱ⟩⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩−⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩ସ‖𝐵‖ + ‖𝐵‖ଷ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩ଶ⟨𝐵, 𝐵ᇱᇱ⟩

቏

‖𝐵ᇱ‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩𝐵‖ଷ
 

 =
2‖𝐵‖ଷ‖𝐵ᇱ‖ଶ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩ଶ − ‖𝐵‖ହ‖𝐵ᇱ‖ସ−‖𝐵‖⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩ସ

‖𝐵ᇱ‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩𝐵‖ଷ
 

 =
‖𝐵‖[2‖𝐵‖ଶ‖𝐵ᇱ‖ଶ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩ଶ − ‖𝐵‖ସ‖𝐵ᇱ‖ସ−⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩ସ]

‖𝐵ᇱ‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩𝐵‖ଷ
 

 =
‖𝐵‖[‖𝐵‖ଶ‖𝐵ᇱ‖ଶ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩ଶ−⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩ସ + ‖𝐵‖ଶ‖𝐵ᇱ‖ଶ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩ଶ − ‖𝐵‖ସ‖𝐵ᇱ‖ସ]

‖𝐵ᇱ‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩𝐵‖ଷ
 

 
=

‖𝐵‖ ൤
⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩ଶ(‖𝐵‖ଶ‖𝐵ᇱ‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩ଶ)

+‖𝐵‖ଶ‖𝐵ᇱ‖ଶ(⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩ଶ − ‖𝐵‖ଶ‖𝐵ᇱ‖ଶ)
൨

‖𝐵ᇱ‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩𝐵‖ଷ
 

 =
‖𝐵‖(‖𝐵‖ଶ‖𝐵ᇱ‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩ଶ)(⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩ଶ − ‖𝐵‖ଶ‖𝐵ᇱ‖ଶ)

‖𝐵ᇱ‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩𝐵‖ଷ
 

 =
−‖𝐵‖

‖𝐵ᇱ‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩𝐵‖ଷ
(‖𝐵‖ଶ‖𝐵ᇱ‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩ଶ)ଶ 

 =
‖𝐵‖ସ

‖𝐵‖ସ

−‖𝐵‖

‖𝐵ᇱ‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩𝐵‖ଷ
(‖𝐵‖ଶ‖𝐵ᇱ‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩ଶ)ଶ 

 =
−‖𝐵‖

‖𝐵‖ସ‖𝐵ᇱ‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩𝐵‖ଷ
(‖𝐵‖ସ‖𝐵ᇱ‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩ଶ‖𝐵‖ଶ)ଶ 

 =
−‖𝐵ᇱ‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩𝐵‖

‖𝐵‖ଷ
 

𝑤ଶ
ଶ = ൻ𝑈ሬሬ⃗ ଶ

ᇱ , 𝑈ሬሬ⃗ ଶൿ 

 = ൽ𝑈ሬሬ⃗ ଶ
ᇱ ,

𝐵ᇱ‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩𝐵

‖𝐵ᇱ‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩𝐵‖
ඁ 

 

=
⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
‖𝐵‖଼‖𝐵ᇱ‖ଶ⟨𝐵ᇱ, 𝐵ᇱᇱ⟩ − ‖𝐵‖଺⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩ଶ⟨𝐵ᇱ, 𝐵ᇱᇱ⟩ + 2‖𝐵‖ସ‖𝐵ᇱ‖ଶ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩ଷ

−‖𝐵‖଺‖𝐵ᇱ‖ସ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩ − ‖𝐵‖଺‖𝐵ᇱ‖ଶ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩⟨𝐵, 𝐵ᇱᇱ⟩ − ‖𝐵‖଼‖𝐵ᇱ‖ଶ⟨𝐵ᇱ, 𝐵ᇱᇱ⟩

+‖𝐵‖଺⟨𝐵ᇱ, 𝐵ᇱᇱ⟩⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩ଶ − ‖𝐵‖ଶ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩ହ + ‖𝐵‖଺‖𝐵ᇱ‖ଶ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩⟨𝐵, 𝐵ᇱᇱ⟩

−‖𝐵‖଺‖𝐵ᇱ‖ଶ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩⟨𝐵, 𝐵ᇱᇱ⟩ + ‖𝐵‖ସ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩ଷ⟨𝐵, 𝐵ᇱᇱ⟩ − 2‖𝐵‖ସ‖𝐵ᇱ‖ଶ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩ଷ

+‖𝐵‖଺‖𝐵ᇱ‖ସ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩ + ‖𝐵‖଺‖𝐵ᇱ‖ଶ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩⟨𝐵, 𝐵ᇱᇱ⟩ + ‖𝐵‖଺⟨𝐵ᇱ, 𝐵ᇱᇱ⟩⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩ଶ

−‖𝐵‖଺⟨𝐵ᇱ, 𝐵ᇱᇱ⟩⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩ଶ + ‖𝐵‖ଶ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩ହ − ‖𝐵‖ସ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩ଷ⟨𝐵, 𝐵ᇱᇱ⟩ ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

‖𝐵ᇱ‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩𝐵‖ସ
 

 = 0 

𝑤ଶ
ଷ = ൻ𝑈ሬሬ⃗ ଶ

ᇱ , 𝑈ሬሬ⃗ ଷൿ = ൽ𝑈ሬሬ⃗ ଶ
ᇱ ,

‖𝐵‖

‖𝐵′‖𝐵‖ଶ − ⟨B, 𝐵′⟩B ‖
(𝐵 × 𝐵ᇱ)ඁ 
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 =
‖𝐵‖଻‖𝐵ᇱ‖ଶ(𝐵ᇱᇱ, 𝐵, 𝐵ᇱ) − ‖𝐵‖ହ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩ଶ(𝐵ᇱᇱ, 𝐵, 𝐵ᇱ) + 2‖𝐵‖ଷ‖𝐵ᇱ‖ଶ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩ଶ

‖𝐵ᇱ‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩𝐵‖ସ
 

 =
‖𝐵‖ହ(𝐵ᇱᇱ, 𝐵, 𝐵ᇱ)[‖𝐵‖ଶ‖𝐵ᇱ‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩ଶ]

‖𝐵ᇱ‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩𝐵‖ସ
 

 =
‖𝐵‖ଷ(𝐵ᇱᇱ, 𝐵, 𝐵ᇱ)[‖𝐵‖ସ‖𝐵ᇱ‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩ଶ‖𝐵‖]

‖𝐵ᇱ‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩𝐵‖ସ
 

 =
‖𝐵‖ଷ

‖𝐵ᇱ‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩𝐵‖ଶ
(𝐵ᇱᇱ, 𝐵, 𝐵ᇱ) 

𝑤ଷ
ଵ = ൻ𝑈ሬሬ⃗ ଷ

ᇱ , 𝑈ሬሬ⃗ ଵൿ = ർ𝑈ሬሬ⃗ ଷ
ᇱ ,

𝐵

‖𝐵‖
඀ = 0 

𝑤ଷ
ଶ = ൻ𝑈ሬሬ⃗ ଷ

ᇱ , 𝑈ሬሬ⃗ ଶൿ = ൽ𝑈ሬሬ⃗ ଷ
ᇱ ,

𝐵′‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵′⟩𝐵

‖𝐵′‖𝐵‖ଶ − ⟨B, 𝐵′⟩B ‖ 
ඁ 

 = ൽ
‖𝐵′‖଺‖𝐵‖ଶ − ‖𝐵‖ସ⟨𝐵, 𝐵′⟩ଶ

‖𝐵′‖𝐵‖ଶ − ⟨B, 𝐵′⟩B ‖ଷ 
𝐵 × 𝐵ᇱᇱ,

𝐵′‖𝐵‖ଶ

‖𝐵′‖𝐵‖ଶ − ⟨B, 𝐵′⟩B ‖ 
ඁ 

 =
‖𝐵‖ଷ

‖𝐵ᇱ‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩𝐵‖ଶ
(𝐵, 𝐵ᇱᇱ, 𝐵ᇱ) 

 =
−‖𝐵‖ଷ

‖𝐵ᇱ‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩𝐵‖ଶ
(𝐵ᇱᇱ, 𝐵, 𝐵ᇱ) 

𝑤ଷ
ଷ = ൻ𝑈ሬሬ⃗ ଷ

ᇱ , 𝑈ሬሬ⃗ ଷൿ = ൽ𝑈ሬሬ⃗ ଷ
ᇱ ,

(𝐵 × 𝐵ᇱ)‖𝐵‖

‖𝐵′‖𝐵‖ଶ − ⟨B, 𝐵′⟩B ‖
ඁ 

 
=

൤
‖𝐵‖ସ‖𝐵ᇱ‖ଶ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩ − ‖𝐵‖ଶ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩ଷ − ‖𝐵‖ସ‖𝐵ᇱ‖ଶ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩

−‖𝐵‖଺⟨𝐵ᇱ, 𝐵ᇱᇱ⟩ + ‖𝐵‖ଶ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩ଷ + ‖𝐵‖ସ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩⟨𝐵, 𝐵ᇱᇱ⟩
൨

‖𝐵ᇱ‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩𝐵‖ସ
‖𝐵 × 𝐵ᇱ‖ଶ 

 × [‖𝐵‖ଶ‖𝐵ᇱ‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩ଶ] 

 +
[‖𝐵‖଺‖𝐵ᇱ‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩ଶ‖𝐵‖ସ]

‖𝐵ᇱ‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩𝐵‖ସ
[(‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩)⟨𝐵ᇱ, 𝐵ᇱᇱ⟩] 

 
=

൤
‖𝐵‖ଶ‖𝐵ᇱ‖ଶ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩ − ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩ଷ − ‖𝐵‖ଶ‖𝐵ᇱ‖ଶ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩ + ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩ଷ

+‖𝐵‖ଶ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩⟨𝐵, 𝐵ᇱᇱ⟩ + ‖𝐵‖ସ⟨𝐵, 𝐵ᇱᇱ⟩ − ‖𝐵‖ଶ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩⟨𝐵, 𝐵ᇱᇱ⟩
൨

‖𝐵ᇱ‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩𝐵‖ଶ
= 0. 

Bunların sonucunda hareketin yapısal denklemi; 

൦

𝑈ሬሬ⃗ ଵ

𝑈ሬሬ⃗ ଶ

𝑈ሬሬ⃗ ଷ

൪

ᇱ

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ 0

‖𝐵ᇱ‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩𝐵‖

‖𝐵‖ଷ
0

−(‖𝐵ᇱ‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩𝐵‖)

‖𝐵‖ଷ
0

‖𝐵‖ଷ(𝐵ᇱᇱ, 𝐵, 𝐵ᇱ)

‖𝐵ᇱ‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩𝐵‖ଶ

0
−‖𝐵‖ଷ(𝐵ᇱᇱ, 𝐵, 𝐵ᇱ)

‖𝐵ᇱ‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩𝐵‖ଶ
0

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⋅ ൦

𝑈ሬሬ⃗ ଵ

𝑈ሬሬ⃗ ଶ

𝑈ሬሬ⃗ ଷ

൪ 
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elde edilir. Bunu kısaca ൦
𝑈ሬሬ⃗ ଵ

𝑈ሬሬ⃗ ଶ

𝑈ሬሬ⃗ ଷ

൪ = 𝑈ሬሬ⃗  ile gösterilirse 𝑈ሬሬ⃗ ᇱ = Ω𝑈ሬሬ⃗  yazılabilir. 𝛺 anti-simetrik bir 

matristir. Bu durumda hareketin Ani Pfaf vektörü; 

ψ = 𝑤ଶ
ଷ𝑈ሬሬ⃗ ଵ + 𝑤ଵ

ଶ𝑈ሬሬ⃗ ଷ 

olduğundan; 

ψ = ‖𝐵‖ଷ(𝐵ᇱᇱ, 𝐵, 𝐵ᇱ)

‖𝐵ᇱ‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩𝐵‖ଶ

𝐵

‖𝐵‖
+

‖𝐵ᇱ‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩𝐵‖

‖𝐵‖ଷ

‖𝐵‖ ቀ𝐵 × 𝐵′
ቁ

‖𝐵′‖𝐵‖2 − ⟨B, 𝐵′⟩B ‖
 

ψ = 
‖𝐵‖ଶ

‖𝐵ᇱ‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩𝐵‖ଶ
𝐵 +

1

‖𝐵‖ଶ
𝐵 × 𝐵′ 

biçiminde ifade edilir. Hareketin Pole vektörü; 

𝑃 =

‖𝐵‖2

ฮ𝐵′ฮ𝐵‖2 − ൻ𝐵, 𝐵′ൿ𝐵‖2
𝐵 +

1
‖𝐵‖2 𝐵 × 𝐵ᇱ

ብ
‖𝐵‖2

ฮ𝐵′ฮ𝐵‖2 − ൻ𝐵, 𝐵′ൿ𝐵‖2
𝐵 +

1
‖𝐵‖2 𝐵 × 𝐵ᇱብ

 

 

=

‖𝐵‖2

ฮ𝐵′ฮ𝐵‖2 − ൻ𝐵, 𝐵′ൿ𝐵‖2
𝐵 +

1
‖𝐵‖2 𝐵 × 𝐵ᇱ

ฮ𝐵′ฮ𝐵‖2 − ൻ𝐵, 𝐵′ൿ𝐵‖2ට‖𝐵‖10 + ฮ𝐵′ฮ𝐵‖2 − ൻ𝐵, 𝐵′ൿ𝐵‖4‖𝐵 × 𝐵ᇱ‖

 

 

=
𝐵 +

ฮ𝐵′ฮ𝐵‖2 − ൻ𝐵, 𝐵′ൿ𝐵‖2

‖𝐵‖4 𝐵 × 𝐵ᇱ

ට‖𝐵‖10 + ฮ𝐵′ฮ𝐵‖2 − ൻ𝐵, 𝐵′ൿ𝐵‖4‖𝐵 × 𝐵ᇱ‖

 

olarak ifade edilebilir. Benzer şekilde hareketin Steiner vektörü; 

𝑑 = ර ψ 

 
= ර

‖𝐵‖2

ฮ𝐵′ฮ𝐵‖2 − ൻ𝐵, 𝐵′ൿ𝐵‖2
𝐵 +

1

‖𝐵‖2
𝐵 × 𝐵ᇱ𝑑𝑡 

dir. Açılım uzunluğu 𝑈ሬሬ⃗ ଵ- kapalı yörünge yüzeyi için 

ℓ௎ሬሬ⃗ భ
 = − ර⟨𝑑𝑟, 𝑈ଵ⟩𝑑𝑡 = − ර ർ

𝐵 × 𝐵∗

‖𝐵‖2
, 𝑈ଵ඀ 𝑑𝑡 

 
= − ර ൽ

൫𝐵ᇱ × 𝐵∗ + 𝐵 × 𝐵∗ᇲ
൯‖𝐵‖2 − 2⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩(𝐵 × 𝐵∗)

‖𝐵‖4
, 𝑈ଵඁ 𝑑𝑡 

 
= − ර ൽ

𝐵ᇱ × 𝐵∗ + 𝐵 × 𝐵∗ᇲ

‖𝐵‖2
−

2⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩

‖𝐵‖2
(𝐵 × 𝐵∗),

𝐵

‖𝐵‖2
ඁ 𝑑𝑡 
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= − ර ቈ

(𝐵ᇱ, 𝐵∗, 𝐵)

‖𝐵‖3
቉ 𝑑𝑡 

ile hesaplanır. Açılım açısı ise  

λ௎ሬሬ⃗ భ
 = − රൻ𝑑𝑈ሬሬ⃗ ଶ, 𝑈ሬሬ⃗ ଷൿ𝑑𝑡 

 = − රൻ𝑤ଶ
ଵ𝑈ሬሬ⃗ ଵ + 𝑤ଶ

ଷ𝑈ሬሬ⃗ ଷ, 𝑈ሬሬ⃗ ଷൿ𝑑𝑡 

 = − ර 𝑤ଶ
ଷ𝑑𝑡 = − ර

‖𝐵‖3൫𝐵′′, 𝐵, 𝐵′൯

ฮ𝐵′ฮ𝐵‖2 − ൻ𝐵, 𝐵′ൿ𝐵‖2
𝑑𝑡 

olur. Bu ifade aynı zamanda 

λ௎భ
 = −ൻ𝑈ሬሬ⃗ ଵ, 𝑑ൿ  

 = 2π − 𝑎௎భ
 (4.5) 

 = ර 𝑔௎ሬሬ⃗ భ
𝑑𝑡 

 

eşitliklerini de sağlar. Burada 𝑑 Steiner vektörü; 𝑎௎ሬሬ⃗ భ
 𝑈ሬሬ⃗ ଵ- kapalı yörünge yüzenin küresel 

alanını yani 𝐵෠(𝑡) Bézier eğrisinin sınırladığı kapalı yüzey alanını; 𝑔௎ሬሬ⃗ భ
 de yine 𝐵෨(𝑡) 

eğrisinin geodezik eğriliğini ifade eder. Buna göre  

𝑔௎ሬሬ⃗ భ
= −

‖𝐵‖3൫𝐵′′, 𝐵, 𝐵′൯

ฮ𝐵′ฮ𝐵‖2 − ൻ𝐵, 𝐵′ൿ𝐵‖2
 

ve 

𝑎௎ሬሬ⃗ భ
= 2π + ර

‖𝐵‖3൫𝐵′′, 𝐵, 𝐵′൯

ฮ𝐵′ฮ𝐵‖2 − ൻ𝐵, 𝐵′ൿ𝐵‖2
𝑑𝑡 

ile bulunur. Bunları birer teorem halinde verelim. 

Teorem 4.2 𝐵෠  Bézier eğrisinin kapalı küresel projeksiyonu 𝐵෨  ve ona karşılık gelen regle 

yüzeyi 𝑋(𝑡, 𝑣) =
஻×஻∗

‖஻‖మ
+ 𝑣

஻

‖஻‖
  biçiminde  𝑈ሬሬ⃗ ଵ- kapalı yörünge yüzeyi olsun. Bu takdirde 

bunların sonucunda hareketin yapısal denklemi; 

൦

𝑈ሬሬ⃗ ଵ

𝑈ሬሬ⃗ ଶ

𝑈ሬሬ⃗ ଷ

൪

ᇱ

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ 0

‖𝐵ᇱ‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩𝐵‖

‖𝐵‖ଷ
0

−‖𝐵ᇱ‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩𝐵‖

‖𝐵‖ଷ
0

‖𝐵‖ଷ(𝐵ᇱᇱ, 𝐵, 𝐵ᇱ)

‖𝐵ᇱ‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩𝐵‖ଶ

0
−‖𝐵‖ଷ(𝐵ᇱᇱ, 𝐵, 𝐵ᇱ)

‖𝐵ᇱ‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩𝐵‖ଶ
0

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⋅ ൦

𝑈ሬሬ⃗ ଵ

𝑈ሬሬ⃗ ଶ

𝑈ሬሬ⃗ ଷ

൪ 



27 

 
 

elde edilir. Bunu kısaca ൦
𝑈ሬሬ⃗ ଵ

𝑈ሬሬ⃗ ଶ

𝑈ሬሬ⃗ ଷ

൪ = 𝑈ሬሬ⃗  ile gösterilirse 𝑈ሬሬ⃗ ᇱ = Ω𝑈ሬሬ⃗  yazılabilir. Ω anti-simetrik bir 

matristir. Hareketin eğriliği ve torsiyonu  

                  𝜅 =
ฮ஻ᇲฮ஻‖మିൻ஻,஻ᇲൿ஻‖

‖஻‖య
     ve   𝜏 =

‖஻‖య(஻ᇲᇲ,஻,஻ᇲ)

‖஻ᇲ‖஻‖మି⟨஻,஻ᇲ⟩஻‖మ
  dir. 

 

Teorem 4.3 𝐵෠  Bézier eğrisinin kapalı küresel projeksiyonu 𝐵෨  ve ona karşılık gelen regle 

yüzeyi 𝑋(𝑡, 𝑣) =
஻×஻∗

‖஻‖మ
+ 𝑣

஻

‖஻‖
  biçiminde  𝑈ሬሬ⃗ ଵ- kapalı yörünge yüzeyi olsun. Bu takdirde 

a) Ani Pfaf vektörü 

ψ =
‖𝐵‖2

ฮ𝐵′ฮ𝐵‖2 − ൻ𝐵, 𝐵′ൿ𝐵‖2
𝐵 +

1

‖𝐵‖2
𝐵 × 𝐵ᇱ 

b) Pole vektörü 

𝑃 =
𝐵 +

ฮ𝐵′ฮ𝐵‖2 − ൻ𝐵, 𝐵′ൿ𝐵‖2

‖𝐵‖4 𝐵 × 𝐵ᇱ

ට‖𝐵‖10 + ฮ𝐵′ฮ𝐵‖2 − ൻ𝐵, 𝐵′ൿ𝐵‖4‖𝐵 × 𝐵ᇱ‖

 

c) Steiner vektörü 

𝑑 = ර
‖𝐵‖2

ฮ𝐵′ฮ𝐵‖2 − ൻ𝐵, 𝐵′ൿ𝐵‖2
𝐵 +

1

‖𝐵‖2
𝐵 × 𝐵ᇱ𝑑𝑡 

dir. 

Teorem 4.4 𝐵෠  Bézier eğrisinin kapalı küresel projeksiyonu 𝐵෨  ve ona karşılık gelen regle 

yüzeyi 𝑋(𝑡, 𝑣) =
஻×஻∗

‖஻‖మ
+ 𝑣

஻

‖஻‖
 𝑈ሬሬ⃗ ଵ- kapalı yörünge yüzeyi olsun. Bu takdirde 

a) ℓ௎ሬሬ⃗ భ
- açılım uzunluğu 

ℓ௎ሬሬ⃗ భ
= − ර ቈ

(𝐵ᇱ, 𝐵∗, 𝐵)

‖𝐵‖3
቉ 𝑑𝑡 

b) λ௎ሬሬ⃗ భ
- açılım açısı 

λ௎భ
= − ර 𝑤ଶ

ଷ𝑑𝑡 = − ර
‖𝐵‖3൫𝐵′′, 𝐵, 𝐵′൯

ฮ𝐵′ฮ𝐵‖2 − ൻ𝐵, 𝐵′ൿ𝐵‖2
𝑑𝑡 

ile hesaplanır. 

Teorem 4.5 𝐵෠  Bézier eğrisinin kapalı küresel projeksiyonu 𝐵෨  ise 𝐵෨  nin sınırladığı yüzey 

alanı ve geodezik eğriliği sırasıyla; 
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a) 𝑎௎ሬሬ⃗ భ
= 2π + ර

‖𝐵‖3൫𝐵′′, 𝐵, 𝐵′൯

ฮ𝐵′ฮ𝐵‖2 − ൻ𝐵, 𝐵′ൿ𝐵‖2
𝑑𝑡 

b) 𝑔௎ሬሬ⃗ భ
= −

‖𝐵‖3൫𝐵′′, 𝐵, 𝐵′൯

ฮ𝐵′ฮ𝐵‖2 − ൻ𝐵, 𝐵′ൿ𝐵‖2
 

dir. 

 Şimdi tekrar 𝐵෠(𝑡) kapalı Bézier eğrisinin karşılık geldiği 𝑈ሬሬ⃗ ଵ-kapalı regle 

yörünge yüzeyini göz önüne alalım. Bu hareketin oluşumunda 𝑈ሬሬ⃗ ଵ- vektörleri bir kapalı 

yörünge yüzeyi çizerken diğer 𝑈ሬሬ⃗ ଶ ve 𝑈ሬሬ⃗ ଷ vektörleri de yine bir kapalı yörünge yüzeyi 

çizerler. O halde şimdi sırasıyla 𝑈ሬሬ⃗ ଶ ve 𝑈ሬሬ⃗ ଷ vektörlerinin oluşturduğu kapalı yörünge 

yüzeylerinin integral invaryantlarını inceleyelim. 𝑈ሬሬ⃗ ଶ vektörünün oluşturduğu kapalı 

yörünge yüzeyi için açılım uzunluğu; 𝑟 =
஻×஻∗

‖஻‖మ
 olduğundan 𝑑𝑟 =

஻ᇲ×஻∗ା஻×஻∗ᇲ

‖𝐵‖2
−

2ൻ஻,஻ᇲൿ

‖𝐵‖4
(𝐵 × 𝐵∗) olduğundan 

ℓ௎ሬሬ⃗ మ
 = − රൻ𝑑𝑟, 𝑈ሬሬ⃗ ଶൿ𝑑𝑡 

 = − ර ൽቈ
𝐵ᇱ × 𝐵∗ + 𝐵 × 𝐵∗ᇲ

‖𝐵‖2
−

2⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩

‖𝐵‖4
(𝐵 × 𝐵∗)቉ ,

𝐵′‖𝐵‖2 − ൻ𝐵, 𝐵′ൿ𝐵

ฮ𝐵′ฮ𝐵‖2 − ൻ𝐵, 𝐵′ൿ𝐵‖2
ඁ 𝑑𝑡 

 
= − ර ቈ

𝑑𝑒𝑡൫𝐵, 𝐵∗ᇲ
, 𝐵′൯

ฮ𝐵′ฮ𝐵‖2 − ൻ𝐵, 𝐵′ൿ𝐵‖
−

⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩𝑑𝑒𝑡൫𝐵, 𝐵∗, 𝐵′൯

‖𝐵‖2ฮ𝐵′ฮ𝐵‖2 − ൻ𝐵, 𝐵′ൿ𝐵‖
቉ 𝑑𝑡 

bulunur. Açılım açısı ise  

λ௎ሬሬ⃗ మ
 = − රൻ𝑑𝑈ሬሬ⃗ ଷ, 𝑈ሬሬ⃗ ଵൿ𝑑𝑡 

 = − ර ቈ
−‖𝐵‖2𝑑𝑒𝑡൫𝐵′′, 𝐵, 𝐵′൯

ฮ𝐵′ฮ𝐵‖2 − ൻ𝐵, 𝐵′ൿ𝐵‖
቉ ⟨𝑈ଶ, 𝑈ଵ⟩𝑑𝑡 

 = 0 

bulunur. Böylece küresel yüzey alanı ve geodezik eğrilik ise  

𝑔௎ሬሬ⃗ మ
= 0; 𝑎௎ሬሬ⃗ మ

= 2𝜋 

bulunur. O halde bu sonuçları birer teorem ile verelim. 

Teorem 4.6 𝐵෠(𝑡) dual kapalı Bézier eğrisine karşılık gelen {𝑈ሬሬ⃗ ଵ, 𝑈ሬሬ⃗ ଶ, 𝑈ሬሬ⃗ ଷ} çatısında 𝑈ሬሬ⃗ ଶ- 

yörünge yüzeyinin integral invaryantları 
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a) ℓ௎ሬሬ⃗ మ
= − ර ቈ

𝑑𝑒𝑡൫𝐵, 𝐵∗ᇲ
, 𝐵′൯

ฮ𝐵′ฮ𝐵‖2 − ൻ𝐵, 𝐵′ൿ𝐵‖
−

⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩𝑑𝑒𝑡൫𝐵, 𝐵∗, 𝐵′൯

‖𝐵‖2ฮ𝐵′ฮ𝐵‖2 − ൻ𝐵, 𝐵′ൿ𝐵‖
቉ 𝑑𝑡 

b) λ௎ሬሬ⃗ మ
= 0 

c) 𝑔௎ሬሬ⃗ మ
= 0 

d) 𝑎௎ሬሬ⃗ మ
= 2𝜋 

dir. 

 Benzer şekilde 𝑈ሬሬ⃗ ଷ- kapalı regle yüzeyin integral invaryantlarını inceleyelim. 𝑈ሬሬ⃗ ଷ- 

kapalı yörünge yüzeninin açılım uzunluğu 

ℓ௎ሬሬ⃗ య
 = − රൻ𝑑𝑟, 𝑈ሬሬ⃗ ଷൿ𝑑𝑡 

 = − ර ൽቈ
𝐵ᇱ × 𝐵∗ + 𝐵 × 𝐵∗ᇲ

‖𝐵‖2
−

2⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩

‖𝐵‖4
(𝐵 × 𝐵∗)቉ ,

‖𝐵‖(𝐵 × 𝐵ᇱ)

ฮ𝐵′ฮ𝐵‖2 − ൻ𝐵, 𝐵′ൿ𝐵‖
ඁ 𝑑𝑡 

yazılır. İç çarpım özelliklerinden bu ifade 

ℓ௎ሬሬ⃗ య
= − ර

〈𝐵ᇱ × 𝐵∗, 𝐵 × 𝐵ᇱ〉 + 〈𝐵 × 𝐵∗ᇲ
, 𝐵 × 𝐵ᇱ〉

ฮ𝐵′ฮ𝐵‖2 − ൻ𝐵, 𝐵′ൿ𝐵‖
−

2⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩〈𝐵 × 𝐵∗, 𝐵 × 𝐵ᇱ〉

‖𝐵‖3ฮ𝐵′ฮ𝐵‖2 − ൻ𝐵, 𝐵′ൿ𝐵‖
𝑑𝑡 

olur.  

〈𝐵ᇱ × 𝐵∗, 𝐵 × 𝐵ᇱ〉 = ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩〈𝐵∗, 𝐵ᇱ〉 − 〈𝐵, 𝐵∗〉ฮ𝐵′ฮ
2
 

〈𝐵 × 𝐵∗ᇲ
, 𝐵 × 𝐵ᇱ〉 = ‖𝐵‖2〈𝐵∗ᇲ

, 𝐵ᇱ〉 − ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩〈𝐵, 𝐵∗ᇲ
〉 

〈𝐵 × 𝐵∗, 𝐵 × 𝐵ᇱ〉 = ‖𝐵‖2〈𝐵ᇱ, 𝐵∗〉 − ⟨𝐵, 𝐵∗⟩〈𝐵, 𝐵ᇱ〉 

eşitlikleri yerlerine yazılırsa, 

ℓ௎ሬሬ⃗ య
= − ර

ቈ
‖𝐵‖4〈𝐵∗ᇲ

, 𝐵ᇱ〉 − ‖𝐵‖2〈𝐵, 𝐵ᇱ〉〈𝐵, 𝐵∗ᇲ
〉 + ⟨𝐵, 𝐵∗⟩[⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩ଶ − ‖𝐵 × 𝐵ᇱ‖]

−‖𝐵‖2⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩〈𝐵ᇱ, 𝐵∗〉
቉

‖𝐵‖3ฮ𝐵′ฮ𝐵‖2 − ൻ𝐵, 𝐵′ൿ𝐵‖
𝑑𝑡 

olarak ifade edilir. Açılım açısı ise 

λ௎ሬሬ⃗ య
 = − රൻ𝑑𝑈ሬሬ⃗ ଵ, 𝑈ሬሬ⃗ ଶൿ𝑑𝑡 

 = − ර ቈ
ฮ𝐵′ฮ𝐵‖2 − ൻ𝐵, 𝐵′ൿ𝐵‖

‖𝐵‖3
቉ 𝑑𝑡 

ile hesaplanır. O halde geodezik eğrilik ve küresel alan 

𝑔௎ሬሬ⃗ య
=

ฮ𝐵′ฮ𝐵‖2 − ൻ𝐵, 𝐵′ൿ𝐵‖

‖𝐵‖3
; 𝑎௎ሬሬ⃗ య

= 2𝜋 + ර ቈ
ฮ𝐵′ฮ𝐵‖2 − ൻ𝐵, 𝐵′ൿ𝐵‖

‖𝐵‖3
቉ 𝑑𝑡 

olarak elde edilir. Elde edilen bu sonuçları da yine bir teoremle ifade edelim. 
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Teorem 4.7 𝐵෠(𝑡) dual kapalı Bézier eğrisine karşılık gelen {𝑈ሬሬ⃗ ଵ, 𝑈ሬሬ⃗ ଶ, 𝑈ሬሬ⃗ ଷ} çatısında 𝑈ሬሬ⃗ ଷ- 

yörünge yüzeyinin integral invaryantları 

a) 
ℓ௎ሬሬ⃗ య

= − ර

቎
‖𝐵‖4〈𝐵∗ᇲ

, 𝐵ᇱ〉 − ‖𝐵‖2〈𝐵, 𝐵ᇱ〉〈𝐵, 𝐵∗ᇲ
〉

+⟨𝐵, 𝐵∗⟩[⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩ଶ − ‖𝐵 × 𝐵ᇱ‖]

−‖𝐵‖2⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩〈𝐵ᇱ, 𝐵∗〉

቏

‖𝐵‖3ฮ𝐵′ฮ𝐵‖2 − ൻ𝐵, 𝐵′ൿ𝐵‖
𝑑𝑡 

b) λ௎ሬሬ⃗ య
= − ර ቈ

ฮ𝐵′ฮ𝐵‖2 − ൻ𝐵, 𝐵′ൿ𝐵‖

‖𝐵‖3
቉ 𝑑𝑡 

c) 𝑔௎ሬሬ⃗ య
=

ฮ𝐵′ฮ𝐵‖2 − ൻ𝐵, 𝐵′ൿ𝐵‖

‖𝐵‖3
 

d) 𝑎௎ሬሬ⃗ య
= 2𝜋 + ර ቈ

ฮ𝐵′ฮ𝐵‖2 − ൻ𝐵, 𝐵′ൿ𝐵‖

‖𝐵‖3
቉ 𝑑𝑡 

dir. 

4.2 Bézier Eğrilerinde İntegral  

4.2.1 Lineer Bézier Eğrisi 

Kontrol noktaları 𝑃଴ ve 𝑃ଵ olan bir 𝐵(𝑡) Bézier eğrisini göz önüne alalım. 

𝐵(𝑡) = (1 − 𝑡)𝑃଴ + 𝑃ଵ 𝑡 ∈ [0,1] 

 = 𝑃଴ + 𝑡(𝑃ଵ − 𝑃଴) 

Bu durumda 

න 𝐵(𝑡)𝑑𝑡
ଵ

଴

 = න ൫(1 − 𝑡)𝑃଴ + 𝑃ଵ൯𝑑𝑡
ଵ

଴

= ቈ𝑃଴𝑡 + (𝑃ଵ − 𝑃଴)
𝑡ଶ

2
቉ቤ

଴

ଵ

 

 
= 𝑃଴ +

𝑃ଵ − 𝑃଴

2
=

1

2
(𝑃ଵ + 𝑃଴) 

elde edilir. 

4.2.2 Kuadratik Bézier Eğrisi 

Kontrol noktaları 𝑃଴, 𝑃ଵ ve 𝑃ଶ olan kuadratik Bézier eğrisini göz önüne alalım. 

𝐵(𝑡) = (1 − 𝑡)ଶ𝑃଴ + 2𝑡(1 − 𝑡)𝑃ଵ + 𝑡ଶ𝑃ଶ 𝑡 ∈ [0,1] 

 = (𝑡ଶ − 2𝑡 + 1)𝑃଴ + (2𝑡 − 2𝑡ଶ)𝑃ଵ + 𝑡ଶ𝑃ଶ 

 = 𝑃଴ + 𝑡(2𝑃ଵ − 2𝑃଴) + 𝑡ଶ(𝑃଴ − 2𝑃ଵ + 𝑃ଶ) 

yazılabilir.  

Bu durumda integral 



31 

 
 

න 𝐵(𝑡)𝑑𝑡
ଵ

଴

 = ቈ𝑃଴𝑡 + 2(𝑃ଵ − 𝑃଴)
𝑡ଶ

2
+ (𝑃଴ − 2𝑃ଵ + 𝑃ଶ)

𝑡ଷ

3
቉ቤ

଴

ଵ

 

 
= 𝑃଴ + 𝑃ଵ − 𝑃଴ +

1

3
(𝑃଴ − 2𝑃ଵ + 𝑃ଶ) 

 
=

1

3
(𝑃଴ + 𝑃ଵ + 𝑃ଶ) 

bulunur. 

4.2.3 Kübik Bézier Eğrisi 

Kontrol noktaları 𝑃଴, 𝑃ଵ, 𝑃ଶ ve 𝑃ଷ olan kübik Bézier eğrisini göz önüne alalım. 

𝐵(𝑡) = (1 − 𝑡)ଷ𝑃଴ + 3𝑡(1 − 𝑡)ଶ𝑃ଵ + 3(1 − 𝑡)𝑡ଶ𝑃ଷ + 𝑡ଷ𝑃ଷ   𝑡 ∈ [0,1] 

 = (1 − 3𝑡 + 3𝑡ଶ − 𝑡ଷ)𝑃଴ + (3𝑡 − 6𝑡ଶ + 3𝑡ଷ)𝑃ଵ + (3𝑡ଶ − 3𝑡ଷ)𝑃ଶ + 𝑡ଷ𝑃ଷ 

 = 𝑃଴ + 𝑡(3𝑃ଵ − 3𝑃଴) + 𝑡ଶ(3𝑃଴ − 6𝑃ଵ + 3𝑃ଶ) + 𝑡ଷ(−𝑃଴ − 3𝑃ଵ − 3𝑃ଶ + 𝑃ଷ) 

yazılabilir.  

 Bu durumda integral 

න 𝐵(𝑡)𝑑𝑡
ଵ

଴

= ቈ𝑃଴𝑡 + (3𝑃ଵ − 3𝑃଴)
𝑡ଶ

2
+ (3𝑃଴ − 6𝑃ଵ + 3𝑃ଶ)

𝑡ଷ

3
 

 
+(−𝑃଴ − 3𝑃ଵ − 3𝑃ଶ + 𝑃ଷ)

𝑡ସ

4
ቤ

଴

ଵ

 

= 𝑃଴ +
3(𝑃ଵ − 𝑃଴)

2
+

(3𝑃଴ − 6𝑃ଵ + 3𝑃ଶ)

3
+

(−𝑃଴ − 3𝑃ଵ − 3𝑃ଶ + 𝑃ଷ)

4
 

= 
1

4
(𝑃଴ + 𝑃ଵ + 𝑃ଶ + 𝑃ଷ) 

bulunur. 

4.2.4 Genel Bézier Eğrisi 

Kontrol noktaları 𝑃଴, 𝑃ଵ, 𝑃ଶ ⋯ 𝑃௡ olan Bézier eğrisini göz önüne alalım. 

𝐵(𝑡) = ෍ 𝑃௜𝐵௜
௡(𝑡)

௡

௜ୀ଴

   𝑡 ∈ [0,1] 

yazılabilir. Bu aynı zamanda 

𝐵(𝑡) = ℎ଴ + ℎଵ𝑡 + ℎଶ𝑡ଶ + ⋯ + ℎ௡𝑡௡ 

Burada  

ℎ௜ = ቀ
𝑛
𝑖

ቁ ෍ ൬
𝑖
𝑗
൰ 𝑃௝(−1)௜ା௝

௜

௝ୀ଴
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dir. 

 Bu durumda integral 

න 𝐵(𝑡)𝑑𝑡
ଵ

଴

= න (ℎ଴ + ℎଵ𝑡 + ℎଶ𝑡ଶ + ⋯ + ℎ௡𝑡௡)𝑑𝑡
ଵ

଴

 

= ቈቆℎ଴𝑡 + ℎଵ

𝑡ଶ

2
+ ⋯ + ℎ௡

𝑡௡ାଵ

𝑛 + 1
ቇ቉ቤ

଴

ଵ

 

= ℎ଴ +
ℎଵ

2
+

ℎଶ

3
+ ⋯ +

ℎ௡

𝑛 + 1
 

= 
𝑃଴ +

𝑛(−𝑃଴ + 𝑃ଵ)

2
+

𝑛(𝑛 − 1)
2

(𝑃଴ − 2𝑃ଵ + 𝑃ଶ)

3
+ ⋯ + 

 
+

𝑛 ∑ ൬
𝑛 − 1

𝑗
൰ 𝑃௝(−1)௡ିଵା௝௡ିଵ

௝ୀ଴

𝑛
+

∑ ቀ
𝑛
𝑗 ቁ 𝑃௝(−1)௡ା௝௡

௝ୀ଴

𝑛 + 1
 

= ቎෍
ቀ

𝑛
𝑖

ቁ (−1)௜

𝑖 + 1

௡

௜ୀ଴

቏ 𝑃଴ + ൥෍ ቀ
𝑛
𝑖

ቁ
𝑖(−1)௜ାଵ

𝑖 + 1

௡

௜ୀଵ

൩ 𝑃ଵ 

 + ቎෍
ቀ

𝑛
𝑖

ቁ ቀ
𝑖
2

ቁ

𝑖 + 1
(−1)௜

௡

௜ୀଶ

቏ 𝑃ଶ + ቎෍
ቀ

𝑛
𝑖

ቁ ቀ
𝑖
3

ቁ

𝑖 + 1
(−1)௜ାଵ

௡

௜ୀଷ

቏ 𝑃ଷ 

 + ቎෍
ቀ

𝑛
𝑖

ቁ ቀ
𝑖
4

ቁ

𝑖 + 1
(−1)௜

௡

௜ୀସ

቏ 𝑃ସ + ቎෍
ቀ

𝑛
𝑖

ቁ ቀ
𝑖
5

ቁ

𝑖 + 1
(−1)௜ାଵ

௡

௜ୀହ

቏ 𝑃ହ + ⋯ + 

 + ቎ ෍
ቀ

𝑛
𝑛 − 1

ቁ ቀ
𝑛 − 1
𝑛 − 1

ቁ

𝑖 + 1
(−1)ଶ௜

௡

௜ୀ௡ିଵ

቏ 𝑃௡ିଵ +
1

𝑛 + 1
𝑃௡ 

= 
1

𝑛 + 1
(𝑃଴ + 𝑃ଵ + 𝑃ଶ + 𝑃ଷ + ⋯ + 𝑃௡) 

bulunur.  

 Alınan bu sonuçları genelleyerek aşağıdaki teorem verilebilir. 

Teorem 4.8 𝑡 ∈ [0,1] için 𝑛. dereceden bir 𝐵(𝑡) Bézier eğrisi kontrol noktaları 

𝑃଴, 𝑃ଵ, 𝑃ଶ ⋯ 𝑃௡ olacak şekilde verilsin. Buna göre 

න 𝐵(𝑡)𝑑𝑡
ଵ

଴

=
1

𝑛 + 1
෍ 𝑃௜

௡

௜ୀ଴

 

dir. 
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4.3 Hareketin İnterpolasyonu  

Bézier eğrilerinde son nokta interpolasyon ve son nokta teğet özellikleri 

kullanılarak aşağıdaki teoremler verilebilir.  

Teorem 4.9 Dual uzayda 𝐵෠(𝑡) kapalı Bézier eğrisi ve onun birim dual küre üzerine 

izdüşümü 𝐵෨(𝑡) eğrisi olsun. Bu 𝐵෨(𝑡) eğrisine karşılık gelen kapalı 𝑈ሬሬ⃗ ଵ- yörünge yüzeyi 

𝑋(𝑡, 𝑣) =
𝐵 × 𝐵∗

‖𝐵‖ଶ
+ 𝑣

𝐵

‖𝐵‖
 

olsun. Bu takdirde  

a) Hareketin Ani Pfaf vektörünün 𝑡଴ = 0 ve 𝑡଴ = 1 noktalarında ifadesi 

𝜓|௧ୀ଴ ∨ ௧ୀଵ =
‖𝑃଴‖ଶ𝑃଴

‖𝑛(𝑃ଵ − 𝑃଴)‖𝑃଴‖ଶ − 𝑛〈𝑃଴, 𝑃ଵ〉𝑃଴ + 𝑛‖𝑃଴‖ଶ𝑃଴‖ଶ
+

1

‖𝑃଴‖ଶ
(𝑛𝑃଴ × 𝑃ଵ) 

 
=

‖𝑃଴‖ଶ𝑃଴

𝑛ଶ‖‖𝑃଴‖ଶ𝑃ଵ − 〈𝑃଴, 𝑃ଵ〉𝑃଴‖ଶ
+

𝑛

‖𝑃଴‖ଶ
𝑃଴ × 𝑃ଵ 

dir.  

b) Hareketin Pole vektörü 

𝑃 =
𝜓

‖𝜓‖
=

𝑃଴ + 𝑛ଷ(‖𝑃଴‖ଶ‖𝑃ଵ‖ଶ − 〈𝑃଴, 𝑃ଵ〉ଶ)(𝑃଴ × 𝑃ଵ)

‖𝑃଴‖ସ ඥ‖𝑃଴‖଺ + 𝑛଺(‖𝑃଴‖ଶ‖𝑃ଵ‖ଶ − 〈𝑃଴, 𝑃ଵ〉ଶ)ଶ‖𝑃଴ × 𝑃ଵ‖ଶ
 

dir. 

Teorem 4.10 Dual uzayda 𝐵෠(𝑡) kapalı Bézier eğrisi ve onun birim dual küre üzerine 

izdüşümü 𝐵෨(𝑡) eğrisi olsun. Bu 𝐵෨(𝑡) eğrisine karşılık gelen kapalı 𝑈ሬሬ⃗ ଵ- yörünge yüzeyi 

𝑋(𝑡, 𝑣) =
𝐵 × 𝐵∗

‖𝐵‖ଶ
+ 𝑣

𝐵

‖𝐵‖
 

olsun. Bu takdirde 𝑡଴
∗ ∈ (0,1) keyfi noktasında 

a) Hareketin Pfaf vektörü 

𝜓|௧ୀ௧బ
∗  =

‖𝑃଴
௡‖ଶ𝑃଴

௡

‖𝑛(𝑃ଵ
௡ିଵ − 𝑃଴

௡)‖𝑃଴
௡‖ଶ − 𝑛〈𝑃଴

௡, 𝑃ଵ
௡ିଵ − 𝑃଴

௡〉𝑃଴
௡‖

+
𝑛𝑃଴

௡ × 𝑃ଵ
௡ିଵ

‖𝑃଴
௡‖ଶ

 

dir.  

b) Hareketin Pole vektörü 

𝑃|௧ୀ௧బ
∗ =

𝑃଴
௡ +

ฮ𝑛(𝑃ଵ
௡ିଵ − 𝑃଴

௡)‖𝑃଴
௡‖ଶ − 𝑛〈𝑃଴

௡, 𝑃ଵ
௡ିଵ − 𝑃଴

௡〉𝑃଴
௡ฮ

ଶ

‖𝑃଴
௡‖ସ 𝑛𝑃଴

௡ × 𝑃ଵ
௡ିଵ

 ට‖𝑃଴
௡‖ଵ଴ + ‖𝑛(𝑃ଵ

௡ିଵ − 𝑃଴
௡)‖𝑃଴

௡‖ଶ − 𝑛〈𝑃଴
௡, 𝑃ଵ

௡ିଵ − 𝑃଴
௡〉𝑃଴

௡‖ସ ⋅ 𝑛‖𝑃଴
௡ × 𝑃ଵ

௡ିଵ‖

 

dir. 

Teorem 4.11 Dual uzayda 𝐵෠(𝑡) kapalı Bézier eğrisi ve onun birim dual küre üzerine 

izdüşümü 𝐵෨(𝑡) eğrisi olsun. Bu 𝐵෨(𝑡) eğrisine karşılık gelen kapalı 𝑈ሬሬ⃗ ଵ- yörünge yüzeyi 
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𝑋(𝑡, 𝑣) =
𝐵 × 𝐵∗

‖𝐵‖ଶ
+ 𝑣

𝐵

‖𝐵‖
 

olsun. Bu takdirde 𝑡଴ = 0 ya da 𝑡଴ = 1 noktası ile 𝑡଴
∗ ∈ (0,1) keyfi noktasında bu 

yüzeyin geodezik eğriliği 

𝑔௎ሬሬ⃗ భ
ห

௧ୀ௧బ
∗

=
‖𝑃଴

௡‖ଷ(𝑛 − 1)(𝑃ଶ
௡ିଶ, 𝑃଴

௡, 𝑃ଵ
௡ିଵ)

‖(𝑃ଵ
௡ିଵ − 𝑃଴

௡)‖𝑃଴
௡‖ଶ − 〈𝑃଴

௡, 𝑃ଵ
௡ିଵ − 𝑃଴

௡〉𝑃଴
௡‖ଶ

 

𝑔௎ሬሬ⃗ భ
ห௧ୀ଴

௧ୀଵ

=
‖𝑃଴‖ଷ(𝑛 − 1)(𝑃ଶ, 𝑃଴, 𝑃ଵ)

‖(𝑃ଵ − 𝑃଴)‖𝑃଴‖ଶ − 〈𝑃଴, 𝑃ଵ − 𝑃଴〉𝑃଴‖ଶ
 

dir. 

Teorem 4.12 Dual uzayda 𝐵෠(𝑡) kapalı Bézier eğrisi ve onun birim dual küre üzerine 

izdüşümü 𝐵෨(𝑡) eğrisi olsun. Bu 𝐵෨(𝑡) eğrisine karşılık gelen kapalı 𝑈ሬሬ⃗ ଷ- yörünge 

yüzeyinin 𝑡଴ = 0 ya da 𝑡଴ = 1 noktası ile 𝑡଴
∗ ∈ (0,1) keyfi noktasında geodezik eğriliği 

𝑔௎ሬሬ⃗ య
ห

௧ୀ௧బ
∗

=
𝑛‖(𝑃ଵ

௡ିଵ − 𝑃଴
௡)‖𝑃଴

௡‖ଶ − 〈𝑃଴
௡, 𝑃ଵ

௡ିଵ − 𝑃଴
௡〉𝑃଴

௡‖

‖𝑃଴
௡‖ଷ

 

𝑔௎ሬሬ⃗ య
ห௧ୀ଴

௧ୀଵ

=
𝑛‖(𝑃ଵ − 𝑃଴)‖𝑃଴‖ଶ − 〈𝑃଴, 𝑃ଵ − 𝑃଴〉𝑃଴‖

‖𝑃଴‖ଷ
 

dir. 

4.4. Sayısal Örnekler 

Dual Bézier eğrisinin kontrol noktaları, 

𝑃෠଴ = (1,0,1) + (0,1,2) = 𝑃଴ + 𝜀𝑃଴
∗, 

𝑃෠ଵ = (−1,1,2)  + (1,0, −1) = 𝑃ଵ + 𝜀𝑃ଵ
∗, 

𝑃෠ଶ = (0, −1,3)  + (2, −1,1) = 𝑃ଶ + 𝜀𝑃ଶ
∗, 

𝑃෠ଷ = (1, −2,2)  + (1,1, −1) = 𝑃ଷ + 𝜀𝑃ଷ
∗, 

𝑃෠ସ = (1,0,1) + (0,1,2) = 𝑃ସ + 𝜀𝑃ସ
∗ 

olacak şekilde verilsin. Bu durumda 

𝐵(𝑡) = (1 − 𝑡)ସ𝑃଴ + 4(1 − 𝑡)ଷ𝑡𝑃ଵ + 6(1 − 𝑡)ଶ𝑡ଶ𝑃ଶ + 4(1 − 𝑡)𝑡ଷ𝑃ଷ + 𝑡ସ𝑃ସ 

= [(1 − 𝑡)ସ − 4(1 − 𝑡)ଷ𝑡 + 4(1 − 𝑡)𝑡ଷ + 𝑡ସ]𝑒ଵ + 

 +[4(1 − 𝑡)ଷ𝑡 − 6(1 − 𝑡)ଶ𝑡ଶ − 8(1 − 𝑡)𝑡ଷ]𝑒ଶ + 

 +[(1 − 𝑡)ସ + 8(1 − 𝑡)ଷ𝑡 + 18(1 − 𝑡)ଶ𝑡ଶ + 8(1 − 𝑡)𝑡ଷ + 𝑡ସ]𝑒ଷ 

ve 

𝐵∗(𝑡) = (1 − 𝑡)ସ𝑃଴
∗ + 4(1 − 𝑡)ଷ𝑡 𝑃ଵ

∗ + 6(1 − 𝑡)ଶ𝑡ଶ𝑃ଶ
∗ + 4(1 − 𝑡)𝑡ଷ𝑃ଷ

∗ + 𝑡ସ𝑃ସ
∗ 

= [4(1 − 𝑡)ଷ𝑡 + 12(1 − 𝑡)ଶ𝑡ଶ + 4(1 − 𝑡)𝑡ଷ]𝑒ଵ + 

 +[(1 − 𝑡)ସ − 6(1 − 𝑡)ଶ𝑡ଶ + 4(1 − 𝑡)𝑡ଷ + 𝑡ସ]𝑒ଶ + 
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 +[2(1 − 𝑡)ସ − 4(1 − 𝑡)ଷ𝑡 + 6(1 − 𝑡)ଶ𝑡ଶ − 4(1 − 𝑡)𝑡ଷ + 2𝑡ସ]𝑒ଷ 

yazılabilir. Bu durumda verilen Bézier eğrisini temsili olarak 

 

 

Şekil 4.1 Verilen bir 𝑩෡(𝒕) kapalı dual Bézier eğrisinin temsili grafiği 

 

biçiminde gösterebiliriz. Bu dual Bézier eğrisinin birim dual küre üzerine projeksiyon 

eğrisi ise 

 

 

Şekil 4.2 𝑩෡(𝒕) kapalı dual Bézier eğrisi ve onun birim dual küre projeksiyonu olan 𝑩෩(𝒕) kapalı küresel 
eğrisi 

 

biçiminde elde edilir. Elde edilen bu 𝐵෨(𝑡) eğrisinin E. Study dönüşümü ile karşılık 

geldiği 𝑈ሬሬ⃗ ଵ- regle yörünge yüzeyi ise Şekil 4.3 de verilmiştir. 
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Şekil 4.3 𝑩෩(𝒕) eğrisinin E. Study dönüşümü ile karşılık geldiği 𝑼ሬሬ⃗ 𝟏- regle yörünge yüzeyi 

 

𝐵ᇱ(𝑡) = [−8(1 − 𝑡)ଷ + 12(1 − 𝑡)ଶ𝑡 + 12(1 − 𝑡)𝑡ଶ]𝑒ଵ + 

+[4(1 − 𝑡)ଷ − 24(1 − 𝑡)ଶ𝑡 − 12(1 − 𝑡)𝑡ଶ + 8𝑡ଷ]𝑒ଶ 

+[4(1 − 𝑡)ଷ + 12(1 − 𝑡)ଶ𝑡 − 12(1 − 𝑡)𝑡ଶ − 4𝑡ଷ]𝑒ଷ 

Bu yörünge yüzeyine ait integral invaryantlar şu şekilde elde edilir: 
 

ℓ௎భ
= − න ቈ

(𝐵ᇱ, 𝐵∗, 𝐵)

‖𝐵‖ଷ
቉

ଵ

଴

𝑑𝑡 = −15,25 

𝜆௎భ
= − න ቈ

‖𝐵‖ଷ(𝐵ᇱᇱ, 𝐵, 𝐵ᇱ)

‖𝐵ᇱ‖𝐵‖ଶ − 〈𝐵, 𝐵ᇱ〉𝐵‖ଶ
቉

ଵ

଴

𝑑𝑡 = −91,1750 

𝑎௎భ
= 2𝜋 + න ቈ

‖𝐵‖ଷ(𝐵ᇱᇱ, 𝐵, 𝐵ᇱ)

‖𝐵ᇱ‖𝐵‖ଶ − 〈𝐵, 𝐵ᇱ〉𝐵‖ଶ
቉

ଵ

଴

𝑑𝑡 = 94,3166. 

Böylece 𝑈ሬሬ⃗ ଶ- regle yörünge yüzeyin grafiği Şekil 4.4 de verilmiştir. 

 

Şekil 4.4 𝑩෩(𝒕) eğrisinin E. Study dönüşümü ile karşılık geldiği 𝑼ሬሬ⃗ 𝟐- regle yörünge yüzeyi 
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Bu yörünge yüzeyine ait integral invaryantlar şu şekilde elde edilir: 
 

ℓ௎ሬሬ⃗ మ
= − න ቈ

〈𝐵, 𝐵ᇱ〉(𝐵∗, 𝐵, 𝐵ᇱ)

‖𝐵‖ଶ‖𝐵ᇱ‖𝐵‖ଶ − 〈𝐵, 𝐵ᇱ〉𝐵‖
−

(𝐵∗ᇱ, 𝐵, 𝐵ᇱ)

‖𝐵ᇱ‖𝐵‖ଶ − 〈𝐵, 𝐵ᇱ〉𝐵‖
቉

ଵ

଴

𝑑𝑡 = 27,9568 

𝜆௎ሬሬ⃗ మ
= 0 

𝑎௎ሬሬ⃗ మ
= 2𝜋. 

𝑈ሬሬ⃗ ଷ- regle yörünge yüzeyi ise Şekil 4.5 de verilmiştir. 

 

 

Şekil 4.5 𝑩෩(𝒕) eğrisinin E. Study dönüşümü ile karşılık geldiği 𝑼ሬሬ⃗ 𝟑- regle yörünge yüzeyi 

 

Bu yörünge yüzeyine ait integral invaryantlar şu şekilde elde edilir: 

ℓ௎ሬሬ⃗ య
= − ර

ቈ
‖𝐵‖4〈𝐵∗ᇲ

, 𝐵ᇱ〉 − ‖𝐵‖2〈𝐵, 𝐵ᇱ〉〈𝐵, 𝐵∗ᇲ
〉 + ⟨𝐵, 𝐵∗⟩[⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩ଶ − ‖𝐵 × 𝐵ᇱ‖]

−‖𝐵‖2⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩〈𝐵ᇱ, 𝐵∗〉
቉

‖𝐵‖3ฮ𝐵′ฮ𝐵‖2 − ൻ𝐵, 𝐵′ൿ𝐵‖
𝑑𝑡 

          = 22,8941 

    λ𝑈ሬሬ⃗ 3
= − ∮ ቂ

ฮ஻ᇲฮ஻‖మିൻ஻,஻ᇲൿ஻‖

‖஻‖య
ቃ 𝑑𝑡 = −51,1650 

   𝑎𝑈ሬሬ⃗ 3
= 2𝜋 + ∮ ቂ

ฮ஻ᇲฮ஻‖మିൻ஻,஻ᇲൿ஻‖

‖஻‖య
ቃ 𝑑𝑡 = 54,3066. 
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5. SONUÇLAR ve ÖNERİLER 

5.1 Sonuçlar 

Tezde bulduğumuz sonuçları aşağıdaki gibi özetleyebiliriz.  

Teorem 5.1 Kontrol noktaları 𝑃෠௜, (𝑖 = 0, ⋯ , 𝑛) olarak verilen 𝐵෠(𝑡) = 𝐵(𝑡) + ε𝐵∗(𝑡) 

kapalı dual Bézier eğrisi verilsin. Bu eğriye karşılık gelen kapalı yörünge yüzeyi 

𝑡 ∈ [0,1] ve 𝑣 ∈ ℝ için 

𝑋(𝑡, 𝑣) =
𝐵 × 𝐵∗

‖𝐵‖ଶ
+ 𝑣

𝐵

‖𝐵‖
;  𝑋(0, 𝑣) = 𝑋(1, 𝑣) 

olsun. Bu yüzeyin oluşum hareketinde {𝑈ଵ, 𝑈ଶ, 𝑈ଷ} Blaschke çatısı aşağıdaki gibidir. 

𝑈ሬሬ⃗ ଵ = 
𝐵

‖𝐵‖
 

𝑈ሬሬ⃗ ଶ = 
𝐵′‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵′⟩𝐵

‖𝐵′‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵′⟩𝐵‖
 

𝑈ሬሬ⃗ ଷ = 
‖𝐵‖

‖𝐵′‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵′⟩𝐵‖
(𝐵 ∧ 𝐵′). 

Teorem 5.2 𝐵෠  Bézier eğrisinin kapalı küresel projeksiyonu 𝐵෨  ve ona karşılık gelen regle 

yüzeyi 𝑋(𝑡, 𝑣) =
஻×஻∗

‖஻‖మ
+ 𝑣

஻

‖஻‖
  biçiminde  𝑈ሬሬ⃗ ଵ- kapalı yörünge yüzeyi olsun. Bu takdirde 

bunların sonucunda hareketin yapısal denklemi; 

൦

𝑈ሬሬ⃗ 1

𝑈ሬሬ⃗ 2

𝑈ሬሬ⃗ 3

൪

ᇱ

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ 0

‖𝐵ᇱ‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩𝐵‖

‖𝐵‖ଷ
0

−(‖𝐵ᇱ‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩𝐵‖)

‖𝐵‖ଷ
0

‖𝐵‖ଷ(𝐵ᇱᇱ, 𝐵, 𝐵ᇱ)

‖𝐵ᇱ‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩𝐵‖ଶ

0
−‖𝐵‖ଷ(𝐵ᇱᇱ, 𝐵, 𝐵ᇱ)

‖𝐵ᇱ‖𝐵‖ଶ − ⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩𝐵‖ଶ
0

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⋅ ൦

𝑈ሬሬ⃗ 1

𝑈ሬሬ⃗ 2

𝑈ሬሬ⃗ 3

൪ 

elde edilir. Bunu kısaca ൦
𝑈ሬሬ⃗ 1

𝑈ሬሬ⃗ 2

𝑈ሬሬ⃗ 3

൪ = 𝑈ሬሬ⃗  ile gösterilirse 𝑈ሬሬ⃗
ᇱ

= Ω𝑈ሬሬ⃗  yazılabilir. Ω anti-simetrik bir 

matristir. Hareketin eğriliği ve torsiyonu  

                  𝜅 =
ฮ஻ᇲฮ஻‖మିൻ஻,஻ᇲൿ஻‖

‖஻‖య
     ve   𝜏 =

‖஻‖య(஻ᇲᇲ,஻,஻ᇲ)

‖஻ᇲ‖஻‖మି⟨஻,஻ᇲ⟩஻‖మ
  dir. 

Teorem 5.3 𝐵෠  Bézier eğrisinin kapalı küresel projeksiyonu 𝐵෨  ve ona karşılık gelen regle 

yüzeyi 𝑋(𝑡, 𝑣) =
஻×஻∗

‖஻‖మ
+ 𝑣

஻

‖஻‖
  biçiminde 𝑈ሬሬ⃗ ଵ- kapalı yörünge yüzeyi olsun. Bu takdirde 

d) Ani Pfaf vektörü 

ψ =
‖𝐵‖2

ฮ𝐵′ฮ𝐵‖2 − ൻ𝐵, 𝐵′ൿ𝐵‖2
𝐵 +

1

‖𝐵‖2
𝐵 × 𝐵ᇱ, 
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e) Pole vektörü 

𝑃 =
𝐵 +

ฮ𝐵′ฮ𝐵‖2 − ൻ𝐵, 𝐵′ൿ𝐵‖2

‖𝐵‖4 𝐵 × 𝐵ᇱ

ට‖𝐵‖10 + ฮ𝐵′ฮ𝐵‖2 − ൻ𝐵, 𝐵′ൿ𝐵‖4‖𝐵 × 𝐵ᇱ‖

, 

f) Steiner vektörü 

𝑑 = ර
‖𝐵‖2

ฮ𝐵′ฮ𝐵‖2 − ൻ𝐵, 𝐵′ൿ𝐵‖2
𝐵 +

1

‖𝐵‖2
𝐵 × 𝐵ᇱ𝑑𝑡 

dir. 

Teorem 5.4 𝐵෠  Bézier eğrisinin kapalı küresel projeksiyonu 𝐵෨  ve ona karşılık gelen regle 

yüzeyi 𝑋(𝑡, 𝑣) =
஻×஻∗

‖஻‖మ
+ 𝑣

஻

‖஻‖
 𝑈ሬሬ⃗ ଵ- kapalı yörünge yüzeyi olsun. Bu takdirde 

c) ℓ௎ሬሬ⃗ భ
- açılım uzunluğu 

ℓ௎ሬሬ⃗ భ
= − ර ቈ

(𝐵ᇱ, 𝐵∗, 𝐵)

‖𝐵‖3
቉ 𝑑𝑡 

d) λ௎ሬሬ⃗ భ
- açılım açısı 

λ௎ሬሬ⃗ భ
= − ර 𝑤ଶ

ଷ𝑑𝑡 = − ර
‖𝐵‖3൫𝐵′′, 𝐵, 𝐵′൯

ฮ𝐵′ฮ𝐵‖2 − ൻ𝐵, 𝐵′ൿ𝐵‖2
𝑑𝑡 

ile hesaplanır. 

Teorem 5.5 𝐵෠  Bézier eğrisinin kapalı küresel projeksiyonu 𝐵෨  ise 𝐵෨  nin sınırladığı yüzey 

alanı ve geodezik eğriliği sırasıyla; 

a) 𝑎௎ሬሬ⃗ భ
= 2π + ර

‖𝐵‖3൫𝐵′′, 𝐵, 𝐵′൯

ฮ𝐵′ฮ𝐵‖2 − ൻ𝐵, 𝐵′ൿ𝐵‖2
𝑑𝑡 

b) 𝑔௎ሬሬ⃗ భ
= −

‖𝐵‖3൫𝐵′′, 𝐵, 𝐵′൯

ฮ𝐵′ฮ𝐵‖2 − ൻ𝐵, 𝐵′ൿ𝐵‖2
 

dir. 
Teorem 5.6 𝐵෠(𝑡) dual kapalı Bézier eğrisine karşılık gelen {𝑈ሬሬ⃗ ଵ, 𝑈ሬሬ⃗ ଶ, 𝑈ሬሬ⃗ ଷ} çatısında 𝑈ሬሬ⃗ ଶ- 

yörünge yüzeyinin integral invaryantları 

a) ℓ௎ሬሬ⃗ మ
= − ර ቈ

𝑑𝑒𝑡൫𝐵, 𝐵∗ᇲ
, 𝐵′൯

ฮ𝐵′ฮ𝐵‖2 − ൻ𝐵, 𝐵′ൿ𝐵‖
−

⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩𝑑𝑒𝑡൫𝐵, 𝐵∗, 𝐵′൯

‖𝐵‖2ฮ𝐵′ฮ𝐵‖2 − ൻ𝐵, 𝐵′ൿ𝐵‖
቉ 𝑑𝑡 

b) λ௎ሬሬ⃗ మ
= 0 

c) 𝑔௎ሬሬ⃗ మ
= 0 

d) 𝑎௎ሬሬ⃗ మ
= 2𝜋 
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dir. 

Teorem 5.7 𝐵෠(𝑡) dual kapalı Bézier eğrisine karşılık gelen {𝑈ሬሬ⃗ ଵ, 𝑈ሬሬ⃗ ଶ, 𝑈ሬሬ⃗ ଷ} çatısında 𝑈ሬሬ⃗ ଷ- 

yörünge yüzeyinin integral invaryantları 

a) 
ℓ௎ሬሬ⃗ య

= − ර

቎
‖𝐵‖4〈𝐵∗ᇲ

, 𝐵ᇱ〉 − ‖𝐵‖2〈𝐵, 𝐵ᇱ〉〈𝐵, 𝐵∗ᇲ
〉

+⟨𝐵, 𝐵∗⟩[⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩ଶ − ‖𝐵 × 𝐵ᇱ‖]

−‖𝐵‖2⟨𝐵, 𝐵ᇱ⟩〈𝐵ᇱ, 𝐵∗〉

቏

‖𝐵‖3ฮ𝐵′ฮ𝐵‖2 − ൻ𝐵, 𝐵′ൿ𝐵‖
𝑑𝑡 

b) λ௎ሬሬ⃗ య
= − ර ቈ

ฮ𝐵′ฮ𝐵‖2 − ൻ𝐵, 𝐵′ൿ𝐵‖

‖𝐵‖3
቉ 𝑑𝑡 

c) 𝑔௎ሬሬ⃗ య
=

ฮ𝐵′ฮ𝐵‖2 − ൻ𝐵, 𝐵′ൿ𝐵‖

‖𝐵‖3
 

d) 𝑎௎ሬሬ⃗ య
= 2𝜋 + ර ቈ

ฮ𝐵′ฮ𝐵‖2 − ൻ𝐵, 𝐵′ൿ𝐵‖

‖𝐵‖3
቉ 𝑑𝑡 

dir. 
Teorem 5.8 𝑡 ∈ [0,1] için 𝑛. dereceden bir 𝐵(𝑡) Bézier eğrisi kontrol noktaları 

𝑃଴, 𝑃ଵ, 𝑃ଶ ⋯ 𝑃௡ olacak şekilde verilsin. Buna göre 

න 𝐵(𝑡)𝑑𝑡
ଵ

଴

=
1

𝑛 + 1
෍ 𝑃௜

௡

௜ୀ଴

 

dir. 

 
Teorem 5.9 Dual uzayda 𝐵෠(𝑡) kapalı Bézier eğrisi ve onun birim dual küre üzerine 

izdüşümü 𝐵෨(𝑡) eğrisi olsun. Bu 𝐵෨(𝑡) eğrisine karşılık gelen kapalı 𝑈ሬሬ⃗ ଵ- yörünge yüzeyi 

𝑋(𝑡, 𝑣) =
𝐵 × 𝐵∗

‖𝐵‖ଶ
+ 𝑣

𝐵

‖𝐵‖
 

olsun. Bu takdirde  

c) Hareketin Ani Pfaf vektörünün 𝑡଴ = 0 ve 𝑡଴ = 1 noktalarında ifadesi 

𝜓|௧ୀ଴ ∨ ௧ୀଵ =
‖𝑃଴‖ଶ𝑃଴

‖𝑛(𝑃ଵ − 𝑃଴)‖𝑃଴‖ଶ − 𝑛〈𝑃଴, 𝑃ଵ〉𝑃଴ + 𝑛‖𝑃଴‖ଶ𝑃଴‖ଶ
+

1

‖𝑃଴‖ଶ
(𝑛𝑃଴ × 𝑃ଵ) 

 
=

‖𝑃଴‖ଶ𝑃଴

𝑛ଶ‖‖𝑃଴‖ଶ𝑃ଵ − 〈𝑃଴, 𝑃ଵ〉𝑃଴‖ଶ
+

𝑛

‖𝑃଴‖ଶ
𝑃଴ × 𝑃ଵ 

d) Hareketin Pole vektörü 

𝑃 =
𝜓

‖𝜓‖
=

𝑃଴ + 𝑛ଷ(‖𝑃଴‖ଶ‖𝑃ଵ‖ଶ − 〈𝑃଴, 𝑃ଵ〉ଶ)(𝑃଴ × 𝑃ଵ)

‖𝑃଴‖ସ ඥ‖𝑃଴‖଺ + 𝑛଺(‖𝑃଴‖ଶ‖𝑃ଵ‖ଶ − 〈𝑃଴, 𝑃ଵ〉ଶ)ଶ‖𝑃଴ × 𝑃ଵ‖ଶ
 

dir. 
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Teorem 5.10 Dual uzayda 𝐵෠(𝑡) kapalı Bézier eğrisi ve onun birim dual küre üzerine 

izdüşümü 𝐵෨(𝑡) eğrisi olsun. Bu 𝐵෨(𝑡) eğrisine karşılık gelen kapalı 𝑈ሬሬ⃗ ଵ- yörünge yüzeyi 

𝑋(𝑡, 𝑣) =
𝐵 × 𝐵∗

‖𝐵‖ଶ
+ 𝑣

𝐵

‖𝐵‖
 

olsun. Bu takdirde 𝑡଴
∗ ∈ (0,1) keyfi noktasında 

c) Hareketin Pfaf vektörünü 

𝜓|௧ୀ௧బ
∗  =

‖𝑃଴
௡‖ଶ𝑃଴

௡

‖𝑛(𝑃ଵ
௡ିଵ − 𝑃଴

௡)‖𝑃଴
௡‖ଶ − 𝑛〈𝑃଴

௡, 𝑃ଵ
௡ିଵ − 𝑃଴

௡〉𝑃଴
௡‖

+
𝑛𝑃଴

௡ × 𝑃ଵ
௡ିଵ

‖𝑃଴
௡‖ଶ

 

d) Hareketin Pole vektörü 

𝑃|௧ୀ௧బ
∗ =

𝑃଴
௡ +

ฮ𝑛(𝑃ଵ
௡ିଵ − 𝑃଴

௡)‖𝑃଴
௡‖ଶ − 𝑛〈𝑃଴

௡, 𝑃ଵ
௡ିଵ − 𝑃଴

௡〉𝑃଴
௡ฮ

ଶ

‖𝑃଴
௡‖ସ 𝑛𝑃଴

௡ × 𝑃ଵ
௡ିଵ

 ට‖𝑃଴
௡‖ଵ଴ + ‖𝑛(𝑃ଵ

௡ିଵ − 𝑃଴
௡)‖𝑃଴

௡‖ଶ − 𝑛〈𝑃଴
௡, 𝑃ଵ

௡ିଵ − 𝑃଴
௡〉𝑃଴

௡‖ସ ⋅ 𝑛‖𝑃଴
௡ × 𝑃ଵ

௡ିଵ‖

 

dir. 

Teorem 5.11 Dual uzayda 𝐵෠(𝑡) kapalı Bézier eğrisi ve onun birim dual küre üzerine 

izdüşümü 𝐵෨(𝑡) eğrisi olsun. Bu 𝐵෨(𝑡) eğrisine karşılık gelen kapalı 𝑈ሬሬ⃗ ଵ- yörünge yüzeyi 

𝑋(𝑡, 𝑣) =
𝐵 × 𝐵∗

‖𝐵‖ଶ
+ 𝑣

𝐵

‖𝐵‖
 

olsun. Bu takdirde 𝑡଴ = 0 ya da 𝑡଴ = 1 noktası ile 𝑡଴
∗ ∈ (0,1) keyfi noktasında bu 

yüzeyin geodezik eğriliği 

𝑔௎భ
ห

௧ୀ௧బ
∗ =

‖𝑃଴
௡‖ଷ(𝑛 − 1)(𝑃ଶ

௡ିଶ, 𝑃଴
௡, 𝑃ଵ

௡ିଵ)

‖(𝑃ଵ
௡ିଵ − 𝑃଴

௡)‖𝑃଴
௡‖ଶ − 〈𝑃଴

௡, 𝑃ଵ
௡ିଵ − 𝑃଴

௡〉𝑃଴
௡‖ଶ

 

𝑔௎భ
ห௧ୀ଴

௧ୀଵ

=
‖𝑃଴‖ଷ(𝑛 − 1)(𝑃ଶ, 𝑃଴, 𝑃ଵ)

‖(𝑃ଵ − 𝑃଴)‖𝑃଴‖ଶ − 〈𝑃଴, 𝑃ଵ − 𝑃଴〉𝑃଴‖ଶ
 

dir. 

Teorem 5.12 Dual uzayda 𝐵෠(𝑡) kapalı Bézier eğrisi ve onun birim dual küre üzerine 

izdüşümü 𝐵෨(𝑡) eğrisi olsun. Bu 𝐵෨(𝑡) eğrisine karşılık gelen kapalı 𝑈ሬሬ⃗ ଷ- yörünge 

yüzeyinin 𝑡଴ = 0 ya da 𝑡଴ = 1 noktası ile 𝑡଴
∗ ∈ (0,1) keyfi noktasında geodezik eğriliği 

𝑔௎ሬሬ⃗ య
ห

௧ୀ௧బ
∗

=
𝑛‖(𝑃ଵ

௡ିଵ − 𝑃଴
௡)‖𝑃଴

௡‖ଶ − 〈𝑃଴
௡, 𝑃ଵ

௡ିଵ − 𝑃଴
௡〉𝑃଴

௡‖

‖𝑃଴
௡‖ଷ

 

𝑔௎ሬሬ⃗ య
ห௧ୀ଴

௧ୀଵ

=
𝑛‖(𝑃ଵ − 𝑃଴)‖𝑃଴‖ଶ − 〈𝑃଴, 𝑃ଵ − 𝑃଴〉𝑃଴‖

‖𝑃଴‖ଷ
 

dir. 
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5.2 Öneriler 

Tezde Bézier eğrilerinin integrali ifade edilmiş ancak bu sonuçların çok 

kullanışlı olmadığı gözlemlenmiştir. Çünkü Bézier eğrisi formatında verilen bir eğrinin 

integral hesabında sadece 𝐵𝑑𝑡 diferensiyeli integre edilmeyebilir. 𝐵 ve 𝐵 nin 

türevlerinin normunun ya da vektörel çarpımlarının içinde bulunacağı bir diferansiyelin 

integralini hesaplamak çok uygun olmamaktadır. Bu konuda daha kullanışlı bir sonuç 

için daha detaylı çalışılabilir.   
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