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OZET

YUKSEK LISANS TEZIi

DUAL BEZIER EGRILERI VE REGLE YUZEYLER

Emrah OZEN

Mus Alparslan Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Dr. Ogretim Uyesi Muhsin INCESU

B(t) ve B*(t) , kontrol noktalar sirasiyla {P;} ve {P*;} olan n. dereceden Bézier egrileri olmak
iizere bir dual Bézier egrisi, B(t) = B(t) + eB*(t) bigiminde verilmis olsun. Bu durumda B dual Bézier
egrisinin birim dual kiire iizerine projeksiyonu da B(t) olsun.

Bu ¢alismada B(t) kapal egrisine karsilik gelen regle yiizey ve bu yiizeyin ana dogrularini ifade

—_— —_— U ! —_— —_— —_—

eden dogrultman vektéri U; olmak lizere {Ul. U, = ”U—l,, U; =U; X Uz} ¢atist, bu catinin hareket
1

denklemleri ve geodezik egrilikleri baslangicta verilen B dual Bézier egrisinin reel ve dual kisimlari ile
ifade edilmistir. Ayrica hareket ile olusacak ani Pfaf vektorii, Pole ve Steiner vektorleri ile 7{ -, 7{ -,

ve 73 — yoriinge ylizeylerine ait integral invaryantlar ifade edimistir.

2022, 46 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Dual Bézier egrisi, hareketli ¢ati, regle yiizey, yoriinge yiizeyi, integral
invaryantlar.
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ABSTRACT

MS THESIS

DUAL BEZIER CURVES AND RULED SURFACES

Emrah OZEN

Mus Alparslan University
Natural and Applied Science
Department of Mathematics

Advisor: Assist Prof. Muhsin INCESU

Let a dual Bézier curve B(t) = B(t) + eB*(t) , where B(t) and B*(t) are the Bézier curves of
degree n with control points {P;} and {P*;} respectively be given. And also B(t) be a projection curve of

B(t) to a unit dual sphere.

In this study the ruled surface corresponding the closed spherical curve B(t); the moving frame
SIS _4 , _
{Ul, U, =||l7_1’|’ U; =U; X Uz} , where U; 1is a unit vector of director curve of ruled surface

1

corresponding closed spherical curve B(t); the equation of the derivatives of the moving frame
{F{, Fz), 73)} and geodezic curvatures are stated in terms of the real and dual parts of given dual
Bézier curve B(t). In addition the instantaneous Pfaffian vector and the pole and the steiner vectors of the
motion are stated in terms of the real and dual parts of given dual Bézier curve B(t). Finally the integral
invariants of the 7{ -, 7{ -, ve 7; — closed trajectory surfaces corresponding the closed spherical

curve B(t) are obtained.

2022, 46 Pages

Keywords: Dual Bézier curves, moving frame, ruled surface, trajectory surface, integral
invariants.
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1. GIRIS

D ile gosterilen dual sayilar 1873'te William Clifford (1873) tarafindan
tanimlandi ve Eduard Study (1891) tarafindan gelistirildi. Bu kavramin mekanikteki ilk
uygulamalan ilk defa A.P. Kolelnikor tarafindan verildi (Li and Pei, 2016). Vida
sistemleri, uzay mekanizmalar1 gibi alanlarda siklikla kullanilmaktadir. Bu sayilarin ve
cebirsel yapmin gelistirilmesiyle geometrideki temel kavramlar dogrular ile ifade
edilmek yerine noktalar ile betimlenmistir. Boylece R3 te ydnlendirilmis bir dogruya
karsilik gelen dual kiiresel nokta ile bir regle yiizeyin incelenmesi, kiiresel bir egrinin
calisilmasina indirgenmistir. Bir¢cok bilim insan1 bu alanda c¢alismalar yapmuistir.
Ozellikle Hoschek (1985), kapali regle yiizeylerin karakterizasyonu icin integral
degismezleri arastirmig; Giirsoy (1990a,1990b,1992), Giirsoy ve Kii¢iik (1999, 2004),
Hacisalihoglu (1972, 1983) regle ylizeyler iizerinde dual biiyiikliikler olarak belirtilen

integral degismezleri ¢alismislardir.

Bu c¢alismamizda Incesu (2021) de ifade edilen dual Bézier egrileri dikkate
alinarak bu egrilerin birim dual kiire iizerine projeksiyonunun kapali olmas1 durumunda
olusacak yoriinge yiizeyleri incelenmistir. Ayrica B(t) kapali egrisine karsilik gelen

regle ylizey ve bu yiizeyin ana dogrularmi ifade eden dogrultman vektori UT olmak

lizere {71 U, = ”571” Us = U, X 7{} catis1, bu catinin hareket denklemleri ve geodezik
1

egrilikleri baslangicta verilen B dual Bézier egrisinin reel ve dual kisimlari ile ifade

edilmistir. Ayrica hareket ile olusacak ani Pfaf vektorii Pole ve Steiner vektorleri ile

71) -, 72) —,ve @ — yoriinge ylizeylerine ait integral invaryantlar ifade edimistir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Bir dogrunun hareketiyle olusan regle ylizey, mekanik, robotik, mimari ve diger
endiistriyel alanlarda yaygin olarak kullanilmaktadir. Regle yiizeyler Oklid uzaylari,
Lorentz - Minkowski uzaylari, Galile ve pseudo-Galile uzaylar1 gibi bir¢ok uzayda
incelenmistir Divjak and Zcaron, (2002), Kazaz, Ozdemir ve Giiroglu (2008), Nesovic
vd., (2016), Giiler ve Kasap, (2018), (Hathout, Bekar ve Yayli, 2017), Tas (2016), (Tas
ve Ilarslan, 2019), (Tas ve Giirsoy, 2018).

Parametrik egriler ve parametrik yiizeyler bilgisayar destekli tasarimin (CAD)
temelini olusturur. Bilgisayar destekli geometrik tasarimda (CAGD) kuskusuz en
onemli buluglar Bézier egrileri ve yiizeyleri, Coons yamalar1 (patch) ve ardindan B-
spline yontemleridir. Bézier egrileri ve ylizeyleri ilk kez 1958-1960 yillarinda Citroen
ve Renault sirketlerinde miihendis olan Paul de Casteljau ve Pierre Bézier tarafindan
birbirinden bagimsiz olarak gelistirildi. De Casteljau, P. Bézier'den hemen Once
gelistirildi, ancak ¢aligmalarini higbir yerde yaymlamadi. Boylece tamamen Bernstein'in
polinom egrilerinin ve yiizeylerinin ifadesi ile gelisen Bézier egrileri ve ylizeyleri

teorisi, P. Bézier adiyla bilinir hale geldi (Farin, 1989).

CAGD, 1974 yilinda Amerika Birlesik Devletleri'nde Utah Universitesi'nde
diizenlenen bir konferanstan sonra Barnhill ve Riesenfeld'in (1974) onciiliigiinde 6z
disipline girmistir. Farouki ve Rajan (1987), CAD sistemlerindeki en kararli sayisal

cOzlimlerin Bézier ve rasyonel Bézier egrileri oldugunu gostermistir.

Bézier egrileri (CAD) (CAM) sistemlerinde uygulamalarinin 6rneklerini ¢ok
genis alanda gordiigiimiiz egrilerdir. Bézier egrileri ve ylizeyleri iizerinde ¢ok sayida
caligma yapilmistir. Bu calismalara 6rnek olarak G. Farin (1989,1990), R. Farouki
(1985), W. Tiller (1984), H. Potmann (1995,1997), R. Farouki ve Carla Manni (2001),
R. Krasauskas (2002), Reyes (1998), E. Mainar JM Pena ve Reyes (2001), B. Jiittler
(1996), QJ Ge (1999), Mavroidis ve Roth (1997) ve R. Cholewa ve ark. (2002), Incesu
(2003), Kiigiik (2004), Oren (2016, 2018a, 2018b), Samanci (2018a, 2018b, 2018c),

Samanci, Celik, Incesu (2015) verilebilir.



3. MATERYAL ve YONTEM

3.1 Dual Sayilar ve D-Modiilii

Iki boyutlu Oklid uzaylar1 E? iizerinde toplama ve skaler ile carpma olarak
adlandirilan iki iglem asagidaki gibi tanimlansin:

+:E2 X E? - E?
(A,B) _)A+B S (a1+b1,a2+b2)

tE?2 X E? > E?
(A,B) - A.B = (a1by, a1b; + azb,)

burada A = (ay,a,) ve B = (by, b,) dir. Bu islemler altinda E? kiimesi bir halkadir ve
dual sayilar olarak adlandirilir. Bu kiime D ile gosterilir. D'nin herhangi bir A = (a, a*)
elemani su sekilde yazilabilir:
A=a(1,0) +a*(0,1) (3.1)
(1,0) elemanina gergek birim, (0,1) elemanina dual birim ad1 verilir ve € ile gosterilir.
€2 = 0 oldugu acik¢a goriilmektedir. Bu nedenle & elementi nilpotent bir elementtir.
Herhangi bir (r,0) eleman1 r € R ile izomorfiktir. Dolayisiyla herhangi bir A = (a, a*)
dual sayis1 A = a + a” olarak yazilabilir, burada a, a* € R. Eger bir A = a + €a” dual
sayis1 verilirse, o zaman a gergek sayisina A dual sayisinin gergek kismi denir ve a*
gercek sayisina A dual sayisinin dual kismi denir. Bir dual A = a + €a” saymin eslenik
sayis1 A = a — ea*'dir (Hacisalihoglu, 1983).
A = a+ €a” dual sayisinin A nin reel kismi olan, sifir olmayan a gercek sayisi

icin ¢arpma operatdrii tarafindan ters ¢evrilmesi su sekilde tanimlanir:

1 1 a*

=l e 32

1= ¢z (3.2)
Eger a = 0 ise A = ea” sayisinin tersi yoktur. Boylece, dual sayilar kiimesi cebirsel

olarak bir halka olusturur, ancak bir cisim olusturmaz.
A =a+ea* sayismin mutlak degeri |A| =+ A.A = |a| dir. Herhangi bir

A =a+ea” dual sayis1 A = [g C;] biciminde bir matris gdsterimine sahiptir. Bu

formda reel ve dual birimler sirasiyla; 1 = [(1) (ﬂ ve € = [8 (1)] dir (Hacisalihoglu,

1983).
D3'teki herhangi bir dual U vektori U = (ﬁl, l72, 173) olarak yazilabilir, burada

i =123 icin l7i =u;+euf €D dir. Aym U vektori U = U+¢eU* olarak da



yazilabilir, burada U = (uy,uy, us), U* = (u;*,u,",us*) € R3 diir. Bu nedenle
D x D x D = D3 kiimesi bir D-modiildiir (Hacisalihoglu, 1983).
iki dual O ve V vektorleri U = U + €U* ve V =V + eV* olarak verilsin. O
zaman iki dual U ve V vektériin i¢ ¢arpimi (U, V) = (l_f, l_/)) + e((l_j*, l_/)) + (17, 17*)) olur.
Bir U = U + £U* dual vektoriiniin normu, dual vektoriin reel kismi sifirdan farkliysa
.01
5]

10| = \/<U, 0) = \/<l7, Uy + 260, U%) = ||U|| + € —uteur €D  (33)

bi¢ciminde bir dual sayidir.

Bir dual U vektoriiniin normu 1 + €0 = 1 ise, o zaman U vektoriine dual birim
vektor denir (Hacisalihoglu, 1983).
Onerme 3.1 U = U +¢eU* dual vektorii verilsin. Eger ||T]| =1 ise ||U]|=1 ve
(U,U*) = 0 dir (Hacisalihoglu, 1983).

Onerme 3.2 U = U + U* dual vektorii verilsin. Eger ||U]| # 1 ve U # 0 ise

Y S N
U0 U | U ( U (U, U*)U)
U = — = = -|— E —3 = = € _,* - .3
ol o) U]l Wl \leel oy
=U+eU" (3.4)

vektorii U yoniindeki birim dual vektordiir (Hacisalihoglu, 1983).
Tamm 3.1 D3 teki D-modul iizerindeki dual vektorlerin kiimesi birim dual kiire diye
adlandirilir. Yani birim dual kiire

{U=0U+c¢eUreD?|U| =1} (3.5)
olarak tanimlanir. (Hacisalihoglu, 1983)
Teorem 3.1 (E. Study) U = U + eU* (l_f #* 0) birim dual kiire lizerindeki her bir vektor
R3 te yonlendirilmis bir dogruya bire bir olarak karsilik gelir (Hacisalihoglu, 1983).

Bu teoreme gore, U = U + eU* (17 * O) birim dual vektoriine yalnizca bir yonlii
dogru karsilik gelir. Burada U reel vektorii karsilik gelen vektdriin yoniinii gosterir ve
U* vektorii de U nun orjine gore vektdrel momentini ifade eder. U nun vektorel
momenti U* = OM A U ile verilir. Burada M, U-yonlii dogrusunun iizerinde bir nokta

ve A sembolii de R deki vektorlerin dis ¢arpimini ifade eder (Giirsoy,1990a).



-

U'=MXxXU

Sekil 3.1 U = U + U* vektoriine karsilik gelen yonlii L dogrusu

3.2 Regle Yiizeyleri

1-Parametreli K /K’ dual kiiresel hareketinde, K da tesbit edilmis bir X dual
noktasi, K’ sabit dual kiiresi lizerinde t € R parametresine bagli bir,
x=x(), [x=1,
egrisi ¢izer. t parametresine gore diferansiyellenebilen bu dual kiiresel egriye bir regle
yiizey olarak bakabiliriz. Clinkii E. Study doniisiimiine gore, bu egriye cizgiler uzayinda
bir 1-parametreli bir dogru ailesi (Regle ylizey) karsilik gelir. Eger dual kiiresel egri
kapali ise, karsilik gelen regle yiizey de kapalidir.

X(t) X(t+dt) 20 do X(t + dt)

do™

Sekil 3.2 Regle yiizey

%(t), t € R dual kiiresel egrisine, gizgiler uzaymdaki (x)-regle ylizeyinin

X

dual kiiresel resmi de denir.
X = %(t) dual kiiresel egrisinin d® = do + ed@* dual yay elementi igin,
dd? = (dX,dX)
= (X, X)d¢t?

yazilabilir. Buradan,



de -de* = (dX,dx*)
elde edilir.
X(t) ve X(t + dt) dual birim vektorleri arasindaki d® dual agis1, ayn1 zamanda
bu dual vektorlerin u¢ noktalar1 arasindaki dual kiiresel uzaklik olarak da alinabilir.
do ve d@* reel biiyiikliikleri ise, ¢izgiler uzayinda regle ylizeyin X(t) ve
%(t + dt) ana dogrular arasinda, sirasiyla, ag1 ve en kisa uzakliga karsilik gelirler.
Ortogonal koordinat doniistimlerinde i¢ ¢arpim korundugu (degismez kaldigi)
i¢in
(dX,dX) = (dX, dX) + 2e(d¥, d%*)
ifadesindeki,
(dx,dx) ve (dX,dx*)
i¢ carpimlart da, koordinat doniisiimlerine karst degismezdir. O halde, bunlarin orani,
regle yiizeyin en basit birer diferansiyel degismezidir. (Hacisalihoglu, 1983).
Tamm 3.2 X = X(t), ||X]| = 1, t € R regle yiizeyinde, X(t) ve X(t + dt) komsu ana
dogrulari arasindaki dual ac1, d® = d@ + ed@* olmak iizere,
1 (dx,dx*) _de
d (dx,dx) do*

biiyiikliigiine bu yiizeyin X(t) ana dogrusu boyunca dagitma parametresi veya drall’1
denir. (Hacisalihoglu, 1983)

Tamm 3.3 Komsu ana dogrular kesisen regle yiizeylere torslar veya acilabilir yiizeyler
denir.

Torslar i¢in drall’in sifir olmasi bir karakteristiktir. Zira,
1 do
d de*

0 = doe" =0

dir. Bu ise, X(t) ve X(t + dt) ana dogrularinin kesismesi demektir. Drall’in bu tanimi
silindirler i¢in gegerli degildir. Drall’1 sifir olmayan bir regle ylizeyde komsu ana
dogrular aykiridir. (Hacisalihoglu, 1983)
Tamm 3.4 X = X(t), ||X]| = 1, t € R regle yiizeyinde, ¥(t) ve X(t + dt) komsu ana
dogrularin ortak dikmesinin, X(t) ana dogrusu iizerindeki ayagina, merkez noktas: veya
bogaz noktasi veya sitriksiyon noktast denir. Bu noktalarin geometrik yerine ise bogaz
¢izgisi veya sitriksiyon ¢izgisi denir. (Hacisalihoglu, 1983)

Verilen bir regle ylizeyde, biitiin ana dogrular1 kesen bir (C) egrisi yiizeyin

dayanak egrisi (Referans egrisi) olarak anilabilir.



Tamm 3.5 X = X(t), ||X]| = 1, t € R regle yiizeyinde, X(t) ve X(t + dt) komsu ana
dogrularm1 dik kesen egriye, regle yilizeyin ortogonal yoriinge egrisi denir.

(Hacisalihoglu, 1983)

3.3 Kapali Regle Yiizey ve Integral invaryantlar

Bir H/H’ kapali uzay hareketinde, hareketli uzay: temsil eden {P; vy, V5, U3} li¢
ayaklisinin bir,
r=7(t), 7({t+2m)=7(t), teR
kapali egrisi iizerinde hareket ettigini varsayarsak, H uzaymnin tespit edilmis bir
dogrusu, H' - uzayimda bir kapal regle yiizey ¢izer. Omegin, ¥; — dogrusunun ¢izdigi

kapali regle ylizey lizerindeki bir noktanin yer vektoriinii X ile gosterirsek, bu yiizeyin

denklemini,
X(t,v) =7(t) +vo (t), t€ER
xX(t + 2m,v) = X(t,v) (3.6)
0,11 =1

ile verebiliriz. ¥; vektoriine bu kapal regle yiizeyin dogurani denir. (Hacisalihoglu,

1983).

Sekil 3.3 Kapali r(t) egrisi boyunca olusan V; -kapali regle yoriinge yiizeyi

Burada ¥;- dogrusu, kapali regle yiizeyin ana dogrusunu, 7# = 7(t) kapal egrisi

de dayanak egrisini gostermektedir. ¥;- dogrusunun ¢izdigi kapah regle yiizeyi (v,) ile



gosterirsek, (¥;)- kapali regle yiizeyinin bir P; noktasindan gecen ortogonal
yorilingesinin diferansiyel denklemi;
(dX, 1_51) =0, ||1_7>1|| =1
dir. Burada (3.6) ifadesi kullanilarak,
dv = —(d7,v,)
bulunur.

Tamm 3.6 Bir X(t, v) = 7(t) + v, (t) kapali regle ylizeyi i¢in,

0= §£dv - —f(df,ag

bliyiikliigline bu kapali regle yilizeyin a¢ilim uzunlugu denir (Gtlirsoy,1990a).

Bu tanim bize, v;- ana dogrusunun, 7 = #(t) kapal egrisine dayanarak kapal
regle yiizeyi ¢izdiginden, kendi dogrultusunda ¢ = ¢ dv kadar ilerleyerek ilk konumu
ile cakistigin1 gosterir. Bu nedenle, v;- ana dogrusunun bir P; noktasindan baglayan
ortogonal yoriinge, bir periyot sonra aynt v;- ana dogrusunu P; den farkli bir P,
noktasinda keser. Ortogonal yoriingeler, ¢ikis noktasindan bagimsiz oldugundan, £

acilim uzunlugu kapal regle yiizeyler i¢in bir integral invaryantidir (Gtirsoy,1990a).

Sekil 3.4 Kapali Regle ylizeyin bogaz ¢izgisi ve agilim uzunlugu ve agilim agisi

Simdi (¥;)- kapali regle yiizeyi igin, ikinci bir integral invaryant1 olan agilim

acist tanimlansin.



Tamm 3.7 (¥,,73)- diizleminde bir birim vektorii,

M, = coSQV, + SinQvs
olarak segelim. n; dogrusu, kapali hareket esnasinda yiizeyin P noktasindan gegen
ortogonal yoriingesi boyunca bir tors (acilabilir yiizey) ¢izsin. Yani torsun denklemi,

T=X%+owi w€eR
olsun. Ayrica bu torsun dayanak egrisi X(t) igin ortogonal yoriinge olma sarti,

(d7,v1) =0

saglansin. n{- dogrusu bu kosullar1 saglamak tizere kapali hareketi esnasinda, hareketin
bir fonksiyonu olarak degisen ¢ acisinin bir periyotluk siiredeki toplam degisme

miktarma (¥, )- kapali regle yiizeyinin agilim agis1 denir ve,

7\,-;1 =3€dv

egrisel integrali ile belirtilir (Giirsoy,1990a).

3.3 Genel Bézier Egrileri

Tamim 3.8 Genel Bézier egrisi, Kontrol noktalar1 by, by, by, -+, b, olarak verilen ve
baslangi¢c noktasi by, bitis noktasi b,, olan n. dereceden bir polinom egridir. Genel

Bézier egrisi, vektorel formda,
n
B® = ) hiBM®), teol] (3.7)
i=0

olarak tanimlanir. Burada B}*(t) fonksiyonlari
n!

Bl*(t) =<il(n—1i)!
0, diger durumlarda

_ n—igsi <iji<
A=), 0<i<n (3.8)

bicimde verilen Bernstein taban fonksiyonlar1 (ya da Bernstein taban polinomlari) dir.

n!
i'(n—i)!

ifadeleri de Binom katsayilaridir ve (Tll) ya da "*C; ile gosterilir (Marsh, 1999).

Teorem 3.2 (Marsh, 1999) Bernstein taban polinomlar1 asagidaki 6zellikleri saglar.
n

1) B(t) = Z Bl'(t) =1, te[01] (Toplamin birim olmast) (3.9)
i=0

2) B't)=0, te][0,1] (Pozitiflik) (3.10)
3) BE,(t) =B!1—-t), i=01,-,n (Simetri) (3.11)
4) BI',(t) =1 -0)B*(t) +tB';(b), (Indirgeme) (3.12)
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3.4 Bézier Egrilerinin Ozellikleri

Teorem 3.3 (Marsh, 1999) Kontrol noktalar1 by, by, by, -, b, olarak verilen n.

dereceden bir B = B(t) Bézier egrisi asagidaki 6zellikleri saglar:

1)
2)

3)

4)

5)

B(0) = by, B(1) = b, (Son nokta interpolasyon 6zelligi) (3.13)
dB
B'(0) = T = n(b;- by) (Son nokta teget 6zelligi)
t=0
dB
B'(1) = Il = n(bp=by_1) (3.14)
t=1
vVt € [Orl] i(;in, B(t) = CH({bo, blr b21 ) bn}) (315)

(Bézier egrisinin tamami, kontrol noktalarinin konveks alani iginde kalmaktadir.)

F, bir afin doniisiimii olmak iizere,

F(B(®)) = F <Z bl-Bi"(t)> - Z F(b)B(t) (3.16)

dir. (Kontrol noktalar1 b;, i = 0,1,...,n olan Bézier egrisinin bir afin doniisiimii
altindaki goriintiisii, kontrol noktalar1 F(b;), i = 0,1,...,n olan Bézier egrisidir.)
Bir d dogrusu ile B(t) diizlemsel Bézier egrisinin arakesit noktalarmin sayisi m,
B(t) Bézier egrisinin kontrol polinomunun arakesit noktalarinin sayisi s ise

m < s dir. (Varyasyon Azaltma Ozelligi)

3.5 Bézier Egrilerinde Tiirev Kavramm

Bézier egrilerinde tiirevler, Bernstein polinomlarinin tiirevlerinden elde

edilmektedir.

Teorem 3.4 (Marsh, 1999) 0 <t <n igin B*'(t) = ( ) (1 — )™ it' Bernstein taban

fonksiyonlarinin birinci ve ikinci tiirevleri

n (Br®) =n (Bin—_f(t) - Bin_l(t)) yada (3.17)
(Br®) = )B”(t) (3.18)
2 (Br®)™ =nn-1) (B” 2(¢) — BM2(t) + B™; (t)) yada  (3.19)
owm (i=1) = 2i(n - Dt +n(-1)e2\
(Br 1)) ( 2(1 =02 )Bi ®) (3.20)
bigimindedir.

Teorem 3.5 (Marsh, 1999) Kontrol noktalar1 b;, i = 0,1, ...,n olan ve
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B® = ) hiBl®

biciminde verilen bir Bézier egrisinin tlirevi, kontrol noktalar bl.(l) =n(b;y1 — b;),

i=0,,..,n—1olan (n — 1). dereceden bir Bézier egrisidir. Yani,
n-1

B© = bV BIN®, b =nlb - b (321)

i=0
dir.
Sonu¢ 3.1 (Marsh, 1999) Kontrol noktalar1 b;, i =0,1,..,n olan ve B(t) =
Yito biB*(t) bi¢iminde verilen bir Bézier egrisinin ikinci tiirevi, kontrol noktalari
bi(z) =n(n—1)(bj;, — 2bjy1 +b;), i =0,1,..,n—1 olan (n—2). dereceden bir
Bézier egrisidir. Yani,
n—-1
B"(t)= Y b@Br2 bP® = n(n—1)(bisy — 2bi41 + by 3.22
) = i i (t), i =n(n )(biy> i+1 T by, (3.22)
i=0
dir.
Sonu¢ 3.2 (Marsh, 1999) Kontrol noktalar1 b;, i =0,1,..,n olan ve B(t) =

Yio biBi*(t) biciminde verilen bir Bézier egrisinin r. tiirev fonksiyonu, kontrol
T
noktalari bi(r) =nn—-1)..(n—7r) ( f=o(—D)" (]) bi+]-), i=0,1,..,n—r olan

(n — r). dereceden bir Bézier egrisi temsil eder. Yani,

n-r

BO® = ) b7 BT,
i=0

) (3.23)
b =ntn—1 .. (n—m >~ () bis;
> cor(n

dir.

3.6 Bézier Egrileri I¢in De Casteljau Algoritmasi

De Casteljau Algoritmasi, bir Bézier egrisinin t, € [0,1] noktasindaki B(t,)
degerini hesaplamak icin gelistirilmis bir algoritmadir. Ayrica verilen bir Bézier
egrisinin iki ayr1 pargaya ayrilmasinda da yine siklikla bu algoritma kullanilmaktadir.
Kontrol noktalart by, by, b, ..., b, olarak verilen n. dereceden bir B = B(t) Bézier
egrisi i¢in t = t, noktasindaki degerini bulmak ic¢in De Casteljau algoritmasinin ifadesi

asagidaki teoremle verilebilir:
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Teorem 3.6 (Marsh, 1999) Kontrol noktalari by, by, b, ..., b, olarak verilen n.
dereceden bir B = B(t) Bézier egrisinin, t = t, noktasindaki degeri B(t,) = b{ dir.
Buradaj=0,1,..,n,i=1,..,n—jigin

b} = b,

bl = (1 —to)b] "t + tob]

(3.24)
dir.

3.7 Bézier Egrileri Icin Bolme (Subdivision) Algoritmasi

Kontrol noktalar1 by, by, by, ..., b, olan n. dereceden bir B(t) Bézier egrisi [0,1]
kapali araliginda tamimlanmaktadir. [0,1] araligi bir o € [0,1] noktasindan ikiye
ayrildiginda, B(t) Bézier egrisi de B(a) noktasindan ikiye ayrilacaktir. Boylece elde
edilen iki ayr1 egri par¢asindan B (a) noktasinin solunda kalan kismi Bg,,;, saginda kalan
kismi da B,y olarak ifade edilecek olursa, bu iki egrinin tanim araliklari sirastyla [0, a]
ve [a, 1] kapali araliklar1 olur. Her iki egri pargast da, parametre donilisiimii yapilarak
[0,1] araliginda tanimli Bézier egrisi formunda ifade edilebilir. Boylece, elde edilen
yeni Bézier egrilerinin dereceleri de, ilk egrinin derecesi ile aymi olacaktir. Kontrol
noktalar1 da degisecek ve toplam 2n + 2 tane olacaktir. Yani n. dereceden bir Bézier

egrisi, yine dereceleri n olan iki ayr1 pargaya ayrilmaktadir. (Bakiniz, Sekil 3.5)

Sekil 3.5 Bir Bézier egrisinin ayrilmasi

Elde edilen yeni Bézier egrilerinin kontrol noktalari bdlme algoritmasi ile
bulunmaktadir. Bu algoritmada De Casteljau algoritmasi kullanilir. Bu algoritma ile

elde edilen By, ve By Bézier egrilerinin kontrol noktalari su sekilde bulunur,
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b BY . bR b
b} bt - b}

I : :
b(l)l—l bIl—l

Sekil 3.6 Bir Bézier egrisi i¢in bolme algoritmasi

Sekil 3.6 incelendiginde I oku yoniindeki noktalar, yukaridan asagiya dogru
sirasiyla by, b3, ...bY ™1, b noktalari, B,,, Bézier egrisinin kontrol noktalari; II oku
yoniindeki noktalar, asagidan yukariya dogru sirastyla by, b?™%,...b_;, b2 noktalari,
By Bézier egrisinin kontrol noktalaridir. Bu durum bir teorem olarak asagidaki sekilde

verilebilir.
Teorem 3.7 (Marsh, 1999) Kontrol noktalar1 by, by, b, ..., b, olan n. dereceden bir B(t)

Bézier egrisini ikiye bolmek suretiyle elde edilen By, ve By Bézier egrilerinin kontrol
noktalari; Bgo; igin bg, bg,...bg ", by ve Bsgg igin ise by, i, ... by _q, by noktalaridr.

Burada bij , (3.24) de verildigi gibidir.

Sekil 3.7 B(t) Bézier egrisinin birim dual kiire iizerine projeksiyonu olan B(t) egrisi

3.8 Dual Bézier Egrileri

Dual Bézier egrileri ilk defa Hosheck (1983) tarafindan tanimlanmistir. Daha sonra
Barry ve Goldman (1989), Bodduluri ve Ravani (1992,1993), Pottmann ve Farin (1995)
caligmalarinda dual Bezier egrilerine ve Bernstein polinomlarinin dual versiyonlarina

yer verilmistir. Ancak literatiirde bulunan bu c¢alismalarda duallik kavrami projektif
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geometride ifade edilen kavramdir. Yani noktalar (dogrular) yerine dogrlar (diizlemler)
alarak ifade edilen duallik kavramidir. Bu c¢alismalarda Bernstein taban polinomlari
yine Bernstein formatinda fonksiyonellerle ifade edilmekte ve Bezier egrileri de kontrol
noktalar1 yerine kontrol diizlemleri alinarak tanimlanmaktadir.

Oysa bizim ¢alismamizda kullandigimiz Dual Bezier egrisi; kontrol noktalari, D
dual sayilar yardimiyla insa edilen 3 boyutlu D3 (ama gercekte 6 boyutlu) uzaymnda
Ilarslan (2019) dir. Ancak bu ¢alismada da birim dual kiire {izerindeki bir noktanin
koordinatlar1 kiiresel koordinatlar yardimiyla (1,u,v) olarak ifade edilmis ve buradaki u
ve v koordinatinin herbiri Bezier egrisi olarak tanimlanmistir. Bu ¢alismamizda dual
Bezier egrisi olarak Incesu (2021) de verilen tanim dikkate alinmistir. Yani,

B(t) = B(t) + €B*(t)
bi¢ciminde bir dual egri alalim. Bu egrinin reel ve dual parcalar her biri n. dereceden bir
Bézier egrisi olsunlar. Kontrol noktalar1 sirasiyla Py, Py, -+, P, ve Py", P,", ..., B, olsun.
Bu takdirde asagidaki teoremler ifade edilebilir.
Teorem 3.8 (Incesu, 2021) B(t) = B(t) + eB*(t) kontrol noktalar1 P,, P;, ..., P, € D3
olan dual Bézier egrisi olsun. Burada i = 0,1, ...,n. icin P, = P, + ¢P;}, P, P," € R%; Bu
takdirde B (t) nin birim dual kiire {izerindeki projeksiyon egrisi

B(t) = B(t) + €B*(¢t)

dir. Burada

o BO s BO  BOEO)
1B IBII IB@II®

dir.

Teorem 3.9 (Incesu, 2021) B(t) = B(t) + eB*(t) kontrol noktalar1 Py, P,, ..., B, € D3

olan dual Bézier egrisi olsun. Burada i = 0,1, ...,n. icin P, = P; + eP;, P;, ;" € R3; ve

B(t) de birim dual kiire iizerindeki projeksiyon egrisi olsun. Bu takdirde B(t) egrisinin

E. Study’nin teoremine karsilik X (¢, v) regle yiizeyi

_B(@®) xB*(t) B(t)
XV =—por Vol

bi¢imindedir burada t € [0,1] ve v € R dir.
Teorem 3.10 (Incesu, 2021) B(t) = B(t) + eB*(t) kontrol noktalar1 Py, P,, ..., P, €

(3.26)

D3 olan dual Bézier egrisi olsun. Burada i = 0,1, ...,n. icin P; = P; + €P}, P;, P," € R3;
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bu takdirde B(t) egrisinin E. Study’nin teoremine karsilik X(t,v) regle yiizeyine ait
bogaz egrisi
B(t) x B*(t)
IB(®)II?
((B'(®), B)YB*(6) — BB (1)), B'(6), B())
IBOIIZIIB(¢) x BO|I?

o(t) =

B(o) (3.27)

bigimindedir.

Teorem 3.11 (Incesu, 2021) B(t) = B(t) + eB*(t) kontrol noktalar1 Py, P,, ..., P, €
D3 olan dual Bézier egrisi olsun. Burada i = 0,1, ...,n. icin P; = P; + eP}, P, P," € R3;
Bu takdirde B(t) egrisinin E. Study’nin teoremine karsilik X (¢t,v) regle yiizeyine ait

dagilma parametresi p(t):

IBOIEE x50 50 x (7 0)))
© = Ty )
PO = BOFIE® % BOT:
bi¢imindedir.

Teorem 3.12 (Incesu, 2021) B(t) = B(t) + eB*(t) egrisi P,, P;, -+, P, € D? kontrol
noktalar1 ile verilen bir dual Bézier egrisi olsun. Burada i = 0,1,++,n igin P, = P; +
P}, P;, P} € R3 dir. E. Study'nin teoremi altinda B (t) egrisi D* de B(t) egrisine birim
dual kiirenin projektif egrisine karsilik gelen X(t, v) regle yiizeyin X(0,v) ve X(1,v)

parametre egrileri

i) X(0,v) PoxPo ), Fo (3.28)
i V) = v )
RN
) PP P
il X(1,v) = +v 3.29
) TR (329)

olarak yazilir. Burada v € R dir.

Teorem 3.13 (Incesu, 2021) B(t) = B(t) + eB*(t) egrisi P,, P;, -+, P, € D3 kontrol

noktalar1 ile verilen bir dual Bézier egrisi olsun. Burada i = 0,1,---,n icin 13i =P+

eP;, P, P} € R® dir. t, € (0,1) icin B(t) dual Bézier egrisine karsilik gelen X(t,v)

regle yiizeyin X (t,, v) parametre egrisi

P x PV Pr

ni|2 + v n

IR IR

X(ty,v) = (3.30)

olarak yazilir. Burada PQ ve PJ' noktalar1 Casteljau algoritmas ile elde edilmistir.
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Teorem 3.14 (Incesu, 2021) B(t) bir dual Bézier egrisi olsun. Su halde B(t) dual
Bézier egrisine karsilik gelen X (t,v) regle yiizeyinin dayanak egrisi B(t) dual Bézier

egrisinin kontrol noktalar1 yardimiyla

= Loxbi, (((Bobdb)— 16D, by b))
o= |[boll? 1bolI?|[b1 X bgl|? 0
0 of P o (3.31)
b
ve 6(0)=“b0”
0
0_(1): anbn*_I_ (((bn—l'bn)br*L_||bn”2b;1—1);bn—1'bn) b
1B, 112 16, 11211 by X by 1|2 " (3.31)
, .
ve 5(1)=—”bn”
n
ve
) = bE x by (BT, Y (b — IbHIZ(BTD*], b1, b -
AT THEEEYAE 0 632)
bl '
ve 8(t0)=—”b?l”
0

olarak yazilabilir. Burada b, b}, (b}"1)* ve (b%)* noktalar1 de Casteljau algoritmasi
yardimiyla elde edilmistir ve t, € (0,1) i¢in
' B' X B,B' x BY B" X B,B' X B
15 % Bl = (VB < BB x B)) =~ ) _ETxB B XE)
2,/(B' X B, B’ x B) |B" x B||
(IBII?IIB" x BII*)" = 2(llB" x BII*(B’, B) + ||BII*(B" x B, B’ x B))

(B',B)B" — IBII*(B")")" = ((B",B) +(B",B'))B" — (B',B) — (B")'lIBI|* = (B")"

o dayanak egrisinin tiirevi asagidaki teorem yardimiyla elde edilir.
Teorem 3.15 (Incesu, 2021) B(t) bir dual Bézier egrisi olsun. B(t) dual Bézier
egrisine karsilik gelen X(t,v) regle yiizenin o daralma egrisinin tiirevi agsagidaki gibi
yazilir.
B'xXB* B X (B*) (B,B')(B X B)

Bl T IBIE IBII*

(B",B) + (B',B") 2(B',B)*
IBZIIIIB"x BII>  lIBI|I*|IB"x BI|?

o =

+det(B*,B',B) <

2(B" x B,B’ x BY{B',B)
~ IB2[lIB" x B )
2(B', B) (B',B)
IB2[1[IB"x Bl |IBII2IIB" x BI|?

+det(B*,B',B) <



17

2(B" x B,B' x B)
IB" x B||*

(B',B)det(B*,B",B) ~ det((B")',B",B) ~ det((B)",B',B)

IB2]|I|1B" < BI|? 1B" % B||? 1B" x B||>
(B',B)det(B*,B',B) , det((B*)'B',B) (333)
IB2]|I|1B" < BI|? 1B" % B||?
Ayrica

IB’ x B||> = (B,B) = (B, B') — (B', B)*
esitliginden (o' (t), 8'(t)) = 0 oldugu asikardir.
Onerme 3.3 (Incesu, 2021) B(t) bir dual Bézier egri olsun. B(t) dual Bézier egrisine

karsilik gelen X (t,v) regle yiizeyinin 6 direktor egrisinin tiirevi ile kartezyen ¢arpimi

, BxB
dx & = BIE (3.34)
olarak yazilir.
Ispat.
5x 5 — X(B'_(B',B)B>=BXB’_(B’,B)B><B=B><B"
|BI> \IIBIl B I1BI? IBII® 1B

Teorem 3.16 (Incesu, 2021) B(t) bir dual Bézier egri olsun. B(t) dual Bézier egrisine
karsilik gelen X (t,v) regle yiizeyinin p dagilma parametresi
l1bolI2((b1 = bo) X bg + bg X (b} — b;))
. ,bo X by
—2(by, (by — by) )by X by
l1boll11b1 X boll?

”bnllz((bn - bn—l) X bn* + bn X (bn* - bn—l*))
* 'bn—l X bn
_z(bn; (bn - bn—1)>bn X bn (3'36)

(3.35)

p(0) =

1) =
P 5171151 X bl
<(nb3n2 (2t = b2y x b + b x (b1 - bs*))) - b>
« (] 1
) - —2(bf, (b = B})bE X b 37

16171167~ X LI

olarak yazilir. Burada b¥, b1, (b11)* ve (b})* noktalari de Casteljau algoritmasi
yardimiyla elde edilmistir ve t, € (0,1).

Teorem 3.17 (Incesu, 2021) B(t) bir dual Bézier egri olsun. B(t) dual Bézier egrisine
karsilik gelen X(t,v) regle yiizeyinin K(t,v) Gauss egriligi herhangi bir t € [0,1] ve
v € Rigin
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2
_ , w [[(1B@IZ(B'(©) x B*(®) + B(®) x (B*(t))’)) / ]
K(t,v) = (IB@IE * 5EI) [(( —2(B(t), B'(t))B(t) x B'(t) B> EO

2

<(||B(t)||2 (B0 x B*(t) + B(t) x (B*(1))')

2
+v2(IIBONI*IIB'(¢) x B(t)II4)>
—2(B(t), B'(t)B(t) x B*(1))

),B(t) x B'(t))

olarak yazilir.
Teorem 3.18 (Incesu, 2021) B(t) bir dual Bézier egri olsun. B(t) dual Bézier egrisine
karsilik gelen X (t, v) regle yiizeyinin K (t, v) Gauss egriligi bazi noktalar i¢in

—[Iboll*Ilby X by ll*

K(0,0) = 2

l1BolI>(Cby = bo) X b +bo x (b; = b)) | .,
—2(bq, (by — bo))by X b} e

— (Wbnll*llbp-1 x byll")

K(1,0) =
[<<“bn”2((bn = bn1) X by + by X (by, — b;—l))> by_1 X b >]

2

_2<b1’l! (bn - bn—1)>bn X br*l

2

_ 4 4 ||bo||2((b1 —bo) X by + by X (by" — bo*))>
(I1bolI*llby  boll )[<< Ay ANy b X by

K(0,v) = 2
2
boll2(by — bg) X po* + bo(Xx (by™ — by"
[ (” oll2(by 0) X Po 0( ( 1* o ))>,bo x by ||+ v2(llbolI*llby X boll*)
—2(by, (b — bo))by X bo
2
2 _ * * - *
—lbll*llbp_s X bll* [<<||bn|| (Gn = bnea) X b + by X (50" = by ))) o x b>]
K(l, U) _ _z(bn; (bn - bn—l))bn X bn

2

<[<<||bn||2((bn —bp_1) X by + by X (b — bn—l”) by X b >]

2
+l7 b b — Xb
2(l ,(l / ))l x b.* (” n” “ n—-1 n” ))

—lIbg II*1IbF~* X b |I*

* * 2
R(ubguz (@p=2 = bp) x B+ b x (b4 — by ))) - b>]
—2(b1, (Bt — BIYBD X b e

K(to, 0) =

* * * 2

IBE 12 (b~ = BE) X B + b x (b~ — b} ))) " >]

. ,by X b
—2(bg, (b~ = BE)BE X b

2

=B II* BT~ x b1 [((
K(to, 1.7) =

K(ubguz (Gpt = by x by + b x (bpt" = b:f))) - b>
2B, (BT — BIY)BD X bY e

2
+v2(|Ibg 1*llby " x bgll“))

olarak yazilir.
Teorem 3.19 (Incesu,2021) B(t) bir dual Bézier egri olsun. B(t) dual Bézier egrisine
karsilik gelen X (t, v) regle yiizeyinin agilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart

(B,B')
I1BII?

((BXxB*)',BxB'Y=2 (B X B*,B X B')

esitliginin saglanmasidir.
Ispat. Gray (1998) calismasindan, X (u, v) © R? bir regle yiizeyinin Gauss egriligi sifir
ise, o zaman bu regle ylizeyi acilabilir veya Gauss egriligi sifirdir. Teorem 3.17 den,

eger X(t,v) regle ylizenin K (t, v) Gauss egriligi sifir ise, 0 zaman



19

((IBII*(B'x B*+ B x (B*)") — 2(B,B")B x B*),BxB') =0
olmalidir. Boylece
((IIB|*(B x B*)' — 2(B,B"YB X B*),B X By =0
olarak yazilabilir. Su halde

(B,B’)

((BxB*),BxB'"Y=2
B>

(B X B*,B x B')

oldugu gortiliir.

(B,Br)

e skalar k ile

Diger taraftan B X B* fonksiyonu ¢ ile gosterilirse ve 2

gosterilirse, o zaman ¢’ — k ¢ fonksiyonu B ve B’ tarafindan olusturulan diizlemde
kalir. Boylece
¢ — ke =\B+M\,B’
olacak sekilde A; ve A, sayilar1 vardir. Dolayisiyla A;B + A,B fonksiyonu w ile
gosterildiginde B(t) dual Bézier egrisine karsilik gelen X(t,v) regle yiizeyinin diiz
olma kosulundan
o —kop=w

olmalidir.
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4. ARASTIRMA SONUCLARI ve TARTISMA

Tamim 4.1 Kontrol noktalar1 by, -+, b, olan n. dereceden bir Bézier egrisi kapalidir
denir eger,
by =b, ve {by, by, b,_1} dogrudas ise.

Benzer tanim Dual Bézier egrileri iginde yapilabilir.
Tamm 4.2 (Tas ve larslan, 2019) Kontrol noktalar1 P; = P; + €P;"; i = 0,--,n olan
dual Bézier egrisinin kapali olmasi1 demek;

Py=P, yani Py=P,; P;=P; ve {P,P,P,_;} dogrudastir.

Boylece bir kapali dual Bézier egrisine karsilik gelen kapali regle yiizeyin
ifadesi su sekilde verilebilir.
Tamm 4.3 Kontrol noktalar1 P; = P; + eP;; i = 0,---,n olan bir kapali dual B(t) =
B(t) + eB*(t) Bézier egrisine karsilik gelen kapali regle yiizeyi t € [0,1] ve v € R igin

B X B* 4
v )
| B2 IBI|

X(t,v) = X(00,v) =X1,v) 4.1

bicimindedir. Bu regle ylizeye U; = ﬁ ekseni ile olusturulan kapali yoriinge yiizeyi

denir.
Simdi, (4.1) ile verilen kapali yoriinge ylizeyi verilsin. Bu ylizeyin olusumunda
hareketli {l_il, l_jz, l73} catisi

{l—jl :i;ﬁz :l_{—l’,l_jg = ﬁlAﬁz}

81 = g,
biciminde alabilir ve bu ii¢ yiizliiniin eksenleri, ﬁl-kapah yOriinge yiizeyinin ﬁl-
tiretecinin striksiyon noktasinda kesisirler. l72 ve 173 ise bu striksiyon noktasinda yiizeye
teget ve normal vektorlerdir. Burada alinan ¢at1 Giirsoy ve Kiiciik (1999) da belirtilen
catidir. Bu cat1 Blaschke ¢at1 degildir. Ciinkii Blaschke ¢at1 dual vektorler ile elde edilen
catidir. Oysa burada alinan ¢at1 reel ¢atidir.
Teorem 4.1 Kontrol noktalar1 P;, (i = 0,---,n) olarak verilen B(t) = B(t) + €B*(t)
kapali dual Bézier egrisi verilsin. Bu egriye karsilik gelen kapali ydriinge yiizeyi
t € [0,1] ve v € Rigin
B x B* B
IBIE " TBI’

olsun. Bu yiizeyin olusum hareketinde {U;, U,, U3} hareketli ¢at1 asagidaki gibidir.

X(t,v) = X(0,v) =X(1,v)
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7 B
LB
i B'||B||> - (B,B")B
27 \IB'lIBII> - (B, B")BI|
. IB||
U; = 7 - (BAB".
>~ |IB'lIBII> = (B, B)B]|
Ispat.
i = B
Y Bl
. ( ) B'||BIl - lIBII'B
7= Ui _ _\iiB] B[
S VA ||(i> ” |B||B|| ||B||'B||
B 1BII2
LIRS
B2 _ B'lIBlI?—(B,B)B
: 8,8 pIl  IBlIBII> - (B,B')BI
B'||B|| —
1Bl =57 B
1BII2
Y A7 B'||B||? (B,B")B
3 Y2 BN B ABNIBIBIZ — (B, BBl |IB'IIBIIZ — (B, B)BI|
I1BII?
= 7 - (BAB")
IBIIIB'IIBII> — (B, B")BI|
1Bl
= — —— (B AB").
IB'l|B||> = (B, B")B||

4.1 Hareketin Yapisal Denklemi

l_jl wi wi wi| |V
U,| =|ws w2 wi|-|U, (4.2)
s wi o wil |T,
biciminde verelim. Bu durumda,
B’ B,B")B
[ ] S Z (4.3)
IBI0 1Bl 1Bl
dir. Ayrica;
IB’IIBII> — (B, B")BIl' = («/(B’IIBII2 —(B,B")B,B'||B||* — (B,B’)B))

(B'llBII* -

(B,B")B,B'||B||* —

(B,B")B)’

2|IB"IBII* -

(B,B")B||
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[IBII*(B",B') — (B, B")*|IBII*]'
2||B"l|BII* — (B, B')BI|

AIBII*IIB'I*(B, B") + 2||BII{B, B") ]

—2(B, B)(IB'lI> + (B, B")IIBII* + 2(B, B')
2|IB"IBII> - (B, B")B||

IBII?IIB'II*(B, B) + IIBII‘*(B’,B")]

= |=(B,B'XB,B")lIB|I*> — (B, B')®

IB"IBII> = (B, B")B||

olur. {B,B’' ve B x B'} vektorleri R3 te bir ¢at1 olusturacag: i¢in B vektorii de bu

vektorler cinsinden yazilabilir. Yani;

gr_ (B.B") B (B'B") B' (B",BxB) BxB
Bl NBI - Bl 118l 1B xB'll |IBxB|

(4.4)

yazilabilir. O halde l_jz nin t ye gore tiirevi alinirsa,

IBIIB N1?B” — IBII*(B,B"YB" + 2|BII*IIB"l*{B, B")*B
—(IB'lI* + (B, B"WIIBII*|IB'lI?B — ||BII*(B", B")B’
;: — L+IIBI'(B', B")(B, B')B—(B, B')"B + ||B||"(B, B')(B, B") B’
IB"lBII* — (B, B")BI|®

olur. Ul =wllU, +w2U, + w3lU; yazilabilir. Burada {Uy,U, Us;} ortagonal

oldugundan w! = (U, U;) olur. Buna gére

5 _ B _(BB)B
Yool IBIER
Lo B’ (B,BYB B\ (BB') (BB
wi = (U3, U;) = - : = - =0
£ = (U0 <IIBII IBII® IIBII> IBlIZ  1IBI?
Lo B’ (B,BYB B'I|Bl>—(B,B")B
W12=(U1,1U2>= - 3 / 2 7
Bl 1BI° "I1BIBII* — (B, B)B ||
_ IIBlIBII> — (B, BB
IBII°
_ B’ (B,B')B B xB)|B
Wi =00 = (= Ta T TE s 37ET -
Bl 1BI* "B IBII* - (B, B)B ||

Benzer sekilde (4.2) den
2 =wyUy + wil, + wils
olur ki burada da w} = (qz’, ﬁl) olur.

[ S — — B
wi = (U} U;) = <Ué;m>
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IBIIPIIB"I*¢B, B") — (B, B")*||BII*{B, B") + 2I|BII*|IB'|I*(B, B')?
—IBICIBII* — IBI°IIB'II*¢B, B") — || BII*(B", B"XB, B')
_ L+1IBII*(B’, B"XB, B')—(B, B')*||B|l + |IBII*{B, B')*(B, B")
IB"lIBII* — (B, B")BI|®
_ 2lIBIP1IB'II*(B, B'Y* = IBIIIIB"lI*~IIBII{B, B")*
IB"lBII* — (B, B")BI|®
_ IIBIIE2IBINBI*¢B, B')? — lIBII*|IB'II*—(B, B')"]
IB"lIBII* — (B, B")BII®
_ IBILIBI*IB'II*(B, B'Y*—(B, B')* + IBII*||B'II*(B, B')* — |IBII*lIB"||"]
IB"lIBII* — (B, B")BII®
(B,B")*(IIBII*|IB"lI* = (B, B')*)
+IBIZIB'NI?(B, B")* — IBI*IIB'II*)
IB"lBII* — (B, B")BI|®
IBIICIIBII%IIB'II? — (B, B"Y*)({B,B")* — IBII?lIB'|I?)
IB'lIBII* — (B, B")BII?

1Bl

1131 , ,
= 15BIE =B, g UBICIB I — (B, B'))?
11 s W N
= IBIFTBTBIE — (B, BhBIF o 171 = B0
1131

(IBII*IIB'I* = (B, B"Y|IBII*)*?

~IBII*IB’1IBII? — (B, B))BII?

_ —IIB'lIBII*> = (B, B")BI|
IBII®

sz = (l_jé' l_jz)

!

“11B"IBII* - (B, B")Bl|

_[= B'lBI?—(B,B")B

[IIBIPIIB"II*(B", B") — I|BII*(B, B'Y*(B", B") + 2||BII*||B"l|*(B, B')®
—lIBI°IB"II*(B,B") — IBI°lIB"lI*¢B, B"XB, B") = IBI*|B"lI*(B", B")
+IIBII*(B’,B")XB, B'Y* — |IBII*(B, B')* + ||BII°|IB"|I*(B, B'){B, B")
—IIBII°IIB"II*¢(B, B'XB, B") + IBII*{B, B')*(B, B") — 2|BI|*||B"l|*(B, B')’
+IIBI°IIB"II*(B, B") + IBII°IB"I|*(B, B"XB, B") + || Bl°*(B", B")}{B, B')*
L—||B|I*(B', B"}{B, B')? + |IBII*(B, B')® — lIBl*(B, B')*(B, B")

IB"l|BII* — (B, B")BI|*
=0

1Bl
IBlIBII> — (B, B)B]|

wi = (U5, Us) = (U, (B X B")
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_IBII”IIB"II*(B",B,B") — IBII{B, B")*(B", B, B") + 2||BII*|IB'l|*(B, B')?
IB"l|BII* — (B, B")BI|*
_IBIPB", B, BOIIBI*IB'II> — (B, B')*]
IB"l|BII* — (B, B")BI|*
_ BB, B, BHIBI*IIBI* = (B, B")*|IBII]
IB"l|BII* — (B, B")BI|*
_ IBII°
IB"lIBII* — (B, B")BI|?

(B",B,B")

S

= (T3, T,) = (T2 = 0
= {05, Us) = {0 1) =

. =, B'||B||?> - (B,B')B
W32 = <U3' U2> = <U3;

IBlIBII> = (B, B)B|

_ IB'lI°lIBII> — IBII*(B, B')? B x B" B'||B||?
IB[IBI|> = (B, B")B|? "|IB'lIBII? — (B, B')B ||
_ 1B B.5" B)
IB"IIBII? —(B,B")B||> """’
—IB|I3
1Bl (8" B.B")

~ IB'1IBII? - (B, B")BI|?

(B x B)|IB]|
IBlIBII> — (B, B)B||

Wé?’ = <l_j§' ﬁ3> = <ﬁé;

IBIB 105, ) W31, 5 — BI85, )
_ LB’ BY) + IBIP(B, B + BB, BB L o oo
IB1B1IZ = (B, B)BIl*

x [IIBII*IIB'lI> — (B, B)?]
[IBII°IIB"II? — (B, B")*IIBII*]
IB"lIBII> — (B, B")B||*
IBIIIIB"II*¢B, B") — (B, B"Y> — ||BII?llB'lI*(B, B") + (B, B')’
_ L+1IBII*¢B, B'XB, B") + lIBII*{B, B") — IBII*(B, BB, B") | _

[AIBII? —(B,B")){B’,B")]

0.
IB'|IBII* — (B, B")BI|?
Bunlarin sonucunda hareketin yapisal denklemi;
B'||B||*> —(B,B')B
0 IB'l|BII* — (B, B")B|| 0
Al 1B1I° U,
7.l = —(lIB"l|BII* - (B, B")BI|) 0 IBI°(B"”,B,B") | i
_7 I1BII? IB'1IBIIZ — (B, B")BI|?| |-
Us . ~IBI(B", B, B") . Us
IB"lBII> — (B, B')B||?
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U,

elde edilir. Bunu kisaca ﬁz =Uile gosterilirse U = QU yazilabilir. £2 anti-simetrik bir
U,

matristir. Bu durumda hareketin Ani Pfaf vektorii;

LlJ:W;l_jl‘l'lel_j:;

oldugundan;
_ IBIF®".B.BY B |IBBIZ-(8,BYB| IBI(BxE)
IB'IIBI% — (B, B"BIZ 1Bl IBIP IB'IBIZ— (B, BB
1BII? 1 :
= B+ BXB
V= TEEE = e TR

bi¢iminde ifade edilir. Hareketin Pole vektortii;

1512 . ,
ETEIE - (5,582 B P %P

i 1517 v 4
H”B'”B”Z Y I |7 il H

s
1B 1811 - (B, B )BII*

1
B+ B x B’
18112

188112 - (B, B’>B||2J IB11™ + ||B||BIIZ - (B, B)BI|*I|IB % B'|

||B'||B1I* - (B, B)BII*
B+ ER

J 1B + |B'|[BI12 - (B, B)BI1*11B x B

B X B’

olarak ifade edilebilir. Benzer sekilde hareketin Steiner vektorti;

d = 3€¢,
= 3§ 51 B+——BxBdt
|B'||BlI - (B,B')BIIZ" " IIBII?

dir. A¢ilim uzunlugu ﬁl- kapali yoriinge ylizeyi i¢in

0: = 3§<d U,)dt = 3§<BXB*U>dt
CE A AN TTEe
(B' x B* + B x B*')||B||> — 2(B, B')(B % B*)
--¢ BE )t

B[ IIBII?

B §IVXW+BXB“ 2(B,B’)
IBI|?

i
(BXB*),—=|dt
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B',B*,B
e

1B11°

ile hesaplanir. A¢ilim acis1 ise

Ag, =-— f(dﬁz, Us)dt

= - f(w%l_jl + W;l_js), l_j3)dt

: ||8|B1I2 - (B, B)BII>

olur. Bu ifade ayn1 zamanda
)\U:l = _(l_jl, d)
=21 —ay, 4.5)

= fgl—jldt

esitliklerini de saglar. Burada d Steiner vektorii; ag, l_il- kapal1 yoriinge ylizenin kiiresel
alanim1 yani B(t) Bézier egrisinin smirladigi kapali yiizey alanini; 95, de yine B(t)
egrisinin geodezik egriligini ifade eder. Buna gore

r 4 IBII*(B",B,B)
90" B BIE - (5. B)BI

Ve

IBII*(B", B, B)
8|11 - (8. B)BII?

ag, = 21+
ile bulunur. Bunlari birer teorem halinde verelim.
Teorem 4.2 B Bézier egrisinin kapali kiiresel projeksiyonu B ve ona karsilik gelen regle

lﬁ;ﬁ; + vﬁ biciminde 171- kapal1 yoriinge yiizeyi olsun. Bu takdirde

yizeyi X(t,v) =

bunlarin sonucunda hareketin yapisal denklemi;

) IB'|BII? — (B, B)B]| )
7.1 EE 7.
7| = |1Eee - s.881 ) 18186, B,8) | |5
e EE IB'1BIZ — (B, BHBI?| |22
Us . —IBII*(B",B,B") ) Us
IB'IBII — (B, B")B|2
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U,
elde edilir. Bunu kisaca ﬁz =Uile gosterilirse U = QU yazilabilir. ) anti-simetrik bir
U,
matristir. Hareketin egriligi ve torsiyonu
|B'||BII?—(B.B")BI| IBI*(B" ,B,B) .
= 3 ve T =r——o o dir.
Bl IIB"|IBII*—{B,B")B|

Teorem 4.3 B Bézier egrisinin kapali kiiresel projeksiyonu B ve ona karsilik gelen regle

||B||2 + vm bi¢ciminde ﬁl- kapal1 yoriinge yiizeyi olsun. Bu takdirde

a) Ani Pfaf vektori

yizeyi X(t,v) =

o= 11B|2 pe !l oip
|B'||BlI2 - (B, B')BIIZ" " IIBII?

b) Pole vektori
|3 [811° — (8, B)BII*

B + 7 B x B’
A 5]
sl + (1812 ~ (5,5 )51118 x 81
c) Steiner vektori
f ”BHZ B + ! B X B'dt
|B'|[BIIZ - (B,B)BIIZ " lIBI?

dir.
Teorem 4.4 B Bézier egrisinin kapali kiiresel projeksiyonu B ve ona karsilik gelen regle

ylzeyi X(t,v) = I;;ﬁz +v ”B” U, - kapali yoriinge yiizeyi olsun. Bu takdirde

a) 4y, - acilim uzunlugu

(B B*,B)
dt
EEE
b) Ay - acilim agist
Ay, = _jgwsdt __{__IBI’(8"B,B)
N ’ IB][B1I - (B, B)BII?

ile hesaplanir.
Teorem 4.5 B Bézier egrisinin kapal kiiresel projeksiyonu B ise B nin smirladig1 yiizey

alan1 ve geodezik egriligi sirasiyla;



IBII*(B", B, B)

G o=2m+ §— ,
YV 4 =2 P BIE —(5,5)BIP

IBII*(B", B, B)
[5 1161 — {5.5)51°

b) g5, = -

dir.
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Simdi tekrar B(t) kapali Bézier egrisinin karsilik geldigi ﬁl-kapall regle

yorilinge yiizeyini géz Oniine alalim. Bu hareketin olusumunda l_il- vektorleri bir kapali

yoriinge ylizeyi cizerken diger l72 ve 173 vektorleri de yine bir kapali yoriinge ylizeyi

cizerler. O halde simdi sirasiyla l72 ve 173 vektorlerinin olusturdugu kapali yoriinge

ylizeylerinin integral invaryantlarmi inceleyelim. 172 vektoriiniin olusturdugu kapali

A8 oldugundan dr =

yoriinge yiizeyi i¢in ac¢ilim uzunlugu; r = LI?IBIIZ

18112

”3”4 (B X B*) oldugundan

L5, =-— f(dr, U,)dt

4 3€<B’><B*+B><B*' 2(B,B')

IBI|? O IBII*
fﬂ det(B,B*,B) (B,B’ )det(B B* B l
IB]181% - (B,B)BIl  IBII2]|B||BII2 - (B, B)BI

(B x B)l s Bl - <B’B')B>

|81z - (B, B))BII?

bulunur. A¢ilim agis1 ise

Ag, =-— jﬂ(dﬁg, U, )dt

f[_”B” det(B’, BB)](U Uyt
|B||8l1z - (B,B)BII] %"

=0
bulunur. Boylece kiiresel ylizey alani ve geodezik egrilik ise
g F/z = 0; aﬁz =27

bulunur. O halde bu sonuglar1 birer teorem ile verelim.

Teorem 4.6 B(t) dual kapali Bézier egrisine karsilik gelen {171, 172, 173} catisinda ﬁz-

yoriinge ylizeyinin integral invaryantlari

A
B'xB*+BxB*
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B 0 = ﬂ ’det(B,B*’,B',) ~ (B,B”)det(B,B*,B:)
i I8 181> - (B, B)BIl IIBIZ||B|BII2 - (B, B)BII
b) Ag, =0
c) 95, =0
d) ag, =2n
dir.

Benzer sekilde 173- kapali regle yiizeyin integral invaryantlarini inceleyelim. I_J)3-

kapali yoriinge yiizeninin agilim uzunlugu

L5, =-— jﬂ(dr, Us)dt

B'xB*+BxB* 2(B,B) IBII(B x B")
= _56 > - — (BXB")|, 7= -
1Bl IBI| 1818112 - (B, B)B|

yazilir. I¢ garpim 6zelliklerinden bu ifade

. 55 (B'x B*,BX B'Y+ (B xB*,B X B') _ 2(B,B'XBXB",BXB)
||B[|BII2 - (B, B)BII I1B1I%[|B[|BII? — (B, B)B|
olur.

(B"xB",BXB') = (B B')YB*B')—

(BxB”,BxB') =|BI*B",B")~(B,B')B,B")
(BxB*,BxB'Yy =|B||*B',B*)—(B,B*}{B,B’)
esitlikleri yerlerine yazilirsa,

[IIBII‘*(B*',B’) — IBII*(B, B'Y(B, B*') + (B, B*)[{B, B'Y? — ||B x B'l[]
P ~|IBII*(B, B')(B', B*)
U3 IBII1%||B'||BIIZ - (B, B)BI|

olarak ifade edilir. A¢ilim agis1 ise

dt

Ag, =-— f(dﬁl,ﬁz)dt

IHB 151 - BII]
ww

ile hesaplanir. O halde geodezik egrilik ve kiiresel alan

|B'||B1I> - (B, B')BI| ||B||B1I> - (B, B')BI
90, = EE / “@:2"+§l IBI° at

olarak elde edilir. Elde edilen bu sonuglar1 da yine bir teoremle ifade edelim.
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Teorem 4.7 B(t) dual kapali Bézier egrisine karsilik gelen {171, 172, 173} catisinda I_J)3-

yoriinge yiizeyinin integral invaryantlari
I1BII*(B*', B') ~ IIBII*(B, B')}(B, B"')
+(B,B")[(B,B')* - ||B x B'l[]
P— ~11BI*(B, B')(B", B")
Us = 3| R’ 2 '
1B113(|B'||BII> - (B, B)BII

||B]|BII* - (8,B)BI
b) 7\173 = —f [ TE ldt

I 1512 - (5, 8)z
1B

0512 {5581
IIBII3

C) gl_j3 =

d) ag, = 2w + 3€
dir.
4.2 Bézier Egrilerinde integral

4.2.1 Lineer Bézier Egrisi

Kontrol noktalar1 P, ve P; olan bir B(t) Bézier egrisini géz 6niine alalim.
B(t) =(1—-t)Pj+P, te][0,1]
= Py + t(P, — Py)
Bu durumda

2111

1 1
]0 B(t)dt = j ((1=t)Py + P)dt = [Pyt + (P, — PO)%

0
Py — Py
2

1
=Py + ZE(P1+PO)

elde edilir.

4.2.2 Kuadratik Bézier Egrisi

Kontrol noktalar1 Py, P; ve P, olan kuadratik Bézier egrisini goz oniine alalim.

B(t) =@ -t)*Py+2t(1—-¢t)P, +t?P, te€[0,1]
= (t* = 2t + )Py + (2t — 2t*)P, + t*P,
= Py + t(2P; — 2P;) + t*(Py — 2P, + P,)
yazilabilir.

Bu durumda integral
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3711

1
t? t
0

0

1
:P0+P1_P0+§(P0_2P1+P2)

1
:g(P0+P1+P2)

bulunur.

4.2.3 Kiibik Bézier Egrisi

Kontrol noktalar1 Py, P;, P, ve P; olan kiibik Bézier egrisini goz Oniine alalim.
B(t) =1 —1t)3P,+3t(1—1t)?P; +3(1 —t)t?P; + 3P, t €0,1]

= (1-3t+3t>—t3)P, + (3t — 6t% + 3t3)P, + (3t? — 3t3)P, + t3P;

= Py + t(3P, — 3P,) + t>(3P, — 6P, + 3P,) + t3(—P, — 3P, — 3P, + P5)
yazilabilir.

Bu durumda integral
3

1 t? t
0

411
+(_P0_3P1_3P2+P3)Z
0

3(P,— P 3Py, — 6P; + 3P —Py — 3P, — 3P, + P.

— P0+ ( 12 0)+( 0 31 2)+( 0 14 2 3)

1
= Z(P0+P1+P2+P3)

bulunur.

4.2.4 Genel Bézier Egrisi

Kontrol noktalar1 Py, P;, P, --+ B, olan Bézier egrisini géz oniine alalim.

B(t) = Z P,B(t) t € [01]

yazilabilir. Bu ayn1 zamanda

B(t) = hy + hyt + hyt? + -+ + ht"
Burada

= ()3,
j=0



dir.

Bu durumda integral

1 1
f B(t)dt = j (hg + hyt + hyt? + -« + h,t™)dt
0 0

tz

2

hy h

2 3

hn

n(n

= n(—Py, + P.
P+( 0 1)+

tn+1
viri)
0

n+1

1

-1
21 (py —2p, + P

0 2

e +oet

n¥izo (n ]_ 1) P(-Dm1 g (7) P (— 1))

+

_ @y
B Z i+1

=0

n

Py +

>0

L i=1

‘P, +

+
n+1

l( 1)l+1

P.
l+1 1

(nfl)(Zii)

i+1

( 1)21

i [ n
i/ \5
P+Z‘
N VA

n1+ —PF,

1
= n_-|—1(PO+P1+P2+P3+”.+Pn)

bulunur.

Alman bu sonuglar1 genelleyerek agagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 4.8 t € [0,1] i¢in n. dereceden bir B(t) Bézier egrisi kontrol noktalari

Py, P, P, --+ B, olacak sekilde verilsin. Buna gore

1 1 n
fo B(t)dt = 1 1ZOPi
=

dir.
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4.3 Hareketin Interpolasyonu

Bézier egrilerinde son nokta interpolasyon ve son nokta teget Ozellikleri
kullanilarak asagidaki teoremler verilebilir.
Teorem 4.9 Dual uzayda B(t) kapali Bézier egrisi ve onun birim dual kiire {izerine
izdiisiimii B (t) egrisi olsun. Bu B(t) egrisine karsilik gelen kapali U, - ydriinge yiizeyi

B X B* B

X(t,v) = +v
B> IBII

olsun. Bu takdirde

a) Hareketin Ani Pfaf vektoriiniin t; = 0 ve t, = 1 noktalarinda ifadesi

Yl = IPoll"Po + 1 (nP, X P,)
oVt ||n(P1 _Po)”Po”2 —n(P0,P1>P0+n||P0||2P0||2 ||Po||2 0 !
1P I% Py n
= + Py X P
nZ||||PolI2Py — (Po, P)PolI2 * (IPlI2°° 7 1
dir.
b) Hareketin Pole vektorii
p= Y _ P0+n3(”P0||2||P1”2_<P0;P1>2)(P0XP1)
DI 1121+ TIPS N1E + ne ([P lI2NIPL 12 = (Po, P)?)2IIP, X Py 1|2
dir.

Teorem 4.10 Dual uzayda B(t) kapali Bézier egrisi ve onun birim dual kiire {izerine
izdiigiimii B (¢) egrisi olsun. Bu B(t) egrisine karsilik gelen kapali U, - yoriinge yiizeyi
B X B* 4 B
v
IBI1I? IBII
olsun. Bu takdirde t; € (0,1) keyfi noktasinda

X(t,v) =

a) Hareketin Pfaf vektorii
1P 112Pg npg x Ppt

¢|t=t* = — — +
° In(P"~ = BOIFRI? — ndRg PP — ORI I1F" 11

dir.
b) Hareketin Pole vektorii

_ _ 2
[n(PR~t — POIIPZI? — n(PR, PRt — PYPE|

PTL + |
0 17 1*

nPy x pp1

P|t=t;; =

\/||Pon||1° +In(A 1 = BOIPRTIZ — ndRgs, PP = BOP I - nllBgt x PP
dir.
Teorem 4.11 Dual uzayda B(t) kapali Bézier egrisi ve onun birim dual kiire iizerine

izdiistimii B (t) egrisi olsun. Bu B(t) egrisine karsilik gelen kapali U, - ydriinge yiizeyi
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BxB" B
v
I1BII? 1Bl

olsun. Bu takdirde t, = 0 ya da t, = 1 noktas: ile t; € (0,1) keyfi noktasinda bu

X(t,v) =

yiizeyin geodezik egriligi
_ PG 1P (n — 1)(PF%, P, P H)
t=t5 I = POIRIZ — (B Pt = PRI
IPoll®(n — 1) (P, Py, Py)

7 ”lliiﬁ " 1Py = Po)[IPolIZ = (Po, Py — Po)Py 12

9z, |

dir.

Teorem 4.12 Dual uzayda B(t) kapali Bézier egrisi ve onun birim dual kiire iizerine
izdiisimii B(t) egrisi olsun. Bu B(t) egrisine karsihk gelen kapali Us- ydriinge
ylizeyinin t, = 0 ya da t, = 1 noktasi ile t; € (0,1) keyfi noktasinda geodezik egriligi

iy _nll(PPt = POIIPIIZ — (P, T = PP
Uslemgr 17* I3

n||(P; — Po)”Po”2 — (Py, Py — Po)P |
1 1P I3

dir.
4.4. Sayisal Ornekler

Dual Bézier egrisinin kontrol noktalart,
P, = (1,0,1) +£(0,1,2) = Py + €Py’,
P,= (-1,1,2) +¢&(1,0,—1) = P, + ¢P;",
P, = (0,—-1,3) +¢(2,—-1,1) =P, + &P,
P;= (1,-22) +¢(1,1,—1) = Py + P5",
P,= (1,01)+¢(0,1,2) =P, + &P’
olacak sekilde verilsin. Bu durumda
B(t) = (1—-t)*Py+4(1 —0t)3tP; + 6(1 — t)?t*P, + 4(1 — t)t3P; + t*P,
= [A-0*—-41 -3t +4(1 - O)t3 + t*]e; +
+[4(1 - )3t —6(1 —t)?t? —8(1 —t)t3]e, +
+[(1 —)*+8(1 —t)3t + 18(1 — t)%t? + 8(1 — t)t3 + t*]e;
Ve
B*(t)= (1—-0)*"Py" +4(1—t)3tP" +6(1 —t)?t?P," + 4(1 — O)t3P;" + t*P,”
= [4(1 -3t +12(1 —t)?t? +4(1 — t)t3]e; +
+[(1=-)*—6(1 —t)?t2 +4(1 —t)t3 + tt]e, +
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+2(1—-)* -4 - )3t +6(1 —t)%t? — 4(1 — t)t3 + 2t*]e,

yazilabilir. Bu durumda verilen Bézier egrisini temsili olarak

Sekil 4.1 Verilen bir B(t) kapali dual Bézier egrisinin temsili grafigi

biciminde gosterebiliriz. Bu dual Bézier egrisinin birim dual kiire {izerine projeksiyon

egrisi ise

0 os e

Sekil 4.2 B(t) kapali dual Bézier egrisi ve onun birim dual kiire projeksiyonu olan B(t) kapali kiiresel
egrisi

bi¢iminde elde edilir. Elde edilen bu B(t) egrisinin E. Study déniisiimii ile karsilik
geldigi 171- regle yorilinge ylizeyi ise Sekil 4.3 de verilmistir.
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0 05 £l

Sekil 4.3 B(t) egrisinin E. Study déniisiimii ile karsilik geldigi Uy - regle ydriinge yiizeyi

B'(t) =[-8(1—-1t)3+12(1 —t)?t +12(1 — t)t%]e, +
+[4(1 —t)3 —24(1 — )%t — 12(1 — )t? + 8t3]e,
+[4(1 = )3 +12(1 — )%t — 12(1 — ©)t? — 4t3]eg

Bu yoriinge yiizeyine ait integral invaryantlar su sekilde elde edilir:

¢ =—f (BB Bl 4 — _15,25
. o | 1BIE '

_fll IBIP(B",B,B") ldt——911750
o LIB'lIBII? —{B,B")B||? ’

=2 +j1 IBI(B", B, B') dt = 94,3166
Qo =T ) CNBIBIZ = (B, BYBIZ| YT T T

Boylece 172- regle yoriinge yiizeyin grafigi Sekil 4.4 de verilmistir.

Sekil 4.4 B(t) egrisinin E. Study déniisiimii ile karsilik geldigi U,- regle ydriinge yiizeyi



37

Bu yoriinge yiizeyine ait integral invaryantlar su sekilde elde edilir:

1 (B,B')Y(B*,B,B") (B*',B,B")
¢ :._f MGl = | dt = 27,9568
2 o LIBIZIB'IIBI? —{B,B")BI|| |IB'lIBlI* = (B,B")BI|
Ag, =0
ag, = 2T.

l73- regle yoriinge yiizeyi ise Sekil 4.5 de verilmistir.

Sekil 4.5 B(t) egrisinin E. Study déniisiimii ile karsilik geldigi Us- regle ydriinge yiizeyi

Bu yoriinge yiizeyine ait integral invaryantlar su sekilde elde edilir:
[IIBII‘*(B*'.B’) — |IBII*(B, B'XB, B*") + (B, B")[(B, B'Y* - ||B x B'||]
=~ ~lIBI(B, BB, B*)
v I811%||8]|8112 - (B, B)BI|

dt

= 22,8941

15"[IB12—(B.B")BI|

N, = = § [ de = ~51,1650

|8’|151”~{B,8")BII
813

ag, = 2w+ | | @t = 54,3066,
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5. SONUCLAR ve ONERILER

5.1 Sonuclar

Tezde buldugumuz sonuglar1 agsagidaki gibi 6zetleyebiliriz.
Teorem 5.1 Kontrol noktalar1 P;, (i = 0,---,n) olarak verilen B(t) = B(t) + eB*(t)
kapali dual Bézier egrisi verilsin. Bu egriye karsilik gelen kapali yoriinge yiizeyi
t € [0,1] ve v € Rigin
B x B* B
1B1E " Bl

olsun. Bu yiizeyin olusum hareketinde {U;, U,, U3} Blaschke catis1 asagidaki gibidir.

X(t,v) = X(0,v) =X(1,v)

7 B

LB

7 B'||B||I> — (B, B")B

2~ IBlIBII> - (B, B")BI|

5 B

U, = Vil (B AB).

IBlIBII* — (B, B")BI|
Teorem 5.2 B Bézier egrisinin kapali kiiresel projeksiyonu B ve ona karsilik gelen regle

yuzeyi X(t,v) = lﬁ;ﬁ; + vﬁ bi¢iminde U,- kapal1 yoriinge yiizeyi olsun. Bu takdirde

bunlarin sonucunda hareketin yapisal denklemi;

0 IB'IIBI|*> — (B, B")B|| 0
Al 1B1I° U,
7 _1—CIB"lIBII> = (B, B")BI) 0 IBII*(B",B,B") A7
_? IBII? IB'|IBIIZ — (B, B")BI|I2| |~
Us . —|IBII*(B", B, B") . Us
IB'lIB||> — (B, B")B]|?
U,
— focd —/ g g . . . .
elde edilir. Bunu kisaca |U, | = U ile gosterilirse U = QU yazilabilir. () anti-simetrik bir
Us
matristir. Hareketin egriligi ve torsiyonu
|[B"||B1I>~(B.B')BI IBI3(B",B,B") ..
= 3 ve T =r——o o dir.
Bl IIB"IIBII*—{B,B")B|

Teorem 5.3 B Bézier egrisinin kapali kiiresel projeksiyonu B ve ona karsilik gelen regle

yuzeyi X(t,v) = lﬁ;ﬁ; + vﬁ bi¢iminde U, - kapali yoriinge yiizeyi olsun. Bu takdirde
d) Ani Pfaf vektorii
lIBI? 1 ,
¥ B+——BXB,

“ BBl - (8. B)BIZ " IIBI?



39

e) Pole vektori

5817 - (5, 2)811
IIB]]*

\/IIBII“’ +||B]|B1Iz - (B, B')BII*lIB % B’

B+| B X B’

P =

f) Steiner vektori

f (Ll B + ! B X B'dt
|B||BIIZ - (B,B)BI?~ " IIBII?

dir.

Teorem 5.4 B Bézier egrisinin kapali kiiresel projeksiyonu B ve ona karsilik gelen regle

ylzeyi X(t,v) = ”3”2 pvo U, - kapali yoriinge yiizeyi olsun. Bu takdirde

||B||
_ [[®.B.B)
b9, = §£ FEE l

c) ¥ b, acilim uzunlugu

d) 7\;,1- ac¢ilim agis1

3 " ’
A, = - § wide = 11B11°(5",5,5)
. ”B ”B“2 — (B, B)B||2

ile hesaplanir.
Teorem 5.5 B Bézier egrisinin kapali kiiresel projeksiyonu B ise B nin sinirladig1 yiizey

alan1 ve geodezik egriligi sirasiyla;

IBII*(B", B, B)
1B]|B1I2 - (B, B')BII?

a) ag, = 2T +

IBII*(B", B, B)
[5 1161 — {5.5)51°

b) g5, = -

dir.
Teorem 5.6 B(t) dual kapali Bézier egrisine karsilik gelen {171, 172, 173} catisinda ﬁz-

yoriinge yiizeyinin integral invaryantlari

2) fﬂ det(B,B”,B)  (B,B')det(B,B",B)
to, = |B||BlIZ - (B,B')BIl lIBII%||B|BII> - (B, B)BI|

b) Ay, =
c) 95, =0

d) ag =2m
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dir.
Teorem 5.7 B(t) dual kapali Bézier egrisine karsilik gelen {171, 172, 173} catisinda I_J)3-

yorilinge yiizeyinin integral invaryantlart

11BI1*(B*, B'Y — ||BII*(B, B'){B, B*")

N +(B, B*)[(B,B")2 — ||B x B'||]
P _jg | —||B|I(B, B')(B’, B*) i
Us IBII3||B||BII> — (B, B)BI|

||8']|BII? — (B, B)BIl

b) 7\173 = —f TE ldt
||B'||BII? - (B, B)BI
° 90, = HE
|B'||BII* - (B, B)BI|

d) ag, = 2m +3€ BI dt

dir.
Teorem 5.8 t € [0,1] igin n. dereceden bir B(t) Bézier egrisi kontrol noktalari

Py, P, P, --+ B, olacak sekilde verilsin. Buna gore

1 1 n
fo B(t)dt = 1 1ZOPi
=

dir.

Teorem 5.9 Dual uzayda B(t) kapali Bézier egrisi ve onun birim dual kiire iizerine

izdiigiimii B (¢) egrisi olsun. Bu B(t) egrisine karsilik gelen kapali U, - yoriinge yiizeyi
B X B* B

X(t,v) = +v
IB|? Bl

olsun. Bu takdirde
¢) Hareketin Ani Pfaf vektoriiniin t; = 0 ve t, = 1 noktalarinda ifadesi
| PolI? Py
Vlezovi=1 = 2 T 2
ln(Py — Po)|Poll?> — n(Po, P1)Py + nl[ Py [I2 Pl [Pl
_ 1Po]1>Py ,n
n?||[[Poll2Py — (Po, PYPoll* Pl
d) Hareketin Pole vektorii
p— 2 Po + n*(|IPlI?11PyII? — (Po, P1)?) (P X Py)
A 112y 11* TP 118 + nS TP II2NIPL 112 — (Po, P1Y2)2IIPg X PyI2

(nPy X P;)

P, X P,

dir.
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Teorem 5.10 Dual uzayda B(t) kapali Bézier egrisi ve onun birim dual kiire {izerine
izdiisiimii B (¢) egrisi olsun. Bu B(t) egrisine karsilik gelen kapali U, - yoriinge yiizeyi
B X B* 4 B
v
IBII? IBII
olsun. Bu takdirde t; € (0,1) keyfi noktasinda

X(t,v) =

c) Hareketin Pfaf vektoriinii
. 1P 112Pg RS x P
In(A*~* = EOIFRI? — (R, P = BB IR 11

d) Hareketin Pole vektorii

1/J|t=t(;

_ _ 2
|ln(P2~t — PIIPRIIZ — (P, PRt — PR)PY|
N

P+ nPy x pp1

P|t=t{; =

JUBRHIEO + mCB=t = BRI = eyt B — BB milBg: x B |
dir.
Teorem 5.11 Dual uzayda B(t) kapali Bézier egrisi ve onun birim dual kiire iizerine
izdiisiimii B (t) egrisi olsun. Bu B(t) egrisine karsilik gelen kapali U, - ydriinge yiizeyi
B X B* + B
v

1B IBI|

olsun. Bu takdirde t; = 0 ya da t, = 1 noktas:1 ile t; € (0,1) keyfi noktasinda bu

X(t,v) =

yiizeyin geodezik egriligi

B P31 (n — 1)(P7 2, Pg', P1*™Y)
t=to ”(Pln_l - Pon)llponllz - (Pn: P1n_1 - Pon>Pon”2
gU1|t=0 _ ||P0||3(Tl—1)(P2,PO,P1)

t=1  I(Py = Po)IPoll> — (Po, Py — Po)PolI?

gU1|

dir.

Teorem 5.12 Dual uzayda B(t) kapali Bézier egrisi ve onun birim dual kiire {izerine

izdiisimii B(t) egrisi olsun. Bu B(t) egrisine karsihk gelen kapali Us- yoriinge

ylizeyinin t, = 0 ya da t, = 1 noktasi ile t; € (0,1) keyfi noktasinda geodezik egriligi
_nll(PP = POIPGNI? = (P3, PI~1 = PP

e IR

n||(Py _Po)”Po“2 — (Py, Py — Po)Py |

=0
1 lI1Poll®

dir.
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5.2 Oneriler

Tezde Bézier egrilerinin integrali ifade edilmis ancak bu sonuglarin ¢ok
kullanishi olmadig1 gézlemlenmistir. Ciinkii Bézier egrisi formatinda verilen bir egrinin
integral hesabinda sadece Bdt diferensiyeli integre edilmeyebilir. B ve B nin
tiirevlerinin normunun ya da vektorel carpimlarinin i¢inde bulunacagi bir diferansiyelin
integralini hesaplamak ¢ok uygun olmamaktadir. Bu konuda daha kullanigh bir sonug

icin daha detayl1 ¢alisilabilir.
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