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ozetlendi. Uciincii boliimde tezde kullamlacak temel tanim ve teoremler verilerek uygulanacak yontemin
O6neminden s6z edildi. Dordiincii boliimde fraksiyonel diferansiyel denklemler ilizerine bazi teoremler
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SIMGELER ve KISALTMALAR

Simgeler
R - Reel sayilar kiimesi

C([a,b],R™) : [a, b]’ den R™ e tamiml1 siirekli fonksiyonlar uzay1

tp* . a-mertebeden Caputo fraksiyonel tlirev operatorii
I“ . a-mertebeden Riemann-Liouville integral operatorii
I'(n) : Gama fonksiyonu

B(m,n) : Beta fonksiyonu

T : Gecikme parametresi

Q : Omega

é : Delta

£ : Epsilon

Y : Gama
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1. GIRIS

Fraksiyonel kalkiiliis, dogal say1 mertebeden tiirev ve integralin genellestirilmis
hali olan herhangi keyfi reel ya da karmasik sayr mertebeden tiirev ve integralin
hesaplanmasi olarak tanimlanir. Son yillarda, fraksiyonel diferansiyel denklemler fizik,
kimya, mekanik, elektrik, biyoloji, ekonomi, kontrol teorisi, sinyal ve goriintii isleme,
biyofizik, aerodinamik, deneysel donanim gibi ¢esitli alanlarda karsilik bulmasindan
dolay1 ¢ok onemli bir rol oynamaktadir. Son on yilda, fraksiyonel analiz, uzun bellek
stireclerini tanimlamak ig¢in en iyi araglardan biri olarak kabul edilmektedir. Bu
modeller mithendisler ve fizik¢iler i¢in degil, ayn1 zamanda saf matematikgilerinde
ilgisini ¢ekmekte ve gizemli bir alan oldugunu siirdiirmektedir. Adi diferansiyel
denklemlerin ¢Ozlimlerinin nitel davraniglarin1  incelemede gegerli olan klasik
yontemlerin fraksiyonel diferansiyel denklemler i¢in uygulanmasi zor olmaktadir. Bu
nedenle, arastirmasi daha zor hale gelen yeni teorilerin ve yontemlerin 6zel olarak
gelistirilmesi ~ gerekmektedir.  Klasik  diferansiyel  denklemler  teorisi ile
karsilastirildiginda, kesirli diferansiyel denklemler teorisi lizerine yapilan arastirmalar
sadece gelisimin ilk asamasindadir. S6z konusu nedenler bizi fraksiyonel diferansiyel
denklemleri ¢calisma noktasinda motive etmistir.

Bu calismada fraksiyonel diferansiyel denklemler teorisine zemin olusturan
temel kavramlar verilerek belli bir modelde fraksiyonel mertebe bir diferansiyel
denkleme gecikme eklenerek sifir ¢éziimiiniin karaliligi Lyapunov’un ikinci metodu

kullanilarak kararlilik i¢in yeter sartlar verilecektir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Kesirli tiirev ilk olarak 1695 yilinda Marquis de L'Hopital’in Gottfried Wilhelm

13

Leibniz’e gonderdigi mektupta sordugu Z%’ tiirev operatoriinde n Kesirli bir sayi
olursa bu nasil bir anlam ifade eder ” sorusu ile ortaya atildig1 diistiniiliir. Sonra Leibniz
cevaben gonderdigi mektubunda ““ Bu ucu agik bir sorudur ve ilerde bundan ¢ok faydali
sonuglar elde edilebilecektir” dedi (Miller ve Ross, 1993). Sonra, m pozitif tamsay1
olmak tizere y = x™ fonksiyonunu n. tiirevini Lacroix (1797) Gamma fonksiyonunu
kullanarak

d"y m+1)

dx™ m—-—n+ 1)x

m-n

olarak ifade etti. Daha sonralar1 bircok yazarin kesirli tiirev ile ilgili farkli tanim ve
yaklagimlart olmustur (Liouville, 1832; Liouville, 1835; Grunwald, 1867; Letnikov,
1868; Riemann, 1876; Weyl, 1917; Riesz, 1949; Caputo, 1969; Nishimoto, 1991).
Fraksiyonel kalkiiliis hakkinda ayrintili bilgi i¢in Miller ve Ross (1993), Podlubny
(1998), Kilbas ve ark. (2006), Burton (2012), Yong ve ark. (2016) gibi yazarlarin
kitaplarina bakilabilir.

Son yillarda fraksiyonel mertebeden diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin
kararlilhigi, diizgiin kararliligi, asimptotik kararliligi, diizgiin asimptotik kararliligi,
smirliligt gibi nitel ozellikler {izerine ¢alismalar yapilmaktadir. Bu c¢alismalarda
Lyapunov’un ikinci metodu, sabit nokta metodu, lineer matris esitsizligi gibi cesitli
metotlar kullamlmaktadir. Ozellikle bu metotlardan Lyapunov’un ikinci metodunun
sonu¢ alma noktasinda daha etkili bir ara¢ oldugu goézlemlenmektedir. Fraksiyonel
diferansiyel denklemler, adi diferansiyel denklemlere gére daha karmasik olmakta ve
ozellikle yazarlar uygun Lyapunov fonksiyonlar elde etmede olduk¢a zorlanmaktadirlar.
Literatiirde kararlilik lizerine yapilan ¢alismalarin bazilar1 agsagida 6zetlenmistir;

Lakshmikantham (2008), Lakshmikantham ve Vatsala (2008) adi fonksiyonel
diferansiyel denklemler teorisine karsilik gelen fraksiyonel fonksiyonel diferansiyel
denklemler i¢in baslangi¢ deger probleminin temel teorisini ve ekstrem ¢oziimler, lokal
varlik, ¢oziimlerin global varlig1 gibi nitel 6zellikleri arastirdilar.

Burton (2011) Caputo fraksiyonel mertebe bir diferansiyel denklemi skaler bir
integral denklemine donistiirerek Lyapunov’un ikinci metodu ile ¢dziimlerin nitel

ozelliklerini inceledi.



Aguila-Camacho ve ark. (2014) fraksiyonel mertebe sistemlerin kararliligini
Lyapunov’un ikinci metoduyla ispatlamada kullanilacak c¢ok faydali bir lemma’y1
Caputo’nun fraksiyonel tiirevi i¢in ispatladilar.

Duarte-Mermoud ve ark. (2015) genel kuadratik Lyapunov fonksiyonlar i¢in iki
yeni lemma ve bir teorem ortaya koyarak iki FOMRAC semasinin kararlilik analizini
kontrol etmede kullandilar.

Gallegos ve Duarte-Mermoud (2016) fraksiyonel mertebe sistemler ve
Lyapunov metodu iizerine bazi temel Ozellikler elde ederek irdeleyici bir ¢alisma
yaptilar.

Chen ve ark. (2017) Lyapunov fonksiyonlar insa ederek fraksiyonel mertebe
sistemlerin kararliligini analiz etmek icin ¢ok kullanigh bir esitsizlik sundular. Sunulan
esitsizligi kullanarak Mittag-Lefler kararlilik icin yeter sartlar elde ettiler.

Gecikmeli ya da gecikmesiz fraksiyonel diferansiyel denklemlerin nitel
ozellikleri gesitli metodlar uygulanarak Krol (2011), Baleanu ve ark. (2017), Agarwal
ve ark. (2010), Wen ve ark. (2015), Liu ve ark. (2016) yeter sartlar i¢in 6nemli sonuglar
elde ettiler.

Son olarak, Badri ve Tavazoei, (2019) konveks fonksiyonlar kullanarak adi
diferansiyel denklemleri i¢in kullanilan uygun Lyapunov fonksiyonlarin fraksiyonel
diferansiyel denklemler ig¢inde kullanilabilecegini gosterdiler. Yazarlarin bu
calismasindan esinlenerek bizde bu caligmada fraksiyonel diferansiyel denklemler
tizerine bir model kurarak bu modelin denge noktasinin kararlilig1 tizerine dordiincii

boliimde bir teorem ispatlayarak bir 6rnekle destekledik.



3. MATERYAL ve YONTEM

Bu bolimde materyal olarak calismada kullanacagimiz literatiirde mevcut
kararlilik tanimlari, kararlilik teoremleri, gecikmeli diferansiyel denklem tanimi ve

fraksiyonel tlirevde kullanilan fonksiyon tanimlar1 verilecektir.
3.1. Kararhlik ve fraksiyonel tiirev ile ilgili temel kavramlar

Fizik ve miihendislikte en ¢ok tanimlanan matematiksel modeller ya da
denklemler ¢ogunlukla X(ty) = x, baslangig sart1 ile birlikte,

X' = F(t,x) (3.1)
formunda otonom olmayan adi diferansiyel denklemlerdir. Burada D c R", x =0
orijini igeren bir bolge ve F: [0, +o0]xD — R™ fonksiyonu [0, +o0]xD iizerinde x’e gore
Lipchitz sartin1 saglayan ve t’ye gore pargali siirekli bir fonksiyondur. Genellikle tim
Olctim tiirlerinden kaynaklanan ilk verilerde hata olabileceginden, ilk verilerdeki kiigiik
farkliliklarin (3.1) in ¢6zilimlerinin istenen davranisini ne kadar etkiledigini bilmek
onemlidir. Yani baglangi¢ sartinda yeterince kii¢iik bir degisiklik yapilmasi durumunda,
ilgili ¢oziimde 6nemli bir sapma gozlenirse, o zaman verilen baslangi¢ verilerinden elde
edilen ¢oziim kabul edilemezdir, ¢iinkii istenen davranis1i Yyaklasik olarak
tanimlamamaktadir. Cozlimlerin kayda deger bir sekilde istenen davranistan sapmasina
izin vermeyecek kosullarin arastirilmasi problemi, bunun i¢in 6nemlidir. (3.1) in
¢coziimlerinin davranmislariyla ilgili bu tir problemlerle ilgilenen matematik alani
genellikle kararlilik teorisi olarak tercih edilir. ty = 0 saginda var olan (tg,Xg)
baslangi¢c noktasindan gegen (3.1) in bir ¢oziimi x(t) = x(t,tg,%Xo) olsun. Biz x(t)
¢Oziimii i¢in kararliligin temel kavramlarimi tanistirmadan once t, ve x, baslangic
degerleri lizerine x(t, ty,Xo) c¢Ozlimlerinin siirekli bagimliligmma iliskin bir sonug

ispatlayacagiz.

Teorem 3.1 F(t,x) fonksiyonu B = {(t,x):t, <t <ty + a, lIx — X,ll < b} kiimesinde
stirekli ve (t,x4), (t,x,) € B igin,
IF(t, x1) — F(t, x,)l < Kllx; — x,l
Lipschitz sartin1 saglasin. O zaman X, — X, demek t € [ty ty + o] icin
X(t, to, Xn) = X(t, to, Xo)
diizgiin demektir (Ahmad ve Rao, 1999).

Ispat: Sirasiyla (to,Xo) Ve (to,Xp) den gegen (3.1) in herhangi iki ¢oziimii x(t, to, Xo)

ve x(t, to, x,) olsun.



t
X(tr tO;Xn) = Xp +f F(SrX(S!tO!Xn))dS;

o
t
x(t, tg, X0) = Xo +f F(s,x(s, to,xo))ds

to

Lipchitz sartin1 kullanarak t > t; i¢in,

t

Ix(t, to, Xn) — X(t, to, X))l < lIx, — xoll + f Klix(s, to, X,) — X(s, tg, X))l ds.
o

Ix(t, to, Xn) — x(t, to, Xl < lIx, — Xgll. exp(Ka)
Bu da sonucu ima eder (Ahmad ve Rao, 1999).

Simdi (3.1) in x(t, ty, Xo) ¢Oziimili igin ¢esitli kararlilik tanimlar1 verilir.

Tanmm 3.1 (3.1) diferansiyel denklem sisteminin herhangi bir ¢oziimii x(t) olsun. Eger
her € > 0 igin bir § = 8(e) > 0 vardir ki (3.1) in herhangi bir X(t) = x(t,tq,X;)
¢oziimii i¢in X, — Xll < & iken her t > t, icin IX(t) — x(t)Il < & oluyorsa (3.1) ‘in

x(t) ¢oziimiine kararlhidir denir (Ahmad ve Rao, 1999).

Tanim 3.2 Eger (3.1) in x(t) ¢6ziimi kararli ve bir § = 6(g) > 0 var X, — xoll < &
iken her t > tyicin IX(t) — x(t)Il = 0 oluyorsa (3.1) ‘in x(t) ¢dziimiine asimptotik
kararlidir denir (Ahmad ve Rao, 1999).

Tanmim 3.3 (3.1) diferansiyel denklem sisteminin herhangi bir ¢oziimii x(t) olsun. Eger
her &> 0 igin bir § = §(¢) > 0 vardir ki (3.20) in herhangi bir X(t) = x(t, to,Xg)
¢oziimi ve t; >ty icin IX(t;) —x(t,)I < 6 iken her t > t; i¢in IX(t) —x(DHlIl < ¢

oluyorsa (3.1) in x(t) ¢oziimiine diizgiin kararlidir denir (Ahmad ve Rao, 1999).

Tamm 3.4 Eger (3.1) in x(t), ¢ozliimii diizglin kararli ve bir 8, > 0 vardir ve her bir
n>0 igin bir T =T(n) >0 vardir ki t; >t, i¢in IX(t;) —x(t)Il <&, iken her
t>t;+T  i¢in IX(t) —x(t)l <n oluyorsa (3.1) in x(t) ¢oziimiine diizgiin
asimptotik kararlhidir denir (Ahmad ve Rao, 1999).

Tamm 3.5 (3.1) diferansiyel denklem sisteminin herhangi bir ¢6ziimii x(t) olsun. Eger
her € > 0 i¢in bir § = 8(¢) > 0 vardir ki (3.1) in herhangi bir X(t) = x(t,tg,Xg)
¢oziimii ve t; >ty igin IX(ty) — x(t ) < 6 iken her t >ty igin IX(t) —x(t)Il < ¢
oluyorsa (3.1) ‘in x(t) ¢ozlimiine kuvvetli kararlidir denir (Ahmad ve Rao, 1999).

D c R™ olmak iizere f : D - R™ lokal lipchitz sartin1 saglayan bir doniisiim

olsun.

x = f(x) (3.2)



otonom diferansiyel denklem sistemi verilsin.

Tammm 3.6 (3.2) diferansiyel denklem sisteminin denge noktasi x = 0 olsun. Eger
Ve > 0igin |[x(0)]| < & iken V t = 0 i¢in |[x(t)|| < € oluyorsa (3.2) nin x = 0 denge
noktas1 kararlidir denir. Aksi takdirde kararsizdir. Eger (3.2) nin x = 0 denge noktasi
kararli ve [|x(0)]| < & iken lim,_ x(t) = 0 oluyorsa (3.2) nin x = 0 denge noktasi
asimptotik kararlidir denir (Khalil ve Grizzle, 2002).

Orijini iceren D c R™ bolgesinde tanimlanan V:D — R siirekli

diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. V nin (3.2) egrisi boyunca tiirevi

n n

. av av

V() = Zﬁ Ko=) 5 )
l=

fi(x)
_ v ov . ] fz(x)
~ |ox, 0x,” ' ox,

fn(x)
=a—1;f(x)

olur.

Teorem 3.2 f(t, x) fonksiyonu t ye gore pargali siirekli, D € R™ bolgesinde her x ve
her t > t, icin x e gore lokal Lipchitz saglasin. W kiimesi x, igeren D nin kompact bir
alt kiimesi olsun. Eger x' = f(t,x), x(t,) baslangi¢ deger probleminin her ¢oziimii
tamamen W da kalirsa o zaman her t > t, i¢in baslangi¢ deger probleminin tanimlanan

bir tek ¢6ziimii vardir (Khalil ve Grizzle, 2002).

Teorem 3.3 (3.2) diferansiyel denklem sisteminin x = 0 denge noktasini igeren bir
D c R™ bolgesi verilsin. V:D — R siirekli diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun.
Eger V(0) =0,D —{0}daV(x)>0veD'deV(x) <0 ise 0 zaman (3.2) nin x = 0
¢oziimii kararlidir. Ayrica eger D — {0} da V(x) <0 ise (3.2) nin x = 0 ¢Oziimii
asimptotik kararlidir (Khalil ve Grizzle, 2002).

Ispat: £ > 0 verilsin. B, = {x € R":||x|| < r} c D olacak sekilde r € (0, ] secelim.
a = minj =, V(x) olsun. O zaman D — {0} da V(x) > 0 oldugundan a > 0 olur.



Sekil 3. 1 ispattaki kiimelerin geometrik temsili

f € (0,a) alahm ve Qp ={x € B:V(x) <} olsun. O zaman Qg, B, nin ic
bolgesidir. t = 0 da Qg da baslayan herhangi bir egri her t = 0 igin (g da kalir.

Bu durum D kiimesinde V (x) < 0 oldugundan dolayidir. Ciinkii V t > 0 igin

Vx@)<0=V(x() < V(x(0) <pB
Qp kompakt bir kiime oldugundan dolay1 Teorem 3.2 den (3.2) sistemi x(0) € Q; da
V t > 0 i¢in tanimlanan bir tek ¢6ziime sahiptir. V (x) siirekli ve V(0) = 0 oldugundan
llx]| < 6 iken V(x) < B olacak sekilde § > 0 vardir. O zaman
Bs € Qg C B,
ve
x(0) € Bs = x(0) € Qp = x(t) € Qp = x(t) € B,

Boylece Vt =0 igin ||xo]] < 6 = ||x(t)|| < r < e olur. Bu da x = 0 denge noktasi

noktasinin kararli oldugunu gosterir.

c1<cy<c3

Sekil 3. 2 Lyapunov fonksiyonunun seviye ylizeyi



Simdi D — {0} da V(x) <0 oldugunu varsayalim. Asimptotik kararliligin
gOstermek igin t — oo iken x(t) —» 0 oldugunu goéstermeye ihtiya¢ duyariz, yani her
a>0icinV t > T icin ||x(t)|| < a olacak sekilde T > 0 vardir. Onceki argiimanlar
tekrarlayarak her a > 0 ig¢in Q, < B, olacak sekilde b > 0 segebiliriz. Dolayisiyla
t - oo iken V(x(t)) » 0 gostermek yeterlidir. V (x(t)) monoton azalan ve sifir ile
alttan siirli oldugundan dolay1 t — oo iken V(x(t)) = ¢ = 0 olur.

¢ = 0 oldugunu gostermek igin ¢eliski kullaniriz. Farz edelim ki ¢ > 0, V(x) in
stirekliligi ile B; € Q. olacak sekilde d > 0 vardir.

V(x(t)) —» ¢ > 0 limiti x(t) yoriingesinin her t > 0 igin B4 yuvarinin disina uzandigini
ima eder.

—yY = maX V X
14 ds||x||sr ( )

olsun. Siirekli V (x) fonksiyonu {d < ||X|| < r} kompakt kiimesi iizerinde bir
maksimuma sahip oldugundan dolayr —y vardir. D — {0} da V(x) < 0 dan —y < 0

olur. Boylece
t

V(x(t)) = V(x(O)) + f V(x(1))dr < V(x(O)) —yt

0

Sonugta esitligin sag tarafi negatif olacagindan dolayr ¢ > 0 kabulii ile geligir. Buda
gosterir ki x = 0 denge noktasi asimptotik kararhidir (Khalil ve Grizzle, 2002).

Tanmm 3.7 y(0) =0 ve y:[0,a) = [0,) siirekli fonksiyonu siki artan ise y ya K-
sinifina aittir denir. Eger a = oo ve r — oo iken a(r) — o ise y ya K,, smifina aittir

denir (Khalil ve Grizzle, 2002).

Lemma 3.1 Orijini igceren D < R™ bolgesi lizerinde tanimli, siirekli pozitif tanimli
V:D — R fonksiyonu verilsin. Bir r > 0 i¢in B, € D olsun. O zaman her x € B, igin
a1 (llxI) = V(x) < ax(llxID)
olacak sekilde [0, r] de tanimlanan a; ve a, K-fonksiyonlar sinifi vardir. Eger D = R™
ise @, ve a, fonksiyonlari [0, 0] tanimlanmis olacak ve yukaridaki esitsizlik x € R™
icin saglanacak. Ayrica V(x) radyal sinirsiz ise o zaman a; ve a, fonksiyonlar1 K,

smifindan segilebilir (Khalil ve Grizzle, 2002).

Teorem 3.4 (3.2) sisteminin x = 0 denge noktasini igeren bir bolge D < R™ olsun.
V:[0,4+o0]xD — R siirekli diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. V¢t > 0veV x € D

icin W, (x) ve W, (x) siirekli pozitif tanimli fonksiyonlar olmak tizere asagidaki



Wi(x) <V(t,x) < W,(x) (3.3)
av oV

sartlar1 saglaniyor ise o zaman (3.2) sisteminin x = 0 denge noktas1 diizgiin kararlidir

(Khalil ve Grizzle, 2002).

Ispat: (3.2) sisteminin yoriingeleri boyunca V Lyapunov fonksiyonunun tiirevi

) av av
V(t,x) :E‘Faf(t,X) <0

ile verilir. B, € D ve ¢ < minj = W;(x) olacak sekilde v > 0 ve ¢ > 0 segelim. O
zaman {x € B,:W;(x) < c} kiimesi B, nin i¢ bdlgesidir. Zaman-bagiml Q,, =
{x € B,:V(t,x) < c} kiimesi tanimlansin. W, (x) < ¢ = V (¢, x) < c¢ oldugundan dolay1
Q¢ kimesi {x € B,:W,(x) < c} kiimesini igerir. Diger taraftan; V(t,x) <c¢=
Wi (x) < ¢ oldugundan dolayr Q.. kiimesi {x € B,:W;(x) < c} kiimesinin bir alt
kiimesidir.

Boylece Vt >0 icin {x EB:W,(x)<c}cQ.c{x€B:W;(x)<c}c
B, € D Dbu bes i¢ ige kiime sekil 3.3 de ¢izilir. V(t, x) = ¢ ylizeyi simdi t ye bagimhdir
bu sebepten dolay1 bu yilizey W;(x) = ¢ ve W,(x) = ¢ zaman bagimsiz yiizeyler ile

cevrelenmistir.

Sekil 3. 3 Ispattaki kiimelerin geometrik temsili

Herhangi x, € Q. . ve herhangi t, = 0 i¢in D de V(t,x) <0 oldugundan dolay

(to, x¢) da baslayan ¢6ziim V t > t, i¢in (. de kalir.
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Bu yiizden {x € B,:W,(x) < c} de baslayan herhangi bir ¢oziim Q.. de kalir ve
sonugta her gelecek zaman i¢in {x € B,.: W;(x) < c¢ } kiimesinde bunun sonucu olarak
¢oziim her t > t, icin tanimli ve smirlidir. Ayrica V < 0 oldugundan dolay1 V t > ¢,
icin

V(t, X(t)) < V(tOI x(to))

Lemma 3.1 den
ar(llx|l) < Wi (x) S V(t,x) < Wp(x) < az(llx])
olacak sekilde [0, r] iizerinde tanimlanan a; Ve @, fonksiyonlar smifi vardir. Onceki iki
esitsizligi birlestirerek
lx®Il < a7 V(6 x(®)) < a7t (V(to, x(t0))) < ag* (a2 (llx(t)1D)
a; o a, bir K fonksiyon sinifi oldugundan dolay:

lx@®Il < a1 (az (1x (o)D)

Bu da orijinin diizgilin kararli oldugunu gosterir (Khalil ve Grizzle, 2002).

Tamm 3.10 Gamma fonksiyonunun en temel agiklamasi faktoriyel kavraminin reel

sayilar i¢in genellemesi olup x € R* i¢in

I'(x) =f e~ tt*1dt
0
ile tanimlanir. Gamma fonksiyonu gibi Beta fonksiyonuda belli bir integral ile
x,y €ER*
i¢cin
1

B(x,y) = j 101 — et
0

olarak tanimlanir. Fraksiyonel kalkulusta onemli bir rol oynayan Mittag-Leffler

fonksiyonu e”* iistel fonksiyonunun bir genellemesi olup ¢ > 0, > 0 i¢in

Ea(x) = ’; (ak + 1)

ve

£es) = ) Tt T )

kuvvet serileri ile tanimlanir (Podlubny, 1998).
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3.2. Lyapunov metodu

Yarim ylizyila yakin bir zamandir lineer olmayan diferansiyel denklemlerin nitel
teorisinin arastirilmasi icin biiyiik cabalar sarf edilmistir. Bu baglamda ¢oziimlerin
sinirliligl,  kararliligl, periyodikligi ve yakinsamasi gibi nitel Ozelliklerin
arastirilmasinda kullanilan tekniklerden bir tanesi de Lyapunov’ un ikinci metodudur.
Kararli olan sistemlerin yakinsama o6zelligi teorik olarak onemlidir. Uygulamalarda
denge noktasinda gergeklesen kiiciik sapmalar sonsuza gittiginde yoriinge yine ona geri
donecektir. Bu tezin niteliksel 6zelliklerini inceleyen yaklasim Lyapunov’ un ikinci
metodudur. Bu kavram dinamik sistemlerin kararlilik alani ve otomatik kontrol
uygulamalarinin farkindadir. Lyapunov yonteminin uygulanmasi skaler bir fonksiyonun
olusturulmasinda yatar. Belirli 6zelliklere sahip bir skaler fonksiyon ve tiirevlerinin
ozellikleri karsilagtirildiginda sistemin kararlilik davranigi bilinir. Lyapunov ikinci
metodunun uygulanmasindaki en biiylik zorluk lineer olmayan sistemlerin ¢oziimlerinin
niteliksel ozelliklerine uygun Lyapunov fonksiyonlarim1 bulma isleminin kolay bir
prosediir olmamasidir. Lyapunov fonksiyonu bulmak bir sanattir ve diger sanatlar gibi
takip edilmesi gereken ydriingeler igerir. Kararli bir sistem i¢in ¢ok sayida hatta sonsuz
sayida Lyapunov fonksiyonu olusturulabilir. Lyapunov fonksiyonlarini olugturmak igin
literatiirde 6nerilen bir ¢ok yontem mevcuttur. Krasovskii’s Metodu, Schultz — Gibson’s
Variable Metodu, Intrinsic Metodu bu yontemlerden bir kagidir. Yiiksek mertebeden
lineer olmayan diferansiyel denklemlerle ilgili bir ¢ok arastirma sonucu Lyapunov

teoremleri ve genellemeleri kullanilarak elde edilir.
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4. ARASTIRMA SONUCLARI ve TARTISMA

4.1. Belirli bir modelde gecikmeli fraksiyonel diferansiyel denklemlerin kararhihig:

Tanmim 4.1 Ikinci mertebeden siirekli diferansiyellenebilir f: R™ — R fonksiyonu ve f
nin Hessian matrisi H(f(.)): R™ - R™™" verilsin. Eger herhangi konveks ve kompakt
D c R™ i¢in asagidaki;

i) vx,y € D igin f(y) — f(x) — (0f (x)/9x)" (y — x) = (6/2)ly — xII?,

i) v,y € D icin ((Of (%)/8y) — @f (1)/3x)) (v — x) = Blly — xI1%
iii) Vx € D i¢in H(f(x)) = 61,

esdeger sartlar1 saglayan 6 > 0 sabiti varsa f: R™ — R fonksiyonu lokal gii¢lii konveks
denir (Chen ve ark., 2017).

Lemma 4.1 x(t) € R siirekli ve diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. O zaman

herhangi t > t, ve Va € (0,1)

1
> EDEX? (L) < x(8) EDFx(t) (4.1)

olur (Aguila-Camacho ve ark., 2014).

Ispat : (4.1) ifadesinin dogrulugu ispatlamak icin (4.1) ifadesine esdeger olan
Va € (0,1)

i¢in

1
x(t) SDEx(t) — > £DEX?(t) =2 0 (4.2)

dogrulugu ispatlanir. Caputo fraksiyonel tiirev tanimindan

1 g x(1)

ra-o) t-o° '

(;DEx(t) = (4.3)

ve ayni sekilde

1., _ 1 : x(1)x(7)
> tht x(t) = A= ) (t=o" dt (4.4)

yazilir. Boylece (4.2) ifadesi
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0 (4.5)

1 [ x(® - 2@
F(l—a)f t—pz =

olarak yazilir.

y(1) = x(t) — x(7) degisken degistirmesi yaparak (4.5) ifadesi

1 (Y@@
F(l—a)t T <0 (4.6)

olarak yazilabilir. Simdi de (4.6) ifadesine kismi integrasyon uygulanarak

v ! du = — (¢t — 7)1
T - a)(t—1) rl-a)
dv = y(0)y(r)dr . 1
2
_ y*(®) N Y5 (0)
2I(1 — a)(t — 1)? ey 12T —a)(t— 7)?

) (4.7)
L@ y*(1)
2I'(1 — ) ; (t —1)ett

0

dt >0

olarak yazilabilir. t = v da bir belirsizlige sahip olan (4.7) ifadesinin birinci terimi

kendisine 6zdes olan

lim y?(1) B 1 o [x(t) — x(D)]?
-t 2I(1—a)(t—1)2 2l —a) >t (t—1)%
B 1 _ [x*(@®) = 2x(O)x(7) + x*(7)]
T M1 — ) Tt t—1) (4.8)

limiti ile analiz edilir. g belirsizligi oldugundan L’Hospital kurali uygulanabilir. O

zaman
lim [2(®)-2x(Ox@+x*(@)]  _ 1 . [—2x(®)x()+2x(T)x ()]
2I(1-a) 7t (t-1) 2r(1-a) 7t —a(t-1)*1
_ 1 . [2x®x(@-2x(@)x(@)](t-1)1~2
- 21"(1—0() Tt a

=0
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Boylece (4.7) ifadesi

Y5 « [ y@
AA- -7 2 -0 ) G-n=1 "= 0 (4.9)

0

indirgenir. (4.9) esitsizliginin dogrulugu agiktir. Bu da ispati tamamlar (Aguila-
Camacho ve ark., 2014).

Not 4.1 x(t) € R™ oldugu durumda V a € (0,1) ve V t > ¢, igin

1
5 EDEXT(6) < 27 (©) EDEX()

olur (Aguila-Camacho ve ark., 2014).

Lemma 4.2 f ve g fonksiyonlar tiirevleri ile birlikte (0, +0) da siirekli iseler o zaman

. . o a
Caputo’nun fraksiyonel tiirevi i¢in Leibniz kurali ( k) = ) olmak {izere

T F(1+K).F(1-k+a)

[ee]

e (D9 = ) ()P ®.DEFg(®

k=0
formunu alir (Kilbas ve ark., 2006).
Lemma 4.3 A(t) = (al- j(t))nxn zaman degiskenli bir matris ve a;;(t) ler siirekli ve

tiirevlenebilir fonksiyonlar olsun. Q € R™"™ olmak iizere o zaman asagidaki esitlikler

GDFas1(t) - §DfFasn(t)
EDEA(L) = : :
gDLgan,l(t) thaan,n(t)

5DE(QA(®) = QFDFA(D)
vardir (Yige ve ark., 2015).
Lemma 4.4 ae(0,1) olmak iizere x(ty) = y(to) ve SD&x(t) = SDFy(t) olsun. O

zaman x(t) = y(t) olur.

Lemma 4.5 A € R™" pozitif tamml1 bir matris olsun. O zaman A = B? olacak sekilde

B € R™" pozitif tanimli bir matris vardir (Yige ve ark., 2015).

Ispat: A matrisi reel simetrik matris oldugundan bir ortogonal P € R™" matrisi vardur.

Soyle ki
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A

P7lAP = A= A2
An
Ayrica A matrisinin pozitif tanimli olmast A4, 4,, ... , 4, lerin pozitif olmasini ima eder.
A = diag(\/l_,\/l—, ,\/A_n) secelim, B = PA;P™! o0 zaman pozitif tanimli B
matrisini aliriz. Boylece
B? = BB = PAJP7'PA, P~ = PA,*P~ = PAP 1 = A

elde edilir (Yige ve ark., 2015).
Lemma 4.6 a € (0,1), x(t) = (x,(t), x5(¢t), ..., x,(t) )T € R™ ve x;(t) ler siirekli ve

diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsun. O zaman herhangi t > 0 i¢in

1
2 EDEXT ()Px(t) < xT(£)P§DEx(t)

olacak sekilde pozitif tanimli P € R™™ matrisi vardir (Yige ve ark., 2015).
Ispat: Bir 6nceki Lemmadan P = Q? olacak sekilde pozitif tanimli Q € R™™ matrisi
vardir.

O zaman

ZEDET(OPx() = 3 5DEAT (17 Qx(®)

sahip olunur. y(t) = Qx(t) olsun.

%SD?xT(t)Px(t) = %SD:‘xT(t)QTQx(t)

= ZEDEYT(OY(®
< y"(®§DFy(t)
= x"(1)QT§DF Qx(t)
=x"(1)QTQEDFx(t)
= xT()PE{DEx (L)
sahip olunur (Yige ve ark., 2015).
Teorem 4.1 Otonom olmayan fraksiyonel mertebeden (SDfx = £(t,x(t)) sisteminin

denge noktast x = 0 olsun. Kabul edelim ki stirekli V (x(t), t) Lyapunov fonksiyonu ve

K-fonksiyonlar sinifindan skaler bir y;(.) fonksiyonu vardir. Eger Vx # 0 i¢in
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i) Y1(lx@OI) = V(x(©), )
i) cpFV(x(t),t) < 0,ve B € (0,1]

saglanirsa o zaman [SDEx(t) = f (t,x(t)) sisteminin denge noktasi Lyapunov
kararlidir. Eger ek olarak K-fonksiyonlar sinifindan skaler bir y,(.) fonksiyonu var ve
ii) V(x(),t) < y2(llx@ID

saglanirsa o zaman thf‘x(t) =f (t, x(t)) sisteminin denge noktas1 Lyapunov diizgiin

kararlidir (Duarte-Mermoud ve ark., 2015).

Ispat: Ik olarak SDZx(t) = f(t,x(t)) sisteminin denge noktasmmn Lyapunov
kararliligi ispatlanir. Yani Teorem’in i) ve ii) sartlar1 saglanirken her & > 0 igin
lx(to)]l < 6 iken Oyle bir §(g,t,) vardirki V t > ¢t icin ||x(t)|| < € oldugu gosterilir.

Teorem’in ii) sartindan ve fraksiyonel kiyaslama ilkesinden V t > ¢

V(x(t),t) < V(x(ty), to) (4.10)

elde edilir. i) ve (4.10) dan V t > t, igin

Yillx@ID < V(x(®),t) < V(x(to), to) (4.11)

yazilabilir. V(x,t) Lyapunov fonksiyonu x e gore siirekli ve V (0, t,) = 0 oldugundan
lx(to) ]l < & iken

V(x(to) to) <n=y1(€) (4.12)

olacak sekilde bir § bulunabilir. Bu demektir ki eger ||x(t,)|| < & ise 0 zaman (4.11) ve
(4.12)denVt >t

y1(lx@®I) < y1(e) (4.13)

Bir K-fonksiyon simnifindan y;(.) fonksiyonu azalmayan oldugundan (4.13) esitsizligi
V't >t,igin |[x(t)|] < € oldugunu ima eder. Buda sistemin denge noktasinin Lyapunov

kararli oldugunu gosterir. Simdi de Teorem’in i)-iii) sartlarinin saglanmasi durumunda
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sistemin denge noktasinin diizgiin Lyapunov kararli oldugu gosterilir. Yani 1)-iii)
saglanmasi halinde her € > 0 igin ||x(t,)|| < § iken dyle bir 6(¢) vardir ki Vt > t,

icin ||x(t)|| < € oldugu gosterilir. Teorem’den V t > t, icin

V1(lx@ID < V(x(@®),t) < vz (lx(@®)1D) (4.14)

oldugu bilinir. Simdi herhangi € > 0 i¢in y,(5) < y1(¢) olacak sekilde §(g) >0
bulunabilir. x(t,) baslangig sart1 ||x(ty)|| < § olacak sekilde segilsin o zaman (4.10)

acgiklamasinin bir sonucu

¥1(€) > v2(8) 2 V(x(to), to) =2 V(x(t), ) = y1(llx(©)) (4.15)

yazilabilir. y;(.) artmayan oldugundan V t > t; i¢in |[x(t)|| < € olmasi demektir. Bu
durumda & sayisi t, dan bagimsiz oldugundan sistemin denge noktasi Lyapunov diizgiin

kararlidir. Buda ispati tamamlar (Duarte-Mermoud ve ark., 2015).

Teorem 4.2 Siirekli ve diferansiyellenebilir iki fonksiyon V(x(t)):Q—R ve
x(t): [t, +20) = Q olsun. Burada Q € R™ bir kiimedir. Eger V(x(t)) fonksiyonu Q

tizerinde konveks bir fonksiyon ise o zaman herhangi t > t, ve a € (0,1) i¢in

vV (x(0))

) cpa 4.15
a(x(t))> toPEx(0) (419

thtaV(x(t)) < <

olur (Chen ve ark., 2017).
Ispat: (4.15) esitsizligi kendisine esdeger

T

1%
EDEV(x()) — (ﬂ) EDEx(t) <0 (4.16)

olarak yazilabilir. Fraksiyonel tiirev tanimi kullanilarak (4.16) esitsizligi

1 vEm))/ax - @V (x@))/00)] x@
m_a)fto —— dr <0 (4.17)
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yazilabilir. o, t) =V(x(@) = V(x(®) — (@V/3x)T (x(x) — x(t)) degisken

degistirmesi yapilarak

ft d/det) 1 dle@D] _ 0
F(l — ) (t—1)* rA-a)/, -1~ (4.18)

elde edilir. Kismi integrasyon uygulanarak (4.18) esitsizligi

1 t d[‘P(T: t)] _ 1 ‘P(T: t) _ 1 (P(to' t)
rA-w/), -0 TA--0% _, T1-0)(t-t)*
a Lo t) (4.19)

TA-w ), t-oe

(4.19) esitsizliginde esitligin sag tarafindaki ilk terimdeki tamimsizligi ortadan
kaldirmak i¢in L’hospital kurali uygulanarak

IGV(x(T)) 6V(x(t))

p(t,t) 3 o(t,t) 0x 0x
(t — T)a et - 1:1—>t (t — ‘[)05 - 1-1_>t Of(t _ .L-)a—l
IOV((;cx(T)) aV(x(t))l (D)t — 7)1
= lim =0
-t a

bulunur. V (x) fonksiyonu konveks oldugundan dolay1 ¢ (z,t) = 0 sahip oluruz. (4.19)

da son iki terim

t
1 (p(tOt t) o (P(T' t) dT <

TTa-Qt-t)f Ta-a ), t-n" ="

oldugundan bdylece
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1 dlo(z,t)]
rl-ow), -1

<0

olur bu durumda ispat tamamlanir (Chen ve ark., 2017).

Tamsay1 mertebeden zaman gecikmeli
X = f(x(t),x(t - T)) T € [0, +0) (4.10)
sisteminin denge noktasinin kararliligr i¢in yeter sartlar uygun aday Lyapunov
fonksiyonu kullanilarak Krasovskii metodu ile elde edilir.
(4.10) sisteminin fraksiyonel mertebeden diferansiyel denklem hali t € [0, +0),
a € (0,1] i¢in
EDEx = f(x(8),x(t — 1)) (4.11)
olur.
Tamsayr mertebe (4.10) diferansiyel denklem sisteminin kararliligi icin
kullanilan Lyapunov fonksiyonunun uyarlanmasi ile fraksiyonel mertebe (4.11)

diferansiyel denklem sisteminin kararlilig1 kontrol edilir.

Kabul edelim ki x = 0 (4.10) sisteminin denge noktasidir. Eger tiirevi

. v\
Viaa0)(®) = (%) () + g(x(®) — g(x(t — 1)) (4.12)
negatif tanimli olacak sekilde
t
V(4_10)(t) = V(x(t)) + fg(x(s))ds (4.13)

Lyapunov fonksiyonu varsa 0 zaman x = 0 denge noktas1 asimptotik kararlidir. Eger
konveks ise (4.13) Lyapunov-Krasovskii fonksiyonu Teorem 4.2 ve Riemann-Liouville
integral tanimi kullanilarak fraksiyonel mertebeden (4.11) sistemi i¢in asagidaki

Teorem verilir (Badri ve Tavazoei, 2019).

Teorem 4.3 Kabul edelim ki (4.10) ve (4.11) sistemlerinin denge noktast x = 0 dur.
V,(t) negatif tanimli ve V(x(t)) fonksiyonu x vektoriine gore konveks olacak sekilde
(4.10) sistemi i¢in V,(t) formunda Lyapunov-Krasovskii fonksiyonu varsa o zaman

(4.11) sisteminin x = 0 denge noktas1 asimptotik kararlidir (Badri ve Tavazoei, 2019).
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Ispat: Via.10)(t) Lyapunov fonksiyonu (4.11) sistemi i¢in

t

Veaany(© = oIV (x(D) + f 9(x(s)) ds (4.14)

t—7

olarak modifiye edilir. Caputo fraksiyonel tiirevin Ozelliginden dolayr herhangi

diferansiyellenebilir h(t) fonksiyonu igin

lim D/ R(6) = 1 (6) (4.15)

ifadesinden
t

ylfln_ 5D Vaan(@®) = yliql_ EDY IV (x(D) +ylir{1_thg/ fg(x(s))ds

= EDEV(x(®) + g(x(®) — g(x(t — 1) (4.16)

V' (x) konveks bir fonksiyon oldugundan Teorem 4.2 den (4.16) esitligi

. v\
Vaan(@®) < < agcx)> EDx() + g(x (1) — g(x(t — 1) (4.17)

olarak elde edilir. (4.17) den V(4 10)(t) nin negatif tammlili Vi411y(¢) nin negatif
tanimliligit demektir. Bu da gosterir ki (4.11) sisteminin x =0 denge noktasi

asimptotik kararhidir (Badri ve Tavazoei, 2019).

Teorem 4.4 Fraksiyonel mertebeden

tht x(t) = —af(x(t)) + f(x(t — T)) (4.18)

diferansiyel denklemini alalim. Eger a>1 A>0 olmak iizere f(0)=0,
/1 !
= <f'(x) <A

ise 0 zaman (4.18) denkleminin x = 0 denge noktasi asimptotik kararlidir.

Ispat: Teorem’i ispatlamak igin (4.18) fraksiyonel diferansiyel denkleminin tamsayi

mertebe karsilig1 olan gecikme argiimanli
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x=—af(x(®)+ f(x(t — 1)) (4.19)

diferansiyel denklemi icin f2(x) konveks fonksiyon olmak iizere uygun Lyapunov

fonksiyon olarak

wm=f%m+1ff%ﬂﬂﬁw (4.20)

alinz. V(0) =0 ve x # 0 i¢in V(x) > 0 oldugundan Lyapunov fonksiyonu pozitif

tanimlidir. Simdi (4.20) Lyapunov fonsiyonunun negatif tanimli oldugunu gdsteririz.

O = 2£ () + AP @) - F(e = )]

= 2f(x)f’(x)[—af(x(t)) + f(x(t — r))] + Afz(x(t)) — Afz(x(t — r))
= =2af'()f2(x) + 2f (O f Q) f (x(t = D) + Af2(x(D))
—Af(x(t — 1))
< 2af'(xX)f?(x) + Af?(x) — Afz(x(t - r))
+[2f ) F QO f (x(t = D)
< 2af'(xX)f?(x) + Af?(x) — Afz(x(t — r)) + Af2%(x) + Afz(x(t — r))
< (—2af'(x) + 20)f?%*(x)

<0

Lyapunov fonksiyonunun kendisi pozitif tanimli tiirevi negatif tanimli oldugundan

Teorem 4.3 geregi (4.18) fraksiyonel denkleminin denge noktasi asimptotik kararhidir.

Ornek 4.1 tﬁDt x(t) = —2x(t) + x(t — ), T > 0 fraksiyonel mertebeden

diferansiyel denkleminin sifir ¢oziimii kararli midir?



22

Coziim: f(x) = x ve f(0) = 0 ve f2(x) = x? konveks bir fonksiyon oldugundan
lyapunov fonksiyon olarak V (x) = x? + |, tt_T x%(s) ds alirz. Simdi gosterelim ki

Lyapunov fonksiyonun tiirevi negatif tanimlidir.

Ccli_]: = 2xx + x%(t) — x*(t — 1)

= 2x[-2x(t) + x(t — T)] + x2(t) — x?(t — 1)
= —4x2(t) + 2x(t)x(t — 1) + x2(t) — x%(t — 1)
< —2x2(t)
<0
Bu da denge noktasinin asimptotik kararli oldugunu gosterir.
Ornek 4.2 £D; x(t) = —a[2xarctanx — In(1 + x?) + 4x] + 2x(t — t)arctan(x —

7) —In(1 + x%(t — 7)) + 4x(t — 1), T > 0 fraksiyonel mertebeden diferansiyel

denklemin sifir ¢6ziimii kararli midir?

Coziim

f(x) = 2xarctanx —In(1 + x?) + 4x, f(0) = 0ve f'(x) = 2arctanx + 4
oldugundan 4 — 7 < f'(x) < 4 + molur boylece A =4+ mvea = :J_r—: segeriz.

[F2CO]" = 2[f" ()] + 2f" () f (x)

4[2xarctanx—In(1+x2)+4x| >
1+x2

0

=2(2arctanx + 4)* +

oldugundan f2(x) = (2x. Arctanx — In(1 + x?) + 4x)? konveks bir fonksiyon olur.

Boylece Lyapunov fonksiyonunu

V(x)=f?(x)+1 ffz(x(s)) ds
t—1

olarak secersek Teorem 4.4 geregi x = 0 denge noktas1 asimptotik kararlidir.
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5. SONUCLAR ve ONERILER

5.1 Sonuclar

Tamsay1 mertebeden zaman gecikmeli
x=f(x(©),x(t—1)) 7€[0,+x) (5.1)

diferansiyel denklem sisteminin denge noktasinin kararliligr i¢in kullanilan uygun

Lyapunov fonksiyonunun fraksiyonel mertebeden
EDEx = f(x(), x(t — 1)) (5.2)

denklemi i¢inde kullanilabilir (Badri ve Tavazoei, 2019). Yazarin bu ¢alismasini goz
Ontine alarak biz de belli bir fraksiyonel mertebeden bir diferansiyel denklem sisteminin
denge noktasinin asimptotik kararlilig1 i¢in Lyapunov’un ikinci metodunu kullanarak

yeter sartlar elde ettik ve iki 6rnekle destekledik.
5.2 Oneriler

Yapilan bu c¢aligmada kullanilan Lyapunov fonksiyonunun tiirevinin negatif

taniml1 oldugunu goéstermek ic¢in V (x) konveks bir fonksiyon olmak iizere

AV (x(0))

T

EDEV (x(D) < (

esitsizligi kullanilmistir. Acaba bu konvekslik sarti olmadan yeterli sartlar elde edilebilir

mi?
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