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OZET

YUKSEK LiSANS TEZI

BAZI FONKSIiYON UZAYLARINDA FONKSIiYONLARIN FOURIER
SERILERININ ORTALAMALARI iLE YAKLASIMI

Ferat ELIS

Mus Alparslan Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damsman: Prof. Dr. Sadulla JAFAROV

Bu ¢aligmada L,, (T) Orlicz uzayinda fonksiyonun Fourier serisinin Zygmund
toplamlar1 ile yaklasimi incelenir. Elde edilen sonuglar En(f)M en iyi yaklagim ve

a)(., f)M diizgiinliik modiilii cinsinden verilmektedir. Ilave olarak siirekli fonksiyonlar

uzayinda fonksiyonlarin Fourier serilerinin Zygmund toplamlari ile Lebesgue uzayinda
fonksiyonun en iyi yaklasimi arasindaki iliski incelenmistir. Ayrica, siirekli fonksiyonlar
uzaymda fonksiyonun diizgiinlilk modiilii, fonksiyonun Fourier serilerinin Zygmund
toplamlarinin yaklagimi ile tistten degerlendirilmektedir. Bu calismada agirlikli Orlicz
uzaylarinda Fourier serilerinin lineer ortalamalari ile fonksiyonlarin yaklasimi incelenir.
Bu sonug, kompleks diizlemin basit baglantili bolgesinde tanimlanan agirlikli Smirnov-
Orlicz smiflarindaki fonksiyonlarin Faber serilerinin liner ortalamalari ile yaklagimina
uygulanmaktadir. Musielak-Orlicz uzaylarinda Fourier serilerinin De la Vallée-Poussin
ortalamalarinin eszamanli yaklasim 6zellikleri diizgiinliik modiilii cinsinden incelenir.
Diizgiinliilk modiilii cinsinden eszamanli yaklagimin diiz teoremi ispat edilir. Ayrica
Musielak-Orlicz uzaylarinda diizgiinliik modiilii, kismi toplamlar ve De la Vallée-Poussin
ortalamalar1 cinsinden asagidan ve yukaridan degerlendirilmektedir.

2024, 79 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Orlicz uzayi, Fourier serileri, Zygmund toplamlari, Lebesgue
uzaylari, Smirnov-Orlicz sinifi



ABSTRACT

MS THESIS

APPROXIMATION OF THE FUNCTIONS BY MEANS OF FOURIER SERIES
IN SOME FUNCTION SPACES

Ferat ELIS

Mus Alparslan University
Institute of Science
Department of Mathematics

Advisor: Prof. Dr. Sadulla JAFAROV

In this study we investigate the approximation of the functions by Zygmund means
of the Fourier series in the L, (T)Orlicz spaces. Obtained results are given in terms

E,(f), best approximation and modulus of smoothness (., f) . In addition, the

relationship between the Zygmund means of the Fourier series of functions in the space
of continuous functions and the best approximation of the function in the Lebesgue space
is investigated. Also, the modulus of smoothness of the function in the space of
continuous functions is estimated from above by the approximation of the Zygmund
means of the Fourier series of the function. In this study the approximation of the
functions by linear means of Fourier series in weighted Orlicz spaces was investigated.
This result was applied to the approximation of the functions by linear means of Faber
series in weighted Smirnov-Orlicz classes defined on simply connected domain of the
complex plane. We investigate the simultaneous approximation properties De la Vallée-
Poussin means in Musielak-Orlicz spaces in terms of the modulus of smoothness. In
terms of the modulus of smoothness the direct theorem of similtaneous approximation is
proved. Also in Musielak-Orlicz spaces the modulus of smoothness are estimated from
below and above in terms n—th partial sums and De la Vallée-Poussin means.

2024, 79 Pages

Keywords: Orlicz space, Fourier series, Zygmund means, Lebesgue spaces,
Smirnov-Orlicz class
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SIMGELER ve KISALTMALAR

: Dogal Sayilar Kiimesi

: Reel Sayilar Kiimesi

: Pozitif reel sayilar kiimesi
: Kompleks Sayilar Kiimesi
: Cu{oo}

: [-7, ] pargasi

: Birim disk

: X kiimesi lizerinde cebir

: X kiimesi lizerinde metrik fonksiyon

: I egrisinin bir boyutlu Lebesgue 6l¢iisii
: Kapali I' egrisinin i¢i

: Kapali I egrisinin dis1

: B bolgesinin sinir1

: f <cg, c sabiti f ve g'ye bagh degil

cf<gveg<sf

. I egrisi lizerinde siirekli fonksiyonlar kiimesi
: h fonksiyonunun siireklilik modiilii
: Regiiler Egri veya Carleson egrisi

: Stireklilik modiilii yardimiyla tanimlanan

fonksiyonlar sinifi

: Egrilerde mutlak siirekli fonksiyon

. n. dereceli trigonometrik polinom

: derecesi n’ yi agmayan trigonometrik polinomlar

ailesi

: N dereceli cebirsel polinom

: Dirichlet ¢ekirdegi

. g fonksiyonunun en iyi yaklagimi

: f ’nin Fourier seri agilimimin n. kisimi toplami
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: Fourier serisinin n . dereceden Zygmund
ortalamas1 veya Zygmund toplami

: E kontinyumunun n.dereceden Faber polinom

fel ( I’) fonksiyonunun Cauchy singiiler
integrali

: T :=[-z, 7| tizerinde Muckenhoupt sartim1 sagla
saglayan agirlik fonksiyonlar sinifi

. Z noktasinin D bolgesine uzaklig
{zi]z-1z,|< 65}

{tift-27] <5}

: I tizerinde siirekli fonksiyonlar sinifi

: D bolgesinde analitik fonksiyonlar sinifi
: Lebesgue uzay: : { f : f, T"'de dlgiilebilir
(Lebesgue anlaminda) ve _H f (Z)|p dz <o, p > O}
r

. @ — aguirlikh Lebesgue uzay: {f: f, I''de
Olciilebilir (Lebesgue anlaminda) ve

}Hf (z)‘p w(z)dz <o, p > 0}

. I tizerinde Muckenhoupt sartin1 saglayan agirlik

fonksiyonlar sinifi
: G bélgesimnde Smirnov sinifi:

{feE(G): f eL,(T),I=06G}

: G bolgesimnde @ — agirlikli Smirnov sinifi:

{f eE(G): f eL,(I'w), I =5G}

: Young fonksiyonu

. I iizerinde tanimlanmis Orlicz uzay1

. T lizerinde tanimlanmig agirlikli Orlicz uzayr:

{f€E(G): f el (T.0), I =0G}

G bolgesinde tanimlanan agirlikli Smirnov-
Orlicz smifi



1. GIRIS

Temel olarak matematigin tiim dallarinda daha ¢ok bilesik nesnelerin daha az
bilesik nesnelerle yaklasmak hakkinda problemler 6nemli rol oynamaktadir. Bu
durumlarin ¢ok kisminda fonksiyonlarin yaklasim teorisinin veya yaklagim teorisinin

problemleri, sonuglar1 ve metotlari ile ilgili bilgiler ¢ok faydalidir.

Ik once yaklasim teorisinde baslica olarak fonksiyonlarin veya fonksiyon
siniflariin belli bir alt uzayinda olan fonksiyonlarla yaklasimi incelenir. Dikkat edelim
ki alt uzayda bulunan fonksiyonlar bu veya diger anlamda yaklastirilan fonksiyonlar daha
basit fonksiyonlardir. Genellikle, soziinii ettigimiz alt uzay cebirsel polinomlar veya

(periyodik hal i¢in ) trigonometrik polinomlar kiimesinden olugmaktadir.

Fonksiyonlarin yaklasim teorisinde diiz ve ters teoremler ispatlanmaktadir. Diiz
teoremler, bir fonksiyonun diizgiinliik 6zellikleri (fonksiyonun belirli bir mertebeden
tiirevlerinin varligi, fonksiyonun, tiirevlerinin veya bazi tlirevlerinin siireklilik modiilii
vb.) cinsinden fonksiyona yaklasan polinomlarin yakinsaklik hizinin ifade edilmesidir.
Trigonometrik, cebirsel polinomlarla (rasyonel fonksiyonlarla) en iyi yaklasim
durumunda, diiz teoremler Jackson tipi teoremler olarak da bilinir. Ters teoremler ise
yakinsaklik hizina bagli olarak fonksiyonlarin diferansiyel 6zelliklerini ifade etmektedir.
Yani ters teoremler, fonksiyona yaklasan polinomlarin yakinsaklik hizindan bagiml
olarak bir fonksiyonun su veya bu sinifa ait oldugunu ifade eden teoremlerdir. Bu diiz ve
ters teoremlerin elde edilmesi fonksiyonlarin yaklasim teorisinde fonksiyonlarin yapisal

karakterizasyonu olarak adlandirilmaktadir.

Calisma dort bolimden olugmaktadir. Giris boliminde fonksiyonlarin yaklagim
teorisinin diiz ve ters problemleri ile ilgili bilgiler verilmektedir. Ayrica ¢aligmada elde
edilen sonii¢lar kisa ifade edlmistir. Bolim 2’ de kaynak arastirmasi yapilmaktadir. Bu
bolimde fonksyonlarin yaklasim teorisinde elde edilen sonuglarla ilgili kaynaklar
aragtirmas1 yapilmaktadir. Ayrica esas sonuglarin ispatinda kullanilar kaynaklar
verilmistir. Bolim 3 Materiyal ve Yontem boliimii olarak adlanir. Bu boliimde ilk 6nce
temel tanimlar ve teoremler verilir, Ayrica Fourier serileri, Faber pollinomlari ve bazi
fonksiyon uzaylar1 ve analitik fonksiyon siniflar1 tanimlanir. Daha sonra esas sonuglarin

ispatinda kullanilan yardimci sonuglar verilir. Calismanin esas sonuglart Boliim 4 de

verilmektedir Boim 4.1 de L, (T) Orlicz uzayinda fonksiyonun Fourier serisinin



Zygmund toplamlar1 ile yaklasim problem incelenmektedir. Elde edilen sonuglar

E.(f )M en iyi yaklasim ve o(., f)M diizgiinliik modiili cinsinden elde edilir. Boliim

4.2 de siirekli fonksiyonlar uzayinda fonksiyonlarin tiirevleri ile  fonksiyonlarin
tiirevlerinin Fourier serilerinin Zygmund ortalamalar1 arasindaki hata ile Lebesgue
uzayinda fonksiyonun en iyi yaklasimi arasindaki iligki incelenmektedir. Bolim 4.3 te
agirhikli Orlicz uzaylarinda fonksiyonlarin Fourier serilerinin lineer toplamlari ile
yaklagimi ile, fonksiyonlarin k. mertebeden Zygmund-Riesz toplamlar ile yaklagimi
arasinda iliski hakkinda gerekli ve yeterli kosul incelenmistit. Ayrica, agirliklt Orlicz
uzaylarinda diizgiinliik modiilii cinsinden fonksiyonlarin Fourier serilerinin ortalamalari
ile yaklasimi incelenir. Bu sonug¢ Smirnov-Orlicz siniflarinda kompleks diizlemin basit
baglantili bolgelerinde tanimlanmis fonksiyonlarin Faber serilerinin lineer ortalamalari
ile yaklagimina uygulanmigtir. Bolim 4.4 de Musielak-Orlicz uzaylarinda Fourier
serilerinin De la Vallée-Poussin ortalamalarinin eszamanli yaklagim o6zellikleri
diizgiinlik modiili cinsinden incelenir. Diizgiinlik modiilii cinsinden eszamanl
yaklasimin diiz teoremi ispat edilir. Ayrica Musielak-Orlicz uzaylarinda diizgiinlik
modiili kismi toplamlar ve De la Vallée-Poussin ortalamalari cinsinden asagidan ve

yukaridan degerlendirilmektedir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Kabul edelim ki, feCg,,dir. Yani f fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli

fonksiyondur.

Boyle soru ortaya ¢ikiyor : Eger n dereceli Pn* (X)polinomu verilirse, hangi sartlar
icinde Pn* (X) polinomu f (X) fonksiyonuna iyi yakinsiyor?
Bu problem ile ilgili olarak gerek ve yeter sart 1854 yilinda P. L .Chebyshev (Pafnuty
Lvovich) tarafindan verilmistir. Bu teorem yaklasim teorisinin meydana gelmesinde

onemli rol oynamistir. Daha sonralar fonksiyonlarin yaklagim teorisi ile ilgili ilk sonuglar

Weierstrass’in (1885) ¢alismalarinda elde edilmistir

Her hangi bir {(pk (X)} ortogonal sistemi {iizerinde Fourier serisinin yakinsaklik
problemlerinin pozitif yonde ¢oziimii E, ( f ) (En iyi yaklasim) ve L, (Lebesque sabiti)
olmak iizere E, ( f ) L, carpiminin sifira yaklasan olmasi halinde miimkiin olur. Burada

her {(pk (X)} sistemi i¢in, L, (X) Lebesque fonksiyonu yazilir ve
L, =max L, (x)
Lebesque sabiti degerlendirilir. Bir ¢ok hallerde L, ~ L n olarak sonsuz artan olur.

Yani serinin yakinsaklik problemi E, ( f )’lerin sifira yaklasim hizi ile belirlenir. Bu

nedenle de E, ( f )’ler icin bdyle bir hizin incelenmesi, ayrica her bir fonksiyonlar sinifi

icin onun degerlendirilmesi 6ne ¢ikar. Fonksiyonlarin konstruktif (yapisal) teorisinin
direkt (diiz) problemi ile ilk defa ugrasan Amerika Matematikgisi D. Jackson olmustur.
D. Jackson 1911; Jackson,1911,1912 c¢alismalarinda fonksiyonunun siireklilik modiilii
kavramini kullanilarak yaklasim teorisinin diiz teoremini elde etmistir. Jackson,1911

elde ettigi sonug ile Weierstrass teoremini daha da giiglendirmistir

D. Jackson, H, cebirsel polinomlar ile yaklasim olan E,(f) ve T, trigonometrik

polinomlar ile yaklasim olan E, ( f ) ’lerin C normu ile tanimlanan metrikte belirlenmis

oldugu haller igin, f 'nin diferansiyel 6zelliklerinin verebilecegi etkileri arastirmustir.



Sonralar bu teoremler baska uzaylarda, daha genel bi¢cimlerde, daha baska yaklagim
problemlerinde ispatlanmig ve bu yonde calismalar simdide yapilmakta olup, devam

etmektedir.

Fonksiyonlarin yaklagim teorisinde diiz ve ters problemler (diiz ve ters
teoremler)Bernstein, 1912; Jackson ,1924; Timan ,1950; Stechkin, 1951; Timan, 1958;
Timan, 1966; ¢alismalarinda incelenmistir. Fonksiyonlarin yaklasim teorisinde diiz ve
ters teoremlerin elde edilmesi fonksiyonlarin yapisal karakterizasyonu olarak

adlandirilmaktadir.

Ayrica, fonksiyonlarin yaklasim teorisi ile ilgili bir cok sonuglar Lebesgue, 1898;
Vallée-Poussin, 1910, 1911; Favard, 1936, 1937, 1949; Kolmogorov, 1935; Nikolski,
1946; Timan, 1950 ve daha bir¢ok matematikgilerin ¢alismalarinda elde edilmistir.

Fonksiyonlarin trigonometrik ve cebirsel polinomlarla yaklasimu ile ilgili sonuglar
La Vallée-Poussin, 1919; Jackson, 1930, 1941; Natanson, 1949; Zygmund, 1959; Timan,
1994; Bary, 1964; Akhiezer, 1965; Lorentz, 1966; De Vore ve Lorentz; 1993; De Vore,
1986; Stepanets, 1995; Mhaskar, 1996; Trigub ve Belinsky, 2004; Dzyadyk, Shevchuk,
2009; Andrievskii ve ark., 1995; Andrievskii, Blatt, 2002 kitaplarinda bulmak

miumkindir.

Agirliksiz ve agirlikli Orlicz uzaylarinda trigonometrik polinomlarla yaklagim
problemi birgok yazarlar tarafindan incelenmistir.( Ornegin, bak. Akgiin, Israfilov 2006;
Akgiin, Israfilov 2008; Akgiin, Israfilov, 2010; Akgiin, 2013; Giiven, Israfilov, 2002;
Giiven, Israfilov2009; Israfilov, 2006; Jafarov, 2011; Jafarov, 2012; Jafarov,
Mamedkhanov, 2012; Jafarov, 2013; Kokilashvili, 1968; Ponomarenko, 1966;
Ramazanov, 1984; Runovski, 2001; 1991]). Farkli uzaylarda fonksiyonlarin Fourier
serilerinin toplamlari ile yaklasimi Baiborodov, 1980; II’yasov, 1986; Il’yasov, 2001;
Jafarov, 2015; Kokilashvili, Samko, 2009; Kokilashvili, Tsanava, 2010; Stechkin, 1961,
Stechkin, 1980; Serdyuk, Ovsi, Musienko 2012; Timan, 1962; Timan, 1968; Zakharov,

1968 calismalarinda incelenmistir

Farkli uzaylarda fonksiyonlarin Fourier serilerinin lineer toplamlar1 ve kompleks
diizlemin basit baglantil1 bolgelerinde tanimlanmis farkli fonksiyon siniflarinda
fonksiyonlarin Faber serilerinin toplamlari ile yaklagimi bir ¢ok yazarlar tarafindan

incelenmistir (Omegin, Cao, 1997; Chikina, 2013; II’yasov 1986; Jafarov 2018;



Jafarov, 2015; Jafarov, 2020; Kokilashvili ve Samko, 2009; Kokilashvili ve Tsanava,
2010; Stechkin, 1961 and M. F. Timan, 1965 calismalarinda incelenmistir.

Musielak — Orlicz uzaylarinda fonksiyonlarin polinomsal yaklasim problemlerinin
uzun bir ge¢misi bulunkaktadir. Oteleme degismezligi 6zelligini saglayan Orlicz
uzaylari, Musielak — Orlicz uzaylarinin 6zel bir halidir. Bu uzaylarda fonksiyonlarin
polinomsal yaklasim problemleri ¢esitli matematikgiler tarafindan Akgiin, 2011; Cohen ,
1978; Garidi, 1991; Israfilov, Guven, 2006; Israfilov, Oktay, Akgun , 2005; Israfilov,
Akgiin , 2006 ; Jafarov, 2011; Jafarov, 2016; Jafarov, 2012; Jafarov, 2013; Kokilashvili,
1965; Kokilashvili, 1966; Ponomarenko, 1966; Ramazanov 1984; Tsyganok 1966;
Yildirir 2012; Yildirir Y.E, Israfilov, 2010 calismalarinda incelenmistir. Genel olarak
Musielak — Orlicz uzaylarinda, L°* degisken iislii Lebesgue uzaylarinda gériilebilecegi
gibi oteleme degismezligi ozelligi saglanmayabilir. L°*" uzayinda trigonometrik
polinomsal yaklasimla ilgili ¢esitli esitsizlikler Akgiin 2011; Akgiin, Kokilasvili, 2012;
Guven , Israfilov, 2010; Israfilov, Kokilashvili , 2007; Sharapudinov, 2007;
Sharapudinov 2013; ¢alismalarinda elde edilmistir. Not edelm ki, Musielak — Orlicz
uzayindaki Oteleme degismezligi hipotezi altinda Musielak'in Musielak , 1997

calismasinda bazi trigonometrik yaklasim esitsizlikleri elde edilmistir.



3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Temel Tanimlar
Tanmm 3.1 X bos olmayan bir kiime ve N dogal sayilar kiimesini gostersin. Bu

durumda f:N— X fonksiyonuna dizi ve X =R olmasi durumunda diziye reel

terimli dizi denir. ( Sarigél, Jafarov, 2014)

Tanim 3.2 R reel sayilar kiimesini gostersin. X — R, f: X — R bir fonksiyon
ve Xq ise X kiimesinin bir yigilma noktasi olsun. Terimleri X \{Xg} kiimesinden
segilen ve X( noktasina yakinsayan her (X,) dizisi igin elde edilen (f (Xn)) goriintl
dizisi ayn1 bir A sayisina yakinsiyorsa, A’ya f fonksiyonunun X noktasindaki limiti

denir ve

lim f(x)=A weya f(x) > A (x > Xg)

X—>Xp

seklinde gosterilir. ( Sarigél, Jafarov, 2014).

Bu tanima * limitin dizisel tanim1 “ veya Heyne” anlaminda tanim1 denir.
Buna gore Xy noktasina yakinsayan iki farkli (Xn )ve (Xn) dizileri i¢in

(f (Xln)) ve (f(x'r'])) dizileri farkli limitlere yakinsak veya biri yakinsak degilse, bu
durumda f ‘nin Xp noktasinda limiti mevcut degildir.

Bu limit tanimin1 esdeger olarak “Limitin €—08” veya Cauchy " anlaminda
ifade edebiliriz.

Tanim 3.3 X c R, f:X — R birfonksiyonve Xy, X kiimesinin bir y1gilma
noktast olsun. AeR ve ¢>0 verilsin. Eger 0 <|X—X0| <0 sartin1 saglayan her
X € X i¢in

|f (x)— A| <g
olacak sekilde 306 =03(g) >0 sayist bulunabiliyorsa, bu taktirde A sayisina X, Xg’a
giderken
(veya X noktasinda ) f ”nin limiti denir ve

lim f(x)=A wya f(x) > A (X— Xp)
X—>Xp

e biciminde ifade edilir.




Tanim3.4 X cR, f:X >R ve X, € X olsun. Egerterimleri X kiimesinde
olan ve X( noktasina yakimsayan her (X,) dizisi icin (f(xp,)) gorintii dizisi f(Xq)

noktasina yakinsiyorsa, yani
limf(x,) =f(limx,)
n n

ise f fonksiyonuna X noktasinda siireklidir denir. (Sarigél, Jafarov, 2014)

Bu tanim su sekilde de ifade edilebilir. :

Tanim 3.5 XcR, f:X—>R w xgeXolsun. £>0 verilsin. Eger
|X—X0| < 0 sartin1 saglayan her X € X i¢in |f(X)—f(X0)| <¢ olacak sekilde bir
8 = 8(e) > 0 sayis1 bulunabiliyorsa, f fonksiyonuna X noktasinda siireklidir denir. f

‘nin X kiimesinin biitiin noktalarinda siirekli olmasi1 durumunda ise f fonksiyonuna
X kiimesinde siireklidir veya kisaca siireklidir denir. (Sarigdl, Jafarov, 2014)

Tamim 3.6 Ac R olmak iizere, f : A— R fonksiyonu verilmis olsun. Eger her

X € A i¢in

x+TeA,x-TeAve f(x+T)=1f(x)
olacak sekilde bir T #0 sayis1 varsa, f © ye periyodik fonksiyon ve T sayisina da bir
periyot adi verilir. Varsa pozitif periyotlarin en kiiciigiine fonksiyonun esas (asli)
periyodu denir. Eger T sayis1 fnin periyodu ise bu taktirde -T de f nin periyodu olur.
Zira, VxeAigin x-T e Aoldugundan f(x)=f[(x-T)+T]=f(x-T)) dir. Ote yandan
x+2T,x+3T,---,x+nT € A ve x-2T,x—3T,--,x —nT € A olduguna gore,

fO)=f(x+T)=f(x+2T)=f(x+3T)=...=f(x+nT)

F(X)=F(x-T)=F(x-2T)= f(x-3T) =...=f(x-nT)
olur. Dolayisiyla -nT ve nT’ de periyottur.

Periyodik fonksiyonlar ile ilgili su 6zellikler kolayca elde edilebilir:

() Eger f’nin periyodu T ise bu taktirde, y=f(ax+b), (a # 0) esitligi ile verilen
fonksiyonunun  periyodu Ty=T/a dir. Cinkdi, her x i¢in
fla(x +T,) +b] = f[ax + aT, + b] = f[(ax + b) + T] = f(ax + b) dur.

(i) Her x ve T#0 sayst igin f(x+T)f(x)=1 esitligi saglaniyorsa, f'nin

periyodu 2T olur.



(i)  Eger g periyodik bir fonksiyon ise fog fonksiyonu periyodiktir ve fog kesin
monoton ise g ve fog fonksiyonlar1 periyodik olup periyotlari aynidir. (

Sarigol, Jafarov, 2014)

Tanim 3.7 [a,b] parcasinda tanimlanmis f (x) ve g(x) fonksiyonlari,
b
(f.9)=[f(0).9()=0

sartin1 sagladiginda, f(x) ve g(x) fonksiyonlarina ortogonal fonksiyonlardir denir.

Tanim 3.8 [a,b] parcasinda tantmlanmis f (x) fonksiyonu igin
b
(f, f)=j f2(x)d p(x) =1

oldugunda f (x), fonksiyonuna normal fonksiyondur denir.
?,(X), 9,(X),...,,(X) fonksiyonlar sistemi verilmis olsun.
Tamim 3.9: ¢,(X), @,(X),...,®,(X) fonksiyonlar sistemi igin

b 0, i#]
!Q’i(x)%(x)dxz{ﬂ_’ i= j(ﬂ,j >0)

]

ise {p,(x)}, sistemi ortogonal sistemdir denir.

Ozel halde; 4, =1 (j=1,2,...,n) oldugunda {¢(x)}; sistemi ortonormaldir denir.

Eger {gok(x)}f ortogonal sistem (0.s) ise {(p“(x)} ortonormal sistemdir. (0.n.s)

VA

Ornek 3.1 1,c0s X,C0s 2X,...,cos nx fonksiyonlar1 [0,27] parcasinda

1

ortogonaldir.

27
Coziim: 1) Il.cos kxdx = %sin kx|?*=0 ;
0



T, k=m

2z 27
1
2) | coskx.cosmxdx == | [cos(k —m)x +cos(k + m)xJdx = X
)| 3 | Feos(k —mxc+cos(k - myxd {Qkim

2r
3) j1.1dx= 2r .
0

ot s COSX COS2X  COShX . .
Gorilir ki ; sistemi (0. n. s)

e

Kolayca ispatlanir ki; {cos kx}; sistemi [0, 7] pargasinda da (o. s.) dir, ancak

{&"X} sistemi (0.n.s.) dir.

\/%

Ornek 3.2 sin x,sin 2x,sin 3x,...,sin nx fonksiyonlar1 da [0, 2] ve [0, 7]

0

pargalarinda ortogonaldirlar.

Bunun dogru olmasi ,
27 1 2z
[ sinkx.sin(mx)dx = 7 [ [cos(k —m)x — cos(k + m)x]dx
0
Integralinin hesaplanmasi sonucunda elde edilir. Ayni sézleri , [0, 7] pargast igin de
sOyleyebiliriz.
Tamm 3.10 {cos kx};o sistemi;

0, k=m

jcok(x)¢m(x)du(x) {ﬂ o

sartin1 sagladiginda [a,b] parcasinda (o.s.) denir.
2n=Um=0,12,...) oldugunda bu fonksiyonlar (0. n. s.) olustururlar ve {¢, } ~ seklinde
gosterilir.

Ornegin ; 1,sin X, COS X, Sin 2X,C0S 2X,...,Sin Nx, cos nx... [0,27] parcasinda (veya

uzunlugu 27 olan herhangi baska bir parcada) (o. s. ) dir. Bu sistemin (o. n. s. ) ise;
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1 sinx cosx sinnx €osnx

N N PN Y ey

seklindedir.

Kompleks Diizlemi C ile gosterelim.

Tamm 3.11 C kompleks diizlemde baglantili ve agik bir kiimeye Bolge ad1 verilir
(Baskan, 1998, s. 23).

Tamm 3.12 C kompleks diizlemde baglantili ve kapali bir kiimeye kontinyum

adi1 verilir (Pommerenke, 1992)

Tamim 3.13 Kabul edelimKki, f, z, noktasinin belli bir komsulugunda tanimlanan

kompleks degerli bir fonksiyondur. Eger

f’(zo)=£mo f (20+AAZZ)— f(z,)

limiti var ve sonlu ise, bu durumda f'(z5)’a f in z, noktasindaki tiirevi denir.

G cC bolgesi verilmis olsun. Eger, f fonksiyonu her z,€G noktasinda
tirevlenebilirse o zaman f  fonksiyonuna G ’de tiirevlenebilirdir, denir
(Baskan,1998).

Tammm 3.14 Eger f fonksiyonu verilmis bir z, noktasmin herhangi bir
komsulugundaki biitlin noktalarda tlirevlenebiliyorsa, f  fonksiyonuna z, noktasinda
analiktir, denir (Zill ve Shanahan, 2003).

Eger f fonksiyonu her zeG noktasinda analitik ise, f fonksiyonuna G de

analitiktir denir.

G ’de analitik tiim fonksiyonlarin kiimesini A(G) ile, G de analitik ve G da
stirekli olan fonksiyonlarin kiimesini ise A(E) ile gdsterecegiz.

Tammm 3.15 X bos olmayan bir kiime ve d: X xX — R" bir fonksiyon olsun.

VX, Y,z € X i¢in,

d(x,y)=0;

d(x,y)=0x=y;
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d(xy)=d(y,x);
d(xy)<d(xz)+d(zy)

sartin1 saglayan d fonksiyonuna X iizerinde bir metrik veya uzaklik fonksiyonu, (X d )
ikilisine ise metrik uzay denir (Kreyszig, 1978).

Tamm 3.16: L bos olmayan bir kiime ve F bir cisim olsun. +:LxL—>L ve

-:FxL—L islemleri tanimlansin. Eger agsagidaki sartlar saglaniyorsa L’ye F cismi

tizerinde lineer uzay (vektor uzayi) denir.
A) L, + islemine gore degismeli bir gruptur. Yani,
vx,y el i¢in X+yel ;
VvX,y,z <L i¢in x+(y+ Z):(X-i- y)+ Z:
Vx e L i¢in X+ =60+ X=X olacak sekilde, & € L vardir;

vx e L i¢in X+(—X) 3 (—X)+ X =6 olacak sekilde, (—X) e L vardir;
vx,yel igin X+y=Y+X;

B) X,yeLvea, f € F olmak lizere asagidaki sartlar saglanir;

a-Xel ;

a(x+y)=ax+ay;
(a+B)-x=a-x+pB-X;
(a-B)x=a(p-x) ;

|- X=X .

F =R ise L ye reel lineer uzay, F =C ise, L ye kompleks lineer uzay
denir (Maddox, 1970).

Tamm 3.17 X bir lineer uzay olsun ve F cismi R olmak iizere,

1 X —>F

fonksiyonu agagidaki sartlari saglarsa,

|| fonksiyonuna X iizerinde bir norm, (X,||||)

ikilisine ise bir normlu uzay denir (Kreyszig, 1978).

VX, ye X Ve VaeF ig¢in,
K[=0 x=0;

Jeex] =[]
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[x=+yll< ]+ v
Tamm 3.18 X bir normlu lineer uzay olsun. Eger X uzayi,
d(xy)=[x-y] (xyeX)
ile verilen norm metrigine gore tam ise, bu durumda X uzayma Banach uzay denir.

X uzayinin kompleks veya reel lineer uzay olusuna gore, Banach uzay1 kompleks veya

reel Banach uzay1 olarak adlandirilir (Kreyszig, 1978).
Tamm 3.19 L bir lineer uzay ve Ac L olsun. VX, y € A igin,

B :{Z eL:z= aX+(1—a) Y, 0<a Sl} c A ise, A kiimesine konveks kiime denir

(Kreyszig, 1978

Tamm 3.20 Ac R bir aralik olsun. M : A— R fonksiyonu VX,y € A ve

Va e[0,1] igin
M (ax+@1-a)y <aM(X)+@1-a)M(y)
oluyorsa, M fonksiyonuna bir konveks fonksiyon denir.
Tanmm 3.21 M :[0,00) — [0, %) konveks ve siirekli bir fonksiyon olsun.

M fonksiyonu

i) M(x)=0<x=0;

i) |imM —0;
x—0 X

iy im M)
X—00 X

kosullarin1 sagliyorsa, M fonksiyonuna bir Young fonksiyonu denir. Ornegin,

i) M(x):x?'D , 1< p<o
i) M(x)=e"—x-1
iii) M (x)=eX -1, 1<p

p

iv) M(X):In())f—+e) , 2<p
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fonksiyonlar1 birer Young fonksiyonudur.

Tanim 3.22 X bir kiime olsun. X in alt kiimelerinin bir A smifi i¢in asagidaki

ozellikler saglanirsa, bu A sinifina X {izerinde bir cebirdir denir.

X eA

i) Hor EcA igin E°=X/EecA

iii)k=1,2,3,...,n i¢in E eA =|JE A
k=1

Eger iii) yerine her neN icin E €A :UEnCA

n=1

sartt alinirsa A simifina bir o — cebir adi verilir. Eger A , X lizerinde bir o — cebiri

ise, yukaridaki ozelliklerden ,

NJeA

ii)k=123,..,n icin E eA =()E A
k=1

i) keN icin E eA =(E €A
k=1

iv) Her ABeA igin A/BeA
onermelerinin dogrulugu gosterilebilir.

Tamm 3.23 X bir kiime ve A da X ftizerinde bir o — cebir ise (X,A ) ikilisine

bir élgiilebilir uzay denir. A daki her bir kiimeye de él¢iilebilir kiime adi verilir.

Tamm 3.24 (X, A ) bir 6lgiilebilir uzay olsun. R =R"U {OO} olmak iizere A

uzerinde taniml
—+
A >R

genisletilmis reel degerli bir x# fonksiyonu
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i) u(2)=0
ii) Her AeA igin u(A)>0

iii) Her ayrik (A,) dizisi i¢in ,u(o,%jzi,u(ﬁh)

n=1
Ozelliklerini saglarsa bu fonksiyona él¢ii fonksiyonu ve ya kisaca olgii denir.

Eger her Ac A igin u(A)<ooise u ye bir sonlu 6lgii adi verilir. X kiimesi her
biri sonlu 6l¢iiye sahip sayilabilir sayida kiimelerin birlesimi olarak yazilabiliyorsa, u

Olgiisi o — sonludur denir. Eger u(x) =1 ise bu olgliye olasilik élgiisii  denir.

Tamm 3.25 X herhangi bir kiime, A , X iizerinde bir o — cebirive x, A
tizerinde bir 6l¢ii fonksiyonu olmak tlizere (X, A, ) TUgliisiine bir élgii uzay

denir.

Tanmmm 3.26 E Olgiilebilir bir kiime ve f(x) de bu E kiimesinde tanimli reel
degerli bir fonksiyon olsun. Eger her K reel sayisi igin, f(x) > K olan xe E olan
X € E degerlerinin kiimesi dlgiilebilirse, f fonksiyonu E kiimesinde Lebesgue
anlaminda olciilebilirdir veya kisaca élgiilebilirdir denilir. Bazen bu, u olgiilebilir

kelimesi ile ifade edilir.

Bir fonksiyonun 6lgiilebilirligini kisaca ,
{xeE: f(x)>K} ve E[f(X)>K]

gosterimlerinden birisi ile ifade edecegiz. Gosterimi kolayligi bakimindan ikinci
ifadeyi daha c¢ok kullanacagiz. Dahasi birinci ifadeyi de kullanmadan

cekinmeyecegiz. Bundan boyle eger f(X) fonksiyonu &lgiilebilirse , buna
olciilebilir fonksiyon diyecegiz.

Tamm 3.27 (i) ¢,d €R, ve c<d sarti1 saglansin. ¢ =¢(s):[c,d]—>C siirekli
fonksiyon olsun. Bu durumda C de T':= {g(t) ‘tefc,d ]} kiimesine baslangi¢c noktasi

¢(c)ve bitim noktas1 ¢ (d)olmak iizere bir egri denir;
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(i) Bir ' verildiginde, ¢ (C) =q (d) sart1 saglanirsa, I' egrisine kapal egri;

(iii) Vs,,s, €[c,d] igin s, #5s, iken ¢(S;)#¢(s,) ise, budurumda ' egrisine
Jordan yay1, eger S, =S,icin ¢(S,) =¢(s,) ise I egrisine basit egri, eger I basit bir

egrive ¢ (C) = g(d) ise I' egrisine basit kapal egri (kapal Jordan egrisi);

(iv) P:= {50,81, vy Sn}, [C, d] araliginin bir par¢alanmasi olsun. Eger
vme{0,1,2,...,n} icin ¢ =¢(s)fonksiyonu her (S,.,S,) araliginda siirekli tiireve

sahip ve lim ¢(s), limg(s)limitleri var ise, bu durumda T egrisine pargali diizgiin

SSma s—sh,

egri;
(V) Vs E[C,d] i¢in g'(t) tiirevi var ve siirekli ise, bu durumda I' egrisine

diferansiyellenebilir egri;

(vi) I' diferansiyellenebilir bir egri olmak tizere eger g'(t) #0 sarti

saglanirsa, I' egrisine diizgiin egri denir (Depree, Gehring, 1969).
[c.d] araliginin P ={s;,,..., S, } seklindeki tiim pargalanmalarmin

ailesi @ ile gosterilsin ve £, (P)=>"|¢(s,)—¢(5,4)| olsun.
m=1

Tamm 3.28 Eger

limsup{¢,(P):Pep}<w

sart1 saglanirsa, I' egrisine ol¢iilebilir egri (diizlendirilebilir) denir.

Tamm 3.29 G, C kompleks diizlemde bir bélge ve z, € G olsun. Ayrica, W= f (Z)

ise G bolgesinde tanimli kompleks bir doniisiim olsun. Eger G bélgesinin i¢inde de olan

ve z, dakesisenher C, ve C, diizgiin egri¢iftiicin z, da C, ve C, egrileri arasindaki
ag1, f(z,) da bu egrilerin gorintileri olan C/=f(C,) ve C,=1(C,) egrileri
arasindaki actyla aym biiyiikliikte ve yondeyse W= f (Z), Z, noktasinda da konform bir

doniisiimdiir, denir (Zill ve Shanahan, 2003).
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Teorem 3.1 f, z,'1igeren D bolgesinde analitik bir fonksiyon ve f’(z,)#0
olsun. Bu durumdaw = f (Z), Z, dakonform bir doniigiimdiir (Zill ve Shanahan, 2003).
D ile {w: Wi <1} birim dairesi gosterilmis olsun Yani, D:= {W W] <l} olarak

gosterilsin.

Teorem 3.2 (Riemann Doéniisiim Teoremi) G — Cbasit baglantili bir bolge ve

z, € G tespit edilmis bir nokta olsun. G bolgesini D= {WZ|W|<1} birim dairesine

doniistiiren ve (D(Zo) =0, gp’(zo) >0 kosullarim1 saglayan bir tek W= (D(Z) konform
doniigiimii vardir (Goluzin, 1968).

G, C kompleks diizlemde I’ diizeltilebilir Jordan egrisi ile smirl1 sonlu bir

bolge olsun. G~ :=extI” ve
T.={weC:[w|=1}, D=intT ve D™ =extT
gosterelim.

w= ¢(Z) ise G~ bolgesini D~ bdlgesine doniistiiren fonksiyon olsun ve

¢(oo) = o0, IimM >0,

Z—00 Z
sartlar1 saglansin. ¢ fonksiyonunun tersini ¥ ile gosterelim.

h, [0, 27[] araliginda bir siirekli fonksiyon olsun ve onun siireklilik modiilii

o(th)=sup{h(t)-h(t,):t.t, e[0.27], |t -t,|<t}, t=0
seklinde tanimlanir.

Tamim 3.30 I' = C egrisinin parametrik denklemi

T (s), 0<s<2r

seklinde olsun. Eger ¢ (s)=0ve ¢;(s) fonksiyonu Dini-siireklilik sartin, yani,
dt < oo,

To(td)
=

sartin1 sagliyorsa, bu durumda I"egrisi Dini-diizgiin egri adlandirilir (Pommerenke,
1992).
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I" Dini-diizdiin egri oldugunda, asagidaki esitsizlikler saglanir,

C <

1//’(W)| <c,, w|>1,
c, <|#'(z) <c,, 2eG, (3.1)

burada ¢, Cc, ve C;, C, sabitleri sirasiyla W ve Z’den bagimsizdirlar (Warschawski,

1932).

3.2. Fourier serileri ve Faber Polinomlar:

Ik 6nce Fourier serilerini tanimlayalim. T ile [—7[,72] aralig1 gosterilmis olsun.

Yani, T =[x, 7] olsun.

Tamm 3.31 a, ve b, (k=0,1,2,...) sabit sayilar olmak iizere

|

> + > (3, coskx+b, sinkx)
k=1

serisine trigonometrik seri denir.
> (a, sinkx—b, coskx)
k=1
serisine de (2.1) serisinin eslenik serisi denir.( Suetin, 1998).

Tanmm 3.32 neN a, ve b, (k=0,12,...,n) sabit sayilar ve |an|+|bn|¢0

olmak lizere

T,(X) =%+ (a, coskx+Db, sinkx),n=12,3,...
k=1

ifadesine n. dereceden bir trigonometrik polinom denir. (P.K. Suetin, 1998).

T araliginda sinnx ve cosnx trigonometrik fonksiyonlari hem periyodik ve hem

de ortogonal olurlar. Periyodu 27 olan bir f(x) fonksiyonunu trigonometrik bir seri

ac¢ilimi olarak

f(x) =a,+4a, cosx+a, cos2x+a, CoS3X +...+ b, sin x+b, sin 2x + b, sin3x +...
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f(x)=a, +§:(an cosnx+b, sinnx)

n=1

seklinde yazarak , (a,,b,) katsayilarini bulma islemi matematikte Fourier serisi analizi

olarak bilinir.

Bir fonksiyonun Fourier seri agilimi her zaman var midir? Veya, (n — o) olurken
seri agiliminin limiti f (x) degerine yaklasir mi1? Bu sorularin cevabi saglam matematik
analizi gerektirir. Burada, f(x) fonksiyonunun saglanmasi gerekli kosullara kisaca
deginelim:

f (x) fonksiyonu ve onun 1. ve 2. tiirevleri [-7,+x] araliginda siirekli ise , Fourier seri

acilimi vardir ve (n — o) olurken f(x) limit degerine yaklasir. Fonksiyon siirekli

degilse , hi¢ olmazsa siirekli parg¢alardan olusmalidir. Bagka bir deyisle , fonksiyonun
stireksizligi ancak bazi noktalarda sonlu birer sigrama seklinde olmalidir. Boyle
noktalardaki seri agilimi , fonksiyonun o noktadaki ortalama degerine yaklasir. Ornegin,

X = a noktasinda fonksiyon sonlu bir sigrama yapiyorsa , Fourier serisinin degeri
ir.. .
E[ lim £ (x)+ lim f (x)]

olur.

Simdi a, ,b, katsayilarinin nasil bulundugunu gérelim. Once sinnx ve cosnx

fonksiyonlarmin diklik bagintilarini hatirlatalim:

P . 0 m=n
J' sin nxsin mxdx =
-z 7 m=n

i -
J sinnxcosmxdx =0
=T

s 0 m#=n
J' COS NX cos mxdx =
-z s m=n

Yukaridaki seri agilimi ifadesinin her iki tarafin1 cosnx ile ¢arpip integralini alalim:

r f (x)cosnxdx = a, J:” oS nxadx
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+a1'[ COS X cos nxdx + azj COS 2X COS NXdX +...

T . T,
+b1.[ sin xcosnxdx+b2j sin 2xcosnxdx +...
- -

Trigonometrik fonksiyonlarin diklik bagintisina goére , bu integrallerden sadece

cosnxcosnx ¢arpimli olani haric , digerleri sifir olacaktir. Buna gore

Vs 4
I f(x)cosnxdx =a, j cos’ nxdx = a,
- -

a,= 1J'” f (x) cos nxdx
7Z' -

bulunur. (a, katsayil integral de cosOxcosnx ¢arpimi gibi diisliniiliirse , ayn1 nedenle
sifir olur). Benzer sekilde , b, katsayilarini bulmakiizere , seri agilim1 sinnx ile garpilip

integral alinirsa
1 = .
b, ==[" f(x)sinnxdx
72' -

olur. a, katsayis1 dogrudan seri agiliminin integrali alinarak bulunur. Bir periyot

tizerinde tiim trigonometrik fonksiyonlarin integrali sifir olacagindan sonug yazilabilir:
1 (=
=—| f(x)dx
8= 09
Bu bagintilar yardimiyla verilen her f(x) fonksiyonunun Fourier katsayilar1 bulunabilir

ve seri agilimi yazilabilir.

Burada hesaplar1 kolaylastiracak bazi noktalara isaret edelim:

f (X) fonksiyonu T araliginda degil de herhangi bir [-L, L] araliginda periyodik

olabilir. Bu durumda ¢ =zx/L degisken degisimi yapilarak yine T araliginda

periyodik olmas1 saglanir. Bu durumda seri agilim ifadesi

f(x)=a,+ Y (a,cos+h, sin 2 x)

n=1

ve katsayilar



1 L
a, = ZJ—L f (x)dx
1 L nz
a, :IL f (x) cos i xdx

1 L 1N hz
b, ZEJ—L f (x)sin 2z xdx

olurlur.

*Periyodik aralik [0,27] olarak da alinabilirdi. Varilan sonuglar ayni olurdu. Ancak
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araligi orjin etrafinda simetrik almak f (x) fonksiyonunun simetrik oldugu durumlarda

hesaplarda kolaylik saglar.

T araliginda f(x) bir ¢ift fonksiyon ise yani f (—x) = f (x) oluyorsa bu takdirde

Fourier serisinde b, katsayilari sifir olur. Yukarida verilen b, ifadesinden bunu gérmek

kolaydir: ¢ift fonksiyon ile tek fonksiyon (Sinnx) garpimi tek fonksiyon olacagindan
simetrik [-7,+7x] araligindaki integrali sifir olur:

f(-x) = f(x) (cift fonksiyon) = b =0, a, 2 jo” f (X) cos nxdx
T
f(x) tek fonksiyon ise yani f(—x)= f(x) 0zelligi varsa bu kez a, ve a, katsayilar

sifir olurlar:

f(=x)= f(x) (tek fonksiyon) = a, =0, b, :EJO” f (x) sin nxdx

V4
Simdi Fourier serisini kompleks seklini verelim.

Yukarida incelenen Fourier serisi kompleks tistel fonksiyonlar serisi olaral da
yazilabilir. Kompleks seri a¢ilim1 trigonometrik seri agilimina tamamen esdegerdir.

Ancak ifadeler daha kisa ve hesaplar daha kolay olur.

Kompleks iistel bir fonksiyon ile trigonometrik fonksiyonlarin iliskisi Euler formiilii ile

belirlenmistir:

e™ =cos X +isin x



Bu bagint1 yardimiyla siniis ve kosiniis i¢in kompleks ifadeler yazilabilir:

einx + e—inx

cosnx =

inx —inx

—-e
2i

sinnx =

Fourier seri agilimindaki aynt n indisli iki terimi birlikte gozoniine alirsak,

einx + e—inx einx _ pminx
a,cosnx+b sinnx=a, +b,

2 T2

_a,- ibn o a, +ibn g
2 2

Bu ifadeye bakildiginda +n indisli iistel fonksiyonlar kullanmak gerektigi ortaya
cikmaktadir. O halde yeni ¢, katsayilar

a,—ib, a, +1ib,
n= = 0
2 2

seklinde tanimlanirsa, kompleks Fourier serisi
f)=> ce™
olarak yazilabilir. ¢, katsayilarini bulmak i¢in
1 (= i
c,=—| f(x)e"™dx
"o2n J.—” )

bagintis1 kullanilir.

Bu kompleks katsayilardan tekrar reel katsayilara gegmek istenirse a, =c, +C_,,

bn = i(Cn _C—n)1 a, =G,

bagintilar1 kullanilir.

Tamm 3.33 A (f,X) ::a—ZO,Ak(f,x) =a,(f)coskx+b, (f)sinkx, k=123,..



22

olmak tizere
S,(f,%)=> A(f,x),n=012,..
k=0
bigiminde taniml (S,(f)) dizisine f fonksiyonunun Fourier serisinin kismi toplamlar

dizisi denir.( Suetin, 1998)

Tanim 3.34 f e ve

f(x) ~%+i(ak cos kx+ b, sin kx)

k=1

olsun. > (a, sinkx—b, coskx) trigonometrik serisi bir fonksiyonun Fourier serisi ise
k=1

bu fonksiyona f fonksiyonunun eslenik fonksiyonu denir ve f seklinde gosterilir. (P.

K. Suetin 1998)

Tamm 3.35
1 n
D,(t) ==+ coskt
2 '3

trigonometrik polinomuna n. mertebeden Dirichlet ¢ekirdegi denir. Dirichlet

cekirdeginin yardimiyla Fourier serisinin kismi toplamlarinin integral gosterimi ;

S, (x)=S,(f,x) ::%aO + (a, coskx+b, sinkx)

k=1

n

_ %[1 [ (t)dt}Z[% [t cos(kt)dt}cos I

121% [ (t)sin(kt)dt}sin kx

= EIOZE f(t) {%vt > (coskxcoskt +sin kxsin kt)} dt
ﬂ- k=1

zlrﬁ f(t)[%+zn:cos k(x—t)}dt
70 k=L
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Tamm 3.36 Fourier serisinin n. dereceden Zygmund ortalamasi
2000 = Y[ 1-(2) A (F.0 =8, (Fx)-(n+1) " LRA(F 0
k=0 k=1

seklinde tanimlanir. ( Zygmund, 1959).

Aciktir ki,
So(f,x)::Zév)(f,x):#

olur.

Bu boliim boyunca, E, en az iki noktadan olusan , sinirli ve basit baglanti

kontinyum olacaktir.

w=®(z) , CE bolgesini CD bolgesine @ () =0 ve ®'(w0) =lim ©(2) >0
Z—>0 Z
il , . ®(2) ..
kosullar1 altinda resmeden konform doniisiim olsun. ®’(0) =lim——==a olmak iizere
Z—>®© Z
@ fonksiyonunun oonoktasindaki Laurent agiliminin
w=®(z)=az+a,+ &+a—‘22+...
z z
biciminde oldugunu biliyoruz. n=0,1,2,3,... i¢in,
a, a )
[(2)]' {az+ a, +—‘1+;22+..}
z yA
b(n) b(n)
=a"z2" +b{" P +.. +b"z+ =L =Lt
z z

esitliginin polinom kismini F,(z) ve geri kalan kismini da —H, (z) ile gosterelim.

F,(z) n.dereceden bir polinomdur. Bu agilim oo "un bir komsulugunda yani |Z| >p ve

p’nin yeterince bilyiik oldugu durumlarda gegerlidir. Fakat [®(z)]" ve F,(2)

fonksiyonlar1 biitiin z € CE noktalar1 i¢in tanimli olduklarindan H_(z) fonksiyonu da

CE bolgesinde taniml1 ve analitik olur. O halde her z € CE igin ,
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[@(2)]" =F,(2)-H,(2)
olur. Dolayisiyla , her z € CE igin

F.(2)=[®(2)] +H,(2)
ve

H,(2) =F,@)-[*@)]
esitsizlikleri saglanir.

Tanim 3.37 F,(z) polinomuna E kontinyumunun n.dereceden Faber

polinomu denir.
3.3. Baz1 Fonksiyon Uzaylari ve Analitik Fonksiyon Siniflari

Tamim 3.38 (Lebesgue Uzay1) (X, x) bir 6l¢ii uzayt ve M, f : X - C tanimh g —

Olciilebilir fonksiyonlarin kiimesi olsun. 0 < p <o olmak iizere
L"(X):{f eM :I|f|pdu<w}
X

simifina mutlak degerinin p —inci kuvveti integrallenebilen fonksiyonlarin sinifi denir.

f fonksiyonunun L normu

1
(.ﬂf\"dyﬁ,gp@
X

I, =

esssup|f ()], p=
xeX

ile tanimlanir ve bu norm ile L” ye Lebesgue uzayr denir. burada

esssup|f (x)| =inf{A: u({x e X :|f (x)|> 2}) =0}

xeX

dir. L"(X) uzay ||f normuna gore bir Banach uzayidir ( DeVore , Lorentz,

L”(X)

1993).
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Tanm 3.39 o: T — [0, oo) Olciilebilir bir fonksiyon olsun.

a)fl({O,oo}) kiimesinin Lebesgue olgiimii sifir ise @ fonksiyonuna T {izerinde bir

agirhk fonksiyonu denir.

Tanmm 3.40 @ bir agirlik fonksiyonu olsun. f@ e L™ kosulunu saglayan

Olgiilebilir. f:T — C fonksiyonlarinin kiimesi LZ ile gosterilir.

fonksiyonu |’ tizerinde bir normdur. || normlu uzayina agirlikli Lebesgue uzayt

denir.
G bolgesi C kompleks diizlemde, I diizeltilebilir Jordan egrisi ile sinirli bdlge olsun.

Tanim 341 T, o<r<1, D diskinin G bélgesi iizerine konform doniisiimii
altinda {W:|W| =r,0<r <1} ¢emberinin goriintiisii ve 1< P <0 olsun. G bolgesinde
analitik olan ve

sup J'|f (z)|" |dz| <o

O<r<ll_r

kosulunu saglayan f fonksiyonlarinin kiimesine E° (G) Smirnov smifi denir (Timan,
1963).

Her f e E® (G) fonksiyonu T" iizerinde hemen hemen (h.h.) her yerde agisal limit
degerine sahiptir ve eger f “nin acisal limiti i¢in ayni1 notasyon kullanilirsa, f € L° (F)

dir. Ayrica G =D oldugu durumda, H° (D) =E" (D)olarak tanimlanan uzaya Hardy
uzayi denir (Timan, 1963).

Uyar13.1 L”(T) ve E?(G) uzaylari p =1 oldugunda,

1
p
[ el 1 [ﬂf |d2|]

normuna gore Banach uzayidirlar.

EP (G, a)), 1< p<oo, ®-agirhkhh Smirnov siifi



26
EP(G,0)={f eE'(G): f L, (I 0)}.
bigiminde tanimlanir.
Konveks ve siirekli bir M :[O,oo) - [O,oo) fonksiyonu i¢in M (0) =0, x>0 i¢in
M(x)>0 ve

IimM:O, IimM

x—0 X X—»0 X

=0

sartlar1 saglanirsa, M fonksiyonu N - fonksiyon olarak adlandirilir. M fonksiyonunun

tamamlayic1 fonksiyonu

N (y)=max(xy—M(x)), y=0.

x>0
seklinde tanimlanir.

G bolgesi C kompleks diizlemde, I diizeltilebilir Jordan egrisi ile sinirl

bolge olsun.

M bir N - fonksiyon ve N ise onun tamamlayici fonksiyonu olsun. « >0 igin
[ Lo (2 <=

kosulunu saglayan, Lebesgue 6l¢iilebilir f :I'— C fonksiyonlarinin dogrusal uzayini
Ly, (F) ile gosterelim. L, (F ) de f fonksiyonunun donatilmis normu

1, =01 (02N L, 1), (o) <3

r

seklinde tanimlanir, burada

p(9.N):= [N (o (2))lez],

r

dir, L, (T') uzay1 bir Banach uzayidir (Rao ve Ren, 1991).

Bilindigi gibi L, (F)uzaymdaki her fonksiyon I" de integrallenebilir, yani,

L, (D)=L ().

() normu, Orlicz normu, L,, (F ) Banach uzay1 da Orlicz uzayi olarak adlandirilir.

dir.

. . M (2x
M bir N fonksiyon olmak iizere Ilmsupg

P )

<o ise, M fonksiyonu A,-

kosulunu saglar denir.
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Ly, (F) Orlicz uzayinin yansimali (refleksif) olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosulun M ve

onun tamamlayici fonksiyonu N in, her ikisinin de birlikte A,- kosulunu saglamasidir

(Rao ve Ren, 1991).
Orlicz uzay1 hakkindaki dnceki bilgiler Krasnoselskii ve Rutickii (1961) ve Rao ve Ren
(1991) kaynaklarinda bulunabilir.

M bir N - fonksiyon ve M™:[0,00) —[0,0)ise M nin ters fonksiyonu olsun.

h:(0,00) —(0,00], h(x)::!LTsupw, x>0
w(3)

fonksiyonunu tanimlayalim. L, (F) Orlicz uzayinin «,, alt indisi ve f,, st indisi

log h
——= 5, =1im 229N (%)
-0 |og X x>« log X

seklinde tanimlanir (Karlovich, 1996). Bu indisler ilk kez Matuszewska ve Orlicz (1960)

tarafindan  diisiiniilmiistir ve L, (I') Orlicz uzaymm Boyd indisleri olarak

adlandirilmistir. Bilindigi gibi

ve
ay + Py =1, ay + By =1
Eger O<a,, ve B, <1 ise «,, B, Boyd indisleri, trivial (asikar) degildir
denir. L, (F ) Orlicz uzaymin yansimali olmasi ic¢in gerekli ve yeterli kosulun
0<ay < By, <1 sartinin saglanmasidir, yani, eger Boyd indisleri trivial degil ise, bu
durumda Ly, (I")uzay: yansimalidir.

Tamim 3.42 o bir agirhik fonksiyonu olsun. fwe L™ bicimindeki 6l¢iilebilir.

f: T ->C fonksiyonlarn kiimesi | ile gosterilir.

|t

Ifo

M, o ‘ M

fonksiyonu " {izerinde bir normdur. " normlu uzayina agwrlikl Orlicz uzay: denir.

Tammm 3.43 (Kokilashvili ,1968) M bir N —fonksiyonu, fise G bolgesinde

analitik fonksiyon olsun.
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f|'M (|f (z)|)|dz|<oo [

sart1 saglanirsa, bu durumda f:G — C fonksiyonlarmin simifi E,, (G) ile gosterilir,
burada I, |W| <1 dairesinin G bolgesine konform doniisimii altinda,

{W eC:w= r}, 0 < r <1gemberinin goriintiisiidiir.

Tamm 3.44: (Kokilashvili, 1968) E,, (G) simfi Smirnov-Orlicz simfi olarak
adlandirilir.
Eger M (u) =|u|p (1< p< oo), ise E,, (G) sinifi iyi tammlanmis E| (G) Smirnov sinifi
ile cakisr.

Aciktir ki, E,, (G) sinifina ait herhangi bir f (Z) analitik fonksiyonu, ayni zamanda
E, (G) smifina da ait olacaktir, yani,

I|f(z)||dz|£c<w,
rr

yakisamast, I', (0<r <1) ye gore diizgiin yakinsamadir. E,, (G) ckE (G) oldugundan,
Eu (G) sinifindaki her fonksiyon, I' iizerindeki (h.h.) her yerde acisal yollar boyunca
sinir degerlerine sahiptir ve sinir deger fonksiyonu L,, (F) ye aittir (Kokilashvili, 1968).

Bu yiizden E,, (G) de norm

[l @) =If

L (T)

G bolgesi C kompleks diizlemde , I diizeltilebilir Jordan egrisi ile sinirl

bolge olsun.

Ey (G 0), @ - agirlikh Smirnow-Orlicz simifi
E, (G o)={f cE"(G): f eL, (T, 0)}.

biciminde tanimlanir. Agirlikli Smirnow-Orlicz sinifi, E P (G) - Smirnov smifinin
genellestirilmesidir. Ozel olarak M (X) =x", 1< p<o ise bu durumda agirlikli

Smirnov-Orlicz sinifi E,, (G, a)) EP (G, a)) agirlikli Smirnov sinifi ile ¢akigmaktadir.

Ayrica w=1 ise bu E, (G) Smirnov-Orlicz smnifi ile ¢akismaktasdir.
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Tanim 3.45: T =[—7z,7r] pargasi, 1< p <o ve @ fonksiyonu T iizerinde bir

11
agirlik fonksiyonu olsun. —+—=1 olmak iizere

q

1. 5. V(1. _ !
i wPax || T @ )dx | <o

kosulu saglaniyorsa @ fonksiyonu A,(T)= A, Muckenhoupt sinifindandir denir.

Ornek 3.3 @:T >[0,%), o(x)=Xx" olmak iizere

oo(x):X"‘eAp<:>—£<05<1
Y q

olur.

I' egrisi lizerinde siirekli fonksiyonlarin kiimesini C(I') ile gdsterecegiz

I kapali Jordan egrisi ve f eC(I')olsun. E,(f,I') ile f fonksiyonunun I’

egrisi lizerinde en 1yi yaklagimini gosterelim. Yani,

E,(f.I')=inf max|f (z)-R,(z)|

{R,} zel

M, ile n — o0 igin 0 <& —>o0 olmak iizere & ={¢,}  biitiin sayilar dizisi

gosterilmis olsun.

E,(f )p ile f eL, (T) fonksiyonunun derecesi n'yi asmayan trigonometric

polinomlarla en iyi yaklagimi gosterilmis olsun. Yani,
E, (f), =inf {||f Tl T enn},
dir, burada [], derecesi n'yi agmayan trigonometric polinomlar sinifidir.

E,(f), ile fel,,(T) fonksiyonunun derecesi n’yi agmayan trigonometrik

polinomlarla en 1yi yaklasimi gosterilsin, yani



E,(1)y =inf {[f=T,[l o, =T, €IL,}

L (T)

burada [1,, derecesi n’yi asmayan trigonometrik polinomlarinin sinifin1 belirtir.

M, ile n — o0 igin 0 <& —>o0 olmak iizere & ={¢,} " biitiin sayilar dizisi

gosterilmis olsun. Ayrica,
E,[e]={f eL,(T):E,,(f),<&,neN|, 1<p<w, zeM,
tanimlayalim.

fel (T), 1< p<co olsun.

% (f,8)=sup

L(T) Ihi<s

ael’

AL (f)

LP(r)’
fonksiyonunun tanimlatalim, burada

AL (F,)= (1) {ZJ f(x+kh), acZ'

k=0

dir. Bu fonksiyona f eL (T), 1< p<oo fonksiyonunun . diizgiinliik

modiilii denir.
Diizgiinlik modiilii @, (f.5) asagidaki dzelliklere sahiptir
1) @, (f,8) artan fonksiyondur,
2) limafs,, (f,6)=0 her f eLP(T) icin p>1,
3) @y (T+0,0) < (F.6)+af, (1.6), f,9elP(T),
4) a)fp(T) (f,n5)< n“cofp(T) (f.,6), neN,

5) @y (f.56)<(s+1)" @)}, (1.5), s>0,

a a 4 1
6) @y, (f,6)<[(n+1)5+1] a)Lp(T)(f,n—_'_lj, neN.

Ly, (T) Orlicz uzayi olsun. X, h reel sayilar olmak iizere
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Aﬁ(f,-)::zo(—l)“k (fj f(x+kh), aez’

toplamini gézoniine alalim, burada

[aj_ a(a-1)..(a-k+1)

K|~ K1

dir.

w,(f,5), =sup

[hj<s

A;‘(f,-)HLM(T), 5§>0,aeZ’

fonksiyonuna f e L,, (T )fonksiyonunun «. diizgiinliik modiilii denir.
Kolaylikla gostermek olur ki, «, ( f,o )M fonksiyonu siireklidir, negatif

degil, azalmayandir ve f,g e L,, (T) fonksiyonlart i¢in

Iimcoa(f,§)M =0, coa(f+g,-)M Sa)a(f,-)M +® (f,.)M

00
sartlar1 saglanir.

[-7, 7] araligin1 T ile gdsterelim. Eger ¢ fonksiyonu konveks, soldan siirekli

ve

»(0) = |irg1go(t)=0, limp(x) =0
t—0" X—>00
sartlar1 saglanirsa, bu durumda qo:[O,oo] — [0, oo] fonksiyonu ® — fonksiyonu

adlanir, (kisaca ¢ € @ yaziluir).

@ € ® fonksiyonu siirekli, pozitif ve

sartlarin1 sagliyorsa, bu durumda ¢ fonksiyonu N —fonksiyonu adlanir.
D (T)ile ¢:Tx [O, 00] — [O, OO] fonksiyonlar kiimesini gosterelim, dyle ki

(i) p(x,) e ® herbir xeT,
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(ii) her bir u>0igin ¢(x,u) fonksiyonu L°(T), lgiilebilir fonksiyonlar

kiimesindedir.

Eger K >2 olmak iizere biitiin x € T, u>0igin ¢(X,2u) < Ke(x,u) sartt saglanirsa, bu

durumda ¢(-,u) € ®(T) fonksiyonu u parametrine gére A, (¢ € A,) sartin1 sagliyor.

O(N) < ®(T) alt sinifi 6yle ¢ € ®(T) fonksiyonlarindan olusur ki, her bir xe T i¢in

@(x,-) fonksiyonu N — fonksiyonudur ve ¢ € A, dir.

Calismada 6nemli olmayan sorular igin yalniz belli saylara bagl: c,c,,c,,...sabitleri

kullanilmaktadir. ( Farkli degerlendirmelerde farkl: sabitler kullanilir).

Eger ¢ >0olmak ilizere X ve U igin
u
(Dl(X, E) < §0(X, U) < (Dl(X, CU)
sart1 saglanirsa bu durumda ¢ ve ¢, fonksiyonlart denktir denir (¢ ~ ¢, yazacagiz)
@ € ®(N) icin
p,(1)=] (x| (x)Ddx.

gosterelim.

L” Musielak — Orlicz uzay1 (Orlicz uzayinin genellestirilmesi)
Illirgpw(if) =0.
sartin1 saglayan Lebesgue O¢iilebilir f :T — R fonksiyonlar sinifidir.

Eger 1>0i¢in p,(Af)<oosarti saglamrsa bu durumda f e L°(T) fonksiyonu

L?uzayindandir.

L? uzay1

1, ::sup{jT| f(\)g(x)|dx: p, (9) sl}

Orlicz normuna
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ve

. f
||f||¢::|nf{ﬂ>0:p¢(z)31}

Luxemburg normuna gdre normlu uzaydir, burada

w(t,v) =sup(uv—e(t,u)),v>0, teT

u=0

Young anlaminda ¢ fonksiyonunun (v degiskenine gore ) tamamlayici fonksiyonudur.

Bu iki normlar denktir:

[£1, <l ¥l = 2],
@, w e ®(N) tamamlayici fonksiyonlar igin

us < g(x,u) +y(x,s), (3.2
Young esitsizligi gegerlidir, burada u,s >0 ve xeT.

(3.2) Young esitsizliginden
], <P, (F)+1,
|1, <p,(F) if |f], >Land | £] = p,(f) if | ] <L.

esitsizlikleri elde edilir

@, ¥ € ®(N) tamamlayici fonksiyonlar igin

[1fe0g0ldx<| | Il

Holder esitsizligi gecerlidir. Jensen integral esitsizligi asagidaki sekilde ifade edilir:
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¢, N —fonksiyonu ve r(x)ise negatif olmayan &lgiilebilir fonksiyon olsun. Bu

durumda

1 1
q){w -['JI‘ f (X)r(x)dX} < W-‘.ﬂ' (D(f (X)r(X))dX

esitsizligi gecerlidir.

. . 1
Calismanin her bir yerinde kabul edecegiz ki 6yle bir A> 0 sabiti var Ki |X - y| < 5

olmak iizer X, y € T igin

MSUIOQ&V), u>1, (3.3)
o(y.u)
c,,C, >0 i¢in
ixrg o(x,1)>c, (3.4)
ve
_[T(p(x,l)dx <o, y(x,1)<c, aeonT. (3.5)

esitsizlikleri saglanir.

Yukaridaki tanimlardan da gortilebilecegi gibi Musielak — Orlicz uzaylar1 Orlicz

uzaylarina benzerdir. Fakat burada ancak ¢(x,t)iki degiskenli daha genel bir

fonksiyonla tanimlanir. Bu uzaylarda norm
[_o(x] f (9 dx

yardimu ile verilir.
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Bir Orlicz uzayinda, ¢'nin X, (p(|f(x)), den bagimsiz oldugu bilinmektedir.
Musielak — Orlicz uzayr ¢(t) =t* ve @(x,t)=t"®ozel durumlarinda sirasiyla L°

Lebesgue uzaylarmi ve LP™ degisken iisli Lebesgue uzaylarimi verir. Demek ki,
Musielak — Orlicz uzaylari, hem degisken {sli, hem de Orlicz uzaylarinin
genellestirilmesidir. Musielak — Orlicz uzaylarinin incelenmesi diferansiyel denklemler
(Giannet, Passarelli di Napoli , 2013, Ok , 2016) akigkanlar dinamigi ( Gwiazda , 2014;
Kaminska, 2014) ve goriintii islemeye ( Alaouia, Nabilah , Altamnjia 2014; Chen,
Levine , Rao, 2006; Harjulehtin, Hasto, Latvala, Toivanen, 2013) yonelik uygulamalarla
motive edilebilir. Musielak — Orlicz uzaylar1 hakkinda detayl bilgi Musielak'in kitabinda
bulunabilir (Musielak , 1983).

. 1
Ornek 3.4. L°(T) uzayinda p:T — [1, w]fonksiyonu verilmis olsun. |X— y| < >

olmak tizere X,y € Ticin

[p(x) = p(y)| < ——=2——
Iog[1 J
x=Y]

Dini — Lipschitz property ozelligi saglanmig olsun, burada C, >0 sabit bir sayidir. Bu
durumda asagidaki fonksiyon ®(T) swnifina aittir ve (3.3), (3.4) ve (3.5) sartlar

saglanir

(i) p(x,u) = uP™, sup p(x) <,

xeT

(i) (x,u) = u"“ log(l+u),

(iii) o(x,u) = u(log(l+u))"™.

Eger ¢ € ®(N) fonksiyonu (3.3), (3.4) ve (3.5) sartlarini sagliyorsa, bu durumda
¢ € ®(N) fonksiyonu ®(N,DL) sinifindandir denir. Yani, ¢ € ®(N, DL) dir.

f el” i¢in

vh(f)(x)=%fhf(x—t)dt,0<h<7z, XxeT
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bigiminde A, Steklov operatdriinii tanimlayalim.

R iizerinde tanimlanan sonlu bir [a,b]araliginimn Kiap) (u) karakteristik

fonksiyonu

K ~ 1,U€[a,b],
) = 0, ue[a,b].

bigiminde tanimlanir.

V,, operatoru

(100 == [, FOR, - ct,

biirlim integrali biciminde yazilir ( Butzeri Nessel 1971, sayfa 33; Akgilin Yildirir, 2018)
burada

2
R,(U) = Tﬁ Ky 5(0):

Not edelim ki R, niivesi asagidaki sartlar1 sagliyor ( Butzeri Nessel 1971, sayfa 33;
Akgiin Yildirir, 2018):

J.TRh(U)dUSCA R <cy, h<u<r ve maks|Rh(u)|§c6%.

f el” ve ¢ e ®(N,DL) olsun.(Akgiin, Yildirir, 2018) ¢aligmasina gore V, operatorii

L? {izerinde sinirli operatordiir:
v (), << £,

f € LP(T) fonksiyonunun | ci mertebeden diizgiinliik modiilii

, 0>01=123,..

@

(1 -v,)f

i=1

Q, (5, f):=sup

O<h <6

olarak tanimlanir, burada | birim operatoriidiir.
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f el” ve ¢ e ®(N,DL) olsun. (Akgiin R, Yildirir Y.E, 2018, Lemma 2)¢alismasi

geregince V, operatorii L”:uzay1 izerinde sinirhi operatordiir:

v (], <c]£]],

[
I

i=1l

Q, (5, f):=sup

O0<h <o

, 0>01=123,..

@

(I -v,) f

fonksiyonu f e L?(T) fonksiyonunun |. mertebeden diizgiinlik modilii adlanir, burada

| birim operatoridiir

Kolayca gostermek olur ki, Q:p (-, f) fonksiyonu f,g eL”i¢in
Ié_iLrgQL,(é, f)=0,Q) (5, f+9)<Q. (5 f)+QL(59)

sartin1 saglayan siirekli, negatif olmayan ve azalmayan fonksiyondur.

f e L (T) fonksiyonunun Fourier serisi

By AN =Y g (36)

k=—o0

olsun, burada A (x, f):=(a,(f)coskx+b, (f)sinkx), k=12,3,...,a (f)ve b (f) ise

f € L (T).fonksiyonunun Fourier katsayilaridir.

(3.6) serisininn ci kismi toplam1 ve De la Vallée — Poussin toplami (Vallée Poissin
Ch La 1918) sirasiyla

|

S, (f):=S.(x, f)= +Zn:AK(x, f)= Zn:cke”“, n=123,..

2

2n-1

Vn(f)::Vn(x,f):%ZSV(x,f).

olarak tanimlanir.

Not edelim ki, De la Vallée — Poussin toplama1 i¢in



38
V. (f):=V, (x, f):j f(x—t)K, (t)dt,

integral sekli gecerlidir, burada K, (t) ¢ekirdegi i¢in

in(3t)sin(nt
Kn(t) ::lSIn( 2.)82|n(2)
7 2nsin“(3)
esitligi dogrudur.

Derecesi n’yi asmayan trigonometrik polinomlarin I, smifinda f el?

fonksiyonunun en iyi yaklagimi
E,(f), = inf {| f ~T,] :T, eI, |.

olarak tanimlanir.

[9, p.59] (Devore R.A and Lorentz G. G, 1993) calismasindaki Teorem 1.1

geregince dyle T eIl polinomu var ki,

E(F), =[f-T,

@

olur.

W) (r=123,..), pe®(N,DL) ile " mutlak siirekli ve " e L”Banach

uzayina ait olmak tizere fonksiyon sinifim1 gdsterelim. Bu sinifta norm

|t

b =NElL+] 1

4
3.4. Yardimgi sonuclar

Lemma 3.1 (Israfilov, Guven, 2006) L, (T,®) uzay1 0< e, < S, <1 Boyd

indislerine sahip Orlicz uzayi olsun. Eger o € A% (T)nA v, (T) ise bu durumda
am Bu

derecesi n olan T, trigonometrik polinom i¢in

Mol 5.y < STl 7.0
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esitsizligi gecerlidir, burada ¢ sabiti n’den bagimsizdir

Teorem 3.3 (Akgun, Israfilov, 2010). L,, (Ta)) refleksiv Orlicz uzay1r be

k € Z" olsun Bu durumda eger

ivHEV (), <
v=l

esitsizligi saglanirsa, bu durumda

esitsizligi gegerlidir, burada ¢ =(M,k)>0 dir

G, C kompleks diizlemde I' diizeltilebilir Jordan egrisi ile sinirli sonlu bir

bolge olsun. G~ :=extl’ ve
T.={weC:jw/=1}, D=intT ve D~ :=extT
gosterelim.

W= ¢(Z) ise G~ bolgesini D~ bolgesine doniistiiren fonksiyon olsun ve

§() =, P2 0

71— Z

sartlar1 saglansin. ¢ fonksiyonunun tersini i ile gosterelim.

g0 ile derece kisitlamasi olmadan biitiin polinomlar ailesini ve go( D) ile bu

ailenin D {izerinde izini gosterelim.

A(P)(z)= 2; I P(V\\;\?EI;(W) dw, zeG

olarak
A:p(D)—>E, (G,0)

Operatoriinii tanimlayalim . Bu durumda (1.9) geregince
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A(iﬂkwk]: > 4 (2)

k=0 k=0

elde ederiz
A lineer operatorti ile ilgili asagidaki sonug gegerlidir ( Israfilov, Akgiin 2006):
Teorem 3.4. T Dini-diizgiin egri, 0< ay, By <1 ve we A%M (T)n A%M (T)

olsun. Bu durumda A: (D) — E,, (G, ®) lineer operatdrii sinirhdr,

Teorem 3.5. I" Dini-diizgiin egri, 0< &y, By <1 ve we AY (T)n A% (T)
olsun. Bu durumda A:E,, (D, a)o) - E,, (G, (0) lineer operatorii bire-bir ve ortendir

Teorem 3.6.(Akgiin, Yildirir , 2018) Her bir f eW (reN), ¢ € ®(N,DL) ve
n e Nigin

i

E”(f)¢’g(n+1)

. En(f (r))w

esitsizligi gecerlidir, burada c, >0sabiti ¢ ve r den bagimlidir.

Teorem 3.7. ( Akgiin, Yildirir, 2018) . f €L, ¢ e ®(N,DL) ve neNolsun. Bu

durumda
E,(f), <c,Q (f,—
n ( )517 — CSQ(p ( ’ m)
degerlendirmesi gecerlidir, burada ¢, >0sabiti ¢ ve r’ den bagimlidir.

Sonug 3.1 Herbir f eW  (reN), pe®(N,DL)ve neN igin

o 1
E(f) <—=2_O'(f”, —
(D, (n+1)" ol n+1)

esitsizligi gecerlidir, burada cy >0sabiti ¢ ve r den bagimlidir.
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Lemma 3.2. (Akgiin, Yildirir, 2018) f € L?, ¢ € ®(N,DL) ve ne Nolsun. Bu

durumda derecesi n 'yi asmayan T, trigonometrik polinomu igin

0"

r
, <Can'[Ta],
esitsizligi dogrudur, burada c,, >0sabiti ¢ ve r’ den bagimlidir.

Teorem 3.8 . (Akgiin, Yildirir, 2018). f eW] (reN),pe®(N,DL)ve neN

olsun. Bu durumda

C 1
f-v (f)] <—2_Q (fV,—
” ol )||¢’<(n+l)r o ’n+1)

esitsizligi gecerlidir, burada ¢, > 0sabiti yalniz ¢ ve r’ den bagimlidir.

Teorem 3.9. T polinomu f fonksiyonuna en iyi yaklasim veren polinom olsun.Bu

durumda her bir f eW, (r=0,12,...), pe ®(N,DL)ve neNigin

H 0] _(Tn*)(r)

P SClZEn(f(r))(/;

esitsizligi gecerlidir, burada c,, > 0sabiti yalniz ¢ ve r’ den bagimlidir.

ispat:
B,(f)=B,(x, f) :iisv(x, f),n=0,12,...
n+1&
gosterelim.
B,(. f) =B (. f),
olduguna gore

[f90-T.6. 0]

<[f“)-B,( )

LU



+

T2CB, () -T2 ),

—+

B, F)-T, (B, ()],
=L +1,+1; . (3.7)

elde edilir.

T,(x, f)polinomu L uzayinda derecesi n’yi asmayan ve f fonksiyonuna en iyi

yaklagim veren polinom olsun. B, nin L uzayinda sinirli olmasi dikkate alinirsa,

L <[ F90-TC O] [T H-B, ¢ )

“P

< Cl4En(f (a))(p + Brga) (1Tn(f (a)))_ f(a)

 <CE,(F), (38)

ve Lemma 3.2 geregince

1, <cen [T, (. B, () =T, f)], (3.9)
ve
l;<c,(2n)[B,( f)-T(.B,(1)],
<c,s(2n)“E, (B, (f)), - (3.10)
elde edilir.

Asagidaki esitsizlikler gegerlidir:
TG By (F) =T, 1),
<|T,¢.B,(f) =B, ),
LB, D= 10l +1FO-T,6 1,
<CoE, (B, (), +CxE, (), + CE, (), (3.11)

E,(B,(f)),-<C,E,(f),. (3.12)
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(3.9), (3.10) ve (3.12) esitsizlikleri bize
I, <c,n“E (), (3.13)
I;<c,, (2n)*E, (f),. (3.14)

esitsizliklerini verir.

(3.7), (3.8), (3.13) ve (3.14) degerlendirmeleri dikkate alinirsa,
- 0],
<cC,E, (f (“))w +CN“E, (), +¢,,(2n)“E (B, (f)),.
<SE, (), +cen“E, (f),. (3.15)

elde ederiz.
Teorem 3.6 geregince

Cyg (@)
E,(f), < R E,(f), (3.16)

degerlendirmesi elde edilir.

(3.15) ve (3.16) ) kullanilirsa,
H f () _Tn(a) ('! f )H(p < Cy En ( f (a))¢"

elde ederiz.

Theorem 3.9 ispat edildi.
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4. ARASTIRMA SONUCLARI VE TARTISMA

4.1. Orli¢z uzaylarinda periyodik fonksiyonlarin Fourier serilerinin Zygmund

ortalamalar ile yaklasim

Agirliksiz ve agirlikli Orlicz uzaylarinda trigonometrik polinomlarla yaklagim
problemi birgok yazarlar tarafindan incelenmistir.( Ornegin, bak. Akgiin, Israfilov 2006;
Akgiin, Israfilov 2008; Akglin, Israfilov, 2010; Akgiin, 2013; Giiven, Israfilov, 2002;
Giuiven, Israfilov2009; Israfilov, 2006; Jafarov, 2011; Jafarov, 2012; Jafarov,
Mamedkhanov, 2012; Jafarov, 2013; Kokilashvili, 1968; Ponomarenko, 1966;
Ramazanov, 1984; Runovski, 2001; 1991]). Farkli uzaylarda fonksiyonlarin Fourier
serilerinin toplamlari ile yaklagimi (Baiborodov, 1980; Il’yasov, 1986; Il’yasov, 2001;
Jafarov, 2015; Kokilashvili, Samko, 2009; Kokilashvili, Tsanava, 2010; Stechkin, 1961,
Stechkin, 1980; Serdyuk, Ovsi, Musienko 2012; Timan, 1962; Timan, 1968; Zakharov,

1968) calismalarinda incelenmistir.

Bu boliimde fonksiyonla fonksiyonun Zygmund toplamlar1 arasindaki hata

E.(f )M en iyi yaklasim ve L, (T) Orlicz uzayinda tanimlanan @, (-, f),, diizgiinliik

modiilii cinsinden incelenmektedir. Ana sonuglarin ispatinda Timan,1965;ve I1’yasov
1986. calismalarindaki ispat metodu kullanilmaktadir. Calismadaki esas sonuglar asagida

ifade edilmistir:

Teorem 4.1. L, (T) refleksiv Orlicz uzay1 ve k e N olsun. Bu durumda her bir

f e L, (T) fonksiyonu igin

[£=2, 6 ) "1(“" k)Z(v+1>“E(f>M (4.1)

L (T)
esitsizligi gecerlidir.

Ispat:

T.(9) = Zn:(as COS SX + 3, Sin sx)

s=0

bi¢iminde trigonometrik polinomu ele alalim. Asagidaki esitsizlik gecerlidir.



L, (T) H _;( (n+1) jAs( f)

Lw (T)

<|f-T,

Lu (T)

+(T, —z:;(l_ o

k
S m ](as COS SX+ f3, Sin sx)

Ly (T)

+Zn:[1 = k) j&( f)- Zacossx+ﬁ smsx)( ﬁ}

s=0

Ly (T)

=[f-T]

_ i[l— - ikl)k J(as COS X+ f3, sin sx)

Ly (T) por

Lw (T)

+

L[ 4 N
;IO {f(x+6) Tn(x+0)}{2+§(1 (n+l)chosse}d9

Lv (T)

<[ =Tl + Kall T CHR) =T (b

Lu (T) Ly (T)

+

n k
T, —;[1—0:—1)kj(as COSSX + f3, sin sx)

Lu (T)

S@HK)F =Tl oy *RTw (4.2)
burada

7|1 r
K, Z%J.O 5+;ﬂv(n)cosv9d¢9

n

k
T, - [1_(8—1)&(0[5 COS SX + 3, Sin sX)
n+

s=0

Rn(Tn)M =

Ly (T)
dir.

fel,(T)veT, ell, (n=0,123,...) f yeeniyiyaklagim veren polinom olsun.

Yani,

E,(f)u =[If -T,| (4.3)

Ly (T)

45
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olsun

Bu durumda (4.2 ) ve (4.3) kullanilirsa,

Hf _Zn,k('1 f)

Lw (T)

Zn:vk (a, cOsvX + B, sinvx)
v=1

1

<@+ KDE(F)y +m

(4.4)

Lu (T)

esitsizligi elde edilir.

(Nikol’ski 1948, ) calismasi geregince K, <C, esitsizligi gegerlidir. Bu durumda (4.4)

esitsizligi asagidaki sekilde yazilabilir:

H F=Z,.(, f)HLM )

Zn:v" (@, COSVX+ f3,sinvx)

v=l

SC3En(f)m+#

(n+1)*

(4.5)

Lw (T)

Kabul edelim ki, k sayisi ¢ifttir ve me N sayis1 2™ <n< 2™ esitsizligini sagliyor. Bu
y g glry

durumda

[ =2, 1)

L (T)

1
(n+1)*

T

n

<CE, () +

Ly (T)

<CE (f)y + T T

0

Lw (T)

ol

+
Lwm

T _T®
2V

2v+1

T T

2 m+1

+Zml:\ y m} (4.6)

esitsizligi elde edilir.

T, en iyi yaklasim veren polinom olduguna gore asagidaki esitsizlik elde edilir:

T

2v+1 - T2v

Lw (T)
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T

S‘ 2v+l_f

+Hf -T,

Lu (T) Lu (T)

<E,..(f)y +E, (f)y <2E, (), <2V E (f), (4.7)

(4.7) esitsizligi ve Orlicz uzayinda trigonometrik polinom i¢in Bernstein esitsizligi (

Kokilashvili, 1968, Israfilov, Giiven, 2006) kullanilirsa, asagidaki esitsizlik elde edilir:

k) _7 (k) < (v+1)k‘ _
R L e VS )
(v+1)k
<G 2V E,, (f),, . (4.8)

(4.6) ve(4.8) * dan

H F=2,C f)HLM )

Lu (T)

Lm (T)} (49)

C
<GE,(f)y +m{”1—2 =11

Tn - T2m+1

+Z_l:2(v+l’k E, (f)y+
esitsizligi elde edilir.

2\/
2URE (), <27 > mIE (f), (4.10)

m=2""14+1

esitsizligi gecerlidir. Gergekten,

i mk—l > (2V—l)k—12V—l — 2k(v—1)

m=2""141

Ve E_ (f),, monoton azalan oldugundan

2V
2(v+l)k Ezv(f)M S22k Z mk—lEm(f)M

m=2""141

sonucuna varilmis olur. (4.9) ve (4.10) esitsizlikleri birlestirilirse,

|f-2,.C. )

Lw (T)
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<GE (Dt ] ){E(f)M 2“2{ Z m“Em(f)Mj}

=1\ m=2"141
2m
<GE, (D +(ni+°1)k{Eo(f)M +22k2m“Em(f)M}
m=2

<

s 1)k Z(V+1) TE (P

esitsizligi elde edilir. Sonug olarak K ¢ift ise (4.1) esitsizligi ispat edilmis olur.

Simdi k >3 tek say1 olsun. Bu durumda

Rn(Tn)M
T+ (o, cosvx + A, sinvx (4.11)
“ml ) Lo
yazilabilir. Jafarov 2013 ¢aligmasi1 geregince ,
Co Nk (16D
R <1 E, (T 4.12
M < 2E(0), (412

esitsizligi gecerlidir. Kokilashvili, 1968, Akgiin. Israfilov, 2010 calismalari geregince

v=n+1

E.(f“) <¢ {nE(f)MJrZV“ (f)M} (4.13)

esitsizligi dogrudur. {E, (f), } dizisinin ozelligi ve (4.13) esitsizligi dikkate alinirsa,
asagidaki esitsizlik elde edilir:
n-1

E, (Tn(k‘l) )

v=0

M

<q4z{<v+1>k M+ e B >M}

v=0

sclsnzll{(m)k AE,(T), < G”Zl(vu)“Ev(f)M} (4.14)

v=0
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(4.14), (4.12 ve (4.5) esitsizlikleri kullanilirsa, (4.1) esitsizligi elde edilir. Teorem 4.1

‘in ispat1 tamamlanmis olur.

Teorem 4.2. L,,(T) refleksiv Orlicz uzay1 ve k e N olsun. Bu durumda her bir

f e L, (T) fonksiyonu igin

|t =2, f)HLM n S6M,Ka(f.9), (415
esitsizligi gecerlidir.

Ispat: f e L, (T) olsun. Bu durumda asagidaki esitsizlik gegerlidir:

[F =20 Oy <IF =806 Dy + 4D WA D

L (T)
U, +U¥ (4.16)
Agciktir ki, Ryan, 1963, Israfilov, Giiven, 2006 ¢alismalar1 geregince,

U, =|f=S.¢. D), o, SCr (M)E(T), (4.17)

(™) —
esitsizligi elde edilir.

Ramazaniv, 1984 ve R. Akgiin, D. M. Israfilov, 2008 ¢alismalar1 geregince asagidaki

esitsizlik dogrudur:
E.(f)u <cgk,M)a, (f,2),, . (4.18)
Bu durumda ( 4.17) ve ( 4.18) esitsizlikleri kullanilirsa,
U, =[f =S,¢. Dl i, <ok M)y (F,2),,  (419)
esitsizligi elde edilir.
Not edelim ki, eger k ¢ift ise

SVEA(x, £) = (DF2S(x, 1),

esitligi, eger k tek ise
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SVEA (X, ) = ((DEI2EO(x, 1),

esitligi dogrudur, burada g(x) fonksiyonu g(x)’in trigonometrik eslenigidir.
Bu durumda

(n+1)*

) (. —Ci
. SYC ),y kcift

- (4.20)
(n+1*

SC D, ok tek

Eger k ¢iftise (4.13), (4.20) ve Akgiin, 2013 ¢alismasindaki (3.1) esitsizligi dikkate

alinirsa, asagidaki esitsizlik elde edilir:

U0 =(n+2)*|S;7(, f)

Lw (T)

<cp(n+1) 27 |

A nSaCs )

Lw (T)

<2 Cyy HAﬁ/nSn (, f )HLM 5= 27" C21‘

AyuSal )= 4 f

Ly (T)

SQAM,M“H—SAgDmMU+‘

A7r/n( f )HLM (T)}
<¢(M, K)oy (f, %), (4.21)

Ryan, 1963 ve Israfilov, Giiven, 2006 ¢alismalar1 dikkate alindiginda

SNr(lk) (. f )H <Cy

SO ] P (C 2y

Lu (T)
esitsizligi yazilabilir.

Eger k tek ise (4.20), (4.22) ve (4.2) esitsizlikleri’nin dikkate alinmasi bize sunu

Verir;

Ul =+

SO

Lw (T)

<M+ 8, D ¢, SCs M. K)o (F,2),  (4.23)
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esitsizligi elde edilir.(4.16) , (4.19), (4.21) ve (4.23) esitsizliklerinde istenen (4.15)

esitsizligi elde edilir. Teorem 4.2’ nin ispat1 tamamlanmis olur.

L,(T), p>1 Lebesgue uzaylarinda Teorem 4.1 ve Teoremleri 4.2 sirasiyla
Timan, 1965 ve Il’yasov, 1986 c¢alismalarinda elde edilmistir.
4.2. Siirekli Fonksiyonlar Uzayinda Fonksiyonlarin Fourier Serilerinin Zygmund

Ortalamalan ile Lebesgue Uzayinda Fonksiyonun En Iyi Yaklasimu Arasindaki
Tiski

Lemma4.l fel ,1<p<w, reZ,, keN, o=r+1/p,ve

D> N7, (), <40 (4.24)
n=1

olsun. Bu durumda f hemen hemen her yerde w € C" fonksiyonuyla ¢akisir ve

asagidaki degerlendirme gecerlidir:

v =2, )|
. 4 (4.25)
<C,(k,r, p)( D VIE, (), + n‘kak“"lEV_l(f)p)], neN
v=n+1 v=1

Ispat: (4,24) serisi yakinsak olduguna gore

3 nE, (), <+

n=1

yazilabilir, buradan Konyushkov, 1968 calismasindaki Teorem 2 geregince f ~y €C
( f hemen hemen her yerde w € C fonksiyonu ile ¢akisir) ve asagidaki asagidaki

degerlendirme gecerlidir:

E, ()< cz(p)(n%Em(f)p L3 v“Evl(f)pj. (4.26)

v=n+1

Ayrica, (4.26) degerlendirmesine gore

>, () <Cy(P) [;n“En_l(f)p DYDY v“EH(f)pJ

v=n+1
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= CZ(p)(Zna_lEnl(f)p +ZVé_lEv1(f)panj
n=1 n=1 n=1
<2C,(p)Y N, ,(f), <0 | rel;
n=1

elde edilir. Boylece, Bernstein teoremi (Ornegin bkz. Stechkin 1951, sayfa 236)
w €C" olur ve Stechkin esitsizligi (bkz. Stechkin, 1951, sayfa 237, (5.23)) dikkate

alinirsa,

E, ()< cg(r{nfEn_l(w) £y v”Ev_l(wj

v=n+1

= Cs(r)-Cz(D)(n”En_l(f)p +n' i vE, (1),

v=n+1

+ 3 VTE, (), + D v ,u‘l’_lE#_l(f)pj

v=n+1 v=n+1 H=V+1

< Ca(r)-Cz(p)[n"Enl(f)p +2 ZOO: v7UE,4(f),

v=n+1

0 L U
e RN, S ]

v=n+1 v=n+1

scg(r»cz(p)[nf’En_l(f)p 433 v“Ev_l(f)pj

v=n+1

esitsizligi elde edilir. Eger son esitsizlik (k =1 igin Stechkin, 1961, sayfa 48, (1.3)
esitsizligi ve Kk >1i¢in Timan, 1962, sayfa 742, (4) esitsizligi ve Timan, 1965, sayfa
589, (1.15) esitsizligi calismalarinda dikkate alinirsa,

la-2,.(9)]< C4(k).n‘kzn:vk‘lEH(g), geC , neN
v=1

elde ederiz. Dolayisiyla r € Z, igin

v =2, ™)

|<C. ()N D VE, L ()
v=1



<C, (k).C5(r).C,(p) [n‘k Zn:Vk“"lEH( o

v=1

a3 3 e, 0, S S e (),

1=v+1 u=n+1

<C,C,C, (n"‘ D VETRE, (),
v=1

n H 00
+3n‘kz ,u"‘lEH( f )szk-l +3 Z yHEH( f),
p=l v=1

pu=n+1

<C,(K).C,(NC,(p) (3 S VE, (F), +4nE Y VETIE, () p)

v=n+1 v=1
esitsizligi elde edilir. Lemma 4.1 ispatlanmis olur.

Teorem4.3.1<p<w ,reZ, ,keN, 6 o=r+l/p,eceM, ,ve

in"‘lgn < +00 (4.27)
n=1
olsun. Bu durumda
sup{|y© =2, (' )|; f E,[]}
© n (4.28)
<c(k,r,p) D v7le, +n Y Vg, neN
v=n+1 v=1

burada v, C' fonksiyon sinifindan olmak tizere (4.24) sartin1 saglayan f € E,[£]

fonksiyonuna denk olan fonksiyondur

Ispat: (4.27) serisinin yakinsak olmas1 E, [6‘] — C' olmasi igin gerek ve yeter

sarttir. Gergekten, keyfi f € E [&] fonksiyonu y eC" fonksiyonuna denktir. (4.28)

esitsiligi Lemma 4.1” de ispat edilen (4.25) esitsizliginden elde edilir.

Teorem 4.4 f eC ve keN oldugunu kabul edelim.

a),(f :niﬂjgcs(k)”f—zn,k(f)u, nez,

53
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esitsizligi gecerlidir, burada ¢ =k +[1—(-1)*1/2={k, k cifttir; k+1, Kk tektir} ve
C.(k) =2 +(2k +1)~* dir.

Ispat: T (f:x)trigonometrik polinomu C’de f *ye en iyi yaklasim veren

polinom olsun. Yani, || f —T,(f)||=E,(f)olsun. Bu durumda bilinen
T.(f =2, (T,(F);x) = f(x)-Z,, (f;X)
+T,(F )= fF(X)+Z, (f =T, (f);x) keN

ozdesligi ve ( (bkz. Ornegin, Zhuk, 1982, , 5.260, Lemma 8, Tanim 2 )

calismasindaki,

Z (9 )H <(2k-1)||g| (geC,neZ, keN) esitsizligi geregince

T.(F)=Z, (T ()] <[ £ = Zo (]| +[ T, (F)— ]+

Z, (f=T,(9)

<[ f -2z,, (F)]+2KE,(f) <(2k +1)

Zn,k (f - Zn,k ( f )H
elde edilir.

k sayisi ¢ift say1 oldugunda
T.(F:0=Z,, (T,(F): ) = (D) (n+ )T, (F;%)

esitligi ve diizgiinliilk modiillerinin iyi bilinen 6zelliklerinden (bakiniz, 6rnegin, ( Zhuk,

1982, s. 99-106), asagidakini elde ederiz:

T T
fr <2 f =T (f)|+a, | T.(f);—— |<2XE (f)+2*(n+1D)7*
a)k( n+1j ” n( )“ a)k( n( )n+1j n( ) 7[( )

()

=2E (f)+ 7"

T.(f)=Z, (T,(F)]|<2“E,(f)+ 7 2k +D)|f -Z,, ()]
<(24+@k+D)7* )| f -2, ()|

Eger k say1s1 tek say1 ise

T, (F:0-2,, (T,(F)%) = (D2 (n+1) 9 (F;%)
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esitligi (burada §, g 'nin trigonometrik eslenigidir) ve (Zhuk, 1982, sayfa 115
calismasindaki (127) esitsizliginden elde edilen

2o <m0

esitsizligi geregince,

%lﬂ( £ J <2“UE, (f)+ 2N (n+2) " [T D (f )H
n+1

<2“'E (f)+2'(n+D)7

(0

— 2k+l En(f)+7z_k+l

T,(f)=Z,, (T,(1))
32k+1En(f)+7zk+l(2k+l)Hf _Zn,k(f)H

<2+ (2k +D )

[F =2 ()
elde edilir. Teorem 4.4 ispatlanmistir.

Boliim 4.3. Fonksiyonlarin Agirlikli Orlicz Uzaylarinda Fourier Serilerinin

Lineer Ortalamalari ile Yaklasinm

T ile [, 7] parcasi gosterilmis olsun. L, (T,a)), 0<a, < B, <1 olmak iizere ,

@y, By Boyd indisleri ile agirlikli Orlicz uzay: ve @ € Ay (T ) N A% (T ) olsun.

f el (T,®) fonksiyonu igin

h
(shf)(x):zz_lhj f(x+t)dt, O<h<z, xeT

-h

sekilinde tanimlanan operatérii géz dniine alalm. f €L, (T , a)) fonksiyonu i¢in

Qy (8, f)=sup ﬁ(l—sh_) , 6>0,
' o<hy<s [|=L '
1<i<k Ly (T,(z))
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sekilinde k-diizgiinliik modiiliinii tanilayalim, burada | birim operatoriidiir. Not edelim

ki Q (8, f) k-diizgiinliik modiilii iri taniml fonksiyondur, ¢iinkii, Sy, operatdrii

Ly, (T,a))uzaymda siirli operatordiir. (Israfilov, Giiven, 2006).

f,gel, (T,a)) fonksiyonlari igin €, - (', f ) fonksiyonu stireklidir, negatif
degildir ve asagidaki 6zellikler saglanir:

LILY(}Q,TAW(, f):O; QKA,@(U f +g)SQtA,(u(.’ f)+Qlii/l,(u(.’g)

Ayrica

%+i(ak(f)coskx+bk(f)sin kx) (4.29)
k=1

f e L, (T, ) fonksiyonunun Fourier serisi olsun, burada a, ( f )ve b (f) ise
j,0
fonksiyonunun Fourier katsayilaridir.  f €L, (T : a)) fonksiyonu igin A = {ﬂ“ }i 0

tiggen matrisleri kullanarak,
U, (x f)=4, %+Zn:ﬂ1 (a, (f)cosix+b;(f)sinix).
=1

lineer toplamlamlar1 yardimi ile toplanabilme metodu tanimlayalim. Eger f

fonksiyonunun Fourier serisi  (4.29) bigiminde ise, bu serinin k. mertebeden

Zygmund-Riesz toplamlari

ok
|

Z:(X’f)—%Jlenl:Ll— ](alv(f)cosix+b,(f)sinix).

(n+1)k

bi¢iminde tanimlanir.

fel (T ) a)) fonksiyonu i¢in derecesi n-yi agmayan trigonometric polinomlarla

E.(f )M]w , (n=0,1,2,...) eniyi yaklagim

(), =0T =Tl T €T,
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olarak tanimlanir, burada Il derecesi n-yi asmayan trigonometric polinomlarlar

smifidir. De Vore, G. G. Lorentz, 1993, sayfa 59, Teorem 1.1 ¢alismasi geregince Oyle

Tn* eIl polinomu var ki, en iyi yaklagimi vermektedir. Yani,

n

En(f)M,(a :”f _T*

Ly (T.@)

olur

T. €Il, polinomu

T :%Mi(ci cosix+d,; sinix).

n
i1
sekilinde olsun. T, polinomumun T, esilenigi

T :Zn:(ci sinix—d, cosix).

n
i-1
bigiminde tanimlanir.

Bu ¢alismada, yalnizca ilgilenilen sorular i¢in 6nemli olmayan niceliklere bagli olan

C, C, C,,... sabitleri (genel olarak, farkl iliskilerde farkli) kullaniyoruz.
Eger Tn ell, polinomu i¢in

<c(n+1) ™t

Tn _Un (Tn)

Ly (T.) Ly (T.®)

Ly (T,o) j

esitsizligi saglanirsa, bu durumda diyeceyiz ki, toplanabilme metodu A matris sart1 ile

(k)

SC(n+l)7k Th

Ly (T,w)

I,-v.m)

bew (uygun olarak b,:M ) sartin1 sagliyor ve

Ao

+ > A, cositldt

2z
al=]
0

normlart simirhidir
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Yaklasim teorisinin problemleri agirlikli ve agirliksiz Orlicz uzaylarinda bir cok
yazarlar tarafindan incelenmistir. (Ornegin, bak Akgiin, Israfilov2006; 2010; Akgiin,
2013; Giuven, D. M. Israfilov 2009; Israfilov, Guven, 2005; Jafarov, 2013; Jafarov
2015; Jafarov, 2018; Ramazanov 1984).

Bu boliimde agirlikli Orlicz uzaylarinda fonksiyonlarin Fourier serilerinin lineer
toplamlari ile yaklasimu ile, fonksiyonlarin k. mertebeden Zygmund-Riesz toplamlari ile
yaklasimi arasinda iliski hakkinda gerekli ve yeterli kosul incelenmistit. Ayrica, agirlikli
Orlicz uzaylarinda diizglinliik modiilii cinsinden fonksiyonlarin Fourier serilerinin
toplamlar1 ile yaklagimi incelenir. Bu sonu¢ Smirnov-Orlicz simiflarinda kompleks
diizlemin basit baglantili bolgelerinde tanimlanmis fonksiyonlarin Faber serilerinin
toplamlari ile yaklasimina uygulanmistir. Benzer problemler farkli uzaylarda Cao, 1997;
Chikina, 2013; II’yasov 1986; Jafarov 2018; Jafarov, 2015; Jafarov, 2020; Kokilashvili,
Samko, 2009; Kokilashvili,Tsanava, 2010; Stechkin, 1961; Timan, 1965 calismalarinda

incelenmistir.

Bu ¢aligsmada sonuglarin elde edilmesinde Chikina, 2013; Israfilov, Akgiin, 2006

ve Il’yasov, 1986 ¢aligmalarindaki ispat metodu kullanilmaktadir.

Bu ¢alismada elde edilen sonuclar asagidaki teoremler ile verilir:

Teorem 4.5. L, (T,a)), 1<ay, £ By, <1, sartimi saglayan @y ve p,, Boyd

indisleri ile agirlikli Orlicz uzayi ve o e A olsun Budurumda f €L, (T,a))

Ja

N A

Y

fonksiyonu i¢in

[FO-U Oy selfO-ZE0] @)
olmasi i¢in gerek ve yeter sart f €L, (T : a)) igin
LIORCACLY IFELT N0 R CLY I C

olmasidir.

Ispat: Gereklilik. Agiktir ki, (4.31) esitsizligi (4.30 esitsizliginden elde edilir
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Yeterlilik. f €L, (F, a)) ve T ell (n =O,1,2,...) en iyi yaklagim veren

polinom olsun. Bu durumda agagidakini elde ederiz:

[f-U.( 1)

Ly (T @)
S”f -T Lu(T.@) T, _U”(" f) L (T.@) (5 F=T) L (T @)
( ) ® Zrll( (.'Tn) LM(T’Q)—FClOEn(f)M,wSCllEn(f)M,(u
+C12( Ly (T.0) +Hf =2 (- f) () T Zy (- t-T) LM(T,w))
csE, (), , +CuE, (f)M'm+c15Hf “Zy ()] g+ G (T,

sclgEn(f)M’w+cme ~ZX( 1)

Lty S0 |f-zx(. 1)

Lw (T.) .

Teorem 4.5 ispat edildi.

Teorem 4.6. L, (T,a)), 1<ay, < By <1 sartini saglayan @), ve f,, Boyd
indisleri ile agirlikli Orlicz uzayi ve e A., ~A., olsun Budurumda f €L, (T,a))

LT/

fonksiyonu i¢in

Hf (')_Un(" f)

<e|f()-Zi(.f)] @32

LM T w Ly (T @)

olmasi i¢in gerek ve yeter sart asagidaki sartlarin saglanmasidir:

(P)

=0(1);

L (T ,w)

(ii) Eger k ¢iftise U, (-, f)toplaml (bk,M) sartint sagliyor; eger k tekise U, (- )

toplamu1 (b;,M) sartin1 sagliyor.

Ispat: Gereklilik. 1< q < p <o olsun. Timan 1965 calismasi geregince Z,lf (', f )

toplamu L, (T) ve L, (T) Lebesgue uzaylarinda sinirlidir. Bu durumda (Israfilov,

Guven, 2006, Teorem 7, Lemma 1) ¢alismasina gore =0(2) olur.

Ly (T.®)

(4.32) geregince =0(1) elde ederiz. f €Ly, (T,®) olsun. Bu

L (T.@)

durumda asagidaki esitsizlik gecerlidir:
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k
Hf -2 (" f) Ly (T.@)
kI
SRR RTINS
Lm (T @)
=U, +Ul.
Aciktir ki Israfilov., A, Guven, 2006 ¢alismasindan
U, =|f-S(.f) ey SCaB (),
(4.34)

<c,(n+1)" H f®)

Ly (T.0)
elde edilir

Eger k cift say1 ise

3v'A (0 ) = (245 (1),

ve k tek sayist ise

;vu\(x, f)=(-1)" % s¥ (x, ).

elde edilir, burada g(x) fonksiyonu g(x) fonksiyonunun trigonometric eslenigidir.

Bu durumda

“IsM (1) , k—even

Lu (T @)

, k—odd.

Ly (T.@)

(4.35)

RGN S

olur.

(4.35) bagintis1 ve Israfilov., A, Guven, 2006 caligmasi geregince k ¢ift say1
oldugunda



ng) - (n +1)_k Hsrgk) (" f )HLk(T,w)

(4.36)
K
<Cy(n+1) Hf(k) )’
elde edilir, eger k tek sayi ise
0 =(nea st )
© 4,
el (4.37)
<C,(n+1) " ||f i

bulunur.

(4.33), (4.34) ve (4.37) bagintilar1 dikkate alinirsa, k ¢ift say1 oldugunda
f el (T,a)) vefl e Ly, (T,a)) icin

Jt-29(.1)

<y (n+1) " H f (k)H

Ly (T.0)

esitsizligi elde edilir ve k tek say1 oldugunda f e Ly, (T,®) ve t* cL,, (T, o)

fonksiyonlar1 i¢in

[f=2¢ ) <Cp(n+1)

f(k)H.

Ly (T.@)

esitsizligi bulunur.

Yeterlilik T, €Il polinomu icin agagidaki esitsizlikler gegerlidir:

_ (k) . < -k (k) - .
T.-Z,"(-T,) (T <(n+1) T, Lty ST k cift say1  (4.38)
(k) —k [f- (k) 5 ,
T.—-Z, (-T,) <(n+1) " |Ta , eger k tek say1ise (4.39)
Ly (T,a)) Ly (T,a))

(4.38), (4.39) ve (ii) sart1 kullanilirsa

Ly (T.@)

Tn _Un ("Tn)

<Cy

Tn - Zr(lk) ("Tn )

Ly (T.0)

esitsizligi elde edilir



Son esitsizlikten ve Teorem 4.5 den (4.32) elde edilir. Teorem 4.6 ispat edildi.

Teorem 4.7. L, (T,a)), 1<ay, < By <1 sartini saglayan @), ve f,, Boyd

indisleri ile agirlikli Orlicz uzayi ve e A., ~A., olsun. Eger toplama metodu A

Jaw Vb

matrisi ile (bk'M) veya b;’M sartin1 sagliyorsa, bu durumda f €L, (T,a)) fonksiyonu

icin

[f()-U, (1)

1
k
a(ra) = S0 [—n ik j (4.40)

esitsizligi saglanir, burada C, >0 sabiti n-den bagimsizdur.

ispat: Kabul edelim ki (b, ) sart: saglanir. f €Ly, (T,@) ve T, €Il
polinomu f ’ ye en iyi yaklasim veren polinom olsun. Not edelim ki U, ( f ) =A*f
dir. Budurumda 1<q< p <o ise (Timan, 1965) c¢alismasi geregince U, ( f )
operatorii Lp (T) ve LO| (T) Lebesgue uzaylarinda sinirlidir. (Israfilov., A, Guven,

2006 ) ¢alismasindaki Lemma 1’in ispat metodu kullanilirsa, géstermek olur ki, U | ( f

operatorii L, (T,a)) uzayinda simirhidir. Yani, |, ( f . ) = Can 1]l dir. Bu
m(1.@ Lv (T @)
durumda asagidaki esitsizlik elde edilir:
Hf _U“(" f) Ly (T @)
< ||f _Tn”LM(T,w) h Tn _Un (.’ f ) Ly (T.®)
+‘Un ("Tn)_Un (.’ f ) Ly (T.®)
e (4.41)
<CyE, (f )M +CyE, (f )M A Cyn T
’ ’ Ly (T.o)
<C,E, (F),  +Ciun™ T
Y Lw (T.@)

Bernstein esitsizligi ve ( Israfilov, Guven, 2006, Lemma 3 ve bagint1 (15) ) ¢alismasi

geregince f — f operatoriiniin L, (T,a)) uzayinda sinirl oldugu dikkate alinirsa,

62
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T

-k

n -k

T(k)

n

< C34n
Ly (T.0)

1
<Cdy (n_+1 f j (4.42)

Ly (T.®)

elde edilir.

Ote yandan (Israfilov, Guven, 2006 ) calismasi geregince L, (T : a)) uzayinda yaklasim

teorisinin diiz teoremine gore

1
En ( f )M,a} < C3GQ:/I @ (m' f j (443)

esitsizligi gecerlidir. ( 4.41)-(4.43 ) bagntilar1 dikkate alinirsa,

[f-U. (1)

1
< K —
Lu(T0) —037QM'w(n+1’ f)' (4.44)

elde edilir.

Eger A matriis yardimi ile olusan toplama metodu (b;’M ) sartin1 sagliyorsa, bu durumda

ispat yukaridakina benzer sekilde yapilir. Teorem 4.7 ispat edildi.

Teorem 4.8.. L, (T,a)), 1<ay < By <1, sartima saglayan @) ve f,, Boyd

indisleri ile agirlikli Orlicz uzayi ve e A., ~A., olsun. Eger toplama metodu A

Jaw Vb

matrisi ile (bk'M) veya b;’M sartin1 sagliyorsa, bu durumda f €L, (T,a)) fonksiyonu

i¢in
(0., ( F))<cy, (6, F) (4.45)

olur, burada C; >0 sabiti n, f ve & dan bagimh degildir.

Ispat: ( D. M. Israfilov, Guven, 2006) calismasi geregince



(6, U, (F)-1,)<cy

U, (- f)-f

b (T-) (4.46)

esitsizligi gecerlidier.
02> (n +1)71 olsun. Teorem 4.7 ve (4.46) bagintis1 kullanilirsa,

aQy (8., (f))<ay, (5 )+, (5.U, (- f)- 1)
U, (- f)-f

Ly (T.®)

<Oy (8, F)+Cy

Ly (T.@)

. (4.47)
<Qy (8, )+, , (n_+1 f}s o (6, F).

elde edilir.

Simdi kabul edelimki & <(n +1)_1 esitsizligi saglanir. ( Israfilov, Guven, 2006)

caligmalar1 geregince

QL (6,0, (F))<c,s U (- 1)

Ly (T.@)

1

<o S <o (E U, (f )J (4.48)

U,(-f)

Ly (T.o)

1

<" (n+1) Q:,,’w(ﬁ,un(f)jgc%Qk,,’m(& f)

olur. (4.47) ve (4.48] esitsizlikleri kullanilirsa, Teorem 4.8 in (4.45) esitsizligi elde
edilir.

G, C kompleks diizlemde I’ diizeltilebilir Jordan egrisi ile sinirli sonlu bir

bolge olsun. G~ :=extI’ ve
T.={weC:jw/=1}, D=intT ve D™ :=extT
gosterelim.

W= ¢(Z) iIse G~ bolgesini D~ bdlgesine doniistiiren fonksiyon olsun ve
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§(m) =, P2 50

71— Z
sartlar1 saglansin. 4 fonksiyonunun tersini ¥ ile gosterelim.

I' iizerinde tammmli @ agirlik fonksiyonuna karsilik T gemberi iizerinde

@, (t) = a)(l// (t)), t €T bigiminde tanimli @, agirlik fonksiyonunu tanimlayalim.
f el (I'®) fonksiyonu igin

fo(t)="f(w(t)) teT
biciminde fonksiyon tanimlayalim.

Eger I Dini-diizgiin egri ise bu durumda 6yle Cq ve C; sabitleri var ki,

0<c, <

v'(t) <c, <oo, [t|>1 (4.49)
sart1 saglanir (Warschawskii, 1932) .

Eger I Dini-diizgiin egri ise bu durumda (4.49) geregince f, €L, (T,a)o) ve

f eLy (T, @) olur.

[ diizeltilebilir egri ve f € L'(T)olsun. Bu durumda

f*(z):—ifﬁds, 2eG

27y s—12

bigiminde tammlanan f* fonksiyonu G bdlgesinde analitik olur. Not edelim ki eger

O<ay, By <Ll weA, (T)NnA, (T) Ve f el (F,a)) ise [16, Israfilov, R. Akgiin,

am P

2006] caligmasi geregince " € E,, (G,Cf)) olur.

Kabul edelimki ¢, (Z), k=0,12,... polinomlar1 G bdlgesine gore Faber

polinomlardir. GuUT ile iligkili @, (Z), k=0,1,2,... Faber polinomlari
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() ,ce teD (450

a¢ilimindan tanimlanir ve asagidaki esitlikler gecerlidir ( Suetin, 1998, sayfa 33-48):

_1 ety .
rzﬁk(Z)—ZﬂiTW(t)_Z t, zeG, (4.51)
_ gk 1 ¢k(3)| _
#(2)=¢ (Z)+27zi s 2€6

f €E, (G,a)) olsun. f € El(G) olduguna gore her bir zeG igin

f(z)= 1 If(s)ds_ 1 J‘f(‘/’(t))'/’,(t)dt

27iy s—z 27y w(t)-z
olur.

. Son esitlik ve (4.50) agilim1 kullanilirsa f fonksiyonu ile ilgili

f(z)~Za1(f)¢,(z), 7eG (4.52)

0
i=0

seri agilimini elde ederiz, burada,

f t
a, ()= | (75 Dat, i-012,..
2riy  t7
(4.52) serisine f fonksiyonun Faber serisi adi verilir a(f) katsaylarina ise f

fonksiyonunun Faber katsaylar: dir

Kabul edelimki (4.52) serisi f € E, (G,w) fonksiyonunun Faber serisidir.. f

Joo

fonksiyonu igin A = {i, J-} ticgen matrislerini kullanarak,

i,j=0

U,(2.1)=3 4 (1) (2)
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lineer toplamlarini tanimlayalim

(4.52) serisinin n. kismi toplamlar1 ve k. mertebeden Zygmund toplamlari

sirastyla

olarak tanimlanir.

I' Dini-diizgiin egri olsun. f; fonksiyonunun T iizerinde agisal sir

degerlerini kullanarak, f €L, (F,a)) fonksiyonunun k =1,2,3,... i¢in K. diizgiinlik

modiliini
Qo (£.6)=0 . (1,.6), §>0
biciminde tanimlayalim

Teorem 4.9.. I Dini-diizgiin egri, L, (T) refleksiv Orlicz uzayi ve

weA,, A, olsun. Eger toplanabilme metodu A matrisi ile (bk M) veya (bk M)
Jow Vb ’ '

sartin1 sagliyorsa, bu durumda f € E, (G, a)) fonksiyonu i¢in

Hf (')_Un (" f )

1
k
Ly (To) S G ( f ’mj (4.53)

degerlendirmesi gegerlidir, burada Cg sabiti n den bagimsizdir.

Ispat:. f el,, (G,a)) olsun. Teorem 3.5 geregince A:E,, (D,a)) —E, (G,a))

operatdrii bire-bir ve ortendir ve A(f,")=f olur. f fonksiyonu icin

f(2)~a, (1) (2).

m=0
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Faber serisi gecerlidir. [16, D. M. Israfilov, R. Akgiin, 2006] c¢alismasindaki Lemma 1

kullanilirsa f,” € E,, (D,a)) elde edilir. Bu durumda f;" fonksiyonu i¢in

iam(f)wm.

m=0

actlimi dogrudur. Not edelim ki f;" € E' ( D) dir. Bu durumda simir fonksiyon

f, el (T,a)) dir. ( Duren, 1970, Teorem 3.4) calismas: geregince f, smir fonksiyonu

i¢in

£ (w)~Ya ()e™.

m=0

Fourier seri agilimi elde edilir. Teorem 3.4 geregince A:E, (D,a)) —E, (G o)

operatorii sinirhdir. Eger A:E,, (D, a)) - E, (G, a)) operatoriiniin sinirl oldugu ve

Teorem 4.7 dikkate alinirsa, bu durumda asagidakini elde ederiz:

0,0l
= HA( f0+)_ A(Un (,1 f0+)) o f0+ _Un (" f0+)

1 .. 1
§C4SQ:§/|,% (Ev fo j:C49Qlk",M,w (H, fj-

S(:47‘

L (T %)

(4.53) esitsizligi ispat edildi.
Sonu¢ 4.1. Teorem 4.5 ve Teorem 4.7 de elde edlen sonuglar k. mertebeden
Zygmund- Riesz toplamlari iginde gegerlidir

Uyan 4.1.L,, (T,a)), I<ay, £ By <1, sartini saglayan @, ve p, Boyd

indisleri ile agirlikli Orlicz uzayi ve e A,, ~ A, olsun. Bu durumda (Israfilov.,

Jaw Vo

A, Guven,2006 ¢alismasindaki Teorem 4 geregince f €L, (T : a)) fonksiyonu i¢in
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Q. G fjs CeN %" {EO (P +Zn:m2k‘1Em (f )M]w} (4.54)
m=1

esitsizligi gecerlidir, burada Gy, sabiti n’den bagimsizdir. Eger A matrisi yardimiyla

olusan toplanabilme metodu (bk'M) veya (b,:M) sarin1 sagliyorsa, bu durumda

f el (T , a)) fonksiyonu i¢in (4.40) bagintis1 ve (4.54 ) esitsizliginden

-0, (1)

Ly S G {EO (F ot ;mZk‘lEm (f )M’w} (4.55)

esitsizligi elde edilir. (4.55) esitsizligi k. mertebeden Zygmund-Riesz toplamlari igin de
gegerlidir. Not edelim ki, (4.55) esitsizligi L, (T ), 1< p <0 uzayiigin [40, M.F. Timan

1965] calismasinda ispat edilmistir.
4.4. Musielak-Orlicz Uzaylarinda De la Vallée-Poussin Ortalamalarinin Eszamanh
Yaklasim Ozellikleri

Musielak — Orlicz uzaylarinda fonksiyonlarin polinomsal yaklasim problemlerinin
uzun bir gegmisi bulunkaktadir. Oteleme degismezligi 6zelligini saglayan Orlicz
uzaylari, Musielak — Orlicz uzaylarinin 6zel bir halidir. Bu uzaylarda fonksiyonlarin
polinomsal yaklasim problemleri ¢esitli matematikg¢iler tarafindan Cohen , 1978; Garidi
, 1991; Israfilov, Guven , 2006; Israfilov, Oktay, Akgun , 2005; Israfilov, Akgiin, 2006 ;
Jafarov, 2011; Jafarov, 2016; Jafarov, 2012; Jafarov, 2013; Kokilashvili, 1965;
Kokilashvili, 1966; Ponomarenko, 1966; Ramazanov, 1984; Tsyganok, 1966; Yildirr,
2012; Yildirir, Israfilov, 2010) c¢alismalarinda incelenmistir. Genel olarak Musielak —
Orlicz uzaylarinda, L** degisken iislii Lebesgue uzaylarinda goriilebilecegi gibi dteleme
degismezligi Ozelligi saglanmayabilir. L°*" uzayinda trigonometrik polinomsal
yaklasimla ilgili gesitli esitsizlikler Akgtin , 2011; Akgiin, Kokilasvili , 2012; Guven ,
Israfilov , 2010; Israfilov,Kokilashvili, 2007; Sharapudinov, 2007; Sharapudinov, 2013,
caligmalarinda elde edilmistir. Not edelm ki, Musielak — Orlicz uzayindaki 6teleme
degismezligi hipotezi altinda Musielak'in 1997 ¢alismasinda bazi trigonometrik yaklasim

esitsizlikleri elde edilmistir. .

Bu bolimde Musielak — Orlicz uzaylarinda De la Vallée — Poussin ortalamalarinin

es zamanh yaklasim Ozellikleri | ci mertebeden diizgiinlik modiilii cinsinden
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incelenmektedir.. Ayrica, Musielak — Orlicz uzaylarinda diizgiinliilk modiilii n ci kismi
toplamlar ve De la Vallée — Poussin ortalamalari cinsinden alttan ve {istten
degerlendirilmektedir. Farkli uzaylardaki benzer problemler bir¢ok yazarlar tarafindan
incelenmistir (6rnegin bakinmiz, Gavriljuk, 1963; Guven, Israfilov,, 2009; Israfilov,
Testici, 2018; Israfilov, Testici, 2018; Kokilashvili, Samko , 2009; Ovsi le Yu, Serdyuk,
2011; Prestin, 1987; Stechkin, 1961; Stechkin, 1978; Sharapudinov, 2014; Serdyuk, Ovs1
le Yu, Musienko, 2012; Simonov, Tikhonov , 2006; Simonov, Tikhonov, 2008; Timan,
1965; Timan , 1963; Yildirir, Israfilov, 2011; Vallée- Poussin Ch La 1918)

Teeorem 4.10. f eW (reN), pe®(N,DL), m=0,12,..,rve neNolsun. Bu

durumda
Hf(m)_v(m)(f)u < % o (l’f(f))
n PR R
degerlendirmesi dogrudur, burada c,, >0 sabiti n ’ den bagimsizdir.

ispat: f eW, ve T eIl (n=0,12,..) ise f fonksiyonuna en iyi yaklagim

veren polinom olsun. Asagidaki esitsizlik gecerlidir:

H £ _y M (f )H
9
< H £ _ (Tn*)(m) H(p + H(Tn*)(m) _Vn(m) (f )H(p (4.56)

Teorem 3.7 ve 3.8 geregince

[ =™, < e Bl (F™),
s—cg‘f E,(f) SC%Q' (l f(r)j- (4.57)
nr m 4 nl' m 14 n

degerlendirmesi elde edilir.
Diger taraftan Lemma 3.2, Teorem 3.8 ve Sonug 3.1 kullanilirsa,

)™ v ()

<en™{NVo(D) =], +]F =T,

J
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m C]_ 1 r
<c,on {n_EQI‘”(H f ’j+ En(f)(p}

<lu g (1, f(’)} (4.58)
n n
elde edilir.

(4.56) , (4.57) ve (4.58) degerlendirmeleri bize

m m C 1 r
[ T )Hﬁﬁﬁl(;’ f<>j

esitsizligini verir.
Teorem 4.10 ispat edildi.

Teorem4.11. fel”, @e®(N,DL)ve neNolsun.Bu durumda asagidaki

esitsizlikler gegerlidir:

1.

VD] -V, (D, )

C3ZQ:/, [%, f ) < (n—ZI
(1
<c Q) (ﬁ’ fj, (4.59)

burada c,, ve c,; sabitleri n’den bagimsizdilar,

<c, Q) (% f j (4.60)

burada c,, ve c, sabitleri n’den bagimsizdilar.

Ispat: ( Akgiin, Yildirir, 2018) calismas1 geregince
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Q) (i,vn(f)j <cgn ™ V(1)) (4.61)
n ®

esitsizligi gecerlidir. QL) (%, f) diizgiinliik modiiliiniin 6zelligi ve (4.61) dikkate

alinirsa,
ofss
n
s(eu%,f—wmn)+au%Aauwﬂ
<c, (||f ~V,(f)], +n? yvn@')(f)uw). (4.62)
elde edilir.

Qy o ) diizgiinliik modiiliinii alttan degerlenirelim. Teorem 3.7 ve ( Akgiin,

Yildirir, 2018) ¢aligsmasi geregince asagidaki esitsizlikler gecerlidir:

1
E.(f), < c459;, (n_+1 f ) (4.63)
1
n2 Ve () <c, O | — f|. 4.64
M ()], <ce w(n+1 j (4.64)

V,(f,x), (3.6) serisinin Vallée — Poussin toplami ve T, eI1 ise f fonksiyonunun L,

uzayinda en iyi polinomsal yaklagimi olsun, yani H f-T

=E,(f),dir. Budurumda
P

asagidaki esitsizligi yazabiliriz:

[f-v. (D,

s”f =T +

4

T -V, (f )Hw

<cyE (f), +

-1,
<ceE (f), (4.65)

(4.63), (4.64) ve (4.65) degerlendirmeleri kullanilirsa,
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V)], + V()

sw{@' [i,vn(f)}En(f) ]
“{n+1 ?

scso[sz:,,(i, ol —vn(f»+En(f)¢j
n+1 n+1

1
<c, Q! (. 1), (4.66)

bulunur.

(4.62) ve (4.66) degerlendirmeleri dikkate alinirsa, Teorem 4.11’in (4.59)

degerlendirilmesi elde edilir.

( Akgiin, Yildirir, 2018) caligmast geregince Oyle c., >0 sabiti var Ki
||f—Sn(f)||w£052En(f)w. (4.67)

esitsizligi saglanir.

(4.67) esitsizligi kullanilarak, (4.60) degerlendirilmesinin ispati (4.59)

degerlendirilmesinin ispatina benzer sekilde yapilir.

Teorem 4.11 ispat edildi.

73
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5. SONUCLAR ve ONERILER
5.1.Sonuclar

Bu tez c¢alismasinda ilk once Orlicz uzayinda fonksiyonun Fourier serisinin
Zygmund toplamlar1 ile yaklasimi incelenir. Elde edilen sonuglar en iyi yaklasim ve
diizgiinlik modiilii cinsinden verilmektedir. Ilave olarak siirekli fonksiyonlar uzayinda
fonksiyonlarin ~ Fourier serilerinin Zygmund toplamlar1 ile Lebesgue uzayinda
fonksiyonun en iyi yaklasimi arasindaki iligki incelenmistir. Ayrica, siirekli fonksiyonlar
uzayinda fonksiyonun diizgiinlilk modiilii, fonksiyonun Fourier serilerinin Zygmund
toplamlarinin yaklagimi ile tistten degerlendirilmektedir. Bu calismada agirlikli Orlicz
uzaylarinda Fourier serilerinin lineer ortalamalar ile fonksiyonlarin yaklagimi incelenir.
Bu sonug, kompleks diizlemin basit baglantili bolgesinde tanimlanan agirlikli Smirnov-
Orlicz smiflarindaki fonksiyonlarin Faber serilerinin liner ortalamalari ile yaklagimina
uygulanmaktadir. Musielak-Orlicz uzaylarinda Fourier serilerinin De la Vallée-Poussin
ortalamalarinin eszamanli yaklasim 6zellikleri diizgiinliik modiilii cinsinden incelenir.
Diizgiinliik modiilii cinsinden eszamanl yaklasimin diiz teoremi ispat edilir. Ayrica
Musielak-Orlicz uzaylarinda diizgiinliik modiilii, kismi toplamlar ve De la Vallée-Poussin
ortalamalar1 cinsinden asagidan ve yukaridan degerlendirilmektedir.

5.2. Oneriler

Fonksiyonun Fourier serisinin Zygmund toplamlari ile yaklasimi diger uzaylarda (
Morrey, Degisken islii Lebesgue uzaylarinda, Lorentz uzaylarinda) incelenebilir. Elde
edilen sonuglar daha genel uzaylarda en iyi yaklasim ve diizgiinlik modiilii cinsinden
incelenebilir. Siirekli fonksiyonlar uzayinda fonksiyonlarin Fourier serilerinin Zygmund
toplamlart ile bagka uzaylarda fonksiyonun en iyi yaklagimi arasindaki iliski incelenebilir.
Ayrica, siirekli fonksiyonlar uzayinda fonksiyonun diizgiinliik modiilii, fonksiyonun
Fourier serilerinin Zygmund toplamlarinin yaklagimu ile alttan degerlendirilebilir. Bagka
uzaylarinda Fourier serilerinin lineer ortalamalar1 ile fonksiyonlarin yaklasimi
incelenebilir. Elde edilen sonug, kompleks diizlemin basit baglantili bolgesinde
tanimlanan diger fonksiyon smiflarindaki (6rnegin, Morrey-Smirnov), fonksiyonlarin
Faber serilerinin liner ortalamalar1 ile yaklagimina uygulanabilir. Diger fonksiyon
uzaylarinda Fourier serilerinin De la Vallée-Poussin ortalamalarinin eszamanh yaklasim
ozellikleri diizgiinlik modiilii cinsinden incelenebilir. Diizgilinlilk modiilii cinsinden

eszamanli yaklagimin diiz teoremi diger uzaylarda ispat edilebir. Ayrica diger uzaylarda
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diizgiinlik modiili, kismi toplamlar ve De la Vallée-Poussin ortalamalar1 cinsinden

asagidan ve yukaridan degerlendirilebilir.
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