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OZET

YUKSEK LiSANS TEZIi

KESIRLI BiR Di.FE.RANSiY'EI.J DENKLEMiN BAZI ANALITIK
COZUMLERININ INCELENMESI

Ozlem OKUMUS

Mus Alparslan Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Dog. Dr. Zeliha KORPINAR

Bu calismada bazi kesirli diferansiyel denklemlerin p-Laplace doniisiimii kullanilarak Caputo
tiirev operatorleri yardimiyla analitik ¢oziimleri elde edildi. Bulunan ¢oziimlerin iki ve {i¢ boyutlu
grafikleri Matlab programi kullanilarak ¢izildi. Kesirli diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde p-Laplace
doniistimii kullanilmasinin avantajlart incelendi.

2023, 34 Sayfa

Anahtar Kelimeler: p-Laplace Doniigiimii, Caputo Kesirli Tiirev Operatorii, Gamma
Fonksiyonu, Boussinesq Denklem Sistemi.



ABSTRACT

MASTER THESIS

INVESTIGATION OF THE SOME ANALYTICAL SOLUTIONS OF A
FRACTIONAL DIFFERENTIAL
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Advisor: Assoc. Prof.Dr.Zeliha KORPINAR

In this study, analytical solutions are obtained by using p-Laplace transformation with the help of
caputo derivative operator.2- dimensional and 3- dimensional graphs are drawn for the obtained solutions
by using Matlab program. The advantages of using the p-Laplace transform in solving fractional
differential equations are examined.
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1. GIRIS

Kesirli analiz, klasik diferansiyelin genellestirilmesi ve keyfi tamsay1 olmayan
diizene entegre edilmesidir. Kesirli analizin avantaji, kesirli tiirev ve kesirli integralin
yerel olmamasidir. Son zamanlarda, fizik (Morales-Delgado ve ark., 2018; Hristov,
2019), mekanik bilimler (Hristov, 2019; Sheikh ve ark., 2017), miithendislik ve biyoloji
(lyiola ve Zaman, 2014) gibi pek ¢ok alanlardaki birgok olay kesirli tiirevler
kullanilarak modellenmektedir. Kesirli hesap, biyolojik yapidan etkilenmis bellek ya da
harcanan zaman gibi belirli fiziksel 6zellikleri tanimlamak i¢in miikemmel bir aragtir.
Kesirli diftizyon denklemleri fizikte oldugu kadar biyolojide de kesirli hesaplamalarin
uygulamalar1 agisindan 6nemli bir yere sahiptir (Hristov, 2017). Podlubny (1998)
yaptig1 calismada, kesirli operatorlerin kullanimiyla difiizyon denklemini olusturmustur.
Biyolojik bir toplulugun uzamsal-zamansal dinamiklerinin, difiizyon-reaksiyon
denklemleriyle niteliksel olarak tanimlanabilecegi yaygin olarak kabul edilmektedir
(Khan ve ark, 2011). Istisnai bir durum, popiilasyon dinamiklerinin karmasik
tanimlamalar1 olmasma ragmen birka¢ durumda nispeten kolay tek tiir modelleri
sunmasidir. Bu anlamda bazi bilim adamlari (El-Sayed ve ark., 2019.) biyolojik
poplilasyonlarin uzaysal difiizyonunda ortaya ¢ikan tek tiir parabolik dogrusal ve
dogrusal olmayan kesirli diferansiyel denklemleri inceledi. Biyolojik modellerde,
biyolojik hiicre hacmi sabit tutulur ve hiicre biiyiimesi, yapisal bozulma hizi seklini alan
seyreltme ile modellenir (Sjoberg ve ark., 2009). Adriaen ve Max Planck, istatistiksel
fizigin yaygin olarak kullanilan klasik denklemlerinden biri olan pargacigin konum ve
hizinin olasilik yogunluk fonksiyonunun tome evrimini agiklamak igin Fokker-Planck
denklemini tanittr. Fokker—Planck denklemleri, astrofizik problemleri, biyolojik
uygulamalar, kimyasal fizik, ekonomi, gazlarda elektron gevsemesi, c¢ekirdeklenme,
optik kararsizlik, polimer dinamigi, kuantum optigi, reaktif sistemler ve ¢ok sayida
bagska uygulama dahil olmak {izere c¢esitli alanlarda ortaya ¢ikar. Fokker-Planck
denklemi zamana baghdir ve sonlu bir hacim semasiyla ayriklastirilir (Farm ve ark.,
2004). Santos ve arkadaslar1 (2018) Fokker-Planck denklemini tekil olmayan ¢ekirdekle
bir kesirli tiirev operatorii kullanarak incelemislerdir. Singh ve arkadaslari (2020)
Cantor kiimesinde yerel kesirli Fokker—Planck denkleminin (LFFPE) ¢oziimiini
hesaplamis ve yerel nitelikte kesirli tiirev operatdriine sahip diferansiyel denklemleri

¢ozmek icin ¢ok basarili ve basit olan iki RDTM ve LFSEM tekniginin 6nemli



ozelliklerini gostermislerdir. Zhou ve ark., (2017) Fokker—Planck denklemiyle noral
tiimor ve ila¢ molekiilleri arasinda incelenen sinyal iletim sorununu incelemislerdir.

Son zamanlarda birgok farkli alanda yapilan arastirmalarda farkl kesirli tiirev ve
integral operatorleri kullanilarak kesirli hesaplamalar yapilmistir (Gomez-Aguilar ve
ark., 2015; Prajapati ve ark., 2016; Kachhia ve Atangana, 2021; Saad ve ark., 2018).
Caputo kesirli tiirev (Caputo, 1969), Caputo—Fabrizio kesirli tiirev (Caputo ve ark.,
2015), Atangana—Baleanu kesirli tiirev (Atangana ve Baleanu, 2016), Atangana—Koca
kesirli tiirev (Atangana ve Koca, 2017), Fraktal kesirli tiirev (Atangana, 2007) bu kesirli
tirev operatorlerinden bazilaridir. Singh ve arkadaslar1 (2020) bazi olaylarin dinamik
davraniglarin1 analiz etmek icin Atangana—Baleanu tiirevi kullanarak dogrusal olmayan
bir denklem sistemini incelemislerdir. Saad ve arkadaslar1 (2017) zaman-uzay Kesirli
gaz dinamigi denklemi i¢in g-homotopi analiz yontemi kullanarak grafiksel ¢oziimler
elde etmislerdir. Veeresha ve arkadaslart (2020) tarafindan Kesirli genellestirilmis
Fisher—Kolmogorov denklemi ile Mittag-Leffler ¢ekirdegi icin analitik yaklagim elde
edilmistir.

Kesirli hesaplamalarin en 6nemli avantajlarindan biri diferansiyel denklemleri
cozerken cesitli kesirli diferansiyel operatorlerle c¢alismaktir. Kesirli diferansiyel
denklemlerin analitik ve sayisal ¢Oziimlerini bulmak igin ¢esitli yontemler vardir
(Kachhia, 2020; Prakash and Kumar, 2018; Solis-Pérez ve ark., 2018; Atangana ve
Owolabi,2018; Daftardar-Gejji ve Jafari, 2006; Saad ve ark., 2020).

Genellestirilmis Caputo kesirli tiirevi Katungampola (2020) tarafindan
tanitilmigtir. Sene ve Gomez-Aguilar (2019), Caputo genellestirilmis kesirli tiirevle
aciklanan elektrik devrelerinin analitik ¢oziimlerini arastirmislardir. Sene (2019), belirli
genellestirilmis kesirli difiizyon denklemlerinin analitik ve sayisal ¢oziimlerini elde
etmistir. Sene ve Gomez-Aguilar (2019), genellestirilmis Caputo kesirli tiirevi ile
tanimlanan kesirli kiitle yayr damper sistemini incelemislerdir. Bhangale ve Kachhia,
Caputo genellestirilmis kesirli tiirev ile plazma ve dielektrik ortamda kesirli
elektromanyetik dalgalari incelemislerdir (Bhangale ve Kachhia, 2020).

Genellestirilmis Caputo kesirli tiirevle kesirli diferansiyel denklemleri ¢ozmek
icin gesitli yontemler gelistirilmistir. Son zamanlarda, Kachhiave Prajapoti(2020),
bilesik kesirli tiirev operatorii ile dogrusal ve dogrusal olmayan kesirli diferansiyel
denklemlerin ¢6ziimii i¢in genellestirilmis yinelemeli yontemi kullanmiglardir. Sene ve
Fall (2019), genellestirilmis Caputo kesirli tiirevi ile kesirli diferansiyel denklemleri

¢ozmek ic¢in homotopi pertiirbasyon yontemini gelistirmiglerdir. Sene (2019),



genellestirilmis Caputo kesirli tiirevi ile belirli genellestirilmis kesirli difiizyon
modellerini ¢ézmek i¢in sayisal semalar Onermistir. Son zamanlarda, Fahd ve
Abdeljawad (2018), genellestirilmis Caputo kesirli tiirevlerinin Laplace doniisiimlerini

incelemislerdir.

Bu calismada baz1 kesirli diferansiyel denklemlerin ¢ozlimlerini Genellestirilmis
Caputo kesirli tiirevleri kullanilarak p-Laplace doniisiimii yardimiyla yeni bir iteratif
yontemle elde edilmistir. Kesirli tiirevli lineer olmayan Boussinesq denklem sistemi

tizerinde ¢alisilmistir. Bu denklem sistemi su sekilde tanimlanabilir.

Kesirli Tiirevli Lineer Olmayan Boussinesq Denklem Sistemi

0%u oJv \

— +—=0

ot® * ox } (.1
6“v+ 6(2) 03u_0 '
gra TPax W) —v55=0)

denklem sistemidir. (0 < a < 1) (Ozkan ve Ozkan, 2022).



2. KAYNAK ARASTIRMASI

2.1 Temel Tanim ve Teoremler

Tanim 2.1

Gama fonksiyonu, n>0 igin,

o)

r(n) = f e *u™ldu (2.1
0
ile tanimmlanir. Bu integral n >0 ig¢in yakinsaktir (Kannappan 2009).Gama

fonksiyonunun bazi1 6nemli 6zellikleri asagida verilmistir.

1) T'(n+1)=nl(n)=n!
2) F(%) =vr

oo xP~1

S dx=Tr(r1-p)=

3)
Tanim 2.2

Sm(pn) 0<p<i1

Caputo tlirevi, m pozitif tam say1 olmak lizere m — 1 < o < m igin

DEf(2) = j (z — ym-a-1 Fm gy (2.2)

Seklindedir (Kilbas ve ark., 2006; Podlubny, 1999).

f (z) fonksiyonunun normal kosullar altinda @ = m i¢in Caputo tiirevi, f(z)
fonksiyonunun m. basamaktan klasik tiirevine esittir.

Caputo tiirevi i¢in,

D*xP =0, <«

rg+1)
r+1—-a)

ozellikleri gegerlidir.

Tanim 2.3

D%xP = xB-a B = a.

a. mertebeden Riemann-Liouville kesirli integrali,

J4f(x) = ——= f(x—t)a f(dt, a>0,x>0

I (a)
Jf(x) = f(x).

olarak tanimlanir (Podlubny et al. 2009).

Jof(x) = f(x)



1. JYPf(x) = J**Bf (x)
2. JYBf(x) =JB]%f (%)

riy+1)
ayy — Y+t a+y
3. J'x r(a+y+1)

4. Dy¥ = LU*D a-y
) t riy+i-a)

m-—1<a<m,méeE N olmak lizere

DZJ*f (x) = f(x)

m-—1

IIGENIGEDY f<k>(o+>%k, x>0

k=0
Tamm 2.4
Stirekli bir f :[0, co]—R fonksiyonu verilsin. p > 0,t >0 ve 0 < a <1 olmak

tizere f fonksiyonunun a mertebesinden genellestirilmis kesirli integrali

t

_ a—-1
tP s/’) f(s)ds 2.3)

1
1“*NO = 77 f (— =

0
seklindedir. Burada I'(+) Gama Fonksiyonunu gosterir (Bhangale ve ark., 2020).

Tanim 2.5
Siirekli bir f :[0, o]—R fonksiyonunun p > 0,t >0 ve 0 <a <1 olmak

lizere o mertebesinin sol genellestirilmis kesirli tiirevi

O“*NO = -*NO = 77— (5) f (= ;Sp)_af(s) - e

0
seklindedir (Bhangale ve ark., 2020).

Tamim 2.6
Siirekli bir f :[0, ©o]—R fonksiyonunun p > 0,t > 0,y = t177 %ve 0<ax<l1

olmak tizere o mertebesinden Caputo genellestirilmis kesirli tiirevi

ds
si-p

1 A"
C0NO = = | (5) 7O (25)
0

seklindedir (Bhangale ve ark., 2020).
Tanim 2.7

t > 0 olmak tizere f(t) fonksiyonun Laplace doniisiimii limit mevcut iken



o)

Lguhgzﬁngeﬂﬂonggfeﬂﬂom (s> 0) (2.6)
0

0

seklinde tanimlanir. (2.6) integrali limit mevcut iken yakinsaktir, limit mevcut degilse
integral 1raksaktir denir ve f i¢in tanimlanan Laplace doniisiimii yoktur.
Tanim 2.8

Siirekli bir f :[0, c0o] —R fonksiyonunun p-Laplace doniisimii

[ d
LU = [@ P fO5  p>05€R @7)
0

seklinde tanimlanir. Stirekli bir f fonksiyonunun Caputo Genellestirilmis kesirli

tiirevinin p-Laplace doniisiimii

n-1
L{(D*Pf)(O)} = s“L{f (D)} — z s APy £)(0) (2.8)
k=0

seklindedir (Bhangale ve ark., 2020).
Tanim 2.9
Genellestirilmis Mittag-Leffler fonksiyonu, o > 0,5 >0 ve E,(z) = E,,(2)

olmak tlzere

Eop(z) = ,Z(:) m (2.9)

seklindedir (Bhangale ve ark., 2020).
Tamm 2.10
f:[0,00) — R, p-Laplace doniisiimii mevcut olan gercek degerli bir fonksiyon

olsun. Klasik Laplace doniisiimii ile p-Laplace doniisiimii arasindaki iliski

L)) = L{f(orr o) (210)
seklindedir. Burada L{f}, f ’'nin klasik laplace doniisiimiidiir (Jarad ve Abdeljawad,
2018).

Tamm 2.11

tP
£:10,00) — R, f fonksiyon, e“? p- iistel durumda ¢t > T i¢in M, c ve T negatif
tP

olmayan sabitler olmak iizere |f(t)] < Me 7 dir (Jarad ve Abdeljawad, 2018).



2.2Bir Fonksiyonun p-Laplace Déniisiimiiniin Varhgmin Kosullar

Teorem 2.1

tP

£:[0,00) — R, f parcali siirekli bir fonksiyon ve p-iistel durumda (f(t) = e“?)
olmak {izere s > c igin p-Laplace doniisiimii mevcuttur. (Jarad ve Abdeljawad, 2018).
Teorem 2.2

f:[0,00) — R ’nin p-Laplace doniisimii s > cyigin ve g:[0,00) — R’nin p-
Laplace doniisiimii s > ¢, ig¢in mevcutsa o halde herhangi bir a ve b sabiti i¢in af +
bg ’nin p-Laplace doniisiimii mevcuttur.
s > max{cy,c,} olmak lizere
Lo{af () + bg()}(s) = aL,{f (£)}(s) + bL,{g(D)}(s) (2.11)
olur (Jarad ve Abdeljawad, 2018).
Lemma 2.1

Bazi temel fonksiyonlarin p-Laplace doniisiimlerinden bazilart

1 L{1}(s) = 3 s>0

r(1+3)
L, DPERves>0

1+5
s P

2. L,{t7}(s) = pr

L
3.Lp{e P}(s)=ﬁ, s>A

olarak verilir (Abdeljawad, 2015).

Teorem 2.3

tP
£(t) fonksiyonu siirekli ve e“? iistel durumda olsun. Oyle ki yf(t) her sonlu

[0, T] araliginda pargali siirekli olsun.

Loy f(©)3(s) = sLy{f(©)}(s) — £(0) (2.12)
olur (Jarad ve Abdeljawad, 2018).

Ispat: t, t;, ..., t,[0, T] araliginda yf 'nin siireksiz oldugu noktalar olsun. O halde,

T

o dt [
[eranwas = e rrwa
0 0
h tP f2 tP T tP
fe_SFf’(t)dt+ f e TP fl(t)dt + -+ fe_s7f’(t)dt.
0 t1 tn

Simdi parcgalara gore integral yazalim,



T tP t ¢ t2 tP T
f oL tl =e @] +e P f@)| +otehF
0 0 tq tn
ty g t2 d T
st t _tP t _
+Sf€ pf(t)tl_—p-l_fe pf(t)tl—_p+”‘+f pf(t)tlp
0 t1 tnh

Boylece sahip oldugumuz

T T

[0 as =T - @ +s| [ o0 5

0 0
denkleminde her iki tarafin limiti T — oo alinarak sonu¢ elde edilir (Jarad ve
Abdeljawad, 2018).

Sonug¢ 2.1

tP

f € Cr0,00)dyle ki y'f,i=0,12,..,n—1 ve e“? da p-iistel durumda
olsun. y™f, [0, T] araliginda pargali siirekli bir fonksiyon ise s > ¢ igin y™f(t)’ nin p-

Laplace doniisiimii mevcuttur (Jarad ve Abdeljawad, 2018).

L{(r"(D}(s) = s"Lpy{f (©)}(s) - Z ST )(0) (2.13)
k=0

Tanim 2.12
Egers > a = 0 i¢in F(s) = L{f (t)} ve G(s) = L{g(t)} donlisiimlerinin her
ikisi de var ise bu durumda
H(s) = F(s).G(s) = L{h(t)}, s>a
seklinde olur. Burada h(t) fonksiyonuna f ve g fonksiyonlarinin konvoliisyonu denir

ve

h(E) = (f * 9)(¢) = j f(t - Dg(@)dr = j Fg(t - Dde @2.14)
0 0

seklinde tanimlanir. Bu sekilde tanimlanan ifadeye konvoliisyon integrali denir (San,
2013).

Genellestirilmis kesirli integrallerin ve tiirevlerin p-Laplace doniisiimlerini
bulmak i¢in p-konviilasyon integralini tanimlamamiz gerekir.
Tamm 2.13

f ve g, her [0, T] araliginda pargal siirekli ve iistel iki fonksiyon olsun. f ve g

nin p-konviilasyonu su sekilde tanimlanir;



(f % 9)(®) = ff ((t" - T”)%>g(f) T(ffp (2.15)
0

Iki fonksiyonun p-konviilasyon degismeliligi asagidaki tanimda verilmistir (Jarad ve
Abdeljawad, 2018).

Teorem 2.4
fve g, her [0, T] araliginda parcali siirekli ve istel iki fonksiyon olsun. O halde

frog9=9%f (2.16)
olur (Jarad ve Abdeljawad, 2018).
Ispat:
t
1 d
(F % 9)© = | (0 = )7) g(0) 5

0

- fo Fadg (@0 —w)) S, e =10~ 1)

du

f Faog (0 —urye)

= (g *p f )(t) .
p-konviilasyon integralinin p-Laplace doniisiimiinii asagidaki teoremle verebiliriz.

Teorem 2.5
i
f ve g, her [0,T] araliginda pargali stirekli ve e » tistel durumda olan iki

fonksiyon olsun. s > ¢ olmak iizere

Lp{f *p g} = Lp{f}Lp{g} (2.17)
dir (Jarad ve Abdeljawad, 2018).

ispat:

- Sﬁ d

Lo{f}L,{g} = jm o [ e

0 0

P tp+up du
=ffe o f(t)g(u)t1 L (P = tP + uP)
0 0

=ffe o f (rp—up) )g(u) Clhp Cfup
00
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A du | dr
= [ | [ (@ - wre) g |
0 -0
R du] d
s 1 u T
= [ | [ (@ - wre) g |
0 -0 -

= Lp{f *p g }
2.3 Genellestirilmis Kesirli Integrallerin ve Tiirevlerin p-Laplace Déniisiimleri

Teorem 2.6 (Genellestirilmis Kesirli integralin p-Laplace Doniisiimii)
tP
a > 0 ve her [0, t] araliginda parcali siirekli bir fonksiyon f = e“? olsun.

s > ¢ olmak lizere

Lo{GI“f)(O)} = sTL{f (O} (2.18)
dir (Jarad ve Abdeljawad, 2018).

Teorem 2.7 (Genellestirilmis Kesirli Tiirevin p-Laplace Doniisiimii)

Herhangi bir a >0 ve I"*®*°f k=0,12,.,n—1 icin a >0 ve f€

tP
AC}[0, a] olmak iizere f = e“? olsun. O halde s > ¢ olmak iizere,

Lo{(oD“PF)(O)} = s“L{f (D} = ) 5"+ (1" +=4£)(0) (2.19)
k=0

dir (Jarad ve Abdeljawad, 2018).

Sonug¢ 2.2 (Genellestirilmis Sol Caputo Kesirli Tiirevinin p-Laplace Doniisiimii)

tP

a>0ve y*f, k =0,1,..,n icin f € AC[0,a] ve f =e“? olsun. O halde

s > ¢ olmak iizere,

n-1
LD )(®))(s) = 5° [Lp{fa)} -> s"""l(y"f)(o)] (2220)
k=0

dir (Jarad ve Abdeljawad, 2018).

Tamim 2.14 (Mittag-Leffler Fonksiyonlari)

Mittag-Leffler fonksiyonlar1 kesirli diferansiyel yonteminde onemli bir yere sahiptir.
Ustel fonksiyon e?, tamsayr dereceden diferansiyel denklemler teorisinde oldukga

onemlidir. Onun bir parametreli genisletilmis sekli

oo k
Ea(Z) = kzzom, z€C Re(x) >0 (2.21)
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formiilii ile Mittag-Leffler tarafindan verilmistir (Cavus, 2006). Iki parametreli Mittag-

Leffler fonksiyonu:

(00} k
Z
E = —— eCR
«p @ kzo“““ 550 7€ CRe(@) >0

(2.22)

seklinde verilir (Cavus, 2006). (2.21) ve (2.22) denklemlerinden agik¢a goriilmektedir

ki,

Eq1(2) = Eq(2)

Bazi Mittag-Leffler fonksiyonlarinin p-Laplace doniisiimleri asagidaki gibi ifade

edilebilir.

Lemma 2.2

Re(a) > 0 ve Sia < 1. O halde

o G) )=
{5 06 )} =5

esitlikleri saglanir (Jarad ve Abdeljawad, 2018).

(2.23)

(2.24)
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3.p-LAPLACE DONUSUMU

f bir fonksiyon olmak iizere L ve N sirasiyla u’nun dogrusal ve dogrusal

olmayan fonksiyonu olsun. Asagida verilen fonksiyonel denklemi diisiinelim.

u=f+L(u)+ N (3.1
(3.1) denkleminin ¢oziimiiniin
u= Z U
k=0
formunda oldugunu varsayalim.
U = f,

uy = L(uo) + N(uo),

m m—1
Umsr = L(uy) +| N (Z um(r)> - N (Z uk(r)> , m=1.2,..

lineer ve lineer olmayan fonksiyonlari asagidaki gibi ifade edebiliriz;

L) =1L (Z ) Z L(wy) ,
(o) k k-1

N(u) = (Z uk> N(uy) + Z Z u |—N Uj

k=1 j=0 j=0
O halde (3.1)’in ¢6ziimiinii su sekilde elde ederiz:

oo k k-1

u=f+§:L(uk)+N(uo)+z N Zuj - N Uj
k=0

k=1 Jj=0 j=0
Genellestirilmis Caputo kesirli tiirevli baslangi¢c deger problemini su sekilde diisiinelim:
D Pu(x, t) + Nu(x, t) = f(x,t) (3.2)
u(x,0) = g(x) baslangi¢ kosulu olmak tizere burada N dogrusal olmayan bir
operatordiir.
Simdi (3.2)’nin her iki tarafina da p-Laplace doniisiimii uygulayarak sunu elde ederiz
L,(°DPu(x, t) + Nu(x,t)) = L,(f (x, 1))
(2.7)’1 kullanarak,

s%u(x,s) — s Mu(x,0) = L,(f(x, 1)) — L,(Nu(x, 1)) (3.3)
elde ederiz. (3.3)’ii sadelestirerek,
u(x,s) = ux,0) + s"“Lp(f(x, t)) - s‘“Lp(Nu(x, t)) (3.4)



(3.4)’1in her iki tarafinin ters p-Laplace doniisiimiinii alarak,
u(x, t) = u(x,0) + L,* (s‘“Lp (f(x, t))) - L;! (s‘“Lp (Nu(x, t)))
elde ederiz.
f=ulx),
L) = L' (7L, (f (x,1))),

N@w) = -L,! (s_“Lp (Nu(x, t))).
alinarak (3.2)’nin ¢oziimii

S5 o3

k=0 k=0 k=0
seklinde elde edilir.

13

(3.5)
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4.p-LAPLACE DONUSUMU KULLANILARAK KESIRLI TUREVLI LINEER
OLMAYAN BOUSSINESQ DENKLEM SIiSTEMININ YAKLASIK
COZUMUNUN ELDE EDILMESI

6“u av

at“ ax
2% 23u (4.1)
—_— —_— 2 _— —_—
Fro ﬁax W) -r5==9)

Kesirli tiirevli lineer olmayan Boussinesq denklem sistemidir.(0 < a < 1) (Ozkan ve
Ozkan, 2022).

Bu denklem sisteminin gerg¢ek gt')zl'iml'i

4

r o]

dir (Ozkan ve Ozkan, 2022). O halde f = 1,y = —1 alalim.

6“u+6v -
ot dx l

u(x,t) = ————tan [ x——
L (4.2)

1
v(x,t) = —3

(4.3)

ve baglangig sarti

1 )X
u(x,0) = —=——tan?-

8 8 4 (44)

olsun (Ozkan ve Ozkan, 2022).
(4.3) denklemsistemine (4.4) baslangi¢ sartt kullanilarak p-Laplace doniigiimii

uygulanirsa

s U(x, t) — s* tu(x,0) + L <_>

? (4.5)
s¥U(x,t) — s v(x,0) + L (— (u? ) 0)
ve
s*u(x, t) = s* u(x,0) — Z—) \
(4.6)

s®u(x,t) = s 1v(x,0) — L <— (u2)> p(a 3)

elde edilir. Burada
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_ 1 1 v
a0 = <u6,0) — =L, (5-)

_ 1 1 5 1
v(x,t)=;v(x,0)—s—aL —(u ) < )J

bulunur. (4.7) denklem sisteminin her iki tarafina da ters p-Laplace doniisiimiinii

5
o)) o

5%y (4.7)

0x3

uygulayarak

u(x, £) = u(x, 0) — L1 (1 L (gz
03%u

v(x,t) = v(x,0) — L;! EPel

)

yazilir. Buradan

1 ,x (1 ov )
r (4.8)
1 3 > . 1 d 5 . 1 03u
VO =gl ety Tl (st (a0 ) TR e\ ) )
elde edilir.
p-Laplace doniisiimii algoritmasini ve
1 3t b
uO = —— — — an —
8 8 4
11 1 3 (4.9)
vo=-3z|g gt 4]

baslangi¢ sartlarin1 kullanarak, (4.8) denklem sisteminin lineer kisimlar1 asagidaki gibi

L(ve) = —L; (1L ( ))

yazilabilir:

avk
0x

~~

1 0
L(u) = —Lg* S_aLp <a (w?)

k>0

1

S(X

)

g

0x3

63uk

)

(4.10)

J

(4.9) baslangig sartlar1 k = 0 i¢in(4.10) denklem sisteminde yerine yazilirsa

L(vo) == _Lal

1

aLP(

d
ox

[

1

2

(

1 3

—=—=tan

8 8

X

9)

4

L1 1L 3 (1+t x)
p 64 an4 an4



p

=71

p

3

a tan

3

3 x 3 .X
u1:—<3—2tan + - tan >

L(uo) = _Lgl

—L

sa+1 g4 anz 4 s«

+

X
4

= —Lgl<

- _]-1 1(3t + 50t
=0 \sa\3zs Mg T 3t

= —Lgl(

1L(3t
32

1 3

a+1l 32 tan

x 1 (tp)
an + 1) p

——t
32 4T(a

4 32

1 0
sale Ox(
. a3< . x)

a3\ 8 8 "

(B sG]
s® P\ gx \64 32an464an4

3 x
32 4

—tan3
an4+32 an

X 1
+

3

3

0{+1 32

3t
32¢

1 3

_———tan

8 8

3
32

3x

1

1 3

X

4 64

x
—tan3 >

)
9)

4

e (o)
s

)

9 .x 9

-1
R e

1 3

— ) § tan

X 1

4 (X+

x 1 3 .x 1

3 X

9 x
tan®

1 (tp)a 3 t
Fa+1)\p 16"

9
64

+15t
) an®

tan -

3
+1 64

wirarsls) 5
32" 4T(a+ ) \p

1 (tp
64 4T(a+ D \p

x 1
4T(a+ 1)

x 1
4T(a + 1)

—tan®—+

4 0!+1
64
>a

SX

)+
)+

tan

—t
32

15
164
9

—tan®— +

64

3x

1

4T(@+ 1)

X 1 (tp>a
MaT@+ 1)

3

9

—tan
64

4 64

<lL <63—4tan4(1 + tan? z) +%tan Z(l + tan z>>>

—ta n - — —tan

4 64 4

x 1 9
4 (X+1a an

;X 9 x)

i)

()

)

g X
4

g X
4

)

)

16
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—<3t x+3t 3x> 1 (tp>“
6 My T e M T+ )\ p

bulunur. Buradan,

= L(v,) = <3t x+3t 3x) - (tp>a\l
= M) = T 3 M e T3 M T+ D \p ¥ (411

_ L )—<3t x+3t 3x) 1 (tf’)“
V1= M) = e My T e M ) Ta + D) \p

elde edilir.

(4.11) ¢6ztimleri k = 1 igin (4.10) denklem sisteminde yerine yazilirsa,

L(oy) = —1=1 1L G} (3t x+3t 3x> 1 (t”)“
VW= "0 et ax\\6a "2 T 6 M 4 Ta+ )\ p

1 3 xy 9 x x 1 tP\“
=_L—1 — — (1 2 A 2 1 2 —<_>
P | st <256( +tan®3) + 5oz tan® 2 (1+ tan 4)>F(a+1) P

Y <3+3t X, 9, 4x> 1 (tp>“
— R e\ \256 T4 M 4T 256 M 4)T@+ D\ o

3 3 x 9 x) 1 pT(a+1)
s*\\256 64 4 256 4

=—L;" Y (— +—tan® -+ —tan*
p F(a + 1)pa sa+l

256 ' 64 " 4T 256 " 3)s2atT
3 ( 3 N 3 . 2x+ 9 . 4‘x> 1 (t”)m
2= 7\256 64 M 4T 256 " 1)TCRa+ D\ p)

by — -1 Ly (2 (31: x, 3, 3x> 1 (tp)“z
W)= "o sa e\ o\ 32" 2 T 32" YT+ D\ o

(-1 1L 93 (3t x+3t 3x> 1 (tp>“
P e o\ T \32" " e T3 T+ D\

3 3 x 9 xy 1
= —Ly" ((—+—tan2—+—tan4' —) )



/1 0 9 , X 9 WX
salo| 3% ( tan’?—+ —tan* -

L(w) = —L-1
() p 1024 " 2T 512"

)\

N 9 . 6x) 1 (t/’)

1024 " 4) Ta+ 1))z \p )
256 512 4 256 4
N 45 . x) 1 (t/’)“

512 " 4)T(a+ 1)

:—Lgl Sle < 2 tanx(1+tan x)+%tan Z(1+tan Z)

(1 3 51 x 45 X
— L' (=L, —(—+ an®—+ —tan*—

N 27 . 5x(1+t x) 1 (tp)
2048 " 1 ML) ) T@+ D)2

1(1( 3 51 ,x 45 %

e —(—+— Z 4 tant=

s« 256 512 4 256 4

+— 15 tan x> 1 pI'(a+ 1)))

512 F(a+1)pe satl

_L_11<9t x, 45 X
= 5o | 5a\\2028 %" T 20481

63 g X 1 2“(I‘(a + 1))2
+ tan® )
2048 (T(a + 1))%p?a s2a+l

L‘1< (3 +51 x+45 x+45 6x> 1 )
p 256 T2t 3t osgtan’ g 519 ) s2ans

1 9 45 x 63 5 X 1
Lg ( tan + tan3 — tan —)

2048 4 2048 4 2048 4) s3a+l

(3 +51 x+45 x+45 6x) 1 (tp>
256 ' 512 7 3 gt FQa+1D\p

18
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_ ( O %, 45 .x 63 5x> 1 (tp)3“
v2= 20282 * 2088 ™ 1" 2028 ' 1) TGa ¥ 1) P
+( 3 N 51 x+ 45 x+ 45 can x) 1 (t”)za
256 512 2T 256 2 T 52 )T 2a ¥ 1)
bulunur. Buradan,
= L(v,) = (3 +3 + 9 o x) 1 (t/’>2“ )
Uy = L) = = (555 + ggtan’ g + gggtan rCa+1)
x 45 ,X 63 X 1 tP\3“
L) = — LT L 5_>______(_J (412
vz = L(w) (2048 g+ 20485 7% 2028 ' rGa+D\p (4.12)
( 3 51 ,x 45 ,x 45 6x) 1 (tp>2“
256 1512t 1T 356 ' 1 512 1) T 7 )
elde edilir.

(4.12) ¢oztimleri k = 2 igin (4.10) denklem sisteminde yerine yazilirsa,

(1 v,
L(Uz) = _Lpl (S_OCLP (W

N 315
8192

d

4 135
1024

(- (o2 + 52
8192

+<51
1024
9

Us = (8192 +

51
1024

1 9

s« 512
X
4

9

512
51

(1024

4 135 ,
1024

tan™ —

tan— +

an?= +
2 " 2096

tan—+ ——

X
7 _
an 4)

)

tan? 22X (1 + tan? z)
&)

(1 + tan? z)

135
8192

4x(1-+tan x))

1

4 r(Ga+ 1)

+4t X
2561 g

&)

x>1
4) s

tan % (1 + tan? z)

1
r(2a + 1)

£ X
4

w5 (14 tan X)>

x+ 225
4 4096

x 315
4__+______

4 8192

né -
3a+1

7
(7)

135
1024

X

315

1024 @

231
1024

X
tan®— +

4

7

tan

1
52a+1>

4a

1
T(4a + 1)
X

52
4

n Z'+
315

an® f)
8192 4

315
1024

225 2 X
Z'+
231
1024

1
[Ba+1)

an’> +
4

tp 3a
)

X
n3 tan

4



-1
_Lp

1
L@Qz—qﬁ&;%(

L(uy) = —LEI -

1L d
s® P\ dx

+2(

1
SaP

9

d

+ —tan*

256

9

a(”2)2>>
L 0
ox

1 d03u
-1 2
- Lp <S_aLP ( 0x3

(3+3t , X
256 ' 64 ' 4

e

")

)

256 64 4

%) F(Zal—l— 1) (%) )

X

9
<655364_4096ta

9
——tan®*—+

16384

4 27 ; 4x)
65536 " 2

— 171

p

1

Sa

N 135 . 7x)
2048 " 1

X
4

(- (ke
p 2048

27
16384

1

an

1

TQa+1)

81

+

4
™ 2 T 65536

x
tan® —

4

tP\*
(F(Za-+1))2<7;)

x 231

“+——ta

4 2048

&)

x
tan® —
4

a)

X
3_
n 4+

< 3 3 L X
— —<—+—tan —

315
2048

x
tan® —
4

20



—L;t le < i tan3 f(1+tan x) 81 tan’ f(1+tanzz)

P\ s 4096 32768
X X 81 X
_ 2
16384tan (1+tan ) 163841:an (1+tan 4)

27 X x 1 tP\"
+32768tan3z(1+tan )><—(F(2a+1)) ( ) )

1 (51 x 231 x 315 5 X
P

3 —
2048 "% T 2048 ' 1t 2025 T

N 135 . 7x) 1 (tP)Z“
2048 " 1)\r@2a+ D \p

4096 32768

—L‘l(l ( i tan3 f(1+1:an f) 81 tan’ x(1+tan2 z)

81 tan —(1+tan Z)

t (1+t x)+
any M 2) T 16388 M

* 16384

27

1 p*(T(2a + 1))?

tan3 32 (1 + tan? —)
32768 4 (I‘(Za + 1))2p4a stat+l

4+t 1(51 . x+231t 3 X 3151: 5 X
o \52\2048 "2 T 20285 1T 204819 3
135  _x 1 02T (2a + 1)
+ tan )
2048 I'2a + 1)p?¢ s2atl
~ _1(9 X 8L x 25 o x 243 ox
=7 (16382 "1 32768 M 2732768 " 432768 " 4

L8 9x) 1
32768 "t 4) s5a+1

+L_1(<51 x 231 .x 315 _x

2048 "3 T 2028t 7 M 20281

135 . 7x) 1
2048 " 1) 3a+1

21
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elde edilir. Buradan

9 9
us = Lvz) = (8192 to1z

B (1024 "%

4 135
1024

vy = L(up) =

& 32768

* 2048 ‘

9
=—(—=t
Vs (16384 an

9 X 81 3 X
—(—tan— t =

81 x 225

X, JX 243

2 T 32768 1"

X
132768
1

4732768 "

o X 1 tP\>®
32768 " Z) r(5a + 1) (?)
( 51 x 231 .x 315

X
— ¢ _ 3 - 5

(2048597 T 2048 " 4+2048 Ty
135

tP
T 2048t (?)

+

7x) 1
n — ———
M) TBa+ 1)

, X 225 4x 315
tan’ = + ——tan*~

4 4096 4 8192t
51 x 231 x 315 X

A Lo 3t 5%
10224t 3 T 10249

()

512

; 7x) 1
M HTBa+ D

225

+ 243
32768

4 32768

2t 32768t 3t
'} et (o)
M) TGa+ 1)

231 x 315 X
3_ tan® —

T 20485

)

16384
81

5a

2048 17 T 2048°

135

(51 X

7x> 1
M) TGBa+ D

¢Oziimleri elde edilir.

p x) 1
n — ——————————————
N Ta+ D

4

"

22
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5. GRAFIKSEL IFADELER VE FiZIKSEL YORUMLAR

23

Bu boliimde, p-Laplace doniisiimii kullanilarak elde edilen yukaridaki ¢oziimlerin
giivenirligi ve etkinligini gostermek i¢in grafikler ¢izilmis ve tablolar olusturulmustur.
Sayisal ¢oziimler elde edilirken, Caputo tiirev operatorleri kullanilmistir. Elde edilen

¢ozlimiin sayisal degerleri

karsilastirilmistir.

ile gercek ¢Oziim asagidaki tablo ve grafiklerde

Cizelge 5. 1Kesirli tiirevli lineer olmayan Boussinesq denklem sisteminin p-Laplace doniisiimii
kullanilarak Caputo tiirev operatorleri yardimiyla elde edilen u ¢oziimlerinin ve gercek ¢oziimiiniin
sayisal degerleri ve bu degerlerden elde edilen mutlak hata degerleri

a=1
t=0.01 X Up-LD Ug UMUTLAK
0.01 —0.125006 —0.125001 487679 x 107°
0.02 —0.125016 —0.125005 9.68538 x 10~°
0.03 —0.125031 —0.125015 0.0000144945
0.04 —0.125051 —0.125029 0.0000193043
0.05 —0.125075 —0.125047 0.000024115
t =0.03 X
0.01 —0.125019 —0.125001 0.0000148329
0.02 —0.125035 —0.125001 0.0000291786
0.03 —0.125055 —0.125005 0.0000435257
0.04 —0.12508 —0.125015 0.0000578751
0.05 —0.12511 —0.125029 0.0000722273
t =0.05 X
0.01 —0.125038 —0.125005 0.0000250406
0.02 —0.125059 —0.125001 0.0000488903
0.03 —0.125084 —0.125001 0.0000727424
0.04 —0.125115 —0.125005 0.0000965982
0.05 —0.12515 —0.125015 0.0000120459
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Cizelge 5. 2Kesirli tiirevli lineer olmayan Boussinesq denklem sisteminin p-Laplace doniigiimii
kullanilarak Caputo tiirev operatorleri yardimyla elde edilen v ¢oziimlerinin ve gercek ¢Oziimiiniin
sayisal degerleri ve bu degerlerden elde edilen mutlak hata degerleri

a=1
t=0.01 X Vp—LD Vg UMUTLAK
0.01 0.0625037 0.0625003 2.63677 x 107°
0.02 0.0625087 0.0625026 498074 x 107°
0.03 0.0625161 0.0625073 7.32499 x 107°
0.04 0.0625258 0.0625144 9.66964 x 107°
0.05 0.0625378 0.0625237 0.0000120148
t =0.03 x
0.01 0.0625136 0.0625003 9.66851 x 107°
0.02 0.0625214 0.0625003 0.0000167011
0.03 0.0625316 0.0625026 0.0000237348
0.04 0.0625441 0.0625073 0.0000307701
0.05 0.0625589 0.0625144 0.0000378071
t = 0.05 X
0.01 0.0625298 0.0625026 0.0000190448
0.02 0.0625402 0.0625003 0.0000307674
0.03 0.062553 0.0625003 0.0000424924
0.04 0.0625682 0.0625026 0.0000542203
0.05 0.0625857 0.0625073 0.0000659517

Kesirli tiirevli lineer olmayan Boussinesq denklem sisteminin, Caputo tiirev

operatorleri yardimiyla p-Laplace doniisiimii kullanilarak elde edilen u ve vyaklasik

¢cOziimlerinin sayisal degerleri

x ve t degistikce

a =1 degeri kullanilarak

hesaplanmistir. Ayrica Cizelge 5.1’de u yaklasik ¢oziimleri i¢in ve Cizelge 5.2 ‘de

vyaklasik ¢coziimleri icina = 1 alinarak mutlak hata hesaplanmigtir

a)u (a=025)b)v (a=0.25)

Sekil 5. 1Kesirli tiirevli lineer olmayan Boussinesg denklem sisteminin p-Laplace doniisiimii kullanilarak
Caputo tiirev operatorleri yardimiyla elde edilen u ve v yaklagik ¢dziimlerinin yiizey grafikleri.(a =

0.25)
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a) u (e« = 0.50)b) v (a = 0.50)

Sekil 5. 2Kesirli tiirevli lineer olmayan Boussinesq denklem sisteminin p-Laplace doniisiimii kullanilarak
Caputo tiirev operatorleri yardimiyla elde edilen u ve v yaklasik ¢6ziimlerinin yizey grafikleri.(e =

0.50)

a)u (a=0.75)b) v (a=0.75)

Sekil 5. 3Kesirli tiirevli lineer olmayan Boussinesq denklem sisteminin p-Laplace doniisiimii kullanilarak

Caputo tiirev operatorleri yardimiyla elde edilen u ve v yaklasik ¢oziimlerinin yiizey grafikleri.(a =
0.75)
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a)u (a=095Db)v («=0.95)

Sekil 5. 4Kesirli tiirevli lineer olmayan Boussinesq denklem sisteminin p-Laplace doniisiimii kullanilarak

Caputo tiirev operatorleri yardimiyla elde edilen u ve v yaklasik ¢oziimlerinin yiizey grafikleri.(a =
0.95)

A u (@=1Db)v (a=1)

Sekil 5. 5Kesirli tiirevli lineer olmayan Boussinesq denklem sisteminin p-Laplace doniisiimii kullanilarak
Caputo tiirev operatorleri yardimiyla elde edilen u ve v yaklasik ¢6ziimlerinin ylizey grafikleri.(a = 1)
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Au (a=1Db)v (a=1)
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Sekil 5. 6Kesirli tiirevli lineer olmayan Boussinesq denklem sisteminin u ve v ger¢ek ¢dziimlerinin yiizey
grafikleri.(a = 1)(Ozkan ve Ozkan, 2022)
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Sekil 5. 7Kesirli tiirevli lineer olmayan Boussinesq denklem sisteminin p-Laplace doniigiimii kullanilarak
Caputo tiirev operatorleri yardimiyla elde edilen u yaklasik ¢6ziimlerinin o’nin farkli degerleri igin
olugturulan iki boyutlu grafikleri. (t=1) (¢=0.25, 0=0.5, =0.75, 0=0.95, 0=1)

Sekil 5.7°de p-Laplace doniisiimii kullanilarak Caputo tiirev operatorleri
yardimiyla elde edilen u yaklagik ¢oziimiinlina ve t’ nin farkli degerler i¢in hazirlanmis
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iki boyutlu grafigini inceledigimizde t , 0’a yaklastik¢a gercek ¢6ziime daha yakin
sonuclar elde ettigimizi gorebiliyoruz. Grafikte belirli noktalarda yaklasik ¢6ziim ile
gercek coziimiin ¢akistigr asikardir.

4¢ T T T T T T r T T

— a=0.25
3.5 a=0.50 [
a=0.75
3/ 0=0.95 |
a=1
25> Vger(;ek I

_0. 5 L r r r r r r r r r
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

Sekil 5. 8Kesirli tiirevli lineer olmayan Boussinesq denklem sisteminin p-Laplace doniisiimii kullanilarak
Caputo tiirev operatorleri yardimiyla elde edilen v yaklasik ¢6ziimlerinin o’ nin farkli degerleri igin
olusturulan iki boyutlu grafikleri. (t=1) (¢=0.25, 0=0.5, 0=0.75, a=0.95, a=1)

Sekil 5.8’de p-Laplace doniisiimii kullanilarak Caputo tiirev operatorleri
yardimiyla elde edilen v yaklasik ¢Oziimiinin « ve t’ nin farkli degerler i¢in
hazirlanmis iki boyutlu grafigini inceledigimizde t , 0’a yaklastikca gercek c¢oziime
daha yakin sonuglar elde ettigimizi gorebiliyoruz.a = 0.95 degeri icin gercek ¢oziime
en yakin sonuglari elde ediyoruz.
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6.SONUCLAR VE ONERILER
6.1 Sonuclar

Bu ¢alismada Boussinesq denklem sisteminin p-Laplace doniisiimii kullanilarak
caputo tiirev operatorleri yardimiyla yaklasik ¢oziimleri hesaplandi. Bu hesaplamalar
yapilirken belirli bir baglangi¢ sartindan hareket edildi. Kesirli diferansiyel
denklemlerin ¢6ziimiinde p-Laplace doniisiimiinii kullanmanin bazi avantajlar1 vardir.
p-Laplace doniisiimii (conformable/uyumlu Laplace doniisiimii) Riemann-Liouville ve
Caputo kesirli genellestirilmis operatorlerin yardimiyla dinamik sistemleri ¢6zmek i¢in
bir aragtir. p = 1 limit durumunda klasik Laplace (1- Laplace) dontisiimii ifade edilir.

Bu yontemin avantajlardan birkacini su sekilde ifade edebiliriz.

e Bu yontem hesaplama ag¢isindan oldukga kolaydir.

e Daha az hesaplama terimleriyle yiiksek dogruluk sunar.

e Dogrusal olmayan kesirli sinir deger problemlerinin bu metotla elde edilen

yaklasik ¢oziimleri diizglin yakinsak seriler seklindedir.

e Herhangi kisitlayici varsayim ve dogrusallagtirma gerektirmez.

e Tamsay1 mertebeli diferansiyel denklemlerin ¢oziimii bilinmediginde de uygun

¢Ozlim verebilir.

e o kesirli mertebesinin yani sira p teriminin de farkli degerler aldiginda

¢Ozlimdeki etkisi arastirilabilir.

Yaklasik ¢oziimler elde edilirken kesirli diferansiyel operatorlerinin etkili olmasi
yaninda kullanilan metodun etkisi vardir. Bu sonuglardan hareketle sdyleyebiliriz ki
sayisal ¢oziimler elde edilirken, gercek c¢oziime yakin sonuglar elde edebilmek icin
bircok parametre gecerlidir. Ele alinan denklem, denklemin baslangi¢ sarti, kullanilan
kesirli tiirev operatorii ve adim sayis1 bunlara 6rnek verilebilir. Bunlara ilaveten bu
calismada ele alinan metot i¢in p parametresi de dnemlidir.

Bu calismada, ele alinan metodun ve kesirli tiirevin glivenirliligini ve etkinligini
gostermek amaciyla grafikler cizilip, kesirli mertebe 0 ile 1 arasinda degistikge sayisal
¢Oziimiin gergek ¢oziimden ne kadar uzaklastig1 gozlemlendi. Adim sayisini arttirdikca
gercek ¢Oziime daha yakin sonuglar elde edilebilir. Bu ¢alismada ele alinan Kesirli
tirevli lineer olmayan Boussinesq denklem sisteminin yaklasik ¢oziimleri arastirilirken

islem kolaylig1 olmasi agisindan seri ¢ozliim ii¢ adim ilerletildi. Boussinesq denklem
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sisteminin p-Laplace doniisiimii kullanilarak Caputo tiirev operatorleri yardimiyla elde
edilen u ve v yaklasik ¢oziimleri elde edildi.

Bulunan c¢oziimlerin ger¢ek ¢oziime yakinsakligi grafikler ile ifade edildi.a
kesirli mertebesinin 0.25, 0.5, 0.75, 0.95 ve 1 degerleri ve p = 1 i¢in grafik sonuglari
incelendi. Bu degerler keyfi olarak secildi. a =1 icin ele alinan ¢6ziim daha 6nce
bulunmus olan ger¢ek ¢oziimdiir. Ayrica bu degerler icin iki boyutlu grafik cizilerek
kesirli mertebe degistikce ¢oziimdeki degisiklikler gozlemlendi. Bu grafiklere
bakildiginda o kesirli mertebesi 1’e yaklastikca bulunan seri ¢6zlimiin bilinen gercek

¢Ozlime yakinsadig1 goriilmektedir.
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