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1. GİRİŞ 

Mühendislik ve fiziki bilimlerin birçok dalında meydana gelen problemlerin 

matematiksel modelleri, lineer olmayan diferensiyel denklemler barındırır. Bu nedenle 

lineer olmayan diferensiyel denklemlerin analitik veya sayısal çözümlerinin 

hesaplanması oldukça önemlidir. Lineer olmayan diferensiyel denklemlerin, çok sınırlı 

sayıda olanları dışında büyük bir çoğunluğunun analitik çözümleri elde edilemez. 

Bundan dolayı lineer olmayan denklemlerin çözümleri sayısal metotlar ya da analitik 

yaklaşım metotlar aracılığıyla bulunabilmektedir.  

Leibniz ve Newton tarafından detaylı bir şekilde incelenen bilinen türev ve 

integral terimlerinin genelleştirilmesiyle kesirli dereceden türev ve integral terimleri 

elde edilmiştir. Kesirli türev için literatürde çesitli tanımlar mevcuttur. Sık kullanılan 

bazı tanımlar Riemann-Liouville (R-L), Conformable, Caputo, Grünwald-Letnikov, 

türevleridir (Sökmen, 2012). Tanımlar arasında bağlantılar olmasına karşın 

tanımları,özellikleri ve fiziksel yorumları açısından değişkenlik gösterirler (Sökmen, 

2012). Mesela, sabit bir fonksiyonun kesirli mertebeden türevi Riemann-Liouville 

kesirli türev tanımına göre sıfıra eşit olmamaktadır. Caputo ve Riemann-Lioville kesirli 

türev tanımları bilinen türev özelliklerinden bölüm ve çarpım kuralını sağlamamaktadır 

(Ulu Akdaş,  2019). Conformable türev operatörü incelendiğinde ise çarpımın ve 

bölümün özellikleri gibi birçok türev özelliklerini sağladığı görülmektedir. 

Kesirli dereceden diferansiyel denklemler; biyoloji, elektromanyetik, fizik, 

finans, mekanik mühendisliği, uygulamalı bilimler, kimya, kontrol teorisi, optik, fiber, 

termodinamik, ısı transferi, sinyal işleme, sürekli ortamlar mekaniği, elektrik kontrol 

teorisi, olasılık ve istatistik, hidrodinamik, sistem tanımlama, katı hal fiziği, kesirli 

dinamik gibi birçok dalda karşılaşılan problemleri meydana getiren olayları tanımlamak 

için kullanılır. Bununla birlikte kesirli mertebeden diferensiyel denklemler fiziksel 

durumların ifade edilmesine ve açıklanmasına yarar sağlar. Genel anlamda, bir kesirli 

dereceden kısmi türevli diferansiyel denkleme ait kesin bir çözüme ulaşılmasını 

sağlayan bir metot yoktur. Bu tarz denklemlere yönelik yaklaşık çözüm metotlarından 

birkaçı sonlu farklar metodu (Cui, 2009), sonlu elemanlar metodu (Huang ve ark.,  

2008), diferansiyel dönüşüm metodu (Odibat ve Momani, 2008), Adomian ayrıştırma 

metodu (El-Sayed ve ark., 2010), varyasyonel iterasyon metodu (Wu ve Lee, 2010), 

Homotopi pertürbasyon metodu (Ganji ve Sadighi, 2006) ve lineerleştirme metodu 

şeklindedir. Yaklaşık çözümler ve bunların bulunmasında kullanılan metotlar 
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matematikte ve mühendislikte oldukça sık kullanılan yöntemlerdir. Bazı diferansiyel 

denklemler analitik yöntemlerle çözülemiyor olabilir bu nedenle çözümün yaklaşık 

olarak hesaplanması verilerin incelenmesi ve karşılaştırılması açısından oldukça 

önemlidir.  

Fisher denklemi fizik, nükleer fizik, biyofiziksel plazma fiziği gibi farklı 

uygulama alanlarında sıkça kullanılır. Bu yüzden bu denklem tipinin analitik çözümünü 

bulmak önemlidir. Çünkü bu çözümler bu modelin özelliklerini ve fiziksel yorumunu 

bilmek için yararlıdır. Aynı zamanda bu denklem fizikteki farklı dalga olaylarını da 

tanımlar (Arshad ve ark., 2017).  
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2. KAYNAK ARAŞTIRMASI 

2.1 Temel Tanım ve Teoremler 

Tanım 2.1 Diferansiyel denklemler, bir fonksiyonun ve bu fonksiyonun bazı 

derecelerden türevlerinin olduğu matematiksel denklemler olarak adlandırılır. Adi 

diferansiyel denklemler ise bir tek bağımsız değişkene bağlı türev barındıran 

diferansiyel denklemlerdir. Bir diferansiyel denklemin mertebesi denklemde görülen en 

yüksek mertebeden türevin derecesidir. 𝑛. dereceden bir adi diferansiyel denklem genel 

ifadeyle, 

 

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑦′ … 𝑦(𝑛)) = 0                          (2.1) 

 

kapalı şekilde ifade edilebilir (Duchateau ve Zachmann, 1986).  

Bir 𝛼 < 𝑥 < 𝑏 aralığında tanımlanmış bir Փ fonksiyonunun 𝛼 < 𝑥 < 𝑏 aralığında 

varolan bütün 𝑥 ler için tanımlı ve ilk 𝑛. dereceden türeve sahip fonksiyonu, 

 

𝐹 (𝑥, Փ(𝑥), Փ′(𝑥), … , Փ(𝑛)(𝑥)) = 0 

 

ise Փ fonksiyonuna 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑦′ … 𝑦(𝑛)) = 0 için bu denklemin  çözümüdür denir. 

Genel çözüm, adi bir diferansiyel denklemde denklemin derecesi kadar sabit 

değeri parametre olarak varsayan bir eğri ailesidir. Çözüm fonksiyonunda ulaşılan 

sabitlerin her bir değerine karşılık bulunan çözüm de özel çözüm olarak adlandırılır. 

(Cerit, 1997)  

Tanım 2.2 Bir bağımlı ve en az iki bağımsız değişken içeren ve bağımlı değişkenin 

bağımsızlara göre farklı kademeden kısmi türevlerini barındıran denklemler kısmi 

türevli diferansiyel denklemler olarak adlandırılır. 𝑧 bağımlı; 𝑥 ve 𝑦 bağımsız 

değişkenleri temsil etmek üzere bir kısmi türevli diferansiyel denklem genel şekliyle, 

 

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑧𝑥, 𝑧𝑦 , 𝑧𝑥𝑦,𝑧𝑦𝑦, … ) = 0                                     (2.2) 

 

olarak gösterilir. Burada, 
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𝑧𝑥 =
𝜕𝑧

𝜕𝑥 
 , 𝑧𝑦 =

𝜕𝑧

𝜕𝑦
 , 𝑧𝑥𝑥 =

𝜕2𝑧

𝜕𝑥2
 , 𝑧𝑥𝑦 =

𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
 , 𝑧𝑦𝑦 =

𝜕2𝑧

𝜕𝑦2
 , … 

 

şeklindedir. Bir tane bağımlı ve 𝑛 adet bağımsız değişken içeren kısmi türevli 

denklemlerin genel ifadesi,  

 

𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛),                    𝑧 = 𝑧(𝑥) 

 

olsun, 

 

𝐹(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛,, 𝑧, 𝑧𝑥1
, 𝑧𝑥2

, … 𝑧𝑥𝑛
, 𝑧𝑥1𝑥1

, 𝑧𝑥1𝑥2
, … ) = 0    

 

şeklindedir. Burada 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 bağımsız değişkenleri; 𝑧 ise bağımlı değişkeni ifade 

etmektedir. 

 

𝑧𝑥 =
𝜕𝑧

𝜕𝑥𝑖 
 , 𝑧𝑥𝑦 =

𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑦𝑗
; 𝑖, 𝑗 = 1,2, … , 𝑛 

 

Kısmi türevli denklemin bir özel çözümü, keyfi fonksiyon veya parametre içermeyen 

kısmi türevli bir diferansiyel denklemi özdeş olarak sağlayan bir fonksiyondur. Bir 

diğer deyişle bir kısmi türevli denklemin derecesi kadar keyfi fonksiyon içeren ve 

denklemi özdeş olarak karşılayan bir yüzey ailesi bu kısmi türevli denklemin genel 

çözümü olarak adlandırılır (Duchateau ve Zachmann, 1986). 

Tanım 2.3 Kısmi türevli bir diferansiyel denklemdeki bağımlı değişken ve bu 

değişkenlerin denklemdeki tüm kısmi türevleri birinci dereceden ve denklemi, bağımlı 

değişkenle birlikte türevleri parantezine aldığımızda katsayılar sadece bağımsız 

değişkenlerin fonksiyonu haline geliyorsa bu denklem lineer diferansiyel denklem 

olarak isimlendirilir. Karşıt durumda lineer olmayan diferansiyel denklem olarak 

isimlendirilir. 

Tanım 2.4 Kısmi bir diferansiyel denklemin genel çözümü, denklemin derecesi kadar 

keyfi fonksiyon barındırır. Bu sebeple, bayağı diferansiyel denklemlerle 

karşılaştırıldığında kısmi diferansiyel denklemlerin çözümlerini elde etmek zordur. 

Başlangıçta modellenen probleme elverişli çözümün tespiti için problem meydana 
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getirilirken bir takım yardımcı şartlar lazımdır. Bu şartlar genel anlamda iki başlıkta 

ifade edilebilir. 

i) Sınır Şartları: Sınır koşulları kısmi bir diferansiyel denklemin sağladığı Ω 

bölgesinin T sınır boyunca sağlaması lazım olan şartları ifade eder. Sınır koşullarının üç 

çeşitli şekli 𝛼, 𝛽 ve 𝑔 fonksiyonları 𝛤 da tanımlı fonksiyonlar olarak özel adlarıyla 

aşağıdaki şekildedir: 

Dirichlet şartı: 𝑢𝛤 = 𝑔, 

Neumann şartı: 
𝜕𝑢

𝜕𝑛 
= 𝑔, 

karışık (mixed) veya Robin şartı: 𝛼𝑢 + 𝛽
𝜕𝑢

𝜕𝑛
= 𝑔, 

ii) Başlangıç Şartları: Başlangıç koşulları sistemin başlangıcında Ω bölgesi 

boyunca sağlaması lazım olan şartları ifade eder. Genel anlamda, başlangıç 

gereksinimleri fonksiyonun ve zamana göre türevinin bileşimi şeklindedir.                               

Başlangıç gereksinimleri bir arada verilmiş diferansiyel denklem ‘Cauchy problemi’ 

olarak adlandırılır. 

İkinci mertebeden, iki bağımsız değişkenli bir kısmi diferansiyel denklem, 

 

𝐴𝑢𝑥𝑥 + 𝐵𝑢𝑥𝑦 + 𝐶𝑢𝑦𝑦 + 𝐷𝑢𝑥 + 𝐸𝑢𝑦 + 𝐹𝑢 + 𝐺 = 0 

 

yaygın haliyle ifade edilebilir. Burada katsayı fonksiyonları 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝐸, 𝐹 ve 𝐺 

fonksiyonu da sabit veya değişken içeren fonksiyondur anlamına gelir. Bu denklem, 

𝛥 = 𝐵2 − 4𝐴𝐶 diskriminantının işaretine göre aşağıdaki gibi gruplandırılır; 

𝛥 > 0 ise Hiperbolik, 

𝛥 = 0 ise Parabolik, 

𝛥 < 0 ise Eliptik, 

rastgele bir kalıptaki problemin çözümü, klasik Hadamard testinin gerektirdiği gibi 

aşağıdaki üç koşulu geçerli kılan problem ‘iyi durumlu’ en az bir koşulu geçerli 

kılmazsa  ‘kötü durumlu’ şeklinde ifade edilir. Bu koşullar aşağıda verildiği gibi ifade 

edilmektedir. 

1) Varlık 

2) Teklik 

3) Kararlılık 

Bir denkleme ait çözümün var olduğunu göstermenin en iyi yöntemi problemdeki tüm 

koşulları geçerli kılan ve problemde yerleştirildiğinde denklemi sağlayan bir çözüm 
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yapılandırılmaktır. Eğer ki çözümün tekliği ifade edilirse denklemin çözümüne 

ulaşılmış anlamına gelir. Kısmi diferansiyel denklemler, adi diferansiyel denklemlere 

nazaran çözüm yöntemleri seri veya integraller gibi limit metotları barındırır ve 

çözümler daima elementer fonksiyonların kapalı halinde gösterilemez. Bu halde, bir 

yaklaşık çözüm incelenir ve başlangıç koşulundaki küçük bir değişim, çözüme küçük 

bir değişiklik olarak etki ederse bu çözüme kararlıdır denir ve çözüm kararlı kabul edilir 

(Gustafson, 2012). 

Tanım 2.5 Diferansiyel denklemlerde bilinmeyen fonksiyonu ve fonksiyonun türevleri 

üstünde bağımsız değişkenin aynı değerleri için verilen gereksinimler altında 

çözümlerinin problemi başlangıç değer problemi, verilen gereksinimler de başlangıç 

şartı olarak adlandırılır (Dennemeyer, 1968). 

Tanım 2.6 Kompleks değişkenli bir 𝑓 fonksiyonu, bir 𝑧0 noktasının belirli bir 𝐷(𝑧0, 𝛿) 

komşuluğundaki tüm noktalarda diferansiyellenebiliyorsa 𝑓,  𝑧0 noktasında analitik 

olarak ifade edilir. Eğer kompleks değişkenli bir 𝑓 fonksiyonu C Kompleks sayılar 

kümesindeki tüm noktalarda analitikse 𝑓 tam fonksiyon olarak ifade edilir (Franklin, 

1964). 

Tanım 2.7 D kapalı bölgesinde 𝑓(𝑥, 𝑦) fonksiyonu tanımlansın. Eğer her (𝑥, 𝑦1) ∈ D ve 

(𝑥, 𝑦2) ∈ D çiftleri için, 

 

|𝑓(𝑥, 𝑦1) − 𝑓(𝑥, 𝑦2)| ≤ 𝐾|𝑦1 − 𝑦2|              (2.3) 

 

olacak biçimde bir K sayısı elde edilebiliyorsa, 𝑓(𝑥, 𝑦) fonksiyonu D üzerinde Lipschitz 

şartını sağlıyor olarak ifade edilir (Özer ve Eser, 2002). 

Tanım 2.8 Diferansiyel denklemlere ait varlık ve teklik teoremi aşağıdaki haliyle 

verilebilir (Özer ve Eser, 2002). 

 

𝑦′ = 𝑓(𝑥, 𝑦), 𝑦(𝑥0) = 𝑦0             (2.4)  

 

başlangıç değer problemini inceleyelim. D bölgesi merkezi (𝑥0, 𝑦0) noktasında olan 

 

|𝑥 − 𝑥0| ≤ 𝑎, |𝑦 − 𝑦0| ≤ 𝑏,                (2.5) 

 



7 

 

 

şeklinde bir dikdörtgensel bölge olarak tanımlandığını kabul edelim. Bununla birlikte 

(2.3) denklemindeki 𝑓 fonksiyonu ve 
𝜕𝑓

𝜕𝑦
 kısmi türevi D de 𝑦′ye göre Lipschitz koşulunu 

sağlasın. Bu şartlar altında |𝑓(𝑥, 𝑦)| ≤ 𝑚 ve ℎ = min (𝑎,
𝑏

𝑚
,

1

𝐾
) olsun ve aşağıda verilen 

özelliklere sahip bir 𝐹(𝑥) fonksiyonu  |𝑥 − 𝑥0| ≤ ℎ aralığı vardır. 

i) 𝑦 = 𝐹(𝑥), (2.3) denkleminin |𝑥 − 𝑥0| ≤ ℎ aralığında bir çözümdür. 

ii) 𝐹(𝑥) fonksiyonu |𝑥 − 𝑥0| ≤ ℎ aralığında |𝐹(𝑥) − 𝑦0| ≤ 𝑏 eşitsizliğini karşılar. 

iii) 𝐹(𝑥0)=𝑦0 dır. 

iv) i,ii,iii, özelliklerinin tümünü aynı anda sağlayan |𝑥 − 𝑥0| ≤ ℎ aralığında tanımlı 

olan 𝐹(𝑥) fonksiyonu bir tanedir. 

Tanım 2.9 X ve Y boş olmayan kümeler ve 𝐷 ⊂ 𝑋 olarak verilsin. D’nin tüm elemanına 

Y’nin bir elemanını karşılık getiren bir kural D’den Y’ ye bir operatör veya dönüşüm 

olarak adlandırılır. 

Tanım 2.10 X ve Y aynı bir K cismi üzerinde iki lineer uzay olsun ve A:X →Y 

dönüşümü verilmiş olsun. 𝑋0 cümlesi X uzayının bir alt uzayı olarak verilsin. Eğer 

∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋0 ve ∀ 𝑎, 𝛽 𝜖 𝐾 için 

 

𝐴(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦) = 𝑎𝐴(𝑥) + 𝛽𝐴(𝑦) 

 

ise A operatörü lineer operatör olarak adlandırılır. 

Tanım 2.11 L, D(L) tanım bölgesinde sınırlı lineer bir operatör olsun, 𝐿𝑦 = 𝜆𝑦 

eşitsizliğini karşılayan 𝑦(𝑥) ≠ 0 fonksiyonu var ise 𝜆′ya L operatörünün öz değeri, 

𝑦(𝑥, 𝜆) fonksiyonu ise 𝜆′ya denk öz fonksiyon olarak adlandırılır (Levitan ve ark., 

1975). 

Tanım 2.12  𝑎 ∈ 𝑅 ve ∀𝑘 = 0,1,2… için 𝑐𝑘 ∈ 𝑅 olmak üzere 

 

∑ 𝑐𝑘(𝑥 − 𝑎)𝑘 = 𝑐0 + 𝑐1(𝑥 − 𝑎) + 𝑐2(𝑥 − 𝑎)2 + ⋯ + 𝑐𝑛(𝑥 − 𝑎)𝑛 + ⋯

∞

𝑚=0

 

 

şeklinde ifade edilen seri kuvvet serisi olarak adlandırılır. Buradaki 𝑐𝑘 sayıları serinin 

katsayıları olarak isimlendirilir. 
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2.2 Kesirli Türevler ve Kesirli İntegraller 

Tanım 2.13 Gama fonksiyonu, 𝑛 > 0 için, 

 

𝛤(𝑛) = ∫ ⅇ−𝑢𝑢𝑛−1 ⅆ𝑢

∞

0

 

 

ile ifade edilir. Bu integral 𝑛 > 0 için yakınsaktır (Kannappan, 2009). Gama 

fonksiyonunun birkaç özelliği aşağıdaki gibidir. 

 

1) 𝛤(𝑛 + 1) = 𝑛𝛤(𝑛) = 𝑛! 

2) 𝛤 (
1

2
) = √𝜋 

3) ∫
𝑥𝑝

1+𝑥
ⅆ𝑥

∞

0

= 𝛤(𝑝)𝛤(1 − 𝑝) =
𝜋

sin(𝑝𝜋)
,   0 < 𝑝 < 1 

 

Tanım 2.14 𝑓 fonksiyonun her sonlu (𝑎, 𝑥) aralığında sürekli ve integrallenebilir 

olduğunu varsayalım. 𝑚 ∈ 𝑍+, 𝑚 − 1 < 𝛼 ≤ 𝑚 olarak verilsin, 𝑥 > 𝑎 için reel bir 𝑓 

fonksiyonunun 𝛼. mertebeden Riemann-Liouville kesirli türevi 

 

𝐷𝑥
𝛼𝑓(𝑥) =

1

𝛤(𝑚−𝛼)

ⅆ𝑚

ⅆ𝑥𝑚 ∫ 𝑓(𝑡)(𝑥 − 𝑡)𝑚−𝛼−1 ⅆ𝑡
𝑥

𝑎
         (2.6) 

 

şeklinde ifade edilir. 

𝛼.mertebeden Riemann-Liouville kesirli integrali, 

 

𝐽𝛼𝑓(𝑥) =
1

𝛤(𝛼)
∫ (𝑥 − 𝑡)𝛼−1𝑓(𝑡) ⅆ𝑡,

𝑥

0
           𝛼 > 0, 𝑥 > 0         (2.7) 

𝐽0𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥) 

 

şeklinde ifade edilir (Podlubny ve ark., 2009). 

 

𝐽0𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥). 

1. 𝐽𝛼𝐽𝛽𝑓(𝑥)= 𝐽𝛼+𝛽𝑓(𝑥) 

2. 𝐽𝛼𝐽𝛽𝑓(𝑥)=𝐽𝛽𝐽𝛼𝑓(𝑥) 
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3. 𝐽𝛼𝑥𝛾 =
𝛤(𝛾+1)

𝛤(𝛼+𝛾+1)
𝑥𝛼+𝛾 

 

Teorem 2.1 𝜆 > −1 olmak üzere𝑓(𝑥) = 𝑥𝜆 fonksiyonunun 𝛼.mertebeden Riemann-

Liouville kesirli türevi 

 

 𝐷𝑥
𝛼{𝑥𝜆} =

𝛤(𝜆+1)

𝛤(𝜆−𝛼+1)
𝑥𝜆−𝛼 şeklindedir. 

 

Tanım 2.15 (2.6)’da verilen Riemann-Liouville kesirli türev tanımı, kesirli türev ve 

integral teorisinin ilerlemesinde ve bu tanım ve teorinin matematikteki uygulamalarında 

dikkate değer bir yer edinir. Uygulama problemleri, başlangıç şartları fiziksel olarak 

yorumlanabilir kesirli türev tanımlarına ihtiyaç duyar. Buradan, Riemann-Liouville 

kesirli türev yaklaşımının uygulama problemlerini yorumlamada yeterli olmadığı elde 

edilmiştir. Çünkü Riemann-Liouville tanımı 

 𝑡 = 0 noktasında Riemann-Liouville kesirli türevinin limit değerleri şeklinde 

tanımlanan başlangıç şartlarına sahiptir. Mesela; 𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑚 keyfi sabitler olarak 

verilsin, 

 

lim
𝑡→𝑎

𝐷𝑡
𝛼−1

𝑎 𝑓(𝑧) = 𝑏1    

 

lim
𝑡→𝑎

𝐷𝑡
𝛼−2

𝑎 𝑓(𝑧) = 𝑏2 

.  .  . =.  .  . 

lim
𝑡→𝑎

𝐷𝑡
𝛼−𝑚

𝑎 𝑓(𝑧) = 𝑏𝑚 

 

şeklinde tanımlanan başlangıç şartları ortaya çıkar. Bu şekildeki başlangıç şartlarına 

sahip başlangıç-değer problemleri matematiksel anlamda başarılı olarak çözülmesine 

karşın, bu sonuçlar kullanışsızdır. Çünkü bu tipe ait başlangıç şartlarının bilinen fiziksel 

bir yorumu mevcut değildir. 

Kesirli diferansiyel tanımlarında başlangıç şartlarını fiziksel yorumlara en uygun 

biçimde ifade eden M. Caputo olmuştur. Caputo‘nun tanımı; m pozitif tam sayı olsun 

 𝑚 − 1 < 𝛼 ≤  𝑚 için  
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𝐷𝑧
𝛼

𝑎 𝑓(𝑧) =
1

𝛤(𝑚−𝛼)
∫ (𝑧 − 𝑡)𝑚−𝑎−1𝑧

𝑎
𝑓(𝑚)(𝑡)ⅆ𝑡         (2.8) 

 

şeklinde ifade edilir. 

𝑓(𝑧) fonksiyonunun normal şartlar altında 𝛼 → 𝑚 için Caputo türevi, 𝑓(𝑧) 

fonksiyonunun m. mertebeden genel türevine eşittir. 

Caputo türevi için, 

 

𝐷𝛼𝑥𝛽 = 0, 𝛽 < 𝛼 

𝐷𝛼𝑥𝛽 =
𝛤(𝛽 + 1)

𝛤(𝛽 + 1 − 𝛼)
𝑥𝛽−𝛼 , 𝛽 ≥ 𝛼.  

 

nitelikleri geçerlidir. 

Tanım 2.16 α’dan büyük en küçük tam sayı n olacak şekilde 𝑢(𝑥, 𝑡) fonksiyonunun 

α.basamaktan Caputo zaman-kesirli türev operatörü aşağıdaki gibi ifade edilir 

(Podlubny ve Igor, 2000). 

 

 𝐷𝑡
𝛼𝑢(𝑥, 𝑡) =

𝜕𝛼𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡𝛼
=

1

𝛤(𝑛 − 𝛼)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑛−𝛼−1

𝜕𝑛𝑢(𝑥, 𝜏)

𝜕𝜏𝑛
ⅆ𝜏

𝑡

0

,              

𝑛 − 1 < 𝛼 ≤ 𝑛,                                                                                                                          (2.9) 

𝐷𝑡
𝑛𝑢(𝑥, 𝑡) =

𝜕𝑛𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡𝑛
, 𝑛 ∈ 𝑁 

 

Tanım 2.17 𝑡 = 𝑡0 noktasında bir kesirli kuvvet serisi açılımı  

 

∑ 𝑐𝑚

∞

𝑚=0

(𝑡 − 𝑡0)𝑚𝛼 = 𝑐0 + 𝑐1(𝑡 − 𝑡0)𝛼 + 𝑐2(𝑡 − 𝑡0)2𝛼+. . ., 

0 ≤ 𝑚 − 1 < 𝛼 ≤ 𝑚, 𝑡 ≥ 𝑡0,          (2.10) 

 

şeklinde ifade edilir (Podlubny ve Igor, 2000). 

Tanım 2.18 𝑡 = 𝑡0noktasında 𝑓(𝑥) fonksiyonunun bir kesirli kuvvet serisi açılımı  

 

∑ 𝑓𝑚(𝑥)

∞

𝑚=0

(𝑡 − 𝑡0)𝑚𝛼 = 𝑓0(𝑥) + 𝑓1(𝑥)(𝑡 − 𝑡0)𝛼 + 𝑓2(𝑥)(𝑡 − 𝑡0)2𝛼+. . ., 
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0 ≤ 𝑚 − 1 < 𝛼 ≤ 𝑚, 𝑡 ≥ 𝑡0,                                                                                       (2.11) 

 

şeklinde verilir (Podlubny ve Igor, 2000). 

Tanım 2.19 𝑡 = 𝑡0 noktasında 𝑢(𝑥, 𝑡) fonksiyonunun Caputo kesirli türev operatörü 

kullanılarak kesirli kuvvet serisi açılımı 

 

𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑
𝐷𝑡

𝑚𝛼𝑢(𝑥, 𝑡0)

𝛤(𝑚𝛼 + 1)
(𝑡 − 𝑡0)𝑚𝛼,                                                                            (2.12

∞

𝑚=0

) 

0 ≤ 𝑚 − 1 < 𝛼 ≤ 𝑚, 𝑥 ∈ 𝐼, 𝑡0 ≤ 𝑡 < 𝑡0 + 𝑅,   

 

şeklinde verilir. Bu ifadede genelleştirilmiş Taylor seri formüllerinden yararlanılmıştır.  

𝛼 = 1 olduğunda (2.12) denklemi genel Taylor serisine eşit olur. 

 

𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑
𝜕𝑚𝑢(𝑥, 𝑡0)

𝜕𝑡𝑚

(𝑡 − 𝑡0)

𝑚!
,   𝑥 ∈ 𝐼,  𝑡0 ≤ 𝑡 < 𝑡0 + 𝑅,                                      (2.13)

∞

𝑚=0

 

 

Tanım 2.20 Araştırmacılar son zamanlarda, gerçek dünyada karşılaştığımız bazı 

problemleri modelleyebilmek amacıyla birçok kesirli türev tanımı sunmuşlardır. Yaygın 

kesirli türev tanımlarından biri Riemann-Liouville kesirli dereceden türevdir. Bu tanım, 

gerçek dünyada karşılaşılan problemleri modellemek amacıyla her zaman elverişli 

olmayabilir. Diğer bir kesirli türev tanımı ise Caputo türevidir. Caputo türev tanımı, 

fiziksel alanda karşılaşılan problemleri modellemekte ve çözüm bulmakta son derece 

avantaj sahibidir ama yeterli olduğu söylenemez. Bununla beraber, Khalil ve 

arkadaşları, kompleks sistemlerin dinamiklerini daha iyi modelleyebilmek amacıyla kısa 

bir zaman önce sundukları yeni türev tanımının genel türevin niteliklerini sağladığını 

ifade etmişlerdir. Conformable kesirli türev tanımının, başka kesirli türev tanımlarının 

tersine bölüm kuralını, Çarpım kuralını, Zincir kuralını karşıladığını Khalil ve 

arkadaşları izah etmişlerdir. Önerilen bu yeni kesirli türevin klasik türevin sağladığı bu 

özellikleri sağlaması bu yeni tanımın var olan kesirli türev tanımlarına kıyasla daha 

yararlı olduğunu göstermektedir. 

 Bir f: [0, ∞)→R fonksiyonu olmak üzere, burada bütün t > 0 ve α ∈ (0,1] 

için f fonksiyonunun 𝛼. basamaktan conformable kesirli türevi, 
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𝑇𝛼 (𝑓)(𝑡) = lim
𝜀→∞

𝑓(𝑡 + 𝜀𝑡1−𝛼) − 𝑓(𝑡)

𝜀
                                                                              (2.14) 

 

şeklinde ifade edilir (Khalil ve ark, 2014). 

Burada a > 0 olarak verilsin, (0,a) aralığındaki değerler için 𝑓 fonksiyonu,  𝛼-

diferansiyellenebilen bir fonksiyon ve lim
𝑡→0+

𝑓𝛼 (𝑡) mevcut ise 

 

𝑓(𝛼)(0) = lim
𝑡→0+

𝑓(𝛼)  (𝑡) 

 

olduğuna ulaşılır. 

Bazen, 𝑇𝛼 (𝑓)(𝑡) ifadesinde 𝑓(𝛼)(0) yazarak, α. mertebeden𝑓 fonksiyonunun, 

conformable kesirli türevleri ifade edilebilir. Bununla birlikte, α. dereceden 𝑓‘ nin 

conformable kesirli türevi bulunuyorsa, o zaman 𝑓, α-türevlenebilirdir olarak ifade 

edilir (Khalil ve ark., 2014). 

Teorem 2.2 Eğer f :[0, ∞)→R fonksiyonu α∈(0,1] aralığında tanımlanmış ve 𝑡0 > 0 da 

α diferansiyellenebilen bir fonksiyon olduğu zaman f fonksiyonu 𝑡0 da süreklidir 

şeklinde ifade edilir (Khalil ve ark., 2014). 

Teorem 2.3 α ∈ (0,1] ve 𝑓, 𝑔 bir 𝑡 > 0 noktasında 𝛼- diferansiyellenebilen iki 

fonksiyon kabul edilsin. Dolayısıyla  𝑇𝛼 aşağıda gösterilen tüm nitelikleri geçerli kılar 

(Khalil ve ark., 2014). 

 

a) 𝑇𝛼(𝑎𝑓 + 𝑏𝑔) = 𝑎𝑇𝛼(𝑓) + 𝑏𝑇𝛼(𝑓), ∀ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 

b) 𝑇𝛼(𝑡𝑝) = 𝑝𝑡𝑝−𝛼, ∀ 𝑝 ∈ 𝑅 için, 

c) Bütün sabit 𝑓(𝑡) = 𝜆  için, 𝑇𝛼(𝜆) = 0 dır. 

d) 𝑇𝛼(𝑓𝑔) = 𝑓𝑇𝛼(𝑓) + 𝑔𝑇𝛼(𝑓) 

e) 𝑇𝛼 (
𝑓

𝑔
) =

𝑔𝑇𝛼(𝑓)−𝑓𝑇𝛼(𝑓)

𝑔2
 

f) 𝑓 diferansiyellenebilen bir fonksiyon ise, 𝑇𝛼(𝑓)(𝑡) = 𝑡1−𝛼 ⅆ𝑓

ⅆ𝑡
(𝑡) dır.  

 

Bazı fonksiyonlara ait conformable kesirli türevleri aşağıdaki gibi gösterilmiştir (Khalil 

ve ark., 2014). 

 

a) 𝑇𝛼(1) = 0 
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b) 𝑇𝛼(ⅇ𝑐𝑥) = 𝑐𝑥1−𝛼ⅇ𝑐𝑥, 𝑐𝜖𝑅 

c) 𝑇𝛼(𝑠𝑖𝑛𝑏𝑥) = 𝑏𝑥1−𝛼𝑐𝑜𝑠𝑏𝑥, 𝑏𝜖𝑅. 

d) 𝑇𝛼(𝑐𝑜𝑠𝑏𝑥) = −𝑏𝑥1−𝛼𝑠𝑖𝑛𝑏𝑥, 𝑏𝜖𝑅. 

e) 𝑇𝛼 (
1

𝛼
𝑡𝛼) = 1 

f) 𝑇𝛼 (𝑠𝑖𝑛
1

𝛼
𝑡𝛼) = 𝑐𝑜𝑠

1

𝛼
𝑡𝛼 

g) 𝑇𝛼 (𝑐𝑜𝑠
1

𝛼
𝑡𝛼) = −𝑠𝑖𝑛

1

𝛼
𝑡𝛼  

h) 𝑇𝛼 (ⅇ
1

𝛼
𝑡𝛼

) = ⅇ
1

𝛼
𝑡𝛼

 

 

Teorem 2.4 𝑓 fonksiyonunu, bir 𝑡0 komşuluğundaki 0 < α ≤ 1 için, sonsuz α-

türevlenebilir bir fonksiyon olarak kabul edelim. 𝑓 fonksiyonuna ait kesirli kuvvet serisi 

açılımı, 

 

𝑓(𝑡) = ∑
(𝑇𝛼

𝑡0𝑓)
(𝑘)

(𝑡0)(𝑡 − 𝑡0)𝑘𝛼

𝛼𝑘𝑘!

∞

𝑘=0

, 𝑡0 < 𝑡 < 𝑡0 + 𝑅
1
𝛼, 𝑅 > 0                          (2.15) 

 

şeklinde ifade edilir. Burada (𝑇𝛼
𝑡0𝑓)

(𝑘)
(𝑡0) ifadesi kesirli türevin k defa uygulanması 

demektir (Ünal ve ark., 2016). 

Tanım 2.21 0 < 𝛼 ≤ 1 için 

 

𝐼𝛼
𝑎(𝑓)(t) =  ∫ 𝑓(𝑥) ⅆ𝛼(𝑥, 𝑎) =  ∫(𝑥 − 𝑎)𝛼−1𝑓(𝑥)d𝑥 

𝑡

𝑎

𝑡

𝑎

 

 

𝐼𝛼
𝑎 operatörüne α- mertebeden soldan conformable kesirli integral denir. 

Tanım 2.22 Conformable türev 𝛼 ∈ (0,1) olmak üzere aşağıdaki ifade olarak tanımlanır 

(Khalil ve ark., 2014) 

 

 𝑡𝐷𝛼𝑓(𝑡) = lim
𝜗→0

𝑓(𝑡 + 𝜗𝑡1−𝛼) − 𝑓(𝑡)

𝜗
,    𝑓: (0, ∞) → ℝ. 

 

Conformable türevin bazı özellikleri aşağıda verilmiştir (Khalil ve ark, 2014). 
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𝑎)𝑡𝐷𝛼𝑡𝑛 = 𝑛𝑡𝛼−𝑛, ∀𝛼 ∈ ℝ,  

𝑏)𝑡𝐷𝛼(𝑓 ∘ 𝑔) = 𝑡1−𝛼𝑔′(𝑡)𝑓′(𝑔(𝑡)),  

c)𝑡𝐷𝛼(
𝑓

𝑔
)= 

𝑔𝑡𝐷𝛼𝑓−𝑓𝑡𝐷𝛼𝑔

𝑔2
, 

d)𝑡𝐷𝛼(𝑓𝑔) = 𝑓𝑡𝐷𝛼𝑔 + 𝑔𝑡𝐷𝛼𝑓, 

e)𝑡𝐷𝛼𝑓(𝑡) = 𝑡1−𝛼 ⅆ𝑓(𝑡)

ⅆ𝑡
     ∀𝛼 ∈ ℝ, 

f)𝑡𝐷𝛼(sin𝑏𝑡) = 𝑏𝑡1−𝛼cos(𝑏𝑡),    𝑏 ∈ ℝ, 

g)𝑡𝐷𝛼(cos𝑏𝑡) = −𝑏𝑡1−𝛼sin(𝑏𝑡)    𝑏 ∈ ℝ, 

h)𝑡𝐷𝛼(𝑎𝑓 + 𝑏𝑔) = 𝑎𝑡𝐷𝛼(𝑎𝑓) + 𝑏𝑡𝐷𝛼(𝑏𝑔),    ∀𝛼, 𝑏 ∈ ℝ, 

 

Son zamanlarda, kesirli hesaplamaların conformable türeviyle ı̇lgili bir çok çalışma 

yapılmıştır. 

Doğrusal olmayan Fisher denklemi, birçok uygulama alanında kullanıldığı için 

önemli bir fiziksel denklemdir.Örneğin, relativitik kuantum mekaniklerinde, sıfır spin 

parçacıkları içeren süreçleri açıklar. Doğrusal olmayan kesirli uzay-zaman Fisher 

denklemi, 

 

𝐷𝑡
𝛼𝑢(𝑥, 𝑡) − 𝐷𝑥

2𝛼𝑢(𝑥, 𝑡) − 6𝑢(𝑥, 𝑡) − 6𝑢(𝑥, 𝑡)2 = 0, (2.16) 

𝑡 > 0, 𝑥 ∈ ℝ, 0 < 𝛼 ≤ 1, 

 

şekilde verilir (Odibat ve Momani, 2008). Bu çalışmadaki amacımız, doğrusal olmayan 

uzay-zaman Fisher denkleminin conformable türev operatörü yardımıyla elde edilen 

çözümlerini araştırmaktır. 
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3. KESİRLİ DİFERANSİYEL DENKLEMLER İÇİN ANALİTİK ÇÖZÜM 

BULMA METODLARI   

3.1 Varyasyonel İterasyon Metodu 

VIM nun uygulama adımları aşağıdaki gibi açıklanabilir. (Odibat ve Momani, 

2008). Zaman kesirli bir kısmi diferansiyel denklemi şu şekilde ifade edelim 

 

𝐷𝑡
𝛼𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑓(𝑢, 𝑢𝑥, 𝑢𝑥𝑥) + 𝑔(𝑥, 𝑡),    𝑚 − 1 < 𝛼 ≤ 𝑚, (3.1) 

 

burada 𝐷𝑡
𝛼 =

𝜕𝛼

𝜕𝑡𝛼 Conformable kesirli türev operatörüdür ve 𝛼, 𝑚 ∈ 𝑁, 𝑓 doğrusal 

olmayan bir fonksiyon ve g kaynak fonksiyonudur. Denklem (2.16) için başlangıç ve 

sınır koşullarını aşağıdaki gibi verebiliriz, 

 

𝑢(𝑥, 0) = ℎ(𝑥),   0 < 𝛼 ≤ 1, (3.2) 

𝑢(𝑥, 𝑡) → 0    |𝑥| → ∞,   𝑡 > 0,                 

 

ve 

 

𝑢(𝑥, 0) = ℎ(𝑥),   
𝜕𝑢(𝑥,0)

𝜕𝑡
= 𝑘(𝑥),   1 < 𝛼 ≤ 2, (3.3) 

𝑢(𝑥, 𝑡) → 0  |𝑥| → ∞,   𝑡 > 0. 

 

(3.1) denklemine VIM nu uygularsak 

 

𝑢𝑘+1(𝑥, 𝑡) = 𝑢𝑘(𝑥, 𝑡) + ∫
𝑡

0
𝜆(𝜉)(

𝜕𝛼𝑢𝑘(𝑥,𝜉)

𝜕𝜉𝛼 − 𝑓(𝑢̃𝑘, (𝑢̃𝑘)𝑥, (𝑢̃𝑘)𝑥𝑥) − 𝑔(𝑥, 𝜉))ⅆ𝜉, (3.4) 

 

yazabiliriz. Burada 𝑢̃𝑘, (𝑢̃𝑘)𝑥, (𝑢̃𝑘)𝑥𝑥 f fonksiyonunun sınırlı varyasyonları , 𝛿𝑢̃𝑛 = 0 ve 

𝜆 genel Lagrange çarpanıdır (İnokuti ve ark., 1978). 𝜆 varyasyon terimi olarak 

tanımlanabilir. (2.16) denklemini sabit hale getirmek için (3.4) denklemini aşağıdaki 

gibi yazabiliriz. 

 

𝛿𝑢(𝑘+1)(𝑥, 𝑡) = 𝛿𝑢𝑘(𝑥, 𝑡) + 𝛿 ∫
𝑡

0
𝜆(𝜉)(

𝜕𝛼𝑢𝑘(𝑥,𝜉)

𝜕𝜉𝛼 − 𝑔(𝑥, 𝜉))ⅆ𝜉, (3.5) 
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𝑚  α  𝑚 

 

Lagrange çarpanı aşağıdaki gibi tanımlanır. 

 

𝜆 = −1, → 𝑚 = 1 

𝜆 = 𝜉 − 𝑡, → 𝑚 = 2 

 

Dolayısıyla,  𝑚 = 1  için aşağıdaki yineleme formülünü elde ederiz: 

 

𝑢𝑘+1(𝑥, 𝑡) = 𝑢𝑘(𝑥, 𝑡) − ∫
𝑡

0
(

𝜕𝛼

𝜕𝜉𝛼 𝑢𝑘(𝑥, 𝜉) − 𝑓(𝑢𝑘, (𝑢𝑘)𝑥, (𝑢𝑘)𝑥𝑥) − 𝑔(𝑥, 𝜉))ⅆ𝜉 (3.6) 

 

Bu durumda başlangıç şartı 

 

𝑢0(𝑥, 𝑡) = ℎ(𝑥).  (3.7) 

 

şeklindedir. 𝑚 = 2 için aşağıdaki yineleme formülünü elde ederiz: 

 

𝑢𝑘+1(𝑥, 𝑡) = 𝑢𝑘(𝑥, 𝑡) + ∫
𝑡

0
(𝜉 − 𝑡)(

𝜕𝛼

𝜕𝜉𝛼 𝑢𝑘(𝑥, 𝜉) − 𝑓(𝑢𝑘, (𝑢𝑘)𝑥, (𝑢𝑘)𝑥𝑥) − 𝑔(𝑥, 𝜉))ⅆ𝜉  

  (3.8) 

Bu durumda başlangıç şartı 

 

𝑢0(𝑥, 𝑡) = ℎ(𝑥) + 𝑡𝑘(𝑥) 

 

şeklindedir. Düzeltme fonksiyonu (3.4) birkaç adım uygulanabilir. Bu metotla analitik 

çözüm 

 

𝑢(𝑥, 𝑡) = lim
𝑘→∞

𝑢𝑘(𝑥, 𝑡) 

 

olarak elde edilir. 
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3.2 Adomian Ayrıştırma Metodu 

Adomian ayrıştırma yöntemi, kesirli diferansiyel denklemlerin çözümlerinde de 

sıklıkla kullanılır. Zaman kesirli doğrusal olmayan bir kısmi diferansiyel denklemi 

aşağıdaki şekilde ifade edelim  

 

𝐷𝑡
𝛼𝑢(𝑥, 𝑡) + 𝐿𝑢(𝑥, 𝑡) − 𝑁𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑔(𝑥, 𝑡), 𝑥 > 0 (3.9) 

 

(Odibat ve Momani, 2008). 𝐷𝑡
𝛼  operatörünün tersi olan  𝐽𝛼 operatörü denklem (3.9)’un 

her iki tarafına da uygulanırsa ve ilk koşullar göz önünde bulundurulursa, 

 

𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑
𝜕𝑘𝑢

𝜕𝑡𝑘
(𝑥, 0+)

𝑡𝑘

𝑘!
+ 𝐽𝛼𝑔(𝑥, 𝑡) − 𝐽𝛼[𝐿𝑢(𝑥, 𝑡) − 𝑁𝑢(𝑥, 𝑡)],                      (3.10)

𝑚−1

𝑘=0

 

 

elde edilir. 𝑢(𝑥, 𝑡) çözüm fonksiyonu  

 

𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑ 𝑢𝑛(𝑥, 𝑡)                                                                                                            (3.11)

∞

𝑛=0

 

 

şeklindedir ve denklem (3.10) daki doğrusal olmayan fonksiyon aşağıdaki şekilde ifade 

edilir. 

 

𝑁𝑢 = ∑ 𝐴𝑛,

∞

𝑛=0

 

 

Burada 𝐴𝑛, Adomian polinomları olarak adlandırılır. (3.11) i (3.10) denkleminde  yerine 

yazarsak (Odibat ve Momani, 2008), 

 

∑ un(x, t)
∞

n=0
= ∑

∂ku

∂tk

m−1

k=0
(x, 0+)

tk

k!
+ Jαg(x, t) − Jα[L ∑ un(x, t)∞

n=0 ) + ∑ 𝐴𝑛
∞
n=0 ] (3.12)  

 

elde edilir. Burada 
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𝑢0(𝑥, 𝑡) = ∑
𝜕𝑘𝑢

𝜕𝑡𝑘
(𝑥, 0+)

𝑡𝑘

𝑘!
+ 𝐽𝛼𝑔(𝑥, 𝑡)

𝑚−1

𝑘=0

                                                                    (3.13) 

𝑢1(𝑥, 𝑡) = −𝐽𝛼(𝐿𝑢0 + 𝐴𝑢0), 

𝑢2(𝑥, 𝑡) = −𝐽𝛼(𝐿𝑢1 + 𝐴𝑢1), 

. 

. 

. 

𝑢𝑛+1(𝑥, 𝑡) = −𝐽𝛼(𝐿𝑢𝑛 + 𝐴𝑢𝑛). 

 

şeklindedir. 
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4. ADM ve VIM KULLANILARAK ELDE EDİLEN ÇÖZÜMLER 

4.1 VIM İle Elde Edilen Çözüm  

(2.16) Doğrusal olmayan uzay zaman kesirli Fisher denklemini  

 

𝐷𝑡
𝛼𝑢(𝑥, 𝑡) − 𝐷𝑥

2𝛼𝑢(𝑥, 𝑡) − 6𝑢(𝑥, 𝑡) − 6𝑢(𝑥, 𝑡)2 = 0, 

  

dikkate alalım (Odibat ve Momani, 2008). Bu denklem için başlangıç koşulu  

 

𝑢(𝑥, 0) = 1/(1 + ⅇ𝑥)2  (4.1) 

 

olsun. (2.16) Fisher denkleminin tam çözümlerinden biri aşağıdadır (Odibat ve Momani, 

2008). 

 

𝑢(𝑥, 𝑡) =
1

(1+ⅇ𝑥−5𝑡)2  (4.2) 

 

(2.16) denklemi için iterasyon formülü, (3.6) formülünden  

 

𝑢𝑘+1(𝑥, 𝑡) = 𝑢𝑘(𝑥, 𝑡) − ∫
𝑡

0
(

𝜕𝛼

𝜕𝜉𝛼 𝑢𝑘(𝑥, 𝜉) −
𝜕2𝛼

𝜕𝑥2𝛼 𝑢(𝑥, 𝜉) − 6𝑢(𝑥, 𝜉) − 6𝑢(𝑥, 𝜉)2)ⅆ𝜉.   

  (4.3) 

olarak verilir. Burada ∫
𝑡

0
 , 𝐷𝑡

𝛼 için 0 dan t’ye tanımlanan integral operatörüdür. O halde 

VIM algoritması kullanılarak,  

 

𝑢𝑘+1(𝑥, 𝑡) = 𝑢𝑘(𝑥, 𝑡) − ∫
𝑡

0
(

𝜕𝛼

𝜕𝜉𝛼
𝑢𝑘(𝑥, 𝜉) −

𝜕2𝛼

𝜕𝑥2𝛼
𝑢(𝑥, 𝜉) − 6𝑢(𝑥, 𝜉) − 6𝑢(𝑥, 𝜉)2)ⅆ𝜉.   

  (4.4) 

yazılabilir. Yukarıdaki varyasyon iterasyon metoduna göre, 𝑢0 = 1/(1 + ⅇ𝑥)2 ile 

başlayarak aşağıdaki yaklaşımları elde edebiliriz 

 

𝑢0 = 1/(1 + ⅇ𝑥)2  (4.5) 
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𝑢1 = 1/(1 + ⅇ𝑥)2 + (2ⅇ𝑥𝑡𝑥−2𝛼)((−1 + 2ⅇ𝑥)𝑥2 + 3(2 + ⅇ𝑥)𝑥2𝛼 + (1 + ⅇ𝑥)𝑥(−1

+ 𝛼))/(1 + ⅇ𝑥)4 

 

𝑢2 = 1/(1 + ⅇ𝑥)8((1 + ⅇ𝑥)6 + 2ⅇ𝑥(1 + ⅇ𝑥)4𝑡𝑥−2𝛼((−1 + 2ⅇ𝑥)𝑥2 + 3(2 + ⅇ𝑥)𝑥2𝛼

+ (1 + ⅇ𝑥)𝑥(−1 + 𝛼)) − 2ⅇ𝑥(−𝑡(3(1 + ⅇ𝑥)4(2 + ⅇ𝑥) + 3(1

+ ⅇ𝑥)2(−1 + 2ⅇ𝑥 + ⅇ2𝑥)𝑡𝑥−2𝛼((−1 + 2ⅇ𝑥)𝑥2 + 3(2 + ⅇ𝑥)𝑥2𝛼 + (1

+ ⅇ𝑥)𝑥(−1 + 𝛼)) − 4ⅇ𝑥𝑡2𝑥−4𝛼((−1 + 2ⅇ𝑥)𝑥2 + 3(2 + ⅇ𝑥)𝑥2𝛼 + (1

+ ⅇ𝑥)𝑥(−1 + 𝛼))2) − 1/(−2 + 𝛼)(1 + ⅇ𝑥)4𝑡2−𝛼𝑥−2𝛼(3(2 + ⅇ𝑥)𝑥2𝛼

+ 𝑥(−1 − 𝑥 + 𝛼 + ⅇ𝑥(−1 + 2𝑥 + 𝛼))) − (1 + ⅇ𝑥)2𝑥1−4𝛼((1

+ ⅇ𝑥)2𝑡𝑥2𝛼(−1 − 𝑥 + 𝛼 + ⅇ𝑥(−1 + 2𝑥 + 𝛼)) + 1/2𝑡2(−1 − 7𝑥

− 6𝑥2 − 𝑥3 + 6𝑥2𝛼(1 + 𝑥 − 𝛼) + 6𝛼 + 18𝑥𝛼 + 6𝑥2𝛼 − 11𝛼2

− 11𝑥𝛼2 + 6𝛼3 + 3ⅇ𝑥(−1 + 12𝑥2 + 6𝑥3 − 2𝑥2𝛼(1 + 8𝑥 − 𝛼) + 6𝛼

− 12𝑥2𝛼 − 11𝛼2 + 6𝛼3) + 3ⅇ2𝑥(−1 + 7𝑥 + 6𝑥2 − 11𝑥3 + 6𝛼

− 18𝑥𝛼 − 6𝑥2𝛼 − 11𝛼2 + 11𝑥𝛼2 + 6𝛼3 + 6𝑥2𝛼(−1 + 𝑥 + 𝛼))

+ ⅇ3𝑥(−1 + 8𝑥3 + 12𝑥1+2𝛼 + 24𝑥2(−1 + 𝛼) + 6𝑥2𝛼(−1 + 𝛼) + 6𝛼

+ 𝛼2(−11 + 6𝛼) + 2𝑥(−1 + 𝛼)(−7 + 11𝛼))))) 

 

𝑢3 = 1/(1 + ⅇ𝑥)10(6ⅇ𝑥(1 + ⅇ𝑥)6(2 + ⅇ𝑥)𝑡 + 12ⅇ𝑥(1 + ⅇ𝑥)4(−1 + 2ⅇ𝑥

+ ⅇ2𝑥)𝑡2𝑥−2𝛼((−1 + 2ⅇ𝑥)𝑥2 + 3(2 + ⅇ𝑥)𝑥2𝛼 + (1 + ⅇ𝑥)𝑥(−1 + 𝛼))

− (384ⅇ4𝑥𝑡7𝑥−8𝛼((−1 + 2ⅇ𝑥)𝑥2 + 3(2 + ⅇ𝑥)𝑥2𝛼

+ (1 + ⅇ𝑥)𝑥(−1 + 𝛼))
4

)/7(1 + ⅇ𝑥)6

+ (24ⅇ2𝑥(1 + ⅇ𝑥)2𝑡5−2𝛼𝑥−4𝛼((−1 + 2ⅇ𝑥)𝑥2 + 3(2 + ⅇ𝑥)𝑥2𝛼

+ (1 + ⅇ𝑥)𝑥(−1 + 𝛼))
2

)/(−2 + 𝛼)2(−5 + 2𝛼)

− (2ⅇ𝑥(1 + ⅇ𝑥)6𝑡3−2𝛼𝑥−2𝛼((−1 + 2ⅇ𝑥)𝑥2 + 3(2 + ⅇ𝑥)𝑥2𝛼

+ (1 + ⅇ𝑥)𝑥(−1 + 𝛼)))/(−3 + 2𝛼) + 2ⅇ𝑥(1 + ⅇ𝑥)6𝑡𝑥1−2𝛼(−1 − 𝑥

+ 𝛼 + ⅇ𝑥(−1 + 2𝑥 + 𝛼))

+ 1 (1 + ⅇ𝑥)4⁄ 16ⅇ3𝑥𝑡6𝑥−8𝛼((−1 + 2ⅇ𝑥)𝑥2 + 3(2 + ⅇ𝑥)𝑥2𝛼

+ (1 + ⅇ𝑥)𝑥(−1 + 𝛼))
2

((−1 + 18ⅇ𝑥 − 33ⅇ2𝑥 + 8ⅇ3𝑥)𝑥4 + 18(−2

+ 3ⅇ𝑥 + 4ⅇ2𝑥 + ⅇ3𝑥)𝑥4𝛼 + 12(1 − 6ⅇ𝑥 + 3ⅇ2𝑥 + 2ⅇ3𝑥)𝑥2+2𝛼 + 6(1

− 6ⅇ𝑥 − 3ⅇ2𝑥 + 4ⅇ3𝑥)𝑥3(−1 + 𝛼) + 12(−1 + ⅇ𝑥 



21 

 

 

+3ⅇ2𝑥 + ⅇ3𝑥)𝑥1+2𝛼(−1 + 𝛼) + (1 + ⅇ𝑥)2(−1 + 2ⅇ𝑥)𝑥2(7 − 18𝛼 + 11𝛼2)

+ (1 + ⅇ𝑥)3𝑥(−1 + 6𝛼 − 11𝛼2 + 6𝛼3)) − 4ⅇ2𝑥𝑡4𝑥1−6𝛼(2(1 − 17ⅇ𝑥

+ 63ⅇ2𝑥 − 65ⅇ3𝑥 + 16ⅇ4𝑥)𝑥5 + 3(−8 + 91ⅇ𝑥 − 154ⅇ2𝑥 − 5ⅇ3𝑥

+ 32ⅇ4𝑥)𝑥3+2𝛼 + 18(4 − 23ⅇ𝑥 + 2ⅇ2𝑥 + 15ⅇ3𝑥 + 4ⅇ4𝑥)𝑥1+4𝛼 + (−13

+ 113ⅇ𝑥 − 123ⅇ2𝑥 − 145ⅇ3𝑥 + 104ⅇ4𝑥)𝑥4(−1 + 𝛼) + 18(−2 + ⅇ𝑥

+ 7ⅇ2𝑥 + 5ⅇ3𝑥 + ⅇ4𝑥)𝑥4𝛼(−1 + 𝛼) + 6(14 − 61ⅇ𝑥 − 48ⅇ2𝑥 + 55ⅇ3𝑥

+ 28ⅇ4𝑥)𝑥2+2𝛼(−1 + 𝛼) + 6(1 + ⅇ𝑥)2(1 − 5ⅇ𝑥 + 4ⅇ2𝑥)𝑥3(4 − 9𝛼

+ 5𝛼2) + (1 + ⅇ𝑥)4𝑥(−1 + 𝛼)2(2 − 9𝛼 + 10𝛼2) + 3(1 + ⅇ𝑥)3(2

+ ⅇ𝑥)𝑥2𝛼(−1 + 6𝛼 − 11𝛼2 + 6𝛼3) + (1 + ⅇ𝑥)3(−1 + 2ⅇ𝑥)𝑥2(−14

+ 55𝛼 − 70𝛼2 + 29𝛼3) + 3(1 + ⅇ𝑥)2𝑥1+2𝛼(−1 + 𝛼)(20 − 32𝛼

+ 4ⅇ2𝑥(−5 + 8𝛼) + ⅇ𝑥(−33 + 53𝛼))) − 12ⅇ2𝑥𝑡4𝑥−6𝛼((1 − 20ⅇ𝑥

+ 69ⅇ2𝑥 − 74ⅇ3𝑥 + 16ⅇ4𝑥)𝑥6 + 63(2 + ⅇ𝑥)2(−1 + 2ⅇ𝑥 + ⅇ2𝑥)𝑥6𝛼

+ (−19 + 207ⅇ𝑥 − 335ⅇ2𝑥 + ⅇ3𝑥 + 76ⅇ4𝑥)𝑥4+2𝛼 + 12(10 − 47ⅇ𝑥

+ 4ⅇ2𝑥 + 35ⅇ3𝑥 + 10ⅇ4𝑥)𝑥2+4𝛼 + (−7 + 65ⅇ𝑥 − 69ⅇ2𝑥 − 85ⅇ3𝑥

+ 56ⅇ4𝑥)𝑥5(−1 + 𝛼) + 2(31 − 150ⅇ𝑥 − 133ⅇ2𝑥 + 110ⅇ3𝑥

+ 62ⅇ4𝑥)𝑥3+2𝛼(−1 + 𝛼) + 60(−2 + ⅇ𝑥 + 7ⅇ2𝑥 + 5ⅇ3𝑥

+ ⅇ4𝑥)𝑥1+4𝛼(−1 + 𝛼) + (1 + ⅇ𝑥)4𝑥2(−1 + 𝛼)2(1 − 5𝛼 + 6𝛼2)

+ 3(1 + ⅇ𝑥)3(2 + ⅇ𝑥)𝑥1+2𝛼(−1 + 6𝛼 − 11𝛼2 + 6𝛼3) + (1 + ⅇ𝑥)3(−1

+ 2ⅇ𝑥)𝑥3(−8 + 31𝛼 − 40𝛼2 + 17𝛼3) + (1 + ⅇ𝑥)2𝑥4(−1 + 𝛼)(−13

+ ⅇ𝑥(70 − 86𝛼) + 17𝛼 + ⅇ2𝑥(−52 + 68𝛼)) + (1 + ⅇ𝑥)2𝑥2+2𝛼(−1

+ 𝛼)(55 − 79𝛼 + ⅇ2𝑥(−55 + 79𝛼) + ⅇ𝑥(−89 + 125𝛼)))

+ 2ⅇ𝑥(1 + ⅇ𝑥)4𝑡2𝑥1−4𝛼(−1 − 𝑥3 + 6𝑥1+2𝛼 + 6𝑥2(−1 + 𝛼)

− 6𝑥2𝛼(−1 + 𝛼) + 6𝛼 − 11𝛼2 + 6𝛼3 + 𝑥(−7 + 18𝛼 − 11𝛼2)

− 3ⅇ𝑥(1 − 6𝑥3 + 16𝑥1+2𝛼 + 12𝑥2(−1 + 𝛼) − 2𝑥2𝛼(−1 + 𝛼) − 6𝛼

+ 11𝛼2 − 6𝛼3) + 3ⅇ2𝑥(−1 − 11𝑥3 + 6𝑥1+2𝛼 − 6𝑥2(−1 + 𝛼)

+ 6𝑥2𝛼(−1 + 𝛼) + 6𝛼 − 11𝛼2 + 6𝛼3 + 𝑥(7 − 18𝛼 + 11𝛼2))

+ ⅇ3𝑥(−1 + 8𝑥3 + 12𝑥1+2𝛼 + 24𝑥2(−1 + 𝛼) + 6𝑥2𝛼(−1 + 𝛼) + 6𝛼

− 11𝛼2 + 6𝛼3 + 2𝑥(7 − 18𝛼 + 11𝛼2)))

− 1 ((−3 + 𝛼)(−2 + 𝛼))⁄ 2ⅇ𝑥(1 + ⅇ𝑥)4𝑡3−𝛼𝑥1−4𝛼(−1 − 𝑥3 + 6𝑥1+2𝛼

+ 6𝑥2(−1 + 𝛼) − 6𝑥2𝛼(−1 + 𝛼) + 6𝛼 − 11𝛼2 + 6𝛼3 + 𝑥(−7 + 18𝛼

− 11𝛼2) − 3ⅇ𝑥(1 − 6𝑥3 + 16𝑥1+2𝛼 + 12𝑥2(−1 + 𝛼) − 2𝑥2𝛼(−1 + 𝛼)

− 6𝛼 + 11𝛼2 − 6𝛼3) + 3ⅇ2𝑥(−1 − 11𝑥3 + 6𝑥1+2𝛼 − 6𝑥2(−1 + 𝛼)

+ 6𝑥2𝛼(−1 + 𝛼) + 6𝛼 − 11𝛼2 + 6𝛼3 + 𝑥(7 − 18𝛼 + 11𝛼2)) 
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+ⅇ3𝑥(−1 + 8𝑥3 + 12𝑥1+2𝛼 + 24𝑥2(−1 + 𝛼) + 6𝑥2𝛼(−1 + 𝛼) + 6𝛼 − 11𝛼2 + 6𝛼3

+ 2𝑥(7 − 18𝛼 + 11𝛼2))) + 2ⅇ𝑥(1 + ⅇ𝑥)2𝑡3𝑥−4𝛼((1 − 36ⅇ𝑥

+ 132ⅇ2𝑥 − 120ⅇ3𝑥 − 17ⅇ4𝑥 + 8ⅇ5𝑥)𝑥4 + 18(2 − 39ⅇ𝑥 − 32ⅇ2𝑥

+ 2ⅇ3𝑥 + 6ⅇ4𝑥 + ⅇ5𝑥)𝑥4𝛼 + 12(−1 + 24ⅇ𝑥 − 38ⅇ2𝑥 − 18ⅇ3𝑥 + 7ⅇ4𝑥

+ 2ⅇ5𝑥)𝑥2+2𝛼 + 2(−3 + 40ⅇ𝑥 − 40ⅇ2𝑥 − 80ⅇ3𝑥 + 15ⅇ4𝑥

+ 12ⅇ5𝑥)𝑥3(−1 + 𝛼) + 12(1 − 19ⅇ𝑥 − 26ⅇ2𝑥 − 2ⅇ3𝑥 + 5ⅇ4𝑥

+ ⅇ5𝑥)𝑥1+2𝛼(−1 + 𝛼) + (1 + ⅇ𝑥)3(−1 + 2ⅇ𝑥 + ⅇ2𝑥)𝑥(−1 + 6𝛼

− 11𝛼2 + 6𝛼3) + (1 + ⅇ𝑥)2𝑥2(7 − 18𝛼 + 11𝛼2 + 3ⅇ2𝑥(7 − 18𝛼

+ 11𝛼2) + 2ⅇ3𝑥(7 − 18𝛼 + 11𝛼2) − 4ⅇ𝑥(11 − 26𝛼 + 15𝛼2)))

− 1 (5(1 + ⅇ𝑥)2)⁄ 6ⅇ2𝑥𝑡5𝑥−8𝛼((1 − 18ⅇ𝑥 + 33ⅇ2𝑥 − 8ⅇ3𝑥)2𝑥8

+ 108(2 + ⅇ𝑥)2(3 − 44ⅇ𝑥 − 10ⅇ2𝑥 + 12ⅇ3𝑥 + 3ⅇ4𝑥)𝑥8𝛼 + 8(−3

+ 80ⅇ𝑥 − 480ⅇ2𝑥 + 870ⅇ3𝑥 − 397ⅇ4𝑥 − 126ⅇ5𝑥 + 48ⅇ6𝑥)𝑥6+2𝛼

+ 36(6 − 119ⅇ𝑥 + 396ⅇ2𝑥 − 236ⅇ3𝑥 − 214ⅇ4𝑥 + 47ⅇ5𝑥

+ 24ⅇ6𝑥)𝑥4+4𝛼 + 432(−2 + 31ⅇ𝑥 − 36ⅇ2𝑥 − 46ⅇ3𝑥 + 4ⅇ4𝑥 + 11ⅇ5𝑥

+ 2ⅇ6𝑥)𝑥2+6𝛼 + 12(−1 + 24ⅇ𝑥 − 138ⅇ2𝑥 + 148ⅇ3𝑥 + 123ⅇ4𝑥

− 156ⅇ5𝑥 + 32ⅇ6𝑥)𝑥7(−1 + 𝛼) + 24(7 − 99ⅇ𝑥 + 288ⅇ2𝑥 + 48ⅇ3𝑥

− 375ⅇ4𝑥 + 27ⅇ5𝑥 + 56ⅇ6𝑥)𝑥5+2𝛼(−1 + 𝛼) + 72(−10 + 105ⅇ𝑥

− 64ⅇ2𝑥 − 264ⅇ3𝑥 − 30ⅇ4𝑥 + 75ⅇ5𝑥 + 20ⅇ6𝑥)𝑥3+4𝛼(−1 + 𝛼)

+ 432(2 − 21ⅇ𝑥 − 39ⅇ2𝑥 − 10ⅇ3𝑥 + 12ⅇ4𝑥 + 7ⅇ5𝑥 + ⅇ6𝑥)𝑥1+6𝛼(−1

+ 𝛼) + 24(1 + ⅇ𝑥)4(−1 + 2ⅇ𝑥 + ⅇ2𝑥)𝑥2+2𝛼(−1 + 𝛼)2(1 − 5𝛼 + 6𝛼2)

+ (1 + ⅇ𝑥)6𝑥2(1 − 6𝛼 + 11𝛼2 − 6𝛼3)2 + 36(1 + ⅇ𝑥)3(−2 + 3ⅇ𝑥

+ 4ⅇ2𝑥 + ⅇ3𝑥)𝑥1+4𝛼(−1 + 6𝛼 − 11𝛼2 + 6𝛼3) + 2(1 + ⅇ𝑥)5(−1

+ 2ⅇ𝑥)𝑥3(−1 + 𝛼)2(−7 + 46𝛼 − 97𝛼2 + 66𝛼3)

+ 24(1 + ⅇ𝑥)2𝑥4+2𝛼(−13 + 30𝛼 − 17𝛼2 + ⅇ2𝑥(−223 + 506𝛼

− 283𝛼2) + 4ⅇ4𝑥(13 − 30𝛼 + 17𝛼2) + ⅇ3𝑥(34 − 84𝛼 + 50𝛼2)

+ 2ⅇ𝑥(59 − 134𝛼 + 75𝛼2)) + 36(1 + ⅇ𝑥)2𝑥2+4𝛼(18 − 44𝛼 + 26𝛼2

+ ⅇ𝑥(−97 + 222𝛼 − 125𝛼2) + 2ⅇ2𝑥(3 − 10𝛼 + 7𝛼2) + 2ⅇ4𝑥(9

− 22𝛼 + 13𝛼2) + ⅇ3𝑥(65 − 158𝛼 + 93𝛼2)) + 8(1 + ⅇ𝑥)3𝑥3+2𝛼(−1

+ 𝛼)(24 − 69𝛼 + 51𝛼2 + 9ⅇ2𝑥(8 − 23𝛼 + 17𝛼2) + 6ⅇ3𝑥(8 − 23𝛼

+ 17𝛼2) − 2ⅇ𝑥(55 − 161𝛼 + 124𝛼2)) + (1 + ⅇ𝑥)4𝑥4(−1 + 𝛼)2(61

− 214𝛼 + 193𝛼2 + 4ⅇ2𝑥(61 − 214𝛼 + 193𝛼2) − 4ⅇ𝑥(70 − 259𝛼

+ 247𝛼2)) + 2(1 + ⅇ𝑥)3𝑥5(−1 + 𝛼)(−43 + 113𝛼 − 72𝛼2 + 18ⅇ𝑥(22

− 59𝛼 + 39𝛼2) + 8ⅇ3𝑥(43 − 113𝛼 + 72𝛼2) − 3ⅇ2𝑥(263 − 703𝛼
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+ 462𝛼2)) + 2(1 + ⅇ𝑥)2𝑥6(25 − 54𝛼 + 29𝛼2 + 16ⅇ4𝑥(25 − 54𝛼

+ 29𝛼2) − 8ⅇ𝑥(49 − 108𝛼 + 59𝛼2) + 3ⅇ2𝑥(503 − 1098𝛼 + 595𝛼2)

− 2ⅇ3𝑥(763 − 1674𝛼 + 911𝛼2)))

− 2ⅇ𝑥(1 + ⅇ𝑥)2𝑡2−𝛼𝑥−4𝛼((12ⅇ𝑥𝑡2((−1 + 2ⅇ𝑥)𝑥2 + 3(2 + ⅇ𝑥)𝑥2𝛼

+ (1 + ⅇ𝑥)𝑥(−1 + 𝛼))2)/(−4 + 𝛼) − (2(1 + ⅇ𝑥)4𝑥2𝛼((−1 + 2ⅇ𝑥)𝑥2

+ 3(2 + ⅇ𝑥)𝑥2𝛼 + (1 + ⅇ𝑥)𝑥(−1 + 𝛼)))/(−2

+ 𝛼) −1 (−3 + 𝛼)⁄ (1 + ⅇ𝑥)2𝑡((−1 + 18ⅇ𝑥 − 33ⅇ2𝑥 + 8ⅇ3𝑥)𝑥4

+ 18(−2 + 3ⅇ𝑥 + 4ⅇ2𝑥 + ⅇ3𝑥)𝑥4𝛼 + 12(1 − 6ⅇ𝑥 + 3ⅇ2𝑥

+ 2ⅇ3𝑥)𝑥2+2𝛼 + 6(1 − 6ⅇ𝑥 − 3ⅇ2𝑥 + 4ⅇ3𝑥)𝑥3(−1 + 𝛼) + 12(−1 + ⅇ𝑥

+ 3ⅇ2𝑥 + ⅇ3𝑥)𝑥1+2𝛼(−1 + 𝛼) + (1 + ⅇ𝑥)2(−1 + 2ⅇ𝑥)𝑥2(7 − 18𝛼

+ 11𝛼2) + (1 + ⅇ𝑥)3𝑥(−1 + 6𝛼 − 11𝛼2 + 6𝛼3)))

+
1

3
ⅇ𝑥(1 + ⅇ𝑥)2𝑡3𝑥1−6𝛼(−1 − 𝑥5 + 12𝑥3+2𝛼 − 36𝑥1+4𝛼 + 15𝑥4(−1

+ 𝛼) + 36𝑥4𝛼(−1 + 𝛼) − 72𝑥2+2𝛼(−1 + 𝛼) + 15𝛼 − 85𝛼2 + 225𝛼3

− 274𝛼4 + 120𝛼5 + 12𝑥1+2𝛼(7 − 18𝛼 + 11𝛼2) − 5𝑥3(13 − 30𝛼

+ 17𝛼2) − 12𝑥2𝛼(−1 + 6𝛼 − 11𝛼2 + 6𝛼3) + 15𝑥2(−6 + 25𝛼

− 34𝛼2 + 15𝛼3) + 𝑥(−31 + 225𝛼 − 595𝛼2 + 675𝛼3 − 274𝛼4)

+ ⅇ5𝑥(−1 + 32𝑥5 + 96𝑥3+2𝛼 + 72𝑥1+4𝛼 + 240𝑥4(−1 + 𝛼)

+ 36𝑥4𝛼(−1 + 𝛼) + 288𝑥2+2𝛼(−1 + 𝛼) + 15𝛼 − 85𝛼2 + 225𝛼3

− 274𝛼4 + 120𝛼5 + 24𝑥1+2𝛼(7 − 18𝛼 + 11𝛼2) + 40𝑥3(13 − 30𝛼

+ 17𝛼2) + 12𝑥2𝛼(−1 + 6𝛼 − 11𝛼2 + 6𝛼3) + 60𝑥2(−6 + 25𝛼

− 34𝛼2 + 15𝛼3) + 2𝑥(31 − 225𝛼 + 595𝛼2 − 675𝛼3 + 274𝛼4))

− 2ⅇ2𝑥(359𝑥5 − 1104𝑥3+2𝛼 + 720𝑥1+4𝛼 − 975𝑥4(−1 + 𝛼)

+ 144𝑥4𝛼(−1 + 𝛼) + 600𝑥2+2𝛼(−1 + 𝛼) − 5𝑥3(13 − 30𝛼 + 17𝛼2)

+ 24𝑥1+2𝛼(17 − 44𝛼 + 27𝛼2) − 24𝑥2𝛼(−1 + 6𝛼 − 11𝛼2 + 6𝛼3)

+ 105𝑥2(−6 + 25𝛼 − 34𝛼2 + 15𝛼3) + 𝑥(−31 + 225𝛼 − 595𝛼2

+ 675𝛼3 − 274𝛼4) + 5(1 − 15𝛼 + 85𝛼2 − 225𝛼3 + 274𝛼4

− 120𝛼5)) − 2ⅇ3𝑥(−604𝑥5 + 816𝑥3+2𝛼 + 288𝑥1+4𝛼 − 300𝑥4(−1

+ 𝛼) − 72𝑥4𝛼(−1 + 𝛼) + 1200𝑥2+2𝛼(−1 + 𝛼) − 24𝑥1+2𝛼(2 − 5𝛼

+ 3𝛼2) + 100𝑥3(13 − 30𝛼 + 17𝛼2) − 48𝑥2𝛼(−1 + 6𝛼 − 11𝛼2

+ 6𝛼3) + 60𝑥2(−6 + 25𝛼 − 34𝛼2 + 15𝛼3) − 4𝑥(31 − 225𝛼

+ 595𝛼2 − 675𝛼3 + 274𝛼4) + 5(1 − 15𝛼 + 85𝛼2 − 225𝛼3 + 274𝛼4

− 120𝛼5)) + ⅇ𝑥(88𝑥5 − 480𝑥3+2𝛼 + 792𝑥1+4𝛼 − 600𝑥4(−1 + 𝛼)
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− 252𝑥4𝛼(−1 + 𝛼) + 1200𝑥2+2𝛼(−1 + 𝛼) + 80𝑥3(13 − 30𝛼

+ 17𝛼2) − 24𝑥1+2𝛼(17 − 44𝛼 + 27𝛼2) − 12𝑥2𝛼(−1 + 6𝛼 − 11𝛼2

+ 6𝛼3) − 60𝑥2(−6 + 25𝛼 − 34𝛼2 + 15𝛼3) − 2𝑥(31 − 225𝛼

+ 595𝛼2 − 675𝛼3 + 274𝛼4) + 5(−1 + 15𝛼 − 85𝛼2 + 225𝛼3

− 274𝛼4 + 120𝛼5)) + ⅇ4𝑥(−473𝑥5 − 204𝑥3+2𝛼 + 252𝑥1+4𝛼

− 1725𝑥4(−1 + 𝛼) + 180𝑥4𝛼(−1 + 𝛼) + 360𝑥2+2𝛼(−1 + 𝛼)

+ 84𝑥1+2𝛼(7 − 18𝛼 + 11𝛼2) − 85𝑥3(13 − 30𝛼 + 17𝛼2) + 60𝑥2𝛼(−1

+ 6𝛼 − 11𝛼2 + 6𝛼3) + 75𝑥2(−6 + 25𝛼 − 34𝛼2 + 15𝛼3) + 7𝑥(31

− 225𝛼 + 595𝛼2 − 675𝛼3 + 274𝛼4) + 5(−1 + 15𝛼 − 85𝛼2 + 225𝛼3

− 274𝛼4 + 120𝛼5)))

+ 1 (−2 + 𝛼)⁄ 12ⅇ𝑥(1 + ⅇ𝑥)2𝑡3−𝛼𝑥−6𝛼(−(16ⅇ2𝑥𝑡3((−1 + 2ⅇ𝑥)𝑥2

+ 3(2 + ⅇ𝑥)𝑥2𝛼 + (1 + ⅇ𝑥)𝑥(−1 + 𝛼))3)/((1 + ⅇ𝑥)4(−6 + 𝛼))

+ (8ⅇ𝑥𝑡𝑥2𝛼((−1 + 2ⅇ𝑥)𝑥2 + 3(2 + ⅇ𝑥)𝑥2𝛼 + (1 + ⅇ𝑥)𝑥(−1 + 𝛼))2)

/(−4 + 𝛼) − ((1 + ⅇ𝑥)2(−1 + 2ⅇ𝑥 + ⅇ2𝑥)𝑥4𝛼((−1 + 2ⅇ𝑥)𝑥2 + 3(2

+ ⅇ𝑥)𝑥2𝛼 + (1 + ⅇ𝑥)𝑥(−1 + 𝛼)))/(−3

+ 𝛼) +1 ((1 + ⅇ𝑥)2(−5 + 𝛼))⁄ 2ⅇ𝑥𝑡2((1 − 20ⅇ𝑥 + 69ⅇ2𝑥 − 74ⅇ3𝑥

+ 16ⅇ4𝑥)𝑥6 + 54(2 + ⅇ𝑥)2(−1 + 2ⅇ𝑥 + ⅇ2𝑥)𝑥6𝛼 + 3(−6 + 67ⅇ𝑥

− 108ⅇ2𝑥 − ⅇ3𝑥 + 24ⅇ4𝑥)𝑥4+2𝛼 + 18(6 − 29ⅇ𝑥 + 2ⅇ2𝑥 + 21ⅇ3𝑥

+ 6ⅇ4𝑥)𝑥2+4𝛼 + (−7 + 65ⅇ𝑥 − 69ⅇ2𝑥 − 85ⅇ3𝑥 + 56ⅇ4𝑥)𝑥5(−1 + 𝛼)

+ 6(10 − 49ⅇ𝑥 − 44ⅇ2𝑥 + 35ⅇ3𝑥 + 20ⅇ4𝑥)𝑥3+2𝛼(−1 + 𝛼) + 54(−2

+ ⅇ𝑥 + 7ⅇ2𝑥 + 5ⅇ3𝑥 + ⅇ4𝑥)𝑥1+4𝛼(−1 + 𝛼)

+ (1 + ⅇ𝑥)4𝑥2(−1 + 𝛼)2(1 − 5𝛼 + 6𝛼2) + 3(1 + ⅇ𝑥)3(2

+ ⅇ𝑥)𝑥1+2𝛼(−1 + 6𝛼 − 11𝛼2 + 6𝛼3) + (1 + ⅇ𝑥)3(−1 + 2ⅇ𝑥)𝑥3(−8

+ 31𝛼 − 40𝛼2 + 17𝛼3) + 3(1 + ⅇ𝑥)2𝑥2+2𝛼(−1 + 𝛼)(18 − 26𝛼

+ 2ⅇ2𝑥(−9 + 13𝛼) + ⅇ𝑥(−29 + 41𝛼)) + (1 + ⅇ𝑥)2𝑥4(−1 + 𝛼)(−13

+ ⅇ𝑥(70 − 86𝛼) + 17𝛼 + ⅇ2𝑥(−52 + 68𝛼)))) + (1 + ⅇ𝑥)2((1 + ⅇ𝑥)6

+ 2ⅇ𝑥(1 + ⅇ𝑥)4𝑡𝑥−2𝛼((−1 + 2ⅇ𝑥)𝑥2 + 3(2 + ⅇ𝑥)𝑥2𝛼 + (1

+ ⅇ𝑥)𝑥(−1 + 𝛼)) − 2ⅇ𝑥(−𝑡(3(1 + ⅇ𝑥)4(2 + ⅇ𝑥) + 3(1 + ⅇ𝑥)2(−1

+ 2ⅇ𝑥 + ⅇ2𝑥)𝑡𝑥−2𝛼((−1 + 2ⅇ𝑥)𝑥2 + 3(2 + ⅇ𝑥)𝑥2𝛼 + (1 + ⅇ𝑥)𝑥(−1

+ 𝛼))

− 4ⅇ𝑥𝑡2𝑥−4𝛼((−1 + 2ⅇ𝑥)𝑥2 + 3(2 + ⅇ𝑥)𝑥2𝛼 + (1 + ⅇ𝑥)𝑥(−1 + 𝛼))2)

− ((1 + ⅇ𝑥)4𝑡2−𝛼𝑥−2𝛼(3(2 + ⅇ𝑥)𝑥2𝛼 + 𝑥(−1 − 𝑥 + 𝛼 + ⅇ𝑥(−1 + 2𝑥

+ 𝛼))))/(−2 + 𝛼) − (1 + ⅇ𝑥)2𝑥1−4𝛼((1 + ⅇ𝑥)2𝑡𝑥2𝛼(−1 − 𝑥 + 𝛼
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+ ⅇ𝑥(−1 + 2𝑥 + 𝛼)) +
1

2
𝑡2(−1 − 7𝑥 − 6𝑥2 − 𝑥3 + 6𝑥2𝛼(1 + 𝑥 − 𝛼)

+ 6𝛼 + 18𝑥𝛼 + 6𝑥2𝛼 − 11𝛼2 − 11𝑥𝛼2 + 6𝛼3 + 3ⅇ𝑥(−1 + 12𝑥2

+ 6𝑥3 − 2𝑥2𝛼(1 + 8𝑥 − 𝛼) + 6𝛼 − 12𝑥2𝛼 − 11𝛼2 + 6𝛼3) + 3ⅇ2𝑥(−1

+ 7𝑥 + 6𝑥2 − 11𝑥3 + 6𝛼 − 18𝑥𝛼 − 6𝑥2𝛼 − 11𝛼2 + 11𝑥𝛼2 + 6𝛼3

+ 6𝑥2𝛼(−1 + 𝑥 + 𝛼)) + ⅇ3𝑥(−1 + 8𝑥3 + 12𝑥1+2𝛼 + 24𝑥2(−1 + 𝛼)

+ 6𝑥2𝛼(−1 + 𝛼) + 6𝛼 + 𝛼2(−11 + 6𝛼) + 2𝑥(−1 + 𝛼)(−7

+ 11𝛼))))))) 

 

Bu şekilde, yineleme devam ettirilerek adım sayısı genişletilebilir. Buradan, 

denklem (4.1) kullanılarak yaklaşık çözümün ilk üç terimi şu şekilde elde edilir. 

 

𝑢𝑉𝐼𝑀(𝑥, 𝑡) = 𝑙𝑖𝑚
𝑘→3

𝑢𝑘(𝑥, 𝑡). 

 

4.2 ADM İle Elde Edilen Çözüm  

(2.16) Doğrusal olmayan uzay-zaman kesirli Fisher denklemini göz önünde 

bulunduralım.  

 

𝐷𝑡
𝛼𝑢(𝑥, 𝑡) − 𝐷𝑥

2𝛼𝑢(𝑥, 𝑡) − 6𝑢(𝑥, 𝑡) − 6𝑢(𝑥, 𝑡)2 = 0,  

Bu denklem için başlangıç koşulu  

 

𝑢(𝑥, 0) = 1/(1 + ⅇ𝑥)2 (4.6) 

 

olsun (Odibat ve Momani, 2008). Burada 𝐽𝛼 , 
ⅆ𝛼

ⅆ𝑡𝛼
 için 0 dan t’ye tanımlanan 

conformable integral operatörüdür. Conformable integral operatörü 𝐽𝛼 ,  

 

𝐽𝛼[𝑢(𝑥, 𝑡)] = 𝜉𝛼−1 ∫ (𝑢(𝑥, 𝑡))ⅆ𝜉
𝑡

0
  (4.7) 

 

ve buradan ADM algoritması kullanılarak, 

 

𝑢0(𝑥, 𝑡) = 1/(1 + ⅇ𝑥)2,  (4.8) 

𝑢𝑘+1(𝑥, 𝑡) = −𝐽𝛼[𝐿(𝑢𝑘) + 𝐴𝑘] (4.9) 
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= −𝐽𝛼[
𝜕𝛼

𝜕𝜅𝛼
𝑢𝑘(𝑥, 𝑡) + 𝜂𝑢𝑘(𝑥, 𝑡) + 𝜇𝐴𝑘] 

= −𝜉𝛼−1(
𝜕𝛼

𝜕𝜅𝛼
𝑢𝑘(𝑥, 𝑡) + 𝜂𝑢𝑘(𝑥, 𝑡) + 𝜇𝐴𝑘)ⅆ𝜉, 𝑘 ≥ 1.   

 

burada,  

  

𝐴0 = 𝑢0(𝑥, 𝑡)2, (4.10) 

𝐴1 = 2𝑢0(𝑥, 𝑡)𝑢1(𝑥, 𝑡), 

𝐴2 = 𝑢1(𝑥, 𝑡)2 + 2𝑢0(𝑥, 𝑡)𝑢2(𝑥, 𝑡), 

⋮ 

ardından, 

 

𝑢0(𝑥, 𝑡) = 1/(1 + ⅇ𝑥)2, (4.11) 

 

𝑢1(𝑥, 𝑡) = (2ⅇ𝑥𝑡𝛼𝑥−2𝛼(3(2 + ⅇ𝑥)𝑥2𝛼 + 𝑥(−1 − 𝑥 + 𝛼 + ⅇ𝑥(−1 + 2𝑥 + 𝛼)))/((1

+ ⅇ𝑥)4𝛼), 

𝑢2(𝑥, 𝑡) = 1/((1 + ⅇ𝑥)6𝛼2)ⅇ𝑥𝑡2𝛼𝑥−4𝛼((−1 + 18ⅇ𝑥 − 33ⅇ2𝑥 +  8ⅇ3𝑥)𝑥4 + (18(−2

+ 3ⅇ𝑥 + 4ⅇ2𝑥 + ⅇ3𝑥)𝑥4𝛼 + 12(1 − 6ⅇ𝑥 + 3ⅇ2𝑥 + 2ⅇ3𝑥)𝑥2+2𝛼 + 6(1

− 6ⅇ𝑥 − 3ⅇ2𝑥 + 4ⅇ3𝑥)𝑥3(−1 + 𝛼) + 12(−1 − ⅇ𝑥 + 3ⅇ2𝑥

+ ⅇ3𝑥)𝑥1+2𝛼(−1 + 𝛼) + (1 + ⅇ𝑥)2(−1 + 2ⅇ𝑥)𝑥2(7 − 18𝛼 + 11𝛼2)

+ (1 + ⅇ𝑥)3𝑥(−1 + 6𝛼 − 11𝛼2 + 6𝛼3)) 

𝑢3(𝑥, 𝑡) = 1/3((1 + ⅇ𝑥)8𝛼3)ⅇ𝑥𝑡3𝛼𝑥−6𝛼(−1 + 88ⅇ𝑥 − 718ⅇ2𝑥 +  1208ⅇ3𝑥 − 473ⅇ4𝑥

+ 32ⅇ5𝑥)𝑥6 + (108(2 − 15ⅇ𝑥 − 8ⅇ2𝑥 + 8ⅇ3𝑥 + 6ⅇ4𝑥 + ⅇ5𝑥)𝑥6𝛼 + 6(3

− 104ⅇ𝑥 + 452ⅇ2𝑥 − 344ⅇ3𝑥 − 51ⅇ4𝑥 + 24ⅇ5𝑥)𝑥4+2𝛼 + 36(−3

+ 46ⅇ𝑥 − 80ⅇ2𝑥 − 28ⅇ3𝑥 + 21ⅇ4𝑥 + 6ⅇ5𝑥)𝑥2+4𝛼 + 15(1 − 40ⅇ𝑥

+ 130ⅇ2𝑥 + 40ⅇ3𝑥 − 115ⅇ4𝑥 + 16ⅇ5𝑥)𝑥5(−1 + 𝛼) + 12(−9 + 128ⅇ𝑥

− 128ⅇ2𝑥 − 256ⅇ3𝑥 + 45ⅇ4𝑥 + 36ⅇ5𝑥)𝑥3+2𝛼(−1 +  𝛼) + 108(1

− 7ⅇ𝑥 − 8ⅇ2𝑥 + 4ⅇ3𝑥 + 5ⅇ4𝑥 + ⅇ5𝑥)𝑥1+4𝛼(−1 + 𝛼) + 5(1 + ⅇ𝑥)2(−1

+ 18ⅇ𝑥 − 33ⅇ2𝑥 + 8ⅇ3𝑥)𝑥4(13 − 30𝛼 + 17𝛼2) + 18(1 + ⅇ𝑥)3(−1

+ 2ⅇ𝑥 + ⅇ2𝑥)𝑥1+2𝛼(−1 + 6𝛼 − 11𝛼2 + 6𝛼3) + 15(1 + ⅇ𝑥)3(1 − 7ⅇ𝑥

+ 4ⅇ2𝑥)𝑥3(−6 + 25𝛼 − 34𝛼2 + 15𝛼3) + (1 + ⅇ𝑥)4(−1 + 2ⅇ𝑥)𝑥2(31

− 225𝛼 + 595𝛼2 − 675𝛼3 + 274𝛼4) + (1 + ⅇ𝑥)5𝑥(−1 + 15𝛼 − 85𝛼2

+ 225𝛼3 − 274𝛼4 + 120𝛼5) + 6(1 + ⅇ𝑥)2𝑥2+2𝛼(21 − 54𝛼 + 33𝛼2 
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+9ⅇ2𝑥(7 − 18𝛼 + 11𝛼2) + 6ⅇ3𝑥(7 − 18𝛼 + 11𝛼2) − 8ⅇ𝑥(16 − 41𝛼 + 25𝛼2))) 

 

Bu şekilde, yineleme devam ettirilerek adım sayısı genişletilebilir. Bu nedenle 

denklem (2.16) için yaklaşık çözüm ilk dört terim kullanılarak 

 

𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑ 𝑢n(𝑥, 𝑡)

∞

𝑛=0

 

 

𝑢𝐴𝐷𝑀(𝑥, 𝑡) = 𝑢0(𝑥, 𝑡) + 𝑢1(𝑥, 𝑡) + 𝑢2(𝑥, 𝑡) + 𝑢3(𝑥, 𝑡) (4.12) 

 

olarak elde edilir (Odibat ve Momani, 2008). 
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5. GRAFİKSEL İFADELER ve FİZİKSEL YORUMLAR 

Bu bölümde ADM ve VIM yöntemlerini karşılaştırmak amacıyla elde edilen 

çözümlerin sayısal değerleri için grafikler çizilmiş ve tablolar oluşturulmuştur. Sayısal 

çözümler elde edilirken, conformable kesirli türev operatörü kullanılmıştır. Gerçek 

çözümün sayısal değerleri de bu tablo ve grafiklerde karşılaştırılmıştır.Elde edilen 

çözümlerin yüzey grafikleri için Matlab programı kullanılmıştır.  

 

Çizelge 5. 1 2.16 denkleminin Adomian Ayrıştırma metodu ve Varyasyonel İterasyon metodu 

kullanılarak Conformable kesirli türev operatörü yardımıyla elde edilen çözümlerinin sayısal değerleri 

  
α=0.2 α=0.6 

  
𝑢𝐴𝐷𝑀 𝑢𝑉𝐼𝑀 𝑢𝐴𝐷𝑀 𝑢𝑉𝐼𝑀 

t=0.01 x         

 
0.01 2.75291 0.280675 -1.0961 0.268478 

 
0.02 3.15834 0.277783 0.097778 0.268642 

 
0.03 3.5558 0.274943 0.256558 0.266881 

 
0.04 3.94342 0.272139 0.301852 0.264746 

 
0.05 4.32147 0.269362 0.319284 0.262473 

t=0.03 x 
    

 
0.01 1.09124 0.347722 -9.78948 0.271015 

 
0.02 1.91855 0.344012 -1.28842 0.305193 

 
0.03 2.72264 0.340439 -0.16668 0.309235 

 
0.04 3.50363 0.336947 0.156994 0.309198 

 
0.05 4.26358 0.333515 0.287677 0.307938 

t=0.05 x     

 
0.01 -0.62992 0.415658 -25.0189 0.176488 

 
0.02 0.515591 0.411145 -3.78918 0.322378 

 
0.03 1.6255 0.406857 -0.99906 0.34314 

 
0.04 2.70194 0.402699 -0.19587 0.348566 

 
0.05 3.74846 0.398632 0.128704 0.349782 
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Çizelge 5. 2 2.16 denkleminin Adomian Ayrıştırma Metodu kullanılarak Conformable kesirli türev 

operatörü yardımıyla elde edilen çözümlerinin ve gerçek çözümünün sayısal değerleri ve bu değerlerden 

elde edilen mutlak hata değerleri. 

  
α=1 

t=0.01 x 𝑢𝐴𝐷𝑀 𝑢𝐺  𝑢𝑀𝑈𝑇𝐿𝐴𝐾 

 
0.01 0.260099 0.260099 6.5095 x 10−8 

 
0.02 0.257556 0.257556 6.5732 x 10−8 

 
0.03 0.255025 0.255025 6.63412 x 10−8 

 
0.04 0.252506 0.252506 6.69222 x 10−8 

 
0.05 0.25 0.25 6.74747 x 10−8 

t=0.03 x 
   

 
0.01 0.286169 0.286164 5.15701 x 10−6 

 
0.02 0.283513 0.283508 5.213 x 10−6 

 
0.03 0.280867 0.280862 5.26678 x 10−6 

 
0.04 0.278232 0.278227 5.31832 x 10−6 

 
0.05 0.275609 0.275603 5.36761 x 10−6 

t=0.05 x 
   

 
0.01 0.313318 0.313279 0.0000387918 

 
0.02 0.310564 0.310525 0.0000395261 

 
0.03 0.30782 0.30778 0.0000397038 

 
0.04 0.305084 0.305044 0.0000401347 

 
0.05 0.302358 0.302317 0.0000405486 

 

 

Çizelge 5.1’de, ADM ve VIM kullanılarak elde edilen yaklaşık çözümlerin 

sayısal değerleri 𝑥 ve 𝑡 değiştikçe 𝛼‘nın 0.2, 0.6 değerleri kullanılarak hesaplanmıştır. 

Çizelge 5.2’de ve Çizelge 5.3’de 𝛼 = 1 için mutlak hata hesaplanmıştır 𝛼 = 1 için 

bulunan değerlere bakarak VIM ile elde edilen çözümün ADM ile elde edilen çözüm ile 

kıyaslandığında gerçek çözüme daha yakın sonuçlar verdiği görülebilir. Bu sonuçlar 

farklı şekilde seçilen 𝛼 , 𝑥 ve 𝑡 değerlerine bağlı olarak farklılık gösterilebilir. 
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Çizelge 5. 3 2.16 denkleminin Varyasyonel İterasyon Metodu kullanılarak Conformable kesirli türev 

operatörü yardımıyla elde edilen çözümlerinin ve gerçek çözümünün sayısal değerleri ve bu değerlerden 

elde edilen mutlak hata değerleri. 

α=1 

  
𝑢𝑉𝐼𝑀 𝑢𝐺  𝑢𝑀𝑈𝑇𝐿𝐴𝐾 

t=0.01 x 
   

 
0.01 0.260099 0.260099 1.29481x10−8 

 
0.02 0.257556 0.257556 1.28553x10−8 

 
0.03 0.255025 0.255025 1.27623x10−8 

 
0.04 0.252506 0.252506 1.26693x10−8 

 
0.05 0.25 0.25 1.25764x10−8 

t=0.03 x 
   

 
0.01 0.286163 0.286164 1.05713x10−6 

 
0.02 0.283507 0.283508 1.04844x10−6 

 
0.03 0.280861 0.280862 1.03967x10−6 

 
0.04 0.278226 0.278227 1.03084x10−6 

 
0.05 0.275602 0.275603 1.02197x10−6 

t=0.05 x 
   

 
0.01 0.313271 0.313279 8.28349x10−6 

 
0.02 0.310517 0.310525 8.20884x10−6 

 
0.03 0.307772 0.30778 8.13308x10−6 

 
0.04 0.305036 0.305044 8.05638x10−6 

 
0.05 0.302309 0.302317 7.97886x10−6 

 

 

a)   VIM (𝛼 = 0.2)                                                                                b) ADM (𝛼 = 0.2)  

 

Şekil 5. 1 2.16 denkleminin a) Varyasyonel İterasyon Metodu b) Adomian Ayrıştırma Metodu 

kullanılarak Conformable türev operatörü ile elde edilen yaklaşık çözümlerinin yüzey grafikleri (𝜶 =
𝟎. 𝟐 ) 

 

 

 

 

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0

0.5

1
-0.5

0

0.5

1

1.5

 

xt

 

u

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0

0.5

1
0

50

100

150

200

 

xt

 

u



31 

 

 

a)   VIM (𝛼 = 0.4)                                                                                b) ADM (𝛼 = 0.4) 

 

Şekil 5. 2 2.16 denkleminin a) Varyasyonel İterasyon Metodu b) Adomian Ayrıştırma Metodu 

kullanılarak Conformable türev operatörü ile elde edilen yaklaşık çözümlerinin yüzey grafikleri (𝜶 =
𝟎. 𝟒 ) 

 

a)   VIM (𝛼 = 0.6)                                                                                b)  ADM (𝛼 = 0.6) 

 

Şekil 5. 3 2.16 denkleminin a) Varyasyonel İterasyon Metodu b) Adomian Ayrıştırma Metodu 

kullanılarak Conformable türev operatörü ile elde edilen yaklaşık çözümlerinin yüzey grafikleri (𝜶 =
𝟎. 𝟔 ) 

 

a)   VIM (𝛼 = 0.8)                                                                                b)  ADM (𝛼 = 0.8) 

 

Şekil 5. 4 2.16 denkleminin a) Varyasyonel İterasyon Metodu b) Adomian Ayrıştırma Metodu 

kullanılarak Conformable türev operatörü ile elde edilen yaklaşık çözümlerinin yüzey grafikleri (𝜶 =
𝟎. 𝟖 ) 
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a)   VIM (𝛼 = 1)                                                                                b)  ADM (𝛼 = 1) 

 

Şekil 5. 5 2.16 denkleminin a) Varyasyonel İterasyon Metodu b) Adomian Ayrıştırma Metodu 

kullanılarak Conformable türev operatörü ile elde edilen yaklaşık çözümlerinin yüzey grafikleri (𝜶 = 𝟏 ) 

 

 

Şekil 5. 6 2.16 denkleminin gerçek çözümünün yüzey grafiği (𝜶 = 𝟏 ) (Odibat ve Momani, 2008), 
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Şekil 5. 7 2.16 denkleminin Varyasyonel İterasyon Metodu kullanılarak Conformable türev operatörü 

yardımıyla elde edilen çözümlerinin ve gerçek çözümünün 2-boyutlu grafikleri (𝜶 =
𝟎. 𝟐, 𝟎. 𝟒, 𝟎. 𝟔, 𝟎. 𝟖, 𝟏, 𝐱 = 𝟎. 𝟒) 

Şekilde 5.7 de VIM kullanılarak conformable türev operatörü yardımıyla elde 

edilen çözümün 𝛼 ve t’ye ait farklı değerler için hazırlanmış iki boyutlu grafiğini 

incelediğimizde t, 0’a yaklaştıkça gerçek çözüme daha yakın sonuçlar elde ettiğimizi 

görebiliriz. Grafiğe bakıldığında belirli noktalarda yaklaşık çözümün gerçek çözüm ile 

çakıştığı görülebilir. 
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Şekil 5. 8 2.16 denkleminin Adomian Ayrıştırma Metodu kullanılarak Conformable türev operatörü 

yardımıyla elde edilen çözümlerinin ve gerçek çözümünün 2-boyutlu grafikleri (𝜶 =
𝟎. 𝟐, 𝟎. 𝟒, 𝟎. 𝟔, 𝟎. 𝟖, 𝟏, 𝐱 = 𝟎. 𝟒) 

 

Şekil 5.8 de ADM kullanılarak conformable türev operatörü yardımıyla elde 

edilen çözümün 𝛼 ve t’ye ait farklı değerler için hazırlanmış iki boyutlu grafiğini 

incelendiğimizde t ,0’a yaklaştıkça gerçek çözüme daha yakın sonuçlar elde ettiğimizi 

görebiliriz. 𝛼 = 0.8 değeri için gerçek çözüme en yakın sonuçların elde edildiği 

söylenebilir. 𝛼 değerleri küçüldükçe gerçek çözümden de uzaklaşılmaktadır. 
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6. SONUÇLAR ve ÖNERİLER 

6.1 Sonuçlar 

Bu çalışmada Conformable türev operatörü yardımıyla kesirli mertebeden 

doğrusal olmayan uzay-zaman Fisher denkleminin yaklaşık çözümleri hesaplanmıştır. 

Bu hesaplamalar yapılırken Adomian ayrıştırma metodu ve Varyasyonel iterasyon 

metodu kullanılmıştır. Çalışmanın amacı başlangıç şartından hareketle uzay-zaman 

Fisher denkleminin elde edilen seri çözümlerinin gerçek sonuca ne kadar yaklaştığının 

incelenmesidir. Bu metotlarla çözüm elde edilirken işlem kolaylığı açısından iterasyon 

üç adım ilerletilmiştir. Adım sayısı arttıkça gerçek çözüme daha yakın sonuçlar elde 

edilebilir. Bulduğumuz yaklaşık çözümlerin sonuçları ve gerçek çözüme yakınlığı 

grafik ve tablolar üzerinden gösterilmiştir. 𝛼 kesirli mertebesinin 0.2, 0.4, 0.6, 0.8 ve 1 

değerleri için 2 boyutlu ve 3 boyutlu grafikler çizilmiştir. 𝛼 kesirli mertebesinin 0.2, 0.6, 

1 değerleri için de tablo değerleri hesaplanmıştır. Bu değerler keyfi olarak seçilmiştir. 

Bu grafikler incelendiğinde kesirli mertebe değiştikçe çözümdeki değişiklikler 

gözlemlenebilmektedir. Grafikler incelendiğinde 𝛼 kesirli mertebesinin 1’e yakın 

değerler aldıkça elde edilen seri çözümünün mevcut gerçek sonuca yakınsadığı bazı 

değerler için grafiklerin çakıştığı görülmektedir. Bu çalışmamızda Adomian ayrıştırma 

metodu ve Varyasyonel iterasyon metodundan hangisinin çözüme daha yakın sonuçlar 

elde ettiğini karşılaştırarak görmeye çalıştık. Yaklaşık çözümler elde edilirken 

kullanılan metot, kesirli türev operatörü, seri açılımındaki adım sayısı faktörleri etkili 

olmuştur. Bu sonuçlardan hareketle söyleyebiliriz ki yaklaşık çözümler elde edilirken, 

gerçek çözüme yakın sonuçlar elde edebilmek için birçok parametre etkilidir. Ele 

aldığımız denklem, denklemin başlangıç şartı, keyfi verdiğimiz değerler de bunlardan 

birkaçıdır. 
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