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1. GIRIS

Mduhendislik ve fiziki bilimlerin bircok dalinda meydana gelen problemlerin
matematiksel modelleri, lineer olmayan diferensiyel denklemler barindirir. Bu nedenle
lineer olmayan diferensiyel denklemlerin analitik veya sayisal g¢oziimlerinin
hesaplanmasi olduk¢a énemlidir. Lineer olmayan diferensiyel denklemlerin, ¢ok sinirl
sayida olanlart disinda biiyiik bir ¢ogunlugunun analitik ¢oziimleri elde edilemez.
Bundan dolayi lineer olmayan denklemlerin ¢6ziimleri sayisal metotlar ya da analitik
yaklagim metotlar araciligiyla bulunabilmektedir.

Leibniz ve Newton tarafindan detayli bir sekilde incelenen bilinen tirev ve
integral terimlerinin genellestirilmesiyle kesirli dereceden tlrev ve integral terimleri
elde edilmistir. Kesirli tiirev icin literatiirde g¢esitli tanimlar mevcuttur. Sik kullanilan
baz1 tammmlar Riemann-Liouville (R-L), Conformable, Caputo, Griinwald-Letnikov,
tirevleridir (S6kmen, 2012). Tanimlar arasinda baglantilar olmasina karsin
tanimlar1,0zellikleri ve fiziksel yorumlar1 agisindan degiskenlik gosterirler (Sokmen,
2012). Mesela, sabit bir fonksiyonun kesirli mertebeden tirevi Riemann-Liouville
Kesirli tirev tanimina gore sifira esit olmamaktadir. Caputo ve Riemann-Lioville kesirli
tlirev tanimlar1 bilinen tiirev 6zelliklerinden bolum ve carpim kuralini saglamamaktadir
(Ulu Akdas, 2019). Conformable tiirev operatorii incelendiginde ise ¢arpimin ve
bolimun ozellikleri gibi birgok tiirev 6zelliklerini sagladigr goriilmektedir.

Kesirli dereceden diferansiyel denklemler; biyoloji, elektromanyetik, fizik,
finans, mekanik miihendisligi, uygulamali bilimler, kKimya, kontrol teorisi, optik, fiber,
termodinamik, 1s1 transferi, sinyal isleme, siirekli ortamlar mekanigi, elektrik kontrol
teorisi, olasilik ve istatistik, hidrodinamik, sistem tanimlama, kat1 hal fizigi, kesirli
dinamik gibi birgok dalda karsilasilan problemleri meydana getiren olaylar1 tanimlamak
icin kullanilir. Bununla birlikte kesirli mertebeden diferensiyel denklemler fiziksel
durumlarmn ifade edilmesine ve agiklanmasina yarar saglar. Genel anlamda, bir kesirli
dereceden kismi tiirevli diferansiyel denkleme ait kesin bir ¢6ziime ulasilmasin
saglayan bir metot yoktur. Bu tarz denklemlere yonelik yaklasik ¢6ziim metotlarindan
birkag1 sonlu farklar metodu (Cui, 2009), sonlu elemanlar metodu (Huang ve ark.,
2008), diferansiyel doniisiim metodu (Odibat ve Momani, 2008), Adomian ayristirma
metodu (El-Sayed ve ark., 2010), varyasyonel iterasyon metodu (Wu ve Lee, 2010),
Homotopi pertiirbasyon metodu (Ganji ve Sadighi, 2006) ve lineerlestirme metodu

seklindedir. Yaklasik ¢oziimler ve bunlarin bulunmasinda kullanilan metotlar



matematikte ve miihendislikte oldukca sik kullanilan yontemlerdir. Bazi diferansiyel
denklemler analitik yontemlerle ¢ozilemiyor olabilir bu nedenle ¢6ziimiin yaklasik
olarak hesaplanmasi verilerin incelenmesi ve karsilastirilmasi agisindan oldukca
onemlidir.

Fisher denklemi fizik, niikleer fizik, biyofiziksel plazma fizigi gibi farkl
uygulama alanlarinda sik¢a kullanilir. Bu yiizden bu denklem tipinin analitik ¢6zimanu
bulmak 6nemlidir. Clnki bu c¢ézimler bu modelin 6zelliklerini ve fiziksel yorumunu
bilmek icin yararlidir. Ayn1 zamanda bu denklem fizikteki farkli dalga olaylarim1 da

tanimlar (Arshad ve ark., 2017).



2. KAYNAK ARASTIRMASI

2.1 Temel Tanim ve Teoremler

Tammm 2.1 Diferansiyel denklemler, bir fonksiyonun ve bu fonksiyonun bazi
derecelerden tdrevlerinin oldugu matematiksel denklemler olarak adlandirilir. Adi
diferansiyel denklemler ise bir tek bagimsiz degiskene bagli tilrev barindiran
diferansiyel denklemlerdir. Bir diferansiyel denklemin mertebesi denklemde gorilen en
yuksek mertebeden turevin derecesidir. n. dereceden bir adi diferansiyel denklem genel

ifadeyle,

F(x,y,y .y™) =0 (2.1)

kapali sekilde ifade edilebilir (Duchateau ve Zachmann, 1986).
Bir ¢ <x < b araliginda tanimlanmig bir ® fonksiyonunun a < x < b araliginda

varolan bltun x ler i¢in taniml1 ve ilk n. dereceden tireve sahip fonksiyonu,
F (x, O(x), D' (%), ..., DM (x)) =0

ise ® fonksiyonuna F(x, v,y ...y(")) = 0 i¢in bu denklemin ¢6zimudur denir.

Genel ¢ozim, adi bir diferansiyel denklemde denklemin derecesi kadar sabit
degeri parametre olarak varsayan bir egri ailesidir. C6zim fonksiyonunda ulasilan
sabitlerin her bir degerine karsilik bulunan ¢6zim de 6zel ¢dzim olarak adlandirilir.
(Cerit, 1997)

Tamim 2.2 Bir bagimli ve en az iki bagimsiz degisken iceren ve bagimh degiskenin
bagimsizlara gore farkli kademeden kismi tiirevlerini barindiran denklemler kismi
tirevli diferansiyel denklemler olarak adlandirilir. z bagimli; xve y bagimsiz

degiskenleri temsil etmek Uizere bir kismi tiirevli diferansiyel denklem genel sekliyle,
F(x, Y12y Zxs Zy, Zoy Zypy s o ) =0 (2.2)

olarak gosterilir. Burada,



0y 0z 0%z 0%z 0%z

Px T ox By T oy Pxx T i By T gxgy 1Py T gy v

seklindedir. Bir tane bagimli ve n adet bagimsiz degisken iceren kismi tiirevli

denklemlerin genel ifadesi,
X = (X1, X5, ) Xp), z=2z(x)

olsun,
F(xl,xz, s Xy Zy Zig s Zogyr - Zegs Zoxy g0 Dy 0 ) =0

seklindedir. Burada x4, x5, ..., x, bagimsiz degiskenleri; z ise bagimli degiskeni ifade

etmektedir.

0y 0%z

Zy = a,zxy = m;i,] =12, ..,n

Kismi tiirevli denklemin bir 6zel ¢oziimi, keyfi fonksiyon veya parametre icermeyen
kismi tiirevli bir diferansiyel denklemi 6zdes olarak saglayan bir fonksiyondur. Bir
diger deyisle bir kismi tiirevli denklemin derecesi kadar keyfi fonksiyon iceren ve
denklemi 6zdes olarak karsilayan bir yiizey ailesi bu kismi tiirevli denklemin genel
¢0zUmi olarak adlandirilir (Duchateau ve Zachmann, 1986).

Tammm 2.3 Kismi tirevli bir diferansiyel denklemdeki bagimli degisken ve bu
degiskenlerin denklemdeki tim kismi tiirevleri birinci dereceden ve denklemi, bagimli
degiskenle birlikte tlrevleri parantezine aldigimizda katsayilar sadece bagimsiz
degiskenlerin fonksiyonu haline geliyorsa bu denklem lineer diferansiyel denklem
olarak isimlendirilir. Karsit durumda lineer olmayan diferansiyel denklem olarak
isimlendirilir.

Tamm 2.4 Kismi bir diferansiyel denklemin genel ¢6ziimii, denklemin derecesi kadar
keyfi fonksiyon barindirir. Bu sebeple, bayagi diferansiyel denklemlerle
karsilagtirildiginda kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerini elde etmek zordur.

Baslangigta modellenen probleme elverigli ¢ozimiin tespiti igcin problem meydana



getirilirken bir takim yardimci sartlar lazimdir. Bu sartlar genel anlamda iki baslikta
ifade edilebilir.

i) Sinir Sartlari: Sinir kosullar kismi bir diferansiyel denklemin sagladigi Q
bolgesinin T smir boyunca saglamasi lazim olan sartlar1 ifade eder. Siir kosullarinin U¢
cesitli sekli a, B ve g fonksiyonlari I' da tanimli fonksiyonlar olarak 6zel adlariyla
asagidaki sekildedir:

Dirichlet sarti: ur = g,

ou
Neumann sarti: o =9

karisik (mixed) veya Robin sarti: au + 8 Z—Z =g,

i) Baslangic Sartlari: Baslangi¢c kosullari sistemin baslangicinda Q bdlgesi
boyunca saglamasi lazim olan sartlar1 ifade eder. Genel anlamda, baslangig
gereksinimleri fonksiyonun ve zamana gore turevinin bilesimi seklindedir.

Baglangi¢ gereksinimleri bir arada verilmis diferansiyel denklem ‘Cauchy problemi’
olarak adlandirilir.

Ikinci mertebeden, iki bagimsiz degiskenli bir kismi diferansiyel denklem,
Auyy + Buyy + Cuyy, + Duy + Euy, + Fu+ G =0

yaygin haliyle ifade edilebilir. Burada katsay1 fonksiyonlarn A,B,C,D,E,F ve G
fonksiyonu da sabit veya degisken igeren fonksiyondur anlamina gelir. Bu denklem,
A = B%? — 4AC diskriminantinin igaretine gore asagidaki gibi gruplandirilir;

A > 0 ise Hiperbolik,

A = 0 ise Parabolik,

A < 0 ise Eliptik,

rastgele bir kaliptaki problemin ¢6zumi, klasik Hadamard testinin gerektirdigi gibi
asagidaki ti¢ kosulu gecgerli kilan problem ‘iyi durumlu’ en az bir kosulu gecerli

kilmazsa ‘kotii durumlu’ seklinde ifade edilir. Bu kosullar asagida verildigi gibi ifade

edilmektedir.
1) Varlik
2) Teklik

3) Kararlilik
Bir denkleme ait ¢c6ziimiin var oldugunu gostermenin en iyi yontemi problemdeki tim

kosullar1 gecerli kilan ve problemde yerlestirildiginde denklemi saglayan bir ¢dziim



yapilandirilmaktir. Eger ki ¢o6ziimiin tekligi ifade edilirse denklemin c¢ozimine
ulagilmig anlamina gelir. Kismi diferansiyel denklemler, adi diferansiyel denklemlere
nazaran c¢ozim yontemleri seri veya integraller gibi limit metotlar1 barindirir ve
cozimler daima elementer fonksiyonlarin kapali halinde gosterilemez. Bu halde, bir
yaklasik ¢6ziim incelenir ve baslangic kosulundaki kiigiik bir degisim, ¢oziime kii¢iik
bir degisiklik olarak etki ederse bu ¢oziime kararlidir denir ve ¢6ziim kararli kabul edilir
(Gustafson, 2012).

Tamm 2.5 Diferansiyel denklemlerde bilinmeyen fonksiyonu ve fonksiyonun turevleri
Ustinde bagimsiz degiskenin ayni degerleri i¢in verilen gereksinimler altinda
cozlimlerinin problemi baslangic deger problemi, verilen gereksinimler de baslangic
sart1 olarak adlandirilir (Dennemeyer, 1968).

Tanim 2.6 Kompleks degiskenli bir f fonksiyonu, bir z, noktasinin belirli bir D(z,, §)
komsulugundaki tlm noktalarda diferansiyellenebiliyorsa f, z, noktasinda analitik
olarak ifade edilir. Eger kompleks degiskenli bir f fonksiyonu C Kompleks sayilar
kiimesindeki tum noktalarda analitikse f tam fonksiyon olarak ifade edilir (Franklin,
1964).

Tanim 2.7 D kapali bolgesinde f (x, y) fonksiyonu tanimlansin. Eger her (x,y;) € D ve
(x,y,) € D ciftleri igin,

|f(x,y1) = (6, )| < K|y, — 2l (2.3)

olacak bicimde bir K sayisi elde edilebiliyorsa, f(x,y) fonksiyonu D Uzerinde Lipschitz
sartin1 sagliyor olarak ifade edilir (Ozer ve Eser, 2002).

Tammm 2.8 Diferansiyel denklemlere ait varlik ve teklik teoremi asagidaki haliyle
verilebilir (Ozer ve Eser, 2002).

y'=fxy),y(x0) = yo (2.4)

baslangi¢ deger problemini inceleyelim. D bdlgesi merkezi (x,, y,) noktasinda olan

|x —x0] < a, |y —yol < b, (2.5)



seklinde bir dikdortgensel bolge olarak tanimlandigini kabul edelim. Bununla birlikte

(2.3) denklemindeki f fonksiyonu ve z—f] kismi tiirevi D de y'ye gore Lipschitz kosulunu

saglasin. Bu sartlar altinda |f(x, y)| < m ve h = min (a,%,%) olsun ve asagida verilen
ozelliklere sahip bir F(x) fonksiyonu |x — x,| < h aralig1 vardir.

i) y = F(x), (2.3) denkleminin |x — x| < h araliginda bir ¢oziimdiir.

i) F(x) fonksiyonu |x — x| < h araliginda |F (x) — y,| < b esitsizligini karsilar.
i) F(xg)=y, dir.

iv) i,ii,iii, 6zelliklerinin timund ayni1 anda saglayan |x — xy| < h araliginda taniml
olan F (x) fonksiyonu bir tanedir.

Tamim 2.9 X ve Y bos olmayan kiimeler ve D c X olarak verilsin. D’nin tim elemanina
Y’nin bir elemanin1 karsilik getiren bir kural D’den Y’ ye bir operatér veya doniisim
olarak adlandirilir.

Tammm 2.10 X ve Y aymi bir K cismi Uzerinde iki lineer uzay olsun ve A:X =Y

dontigimii verilmis olsun. X, climlesi X uzaymin bir alt uzayr olarak verilsin. Eger

Vx,y€Xyveva,pfeKigin

A(ax + By) = aA(x) + BA(Y)

ise A operatori lineer operator olarak adlandirilir.

Tammm 2.11 L, D(L) tanim bdlgesinde smirh lineer bir operatér olsun, Ly = Ay
esitsizligini kargilayan y(x) # 0 fonksiyonu var ise A'ya L operatoriiniin 6z degeri,
y(x, 1) fonksiyonu ise A'ya denk 6z fonksiyon olarak adlandirilir (Levitan ve ark.,
1975).

Tammm 2.12 a € R ve Vk = 0,1,2... igin ¢, € R olmak lzere

o)

Z ax—a)f=co+tgx—a)+c(x—a)+ - +cplx—a)* + -

m=0

seklinde ifade edilen seri kuvvet serisi olarak adlandirilir. Buradaki c;, sayilari serinin

katsayilar1 olarak isimlendirilir.



2.2 Kesirli Tiirevler ve Kesirli integraller

Tanim 2.13 Gama fonksiyonu, n > 0 igin,

o

rn) = f e %“u™tdu

0

ile ifade edilir. Bu integral n > 0 i¢in yakinsaktir (Kannappan, 2009). Gama

fonksiyonunun birkag 6zelligi asagidaki gibidir.

1) T(n+1)=nl'(n) =n!
SO

3) f %dx=1“(p)1“(1—p)= 0<p<l1
0

sin(pm)’

Tammm 2.14 f fonksiyonun her sonlu (a,x) araliginda siirekli ve integrallenebilir
oldugunu varsayalim. m € Z*, m — 1 < a« < m olarak verilsin, x > a icin reel bir f

fonksiyonunun a. mertebeden Riemann-Liouville kesirli tirevi

1 am
r(m—a)dxm

DYf(x) = L F® 6 —omeldt (2.6)

seklinde ifade edilir.

a.mertebeden Riemann-Liouville kesirli integrali,

1

Jo ) =
JoF () = f@)

[ - 1f (0 dt, >0 x>0 2.7)

seklinde ifade edilir (Podlubny ve ark., 2009).

JOF(x) = f(x).
L JYBf(x)=]**Ff(x)
2. J9TPF(0)=]P]%f (x)



3.J%x r(a+y+1)

Teorem 2.1 1 > —1 olmak iizeref(x) = x* fonksiyonunun a.mertebeden Riemann-

Liouville kesirli tirevi

D¢{xt} = 144 seklindedir.

Tamm 2.15 (2.6)’da verilen Riemann-Liouville kesirli tiirev tanimi, kesirli tiirev ve
integral teorisinin ilerlemesinde ve bu tanim ve teorinin matematikteki uygulamalarinda
dikkate deger bir yer edinir. Uygulama problemleri, baslangi¢ sartlar1 fiziksel olarak
yorumlanabilir kesirli tiirev tanimlarina ihtiyag duyar. Buradan, Riemann-Liouville
kesirli tiirev yaklasiminin uygulama problemlerini yorumlamada yeterli olmadigi elde
edilmistir. Cunkl Riemann-Liouville tanimi

t = O noktasinda Riemann-Liouville kesirli tiirevinin limit degerleri seklinde
tanimlanan baslangi¢ sartlarna sahiptir. Mesela; by, b,, ..., b, keyfi sabitler olarak

verilsin,
lim aDg_l f(z) =b,
t—-a

lim aDg_z f(z) = b,
t-a

lim (DE™ £(2) = by,
-a

seklinde tanimlanan baslangic sartlar1 ortaya cikar. Bu sekildeki baslangic sartlarina
sahip baslangic-deger problemleri matematiksel anlamda basarili olarak c¢ozllmesine
karsin, bu sonuclar kullanigsizdir. Clnku bu tipe ait baslangig sartlarinin bilinen fiziksel
bir yorumu mevcut degildir.

Kesirli diferansiyel tanimlarinda baslangi¢ sartlarimi fiziksel yorumlara en uygun
bicimde ifade eden M. Caputo olmustur. Caputo‘nun tanimi; m pozitif tam say1 olsun

m—-—1<a < migin
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D7 f(2) = J = mamt fm(e)de (2.8)

I"(m a)-a

seklinde ifade edilir.
f(z) fonksiyonunun normal sartlar altinda a — m icin Caputo tlrevi, f(z)
fonksiyonunun m. mertebeden genel tiirevine esittir.

Caputo tlrevi icin,

D%F =0, f<a

rg+1)

a,fB —
D =i

xP=%, B > a.

nitelikleri gecerlidir.

Tamm 2.16 o’dan biiyiikk en kiigiik tam say1 n olacak sekilde u(x,t) fonksiyonunun
a.basamaktan Caputo zaman-kesirli tlrev operatori asagidaki gibi ifade edilir
(Podlubny ve Igor, 2000).

DEUCx,£) = 0%u(x,t) f (¢ — yn-a- 1a"u(x T)
e U ot F(n a) t oT" K

n—1<a<n, (2.9)
n 0™Mu(x,t)

Dt u(x,t) = T,n EN

Tanmm 2.17 t = t, noktasinda bir kesirli kuvvet serisi a¢ilimi

o)

z Cm (t - to)ma = Co + Cl(t - to)a + Cz(t - to)za‘l'. ey

m=0

0<m—-1<a<sm,t=t,, (2.10)

seklinde ifade edilir (Podlubny ve Igor, 2000).

Tamim 2.18 t = tynoktasinda f (x) fonksiyonunun bir kesirli kuvvet serisi agilimi

2 fn () (€ = to)™* = fo(x) + () (€t — t)® + f2(x)(t — to)**+...,
m=0
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0<m-1<a<sm, t =t (2.11)

seklinde verilir (Podlubny ve Igor, 2000).
Tamm 2.19 t = t, noktasinda u(x,t) fonksiyonunun Caputo Kkesirli tiirev operator

kullanilarak kesirli kuvvet serisi a¢ilimi

Dt‘(nau(x; tO)

ulxt) = 2. TGna+ 1)

(t —ty)™e, (2.12)

0<m-1<asm, x €l to <t<ty+R,

seklinde verilir. Bu ifadede genellestirilmis Taylor seri formiillerinden yararlanilmigtir.

a = 1 oldugunda (2.12) denklemi genel Taylor serisine esit olur.

o

0™u(x, ty) (t—t
u(x, t) = Z 057” ) ( m'O)' x€l, tg<t<ty+R, (2.13)

m=0

Tamim 2.20 Arastirmacilar son zamanlarda, gercek dinyada karsilastigimiz bazi
problemleri modelleyebilmek amaciyla birgok kesirli tiirev tanimi sunmuslardir. Yaygin
kesirli tlrev tanimlarindan biri Riemann-Liouville kesirli dereceden tiirevdir. Bu tanim,
gercek dunyada karsilasilan problemleri modellemek amaciyla her zaman elverisli
olmayabilir. Diger bir kesirli tlirev tanimi ise Caputo tdrevidir. Caputo tlirev tanimu,
fiziksel alanda karsilasilan problemleri modellemekte ve ¢6ziim bulmakta son derece
avantaj sahibidir ama yeterli oldugu sdylenemez. Bununla beraber, Khalil ve
arkadaslari, kompleks sistemlerin dinamiklerini daha iyi modelleyebilmek amaciyla kisa
bir zaman 6nce sunduklari yeni tiirev tanimimin genel tirevin niteliklerini sagladigini
ifade etmislerdir. Conformable kesirli tiirev taniminin, bagka kesirli tlirev tanimlarinin
tersine boliim kuralini, Carpim kuralini, Zincir kuralini karsiladigimi  Khalil ve
arkadaslar1 izah etmislerdir. Onerilen bu yeni kesirli tirevin Klasik tiirevin sagladig1 bu
Ozellikleri saglamasi bu yeni tanimin var olan kesirli tiirev tanimlarina kiyasla daha
yararli oldugunu gostermektedir.
Bir f: [0, c0)—R fonksiyonu olmak (izere, burada bitint >0 ve a € (0,1]

icin f fonksiyonunun a. basamaktan conformable kesirli tirevi,
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1 (D@ = tim LEH I ZTO 214

seklinde ifade edilir (Khalil ve ark, 2014).
Burada a > 0 olarak verilsin, (0,a) araligindaki degerler i¢in f fonksiyonu, a-

diferansiyellenebilen bir fonksiyon ve tlirg1+ f%(t) mevcut ise
(@) = i ()
f1200) = lim £ (t)

olduguna ulastlir.

Bazen, T, (f)(t) ifadesinde f(®)(0) yazarak, o. mertebedenf fonksiyonunun,
conformable kesirli turevleri ifade edilebilir. Bununla birlikte, o. dereceden f nin
conformable kesirli tirevi bulunuyorsa, o zaman f, a-turevlenebilirdir olarak ifade
edilir (Khalil ve ark., 2014).

Teorem 2.2 Eger f :[0, ©0)—R fonksiyonu a€(0,1] araliginda tanimlanmis ve t, > 0 da
a diferansiyellenebilen bir fonksiyon oldugu zaman f fonksiyonu t, da sureklidir
seklinde ifade edilir (Khalil ve ark., 2014).

Teorem 2.3 o € (0,1] ve f,gbir t > 0noktasinda a- diferansiyellenebilen iki
fonksiyon kabul edilsin. Dolayisiyla T, asagida gosterilen tim nitelikleri gegerli kilar
(Khalil ve ark., 2014).

a) T,(af +bg) =aT,(f)+bT,(f), Va,b ER
b) T,(tP) = ptP~%, Vp € R igin,
c) Butun sabit f(t) = 4 igin, T, (1) = 0 dir.

d) Ta(fg) = fTa(f) + gTa(f)

f 9Ta(f)=fTa(f)
e) Ta (E) = —g2

f) f diferansiyellenebilen bir fonksiyon ise, T, (f)(t) = tl‘“i—’:(t) dir.

Baz1 fonksiyonlara ait conformable kesirli tiirevleri asagidaki gibi gosterilmistir (Khalil
ve ark., 2014).

a) T,(1) =0
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b) T,(e*) = cx'~%e*, ceR
c) T,(sinbx) = bx'~%cosbx, beR.

d) T,(cosbx) = —bx'~%sinbx, beR.

e) T, (l t“) =1

f) T (sm t“) = cos~t®

9 T, (cos t“) = —sin—t“
(

la a
h) T, (ea" )—eEt

Teorem 2.4 f fonksiyonunu, bir t, komsulugundaki 0 < o < 1 igin, sonsuz o-
tirevlenebilir bir fonksiyon olarak kabul edelim. f fonksiyonuna ait kesirli kuvvet serisi

acilimi,

0 to (k) _ ka 2
f@© = z (') C(Zt:;ft ‘o) Jto<t<ty+Ra, R>0 (2.15)

k=0

seklinde ifade edilir. Burada (Tof" f)(k)(to) ifadesi Kkesirli tlrevin k defa uygulanmasi
demektir (Unal ve ark., 2016).
Tamim 2.21 0 < a<1ig¢in

t

18CF)() = j FGO) dy(xa) = j (x — @)% f(0)dx

a

1¢ operatoriine a- mertebeden soldan conformable kesirli integral denir.
Tamim 2.22 Conformable tiirev a € (0,1) olmak {izere asagidaki ifade olarak tanimlanir
(Khalil ve ark., 2014)

DEf(t) = 119133’(“ al 1%1:) AO) £:(0,0) > R.

Conformable tiirevin baz1 6zellikleri asagida verilmistir (Khalil ve ark, 2014).
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a)Dt" = nt* ™, Va € R,

b):D%(f o g) =t *g'(O)f'(g (),

O Da(f_)): gD fg‘zftD g

d).D(fg) = f:D g + g:D°f,
e):Df(t) = tl‘“%(:) Va € R,
f).D*(sinbt) = bt1~%cos(bt), b € R,
9):D%(cosht) = —bt'~%sin(bt) b € R,

h).D*(af + bg) = a,D*(af) + b,D*(bg), Va,b €ER,

Son zamanlarda, kesirli hesaplamalarin conformable tiireviyle ilgili bir ¢ok ¢alisma
yapilmuistir.

Dogrusal olmayan Fisher denklemi, bircok uygulama alaninda kullanildig: igin
onemli bir fiziksel denklemdir.Ornegin, relativitik kuantum mekaniklerinde, sifir spin
pargaciklar1 igeren siiregleri agiklar. Dogrusal olmayan kesirli uzay-zaman Fisher

denklemi,

Dfu(x, t) — D2%u(x,t) — 6u(x,t) — 6u(x,t)?> =0, (2.16)
t>0, x € R, 0<a<l,

sekilde verilir (Odibat ve Momani, 2008). Bu ¢alismadaki amacimiz, dogrusal olmayan
uzay-zaman Fisher denkleminin conformable tiirev operatérii yardimiyla elde edilen

cozimlerini arastirmaktir.
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3. KESIRLI DIFERANSIYEL DENKLEMLER ICIN ANALITIiK COZUM
BULMA METODLARI
3.1 Varyasyonel iterasyon Metodu

VIM nun uygulama adimlar1 asagidaki gibi agiklanabilir. (Odibat ve Momani,
2008). Zaman kesirli bir kismi diferansiyel denklemi su sekilde ifade edelim

Dfu(x,t) = f(U, Uy, Uyy) + g(x, ), mM—1<a<m, (3.1)

burada Df = ;7 Conformable kesirli turev operatorudir ve a«, m € N, f dogrusal

olmayan bir fonksiyon ve g kaynak fonksiyonudur. Denklem (2.16) icin baslangic ve

siir kosullarimi agagidaki gibi verebiliriz,

u(x,0)=h(x), 0<a<l, (3.2)
u(x,t) >0 |x| >0, t>0,

ve

au(x 0)

u(x,0) = h(x), =k(x), 1<a<?2, (3.3)

u(x,t) -0 |x| 200, t>0.

(3.1) denklemine VIM nu uygularsak

Wers (6 8) = (3, 6) +f A G — f (@, () (@) — 906, G, (3.4)

yazabiliriz. Burada iy, (iy ), (Tix)xx T fOonksiyonunun sinirh varyasyonlari , §ii,, = 0 ve
A genel Lagrange carpamdir (Inokuti ve ark., 1978). 4 varyasyon terimi olarak
tanimlanabilir. (2.16) denklemini sabit hale getirmek igin (3.4) denklemini asagidaki
gibi yazabiliriz.

Sugery (%, £) = Sux (%, 1) + 6f AOEHEE - g, ), (35)
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m-l<as<m
Lagrange carpani asagidaki gibi tanimlanur.

A=-1-m=1

A=&—t,->m=2
Dolayisiyla, m = 1 i¢in asagidaki yineleme formiiliinii elde ederiz:

aa

t
Uper1 (6, 1) = wpe (%, 1) = {) Gz (6 8) — f (i, (Wi (Wi xa) — 9(x,6))dS (3.6

Bu durumda baslangi¢ sarti
Uy (x, t) = h(x). (3.7)
seklindedir. m = 2 i¢in asagidaki yineleme formiiliinii elde ederiz:

aa

U1 (6, 8) = wge(x, 1) + {) (€ = DGz &) = f (e (Wi (i) — 9 (x,$))dE

(3.8)
Bu durumda baslangi¢ sarti

uy(x,t) = h(x) + tk(x)

seklindedir. Duzeltme fonksiyonu (3.4) birkag adim uygulanabilir. Bu metotla analitik

¢cozum
u(x,t) = limu,(x,t)
k—oo

olarak elde edilir.
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3.2 Adomian Ayristirma Metodu

Adomian ayrigtirma yontemi, kesirli diferansiyel denklemlerin ¢éziimlerinde de
siklikla kullanilir. Zaman kesirli dogrusal olmayan bir kismi diferansiyel denklemi

asagidaki sekilde ifade edelim
Dfu(x,t) + Lu(x, t) — Nu(x, t) = g(x,t), x>0 (3.9

(Odibat ve Momani, 2008). DF operatdrunin tersi olan J* operatdrli denklem (3.9)’un

her iki tarafina da uygulanirsa ve ilk kosullar g6z 6niinde bulundurulursa,

S 1aku + tk a a
ux,t) = Z = (6,07 =+ /% (5, 0) = J*[Lu(x, ©) — Nu(x, 0, (3.10)
k=0

elde edilir. u(x, t) ¢bziim fonksiyonu

(o]

u(x,t) = z Uy (x, t) (3.11)

n=0

seklindedir ve denklem (3.10) daki dogrusal olmayan fonksiyon agagidaki sekilde ifade

edilir.

Burada A,,, Adomian polinomlari olarak adlandirilir. (3.11) i (3.10) denkleminde yerine
yazarsak (Odibat ve Momani, 2008),

) m=1 gky tk
om0 =Y S 05 + %00 LT un (o 0) + Ei A (312

elde edilir. Burada



up(x, t) = Z w (% 0+) +]“g(x t)

uy (x,t) = —J*(Lug + Auy),
uy(x,t) = —J*(Luy + Auy),

un+1(xr t) = _]a(Lun + Aun)-

seklindedir.

18

(3.13)
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4. ADM ve VIM KULLANILARAK ELDE EDIiLEN COZUMLER

4.1 VIM Tle Elde Edilen Coziim

(2.16) Dogrusal olmayan uzay zaman kesirli Fisher denklemini

Dfu(x,t) — D2%u(x,t) — 6u(x,t) — 6u(x, t)? =0,

dikkate alalim (Odibat ve Momani, 2008). Bu denklem igin baslangi¢ kosulu

u(x,0) = 1/(1 + e*)? 4.1)

olsun. (2.16) Fisher denkleminin tam ¢6zumlerinden biri asagidadir (Odibat ve Momani,
2008).

1

Ul t) = ez (4.2)
(2.16) denklemi icin iterasyon formald, (3.6) formilunden
t 14 aZa
U1 (X, t) = up(x, ) — {) (Gga e (6, §) = 3z u(x, ) — 6ux,§) — bu(x, §)*)d¢.
(4.3)

t
olarak verilir. Burada [ , Df igin 0 dan t’ye tanimlanan integral operatoriidiir. O halde
0

VIM algoritmasi kullanilarak,

14 aZa

U1 (6 1) = wye(x, 1) — {) (ra e (%, §) = 57z u(x, ) = 6u(x, &) — 6u(x, §)*)d¢.

(4.4)

yazilabilir. Yukaridaki varyasyon iterasyon metoduna gore, u, = 1/(1 + e*)? ile

baslayarak asagidaki yaklasimlar elde edebiliriz

Uy = 1/(1 + e*)? (4.5)
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u; = 1/(1 4 e*)? + 2e*tx?*)((—1 + 2e¥)x? + 3(2 + e¥)x?* + (1 + e¥)x(—1
+a))/(1+ e¥)*

U, = 1/(1+ e®)B((1 + e*)® + 2e*(1 + e¥)*tx2*((—1 + 2e*)x? + 3(2 + e*)x2*
+(1+ eM)x(—1+ @) — 2e*(—t(3(1 + e¥)*(2 + e¥) + 3(1
+e*)2(—1+ 2e* + e?)tx2%((—1 + 2e)x? + 3(2 + e)x?* + (1
+eMx(—1+ a)) —4e*t?x (-1 + 2eM)x* + 32+ e)x** + (1
+eM)x(—1+a))?) —1/(-2+ a)(1 + e*)*t? %x~2%(3(2 + e*)x2“
+x(-l—x+a+eX(—1+2x+a))) — (1 +e¥)2x (1
+e¥)?%tx?*(—1—x+a+e*(—1+2x + a)) + 1/2t3(—1 — 7x
—6x2 —x3+6x2%(1+x — a) + 6a + 18xa + 6x%a — 11a?

— 11xa? + 6a3 + 3e*(—1 + 12x2 + 6x3 — 2x%*(1 + 8x — a) + 6«
—12x%a — 11a? + 6a®) + 3e?*(—=1 + 7x + 6x% — 11x3 + 6a

— 18xa — 6x%a — 11a? + 11xa? + 6a3 + 6x2%(—1 + x + a))

+ e3¥(—1 + 8x3 + 12x1%2% + 24x%2(—1 + a) + 6x%%(—1 + a) + 6a
+ a?(—11+ 6a) + 2x(—1 + a) (-7 + 11a)))))

us; = 1/(1 +e*)10%(6e*(1 + e¥)°(2 + e¥)t + 12e*(1 + e*¥)*(—1 + 2e*
+ e t2x 72 ((—1 4+ 2eM)x? + 3(2 + e¥)x** + (1 + e¥)x(—1 + a))
— (384e™t7x78%((—1 + 2e™)x? + 3(2 + e*)x?*
+ (14 eX)x(—1+a))")/7(1 + e¥)®
+ (24?7 (1 + e¥)2t57 204 ((—1 4 2e™)x? + 3(2 + e*)x?*
+(1+e)x(—1+a)) /(=2 + )*(=5 + 2a)
— (2e*(1 + eX)®¢3720x 720 ((—1 + 2e*)x% 4+ 3(2 + e¥)x?*
+ (1+eM)x(—1+a)))/(-3 + 2a) + 2e*(1 + e¥)0tx1 24 (-1 —x
+a+e*(—1+2x+ a))
+1/(1+ e*)*16e3t0x78%((—1 4 2e¥)x? + 3(2 + e*)x*®
+ (1 +eM)x(=1+ @) (=1 + 18e* — 33¢?* + 8e3*)x* + 18(—2
+ 3e* + 4e?* + e3%)x** + 12(1 — 6e* + 3e?* + 2e3%)x2%2% + 6(1
—6e* —3e? + 4e3)x3(-1+ a) + 12(—1 + &~
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+3e2* + e3)x12¢(—1 + a) + (1 + e*)?(—1 + 2e¥)x?(7 — 18a + 11a?)
+ (14 e*)3x(—1 4 6a — 11a? + 6a®)) — 4e®*t*x17%*(2(1 — 17€*
+ 63e2* — 65e3* + 16e**)x> + 3(—8 + 91e* — 154e?* — 5¢3¥
+ 32e*)x312% + 18(4 — 23e* + 2e%* + 15e3* + 4e**)x1t** 4 (—13
+ 113e* — 123e?* — 145e3* + 104e™)x*(—1 + a) + 18(—2 + &*
+ 7e?* + 53 + e™)x**(—1 + a) + 6(14 — 61e* — 48e2* + 55¢3¥
+ 28e*)x2t2%(—1 + a) + 6(1 + e¥)?(1 — 5e* + 4e**)x3(4 — 9a
+5a?) + (1+e®)*x(—1+ a)?(2—9a + 10a?) + 3(1 + e*)3(2
+ e¥)x2%(—1+ 6a — 11a? + 6a3) + (1 + e¥)3(—1 + 2e*)x2(—14
+ 55a — 70a? + 29a3) + 3(1 + e*)2x1*2%(—1 + a) (20 — 32«
+ 4e%*(=5+ 8a) + e*(—33 + 53a))) — 12e?*t*x 7% ((1 — 20e*
+ 69e2* — 74e3* + 16e**)x® + 63(2 + e¥)?(—1 + 2e* + e2¥) x5
+ (=19 + 207e* — 335e2* + 3% + 76e**)x*2* + 12(10 — 47e*
+ 4e%* + 35e3* + 10e**)x2*4% + (=7 + 65e* — 69e%* — 85¢3*
+ 56e**)x°(—1 + a) + 2(31 — 150e* — 133e2* + 110e3*
+ 62e*)x3*2%¢(—1 4+ a) + 60(—2 + e* + 7e?* + 5e3¥
+ e™)x1Y(—1 4+ a) + (1 + e¥)*x%(—1 + a)?(1 — 5a + 6a?)
+3(1+e*)3(2+ e*)x2¥(—1 4 6a — 11a? + 6a3) + (1 + e¥)3(—1
+2e*)x3(—8 + 31a — 40a? + 17a®) + (1 + e*)?2x*(—1 + a)(—13
+ e*(70 — 86a) + 17a + e?* (=52 + 68a)) + (1 + e¥)?x?+2%(—1
+ @) (55 — 79a + e2*(—55 + 79a) + e*(—89 + 125a)))
+ 2e*(1 + e®)*t?x1 7 (=1 — x3 + 6x172% + 6x%(—1 + )
—6x2%(—1+ a) + 6a — 11a? + 6a3 + x(—7 + 18a — 11a?)
—3e*(1 —6x3 +16x1+2% + 12x%(—1 + a) — 2x*%(—1+ a) — 6«
+ 11a? — 6a®) + 3e?*(—1 — 11x3 + 6x172% — 6x%(—1 + «)
+ 6x2%(—1+ a) + 6a — 11a? + 6a3 + x(7 — 18a + 11a?))
+ e3*(—1+ 8x3 + 12x12% + 24x2 (-1 + a) + 6x%*(—1 + a) + 6«
—11a? + 6a® + 2x(7 — 18a + 11a?)))
—1/((-3+ &) (=2 + a)) 2e*(1 + eX)*t3 %x1 7% (=1 — x3 + 6x1*2®
+ 6x2(—1+ a) — 6x%*(—1+a) + 6a — 11a? + 6a® + x(—7 + 18«
—11a?) —3e*(1 — 6x3 + 16x12% + 12x2(—1 + a) — 2x%*(—1 + a)
—6a + 11a? — 6a®) + 3e?*(—1 — 11x3 + 6x112% — 6x2(—1 + )
+ 6x%%(—1+ a) + 6a — 11a? + 6a3 + x(7 — 18a + 11a?))
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+e3*(—1 + 8x3 + 12x1%2% + 24x%(—1 + a) + 6x*%(—1+ @) + 6a — 11a? + 6a3
+ 2x(7 — 18a + 11a?))) + 2e*(1 + e*)?t3x~**((1 — 36e*
+ 132e%* — 120e3* — 17e** + 8e5%)x* + 18(2 — 39e* — 32e2*
+ 2e3* + 6e™ + e5¥)x*% 4+ 12(—1 + 24e* — 38e?* — 18e3* + 7e**
+ 2e5%)x212®% 4 2(—3 + 40e* — 40e?* — 80e3* + 15e**
+ 12e5¥)x3(—1 4 @) + 12(1 — 19e* — 26e?* — 2e3* + 5e**
+ e)x12%(—1 4+ a) + (1 + e¥)3(—1 + 2e* + e?*)x(—1 + 6a
—11a® + 6a®) + (1 + e*)?x?(7 — 18a + 11a? + 3e?*(7 — 18«
+ 11a?) + 2e3*(7 — 18a + 11a?) — 4e*(11 — 26a + 15a?)))
—1/(5(1 + e*)?) 6e?*t>x78%((1 — 18e* + 33e2* — 8e3¥)%x8
+108(2 + e*)?(3 — 44e* — 10e?* + 12e3* + 3e**)x8* 4+ 8(-3
+ 80e* — 480e?* + 870e3* — 397e** — 126> + 48e%*)x6+2@
+ 36(6 — 119e* + 396e2* — 236e3* — 214e** + 47e>*
+ 24e%%)x*t4% 4+ 432(—=2 + 31e* — 36e?* — 46e3* + 4e** + 11e5*
+ 2e%)x2t6% 4 12(—1 + 24e* — 138e%* + 148e3* + 123e**
— 156e°* +32e%)x7(—1 + a) + 24(7 — 99e* + 288e2* + 483~
— 375e** + 27e%* + 56e%)x5+2%(—1 + a) + 72(—10 + 105e*
— 64e?* — 264e3* — 30e** + 75e>* + 20e%)x34% (-1 + a)
+432(2 — 21e* — 39e?* — 10e3* + 12e** + 7e>* + %) x116%(—1
+ a) + 24(1 + e¥)*(—1 + 2e* + e**)x?*2%(—=1 + a)?(1 — 5a + 6a?)
+ (1 +e*)°%x%(1 — 6a + 11a? — 6a3)? + 36(1 + e*)3(—2 + 3e*
+ 4e?* + e3¥) x4 (—1 + 6a — 11a? + 6a3) + 2(1 + e*)°(—1
+ 2eM)x3(—1+ a)?(—7 + 46a — 97a? + 66a>)
+ 24(1 + e¥)?x**2%(—13 + 30a — 17a? + e?*(—223 + 506«
—283a?) + 4e**(13 — 30a + 17a?) + e3*(34 — 84a + 50a?)
+ 2e*(59 — 134a + 75a?)) + 36(1 + e¥)2x2t**(18 — 44a + 26a?
+ e*(=97 + 222a — 125a?) + 2e?*(3 — 10a + 7a?) + 2e**(9
—22a + 13a?) + e3¥(65 — 158a + 93a?)) + 8(1 + e*)3x3+2¢(—1
+ a)(24 — 69a + 51a? + 9¢2*(8 — 23a + 17a?) + 6e3*(8 — 23«
+ 17a?) — 2e*(55 — 161a + 124a?)) + (1 + e)*x*(—1 + a)?(61
— 214a + 193a? + 4e?*(61 — 214a + 193a?) — 4e*(70 — 259«
+247a?)) + 2(1 + e*)3x>(—1 + a)(—43 + 113a — 72a? + 18e*(22
— 59q + 39a?) + 8e3*(43 — 113a + 72a?%) — 3e2*(263 — 703«
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+ 462a?)) + 2(1 + e*)?x®(25 — 54a + 29a? + 16e**(25 — 54a
+29a?) — 8e*(49 — 108a + 59a2) + 3¢2*(503 — 1098a + 595a?)
— 2e3%(763 — 1674a + 911a?)))

—2e*(1+ e*)?t? x4 ((12e*t2((—1 + 2e®)x? + 3(2 + e¥)x?@

+ (14 eM)x(=1+ @)?)/(—4 + @) — (2(1 + e¥)*x2%((=1 + 2e%)x?
+32+eMx** + (1 +e¥)x(—1+ a)))/(—2

+a)—1/(-3+ a) (1 +e*)?t((—1 + 18e* — 33e?* + 8e3*)x*

+ 18(—2 + 3e* + 4e** + 3¥)x* + 12(1 — 6e* + 3e?*

+ 2e30)x212¢% 4 6(1 — 6e* — 3e?* + 4e3)x3(—1+ a) + 12(—1 + &*
+ 3e? + 3 xM2¢(—1 + a) + (1 + e¥)?(—1+ 2e¥)x*(7 — 18a
+11a?) + (1 + e*)3x(—1 + 6a — 11a? + 6a?)))

1
+ gex(l + e*)2t3x170¢ (=1 — x5 + 12x3+2% — 36x1T4* + 15x% (-1

+ a) + 36x*(—1 + a) — 72x2*2%(—1 + a) + 15a — 85a? + 225a3
—274a* + 120a® + 12x12%(7 — 18a + 11a?) — 5x3(13 — 30«
+17a?) — 12x?%(—1 + 6a — 11a? + 6a3) + 15x2(—6 + 25a
—34a® + 15a®) + x(—31 + 225a — 595a* + 675a> — 274a%)

+ e5%(—1 + 32x° + 96x312% + 72x14% + 240x*(—1 + a)

+ 36x**(—1 + a) + 288x%*2%(—1 + a) + 15a — 85a? + 22543

— 274a* 4+ 120a® + 24x1*2¢(7 — 18a + 11a?) + 40x3(13 — 30«
+17a?) + 12x2%(—1 + 6a — 11a? + 6a3) + 60x2(—6 + 25a

— 34a? + 15a3) + 2x(31 — 225a + 595a?% — 675a® + 274a*))

— 2e2%(359x5 — 1104x3+2% + 720x14% — 975x*(—1 + a)

+ 144x**(—1 + a) + 600x2%2¢(—1 + a) — 5x3(13 — 30a + 17a?)
+ 24x12%(17 — 44a + 27a?) — 24x%*(—1 + 6a — 11a® + 6a?)

+ 105x%(—6 + 25a — 34a? + 15a®) + x(—31 + 225a — 595a?

+ 675a% — 274a*) + 5(1 — 15a + 85a? — 225a3 + 274a*
—120a%)) — 263%(—604x5 + 816x3+2% + 288x1+4@ — 300x*(—1
+a) — 72x**(—1 + a) + 1200x2%2%(—1 + a) — 24x+2%(2 — 5a

+ 3a?) + 100x3(13 — 30a + 17a?) — 48x?*(—1 + 6a — 11a?

+ 6a®) + 60x%(—6 + 25a — 34a? + 15a®) — 4x(31 — 225«

+ 595a% — 675a3 + 274a*) + 5(1 — 15a + 85a? — 225a3 + 274a*
—120a®)) + e*(88x° — 480x3*2% + 792x1**® — 600x*(—1 + a)
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—252x*(—1+ a) + 1200x%*2%(—1 + a) + 80x3(13 — 30«

+ 17a?) — 24x1129(17 — 44a + 27a?) — 12x*%(—1 + 6a — 11a?

+ 6a3) — 60x%(—6 + 25a — 34a® + 15a®) — 2x(31 — 225«

+ 595a?% — 675a> + 274a*) + 5(—1 + 15a — 85a? + 22543

— 274a* + 120a®)) + e*¥(—473x> — 204x312% 4 252x1%4a
—1725x*(—1 + @) + 180x**(—1 + a) + 360x%*2%(—1 + a)

+ 84x1*2%(7 — 18a + 11a?) — 85x3(13 — 30a + 17a?) + 60x2*(—1
+ 6a — 11a? + 6a3) + 75x%(—6 + 25a — 34a? + 15a®) + 7x(31
—225a + 595a? — 675a3 + 274a*) + 5(—1 + 15a — 85a? + 225a3
— 274a* + 120a5)))

+1/(=2 + a) 12e*(1 + e*)?t3 *x**(—(16e**t3((—1 + 2e*)x?
+32+eM)x** + (1 +e¥)x(—1+ a))®)/((1 + e¥)*(—6 + a))

+ (8e*tx?*((—1+ 2eM)x* +3(2 + eM)x** + (1 + e®)x(—1 + a))?)
/(=4 +a) — (1 +eX)3(—1+ 2e* + e*)x**((—1 + 2e*)x? + 3(2
+eM)x2* + (1+eMx(—-1+a)))/(-3

+a)+1/((1 +e*)?(=5+ a)) 2e*t?((1 — 20e* + 69e2* — 74e3*

+ 16e**)x% + 54(2 + e¥)?(—1 + 2e* + e?*)x%% + 3(—6 + 67e*

— 108e?* — 3% + 24e*)x**2% + 18(6 — 29¢* + 22 + 21e3*

+ 6e*¥)x2t4® 4 (=7 + 65e* — 69e2* — 85e3* + 56e**)x°(—1 + a)
+ 6(10 — 49e* — 442" 4+ 35e3* + 20e*)x3*2%(—1 + a) + 54(-2
+ e* + 7e?* + 5e3% + ™) x1t1(—1 + a)

+ (1+e®)*x%(—14 a)?(1 — 5a + 6a?) +3(1 + e¥)3(2

+ e¥)x12%(—1 4+ 6a — 11a? + 6a®) + (1 + e¥)3(—1 + 2e¥)x3 (-8
+ 31a — 40a? + 17a3) + 3(1 + e¥)2x2*2%(—1 + a) (18 — 26«

+ 2e?*(=9 + 13a) + e*(—29 + 41a)) + (1 + *)%x*(—1 + a)(—13
+ e*(70 — 86a) + 17a + e?* (=52 + 68a)))) + (1 + e¥)2((1 + e*)°®
+ 2e*(1 + e*)*tx 2%((—1 + 2e¥)x? + 3(2 + e¥)x** + (1
+e¥)x(—1+ a)) — 2e*(—t(3(1 + e*)*(2 + e*) + 3(1 + e*)?(—1

+ 2e* + e®)tx 2% ((—1 + 2e¥)x? + 3(2 + e¥)x%* + (1 + e¥)x(—-1
+a))

—4e*t?x (=14 2eM)x? + 32 + e¥)x** + (1 + eMx (-1 + a))?)
—((1+e®H)*t? % 2*BR+eMNx** +x(—-1—x+a+e*(—1+ 2x
+a)))/(=2+a) — (1 +e¥)?x**((1 + e¥)?tx**(-1—x+ «a
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1
+e*(—1+4 2x + a)) +§t2(_1 —7x—6x2 —x3+6x**(1+x—a)

+ 6a + 18xa + 6x%a — 11a? — 11xa? + 6a® + 3e*(—1 + 12x2

+ 6x3 — 2x%*(1+ 8x — a) + 6a — 12x%a — 11a? + 6a3) + 3e**(—1
+ 7x + 6x% — 11x3 + 6a — 18xa — 6x%a — 11a? + 11xa? + 6a3
+6x%%(—1+x + a)) + e3¥(—1 + 8x3 + 12x112% + 24x% (-1 + a)
+ 6x%%(—1+ a) + 6a + a?(—11 + 6a) + 2x(—1 + a) (-7

+ 11a)))))))

Bu sekilde, yineleme devam ettirilerek adim sayis1 genisletilebilir. Buradan,

denklem (4.1) kullanilarak yaklasik ¢oziimiin ilk {i¢ terimi su sekilde elde edilir.

uym (%, t) = f{il:';uk (x,t).

4.2 ADM fle Elde Edilen Coziim

(2.16) Dogrusal olmayan uzay-zaman kesirli Fisher denklemini gz 6niinde

bulunduralim.

Dfu(x,t) — D2%u(x,t) — 6u(x,t) — 6u(x, t)?> =0,
Bu denklem i¢in baslangi¢ kosulu

u(x,0) = 1/(1 + e*)? (4.6)

olsun (Odibat ve Momani, 2008). Burada J¢ |, ;—; icin 0 dan t’ye tanimlanan

conformable integral operatérudir. Conformable integral operatori /¢,

Jéu(x, )] = £971 [T (u(x, t))dE (4.7)
ve buradan ADM algoritmasi kullanilarak,

uo(x, t) = 1/(1 + e¥)?, (4.8)
Up41(x, t) = —J[L(ug) + Ai] (4.9)
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a

d
=-J¢ [Wuk(x» t) + nue(x,t) + nAg]

aa
= = G e ) + (e ) + pA)dE, k=1

burada,

AO = u()(x, t)Z' (410)
Ay = 2up(x, uq(x, t),
Ay, = ug(x, £) + 2ug(x, Huy(x, t),

ardindan,
up(x, t) = 1/(1 + e%)?, (4.11)

u (x,t) = e t*x 2*BR + eM)x** + x(—1—x+ a+ e*(—1+ 2x + @)))/((1
+ e®)*a),

U (x,t) = 1/((1 + e¥)®a®)e*t?**x**((—1 + 18e* — 33e?* + 8e3*)x* + (18(-2
+ 3e* + 4e?* 4+ e3)x** 4+ 12(1 — 6e* + 3e?* + 2e3¥)x2*2% + 6(1
—6e* —3e?* + 4e3)x3(—1+ a) + 12(—1 — e* + 3e**
+ e3)x12(—1 4+ a) + (1 + e¥)?(—1 + 2e*)x?(7 — 18a + 11a?)
+ (1+e*)3x(—1+ 6a — 11a? + 6a?))

uz(x,t) = 1/3((1 + e®)8a®)e*t3%x%%(—1 + 88e* — 718e%* + 1208e3* — 473e**
+ 32e°¥)x% + (108(2 — 15e* — 8e?* + 8e3* + 6e** + e5)x%% + 6(3
— 104e* + 452e?* — 344e3% — 51e** + 24e5%)x*+2% 4+ 36(-3
+ 46e* — 80e?* — 28e3* + 21e** + 6e5)x?*** + 15(1 — 40e*
+ 130e?* + 40e3* — 115e** + 16e°*)x°(—1 + a) + 12(—9 + 128e*
— 128e%* — 256e3* + 45e** + 36e°*)x3*2%(—1 + a) + 108(1
— 7e* — 8e?* + 4e3* + 5e*™ + e )x1t(—1 4 a) + 5(1 + e¥)?(—1
+ 18e* — 33e2* + 8e3*)x*(13 — 30a + 17a?) + 18(1 + e*)3(—1
+ 2e* + e?)x1*2¢(—1 + 6a — 11a? + 6a3) + 15(1 + e*)3(1 — 7e*
+ 4e?*)x3(—6 + 25a — 34a? + 15a3) + (1 + e®)*(—1 + 2e*)x?(31
— 225a + 595a? — 675a3 + 274a*) + (1 + e¥)°x(—1 + 15a — 85a?
+ 225a3 — 274a* + 120a®) + 6(1 + e*)2x2*2%(21 — 54a + 33a?
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+9e2*(7 — 18a + 11a?) + 6e3*(7 — 18a + 11a?) — 8e*(16 — 41a + 25a?)))

Bu sekilde, yineleme devam ettirilerek adim sayisi genisletilebilir. Bu nedenle

denklem (2.16) igin yaklasik ¢6ziim ilk dort terim kullanilarak

[oe]

u(x,t) = z uy(x,t)

n=0
Uapm (X, t) = up(x, t) + ug(x, t) + uy(x, t) + uz(x, t) (4.12)

olarak elde edilir (Odibat ve Momani, 2008).
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5. GRAFIKSEL IFADELER ve FIZIKSEL YORUMLAR

Bu boélimde ADM ve VIM yontemlerini karsilastirmak amaciyla elde edilen
¢oziimlerin sayisal degerleri i¢in grafikler ¢izilmis ve tablolar olusturulmustur. Sayisal
cozimler elde edilirken, conformable kesirli tiirev operatorii kullanilmistir. Gergek
¢Oziimiin sayisal degerleri de bu tablo ve grafiklerde karsilastirllmistir.Elde edilen

cozlmlerin ylzey grafikleri igin Matlab programi kullanilmistir.

Cizelge 5. 1 2.16 denkleminin Adomian Ayristirma metodu ve Varyasyonel iterasyon metodu
kullanilarak Conformable kesirli tiirev operatorii yardimiyla elde edilen ¢6ziimlerinin sayisal degerleri

0=0.2 0=0.6
Uapm Uyim Uapm Uyim

t=0.01 X

0.01 2.75291 0.280675 -1.0961 0.268478

0.02 3.15834 0.277783 0.097778 0.268642

0.03 3.5558 0.274943 0.256558 0.266881

0.04 3.94342 0.272139 0.301852 0.264746

0.05 4.32147 0.269362 0.319284 0.262473
t=0.03 X

0.01 1.09124 0.347722 -9.78948 0.271015

0.02 1.91855 0.344012 -1.28842 0.305193

0.03 2.72264 0.340439 -0.16668 0.309235

0.04 3.50363 0.336947 0.156994 0.309198

0.05 4.26358 0.333515 0.287677 0.307938
t=0.05 X

0.01 -0.62992 0.415658 -25.0189 0.176488

0.02 0.515591 0.411145 -3.78918 0.322378

0.03 1.6255 0.406857 -0.99906 0.34314

0.04 2.70194 0.402699 -0.19587 0.348566

0.05 3.74846 0.398632 0.128704 0.349782
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Cizelge 5. 2 2.16 denkleminin Adomian Ayristirma Metodu kullanilarak Conformable kesirli tiirev
operatorii yardimiyla elde edilen ¢oziimlerinin ve gergek ¢oziimiiniin sayisal degerleri ve bu degerlerden
elde edilen mutlak hata degerleri.

a=1
t=0.01 X Uspm Ug UMUTLAK
0.01 0.260099 0.260099 6.5095 x 1078
0.02 0.257556 0.257556 6.5732x 1078
0.03 0.255025 0.255025 6.63412x 1078
0.04 0.252506 0.252506 6.69222 x 108
0.05 0.25 0.25 6.74747 x 1078
t=0.03 X
0.01 0.286169 0.286164 5.15701 x 10~°
0.02 0.283513 0.283508 5.213x107°
0.03 0.280867 0.280862 5.26678 x 10~°
0.04 0.278232 0.278227 5.31832x107°
0.05 0.275609 0.275603 5.36761 x 107°
t=0.05 X
0.01 0.313318 0.313279 0.0000387918
0.02 0.310564 0.310525 0.0000395261
0.03 0.30782 0.30778 0.0000397038
0.04 0.305084 0.305044 0.0000401347
0.05 0.302358 0.302317 0.0000405486

Cizelge 5.1’de, ADM ve VIM kullanilarak elde edilen yaklagik ¢ozimlerin
sayisal degerleri x ve t degistikge a‘nin 0.2, 0.6 degerleri kullanilarak hesaplanmaigtir.
Cizelge 5.2°de ve Cizelge 5.3’de a =1 igin mutlak hata hesaplanmistir & = 1 igin
bulunan degerlere bakarak VIM ile elde edilen ¢ozimin ADM ile elde edilen ¢ozim ile
kiyaslandiginda ger¢ek ¢oziime daha yakin sonuglar verdigi goriilebilir. Bu sonugclar

farkli sekilde segilen a , x ve t degerlerine bagli olarak farklilik gosterilebilir.



Cizelge 5. 3 2.16 denkleminin Varyasyonel iterasyon Metodu kullanilarak Conformable kesirli tiirev
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operatorii yardimiyla elde edilen ¢oziimlerinin ve gergek ¢oziimiiniin sayisal degerleri ve bu degerlerden
elde edilen mutlak hata degerleri.

a=1
Uyim Ug UMUTLAK

t=0.01 X

0.01 0.260099 0.260099 1.29481x1078

0.02 0.257556 0.257556 1.28553x1078

0.03 0.255025 0.255025 1.27623x1078

0.04 0.252506 0.252506 1.26693x1078

0.05 0.25 0.25 1.25764x1078
t=0.03 X

0.01 0.286163 0.286164 1.05713x107°

0.02 0.283507 0.283508 1.04844x107°

0.03 0.280861 0.280862 1.03967x107°

0.04 0.278226 0.278227 1.03084x107°

0.05 0.275602 0.275603 1.02197x107°
t=0.05 X

0.01 0.313271 0.313279 8.28349x107°

0.02 0.310517 0.310525 8.20884x107°

0.03 0.307772 0.30778 8.13308x107°

0.04 0.305036 0.305044 8.05638x107°

0.05 0.302309 0.302317 7.97886x107°

a) VIM (a = 0.2)

b) ADM (a = 0.2)

Sekil 5. 1 2.16 denkleminin a) Varyasyonel iterasyon Metodu b) Adomian Ayristirma Metodu

kullanilarak Conformable tiirev operatéri ile elde edilen yaklasik ¢6ziimlerinin yiizey grafikleri (& =

0.2)
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a) VIM (@ = 0.4) b) ADM (a = 0.4)

Sekil 5. 2 2.16 denkleminin a) Varyasyonel Iterasyon Metodu b) Adomian Ayristirma Metodu

kullanilarak Conformable tiirev operatorii ile elde edilen yaklasik ¢6ziimlerinin yiizey grafikleri (e =
0.4)

a) VIM (a = 0.6) b) ADM (a = 0.6)

|
I | |

“\\\ ‘~ .

Sekil 5. 3 2.16 denkleminin a) Varyasyonel Iterasyon Metodu b) Adomian Ayristirma Metodu

kullanilarak Conformable tiirev operatorii ile elde edilen yaklasik ¢6ziimlerinin yiizey grafikleri (e =
0.6)

a) VIM (a = 0.8)

Sekil 5. 4 2.16 denkleminin a) Varyasyonel iterasyon Metodu b) Adomian Ayristirma Metodu

kullanilarak Conformable tiirev operatéri ile elde edilen yaklasik ¢6ziimlerinin yiizey grafikleri (& =
0.8)
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a) VIM(a = 1) b) ADM (@ = 1)
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Sekil 5. 5 2.16 denkleminin a) Varyasyonel iterasyon Metodu b) Adomian Ayristirma Metodu
kullanilarak Conformable tiirev operatori ile elde edilen yaklasik ¢6ziimlerinin yiizey grafikleri (¢ = 1)

Sekil 5. 6 2.16 denkleminin ger¢ek ¢6ziimiiniin yilizey grafigi (¢ = 1) (Odibat ve Momani, 2008),
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— a=0.2

Sekil 5. 7 2.16 denkleminin Varyasyonel Iterasyon Metodu kullanilarak Conformable tiirev operatorii
yardimiyla elde edilen ¢6ziimlerinin ve gercek ¢6ziimiiniin 2-boyutlu grafikleri (a =
0.2,0.4,0.6,0.8,1, x=0.4)

Sekilde 5.7 de VIM kullanilarak conformable tiirev operatorii yardimiyla elde
edilen ¢ozimin a ve t’ye ait farkli degerler i¢in hazirlanmig iki boyutlu grafigini
inceledigimizde t, 0’a yaklastik¢a gergek ¢6ziime daha yakin sonuglar elde ettigimizi
gorebiliriz. Grafige bakildiginda belirli noktalarda yaklagik ¢6ziimiin gergek ¢6ziim ile

cakistig gortilebilir.
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Sekil 5. 8 2.16 denkleminin Adomian Ayristirma Metodu kullanilarak Conformable tiirev operatorii
yardimiyla elde edilen ¢6ziimlerinin ve gergek ¢oziiminin 2-boyutlu grafikleri (e =
0.2,0.4,0.6,0.8,1, x=0.4)

Sekil 5.8 de ADM kullanilarak conformable tiirev operatorii yardimiyla elde
edilen ¢ozimin a ve t’ye ait farkli degerler i¢in hazirlanmis iki boyutlu grafigini
incelendigimizde t ,0’a yaklastik¢a gercek ¢oziime daha yakin sonuglar elde ettigimizi
gorebiliriz. @ = 0.8 degeri igin gercek ¢oziime en yakin sonuglarin elde edildigi

sOylenebilir. a degerleri kiigiildiikge gercek ¢oziimden de uzaklasilmaktadir.
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6. SONUCLAR ve ONERILER

6.1 Sonuclar

Bu calismada Conformable tiirev operatorii yardimiyla kesirli mertebeden
dogrusal olmayan uzay-zaman Fisher denkleminin yaklasik ¢6ziimleri hesaplanmistir.
Bu hesaplamalar yapilirken Adomian ayristirma metodu ve Varyasyonel iterasyon
metodu kullanilmistir. Caligmanin amaci baslangi¢ sartindan hareketle uzay-zaman
Fisher denkleminin elde edilen seri ¢éziimlerinin ger¢ek sonuca ne kadar yaklastiginin
incelenmesidir. Bu metotlarla ¢6ziim elde edilirken islem kolaylig1 agisindan iterasyon
tic adim ilerletilmistir. Adim sayis1 arttikca gergek ¢oziime daha yakin sonuglar elde
edilebilir. Buldugumuz yaklasik ¢oziimlerin sonuglar1 ve gercek ¢oziime yakinlig
grafik ve tablolar tizerinden gosterilmistir. @ kesirli mertebesinin 0.2, 0.4, 0.6, 0.8 ve 1
degerleri i¢in 2 boyutlu ve 3 boyutlu grafikler ¢izilmistir. @ kesirli mertebesinin 0.2, 0.6,
1 degerleri icin de tablo degerleri hesaplanmistir. Bu degerler keyfi olarak se¢ilmistir.
Bu grafikler incelendiginde kesirli mertebe degistikge ¢oOziimdeki degisiklikler
gozlemlenebilmektedir. Grafikler incelendiginde a kesirli mertebesinin 1’¢ yakin
degerler aldikga elde edilen seri ¢dzimunin mevcut gercek sonuca yakinsadigi bazi
degerler i¢in grafiklerin ¢akistigi goriilmektedir. Bu ¢alismamizda Adomian ayristirma
metodu ve Varyasyonel iterasyon metodundan hangisinin ¢dziime daha yakin sonuglar
elde ettigini karsilastirarak gormeye calistik. Yaklasik ¢oztimler elde edilirken
kullanilan metot, kesirli tiirev operatorii, seri acilimindaki adim sayis1 faktorleri etkili
olmustur. Bu sonuclardan hareketle soyleyebiliriz ki yaklasik ¢coziimler elde edilirken,
gercek ¢ozlime yakin sonuglar elde edebilmek igin birgok parametre etkilidir. Ele
aldigimiz denklem, denklemin baslangi¢ sarti, keyfi verdigimiz degerler de bunlardan

birkagidir.
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