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OZET

YUKSEK LISANS TEZi

IKi BOYUTLU KESIRLI MERTEBEDEN BURGERS’ DENKLEMININ
SAYISAL COZUMLERI

Erbil GOKDAG

Mus Alparslan Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal

Damsman: Prof. Dr. Erdal KORKMAZ

Bu tez calismasinda kesirli mertebeden iki boyutlu Burgers’ denkleminin sayisal ¢oziimleri
arastirildi. Once Burgers” denklemi uzayda MQ-RBF yontemi kullanilarak birinci mertebeden kesirli adi
diferansiyel denklem sistemine doniistiiriildii, sonra elde edilen adi denklem zaman parcalama yontemi
ile denklemin sayisal ¢oziimleri elde edildi. Elde edilen sonuglar 6rneklerele desteklenerek L, ve L., hata

normlar1 sunulmustur.
2025, 29 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Burger Denklemi, Multiquadrik Radyal Baz Yontemi, Time-Splitting Yontemi.
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ABSTRACT

MS/ THESIS

APPROXIMATE NUMERICAL SOLUTIONS OF THE TWO-DIMENSIONAL
FRACTIONAL ORDER BURGER EQUATION

Erbil GOKDAG

Mus Alparslan University
Natural and Applied Science
Department of Mathematics

Adyvisor: Prof. Dr. Erdal KORKMAZ

In this thesis, numerical solutions of the fractional order two-dimensional Burgers’ equation were
investigated. First, the Burgers’ equation was converted to a first-order fractional ordinary differential equ-
ation system using the MQ-RBF method in space, then the numerical solutions of the obtained ordinary
equation were obtained by the time splitting method. The obtained results are supported with examples and

the error norms of L, and L., are presented.
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1. KAYNAK ARASTIRMASI

Kesirli hesaplama, bilim ve miihendisligin cesitli alanlarindaki arastirmacilarin
giderek artan ilgisini cekmektedir. Kesirli tiirevler, matematiksel modelleri tamsay1 mer-
tebesindeki tiirevlerden daha gercekci hale getiren daha fazla serbestlik derecesine yol
acar. Kesirli kismi diferansiyel denklemlerin (FPDE’ler), biyoloji, fizik, viskoelastisite,
151 ve kiitle transferi, gozenekli veya gozeneksiz ortamlardaki akiskan akislari, sinyal ve
goriintii isleme, hava kirliliginin modellenmesi, finansal problemler, astrofizik, dinamik
ve kontrol sistemi gibi ¢esitli bilim alanlarinda bir¢cok uygulamasi vardir (Bagley ve Tor-
vik, 1983; Sun ve ark., 2018). Zaman kesirli Burgers’ denklemi, son yillarda ¢ok fazla
ilgi goren 6nemli FPDE modellerinden biridir. Gaz tiiptinde dogrusal olmayan akustik
dalgalarin yayilmasi, viskoz ortamda sok dalgalarinin hareketi, elektrik iletkenligi olan
bir ortamda manyeto-hidrodinamik dalgalar, sesin ve s1§ su dalgalarinin yayilmasi gibi
cesitli fenomenleri tanimlamak icin tiirbiilans ¢calismasinda ortaya cikar (Burgers, 1948;
Hussain ve ark., 2020). Bir¢ok arastirmaci bu denklemi yeni sayisal yontemlerin perfor-
mansini kontrol etmek icin bir test problemi olarak kullanmaktadir. Bu denklem, birinci
dereceden zaman tiirevini asagidaki formda tanimlanan kesirli bir tiirevle degistirerek kla-
sik Burgers’ denkleminden formiile edilebilir (Duangpan ve ark., 2019).

R > 0 ve Q = (a,b)olmak iizere Q x (0,7) de bir boyutlu iyi bilinen

2

% + u% = Ili’% (1.1)
Burgers’ denklemi verilsin. Bu denklem ilk kez onun steady ¢6ziimlerini veren Bateman
(1915) tarafindan tamigtirildi. Daha sonra Burgers’ Burgers (1939), Burgers (1948) ta-
rafindan serbest tiirbiilansin matematiksel modeli olarak ele alind1 ve ondan sonra bdyle
bir denklem yaygin olarak Burgers’ denklemi olarak anildi. Bu denklemle bir¢ok prob-
lem modellenebilir. Ornegin Navier-Stokes denklemlerinin tek boyutlu hali bir benzeridir
(Ames, 1965).

Burgers’ denklemi kisith bir kiimede keyfi baslangi¢ ve sinir kosullari i¢in Hopf
(1950) ve Cole (1951) tarafindan analitik olarak ¢oziilmiistiir. Burgers’ denkleminin tam
cOziimiiniin R nin kisith degerleri i¢in hesaplanabilecegi iyi bilinmektedir. Bu nedenle

Burgers’ denkleminin ¢6ziimiinii elde etmek icin ¢esitli sayisal yontemler kullanildi. Bu

yontemlerin ¢oziim metodolojileri genellikle, sonlu fark yontemi, sonlu elemanlar yontemi



ve spektral yontemler olarak siniflandirilir. Bu tekniklerin bir incelemesi Hassanien ve ark.
(2005) ve Kutluay ve ark. (2004) de verilmistir.

Son zamanlarda, multiquadrik (MQ) yontemi, PDE’leri, 6zellikle de zamana bagli
denklemleri ¢6zmek icin gercekten meshless bir yontem olarak ortaya c¢ikiyor. Hardy
(1971) ilk olarak , iki boyutlu cografi yiizeyleri tahmin etmek icin genel bir dagimik veri
yaklagim algoritmasi olarak bu MQ yontemini gelistirdi. Sayisal sonuglar, MQ yonte-
minin daginik verilere cok dogru bir interpolasyon sundugunu gostermektedir. Franke
(1982) inceleme makalesinde MQ yontemini, dogruluk, kararhilik, verimlilik, bellek ge-
reksinimi ve uygulama kolaylig1 testlerine dayali olarak 29 dagimik veri interpolasyon
semas1 arasinda en iyilerden biri olarak derecelendirdi. (1.1) denkleminin zamana gore
kesirli merteben modelinin sayisal ¢oziimleri Korkmaz ve Yildirim (2023) tarafindan elde
edilmistir. Bu ¢aligmada (1.1) denkleminin zamana gore kesirli merteben ve iki boyutlu

modelinin sayisal ¢oziimleri ele alinmistir.



2. MATERIYAL ve YONTEM

2.1. Temel Kavramlar

Tanim 2.1. R de bir norm |||, r = [x|| olmak iizere eger

olacak sekilde tek degiskenli ¢ : [0,00) — R fonksiyonu varsa ® : RY — R fonksionuna
radial denir.

Tamm 2.2. Radial temelli fonksiyon ®(x) R¢ de oklit normuna gore bilesimle radyallestiril-
mis r > 0 icin tanimlanan bir degigkenli siirekli bir fonksiyondur. RBF ler c ile gosterilen
keyfi bir parametreye ( form parametresi) sahip olabilirler.

Tanim 2.3. Gamma fonksiyonu, R(z) > 0 olan karmagik sayilar i¢in asagidaki integral ile

tanimlanir:

I(z) = / e dt
0
Gamma fonksiyonu, klasik faktoriyel fonksiyonunun bir genellemesidir. Rekiirsif 6zelligi
I(z+1) =z-T'(2).
Tanim 2.4. R"-n boyutlu reel vektorler kiimesi olsun. Asagidaki 6zellikleri saglayan ||.|| :
R" — R fonksiyonuna R" de taniml1 vektdr norm denir.
i. Keyfix e R"igin ||x]| >0, [[x]| =0 <= x=0
ii. Keyfi ¢ € R ve x € R" igin ||ox|| = | ot || x|
iii. Keyfix,y € R" igin ||x+y| < |lx|| + ||yl

Genelde kullanilan vektor normlari;

L{ normu

n
el =} I
i=1



L, normu veya 6klid normu

. 1/2
xll, = (Z \xiz\)
i=1

L., normu veya maksimum norm

%] = max Jxi]

2.2. Multiquadrik Radyal Baz Yontemi

Multiquadrik (MQ) Radyal Taban Fonksiyonu (RBF) interpolasyon yontemi, 1968
yilinda Iowa State Universitesinde Roland Hardy tarafindan ortaya atilmis ve bu yontemi
1971 yilinda yayimlanan (Hardy, 1971) ¢alismasinda tantmlamis ve adin1 vermistir (Sarra
ve Kansa, 2009).

Multikuadrik radyal baz fonksiyonlari, 1977 yilinda Michael J. D. Powell ta-
rafindan tanitilmigtir. Bu fonksiyonlar, daginik veri noktalarini interpolasyon yontemiyle
dogru ve verimli bir sekilde aralamak amaciyla kullanilmaktadir. Powell, coklu-kadrik
radyal baz fonksiyonlarinin az sayida parametre ile genis bir fonksiyon yelpazesini yaklasik
olarak temsil edebildigini kesfetmistir.

Powell’1n multikuadrik radyal taban fonksiyonlar1 {izerinde yaptig1 ¢calisma, (Bro-
omhead ve Lowe, 1988) tarafindan genisletildi ve bu fonksiyonlar1 kullanarak sinir aglarini
egitmek icin bir yontem gelistirildi. YOntemleri en kii¢iik kareler prensibine dayaniyordu
ve cesitli fonksiyonlart yaklagik olarak 6grenmek icin sinir aglarini egitmek ic¢in ¢ok etkili
oldugu kanitlandi. Multikuadrik radyal taban fonksiyonlarinin gelisimi 1990’1arda devam
etti ve bu fonksiyonlar1 kullanarak sinir aglarini egitmek i¢in bir¢ok yeni yontem One-
rildi. En 6nemli gelismelerden biri, radyal taban fonksiyon ¢ekirdeginin (RBF c¢ekirdegi)
tanitilmasiydi, bu da makine 68renimi i¢in giiclii bir aractir.

Makine 6grenimi alaninda, multikuadrik radyal baz fonksiyonlar1 hizla benimsen-
mistir. Bu fonksiyonlar, giris ve ¢ikis verileri arasindaki dogrusal olmayan iligkileri yaklasik
olarak hesaplayabilmeleri nedeniyle sinir a8larinin egitimi i¢in 0zellikle faydalidir. Siniflan-
dirma, regresyon ve kiimeleme gibi bircok makine 68renimi uygulamasinda hala yaygin

olarak kullanilmaktadirlar.



2.3. Zaman-Parcalama (Time-Splitting) Yontemi

Zaman parcalama yontemi, bir zaman adimini birden fazla alt adima bolerek her
alt adimda sistemin farkli kistmlarini ¢ozen sayisal bir yaklagimdir. Bu teknik, dogrudan
coziimii zor veya imkansiz olan diferansiyel denklemlerde kullanighdir.

Yontemin kokenleri, 1960’1arda dalga hareketlerinin modellenmesinde kullanilan
’split-operator” teknigine dayanir. Daha sonra Klemp ve Wilhelmson (1978) tarafindan
hidrostatik olmayan ve sikistirilamaz denklemlerin ¢oziimiine uyarlanmistir. Zaman parcga-
lama, bir Hamiltoniyen operatorii altinda dalga fonksiyonunun evrimini hesaplamakta da
kullanilir ve sonlu farklar veya sonlu elemanlar gibi diger sayisal yontemlerle birlestirilebi-
lir. Esnek yapisi sayesinde ¢esitli fiziksel sistemlerde uygulanabilen bu yontem, bircok
alternatife kiyasla hizli ve dogru sonuglar iiretir.

Zaman-parcalama metodunu anlayabilmek icin basit bir 6rnek verelim:

du
o =) +glu), r€ltttt], ult)=a,

problemini ele alalim. Zaman-parcalama yontemi, bir diferansiyel denklemi birden fazla
alt-probleme bolerek ¢ozer. Her bir alt-problem icin ayr1 bir ¢oziim hesaplanir ve ardindan

bu ¢oziimler birlestirilerek genel ¢oziim elde edilir. O halde

d

d—::f(v), tE[tutn+1], vty =a,
dw
E:g(w), tE [twtn+7], Wty =v(ty+71),

burada v(t,) olarak yazdigimiz baglangi¢c zamanindan bir sonraki zamana gectigimizde bu
zaman w(t,) in baslangi¢ zamanidir. Yani f(v) fonksiyonunun bir T zaman sonrasi g(w)
fonksiyonu icin baglangic degerdir.

Ornek 2.1.
du

1
E:uz—i—u, u(0)=—5, r€0.1] 2.1)

baglangi¢ deger problemi verilsin. Problemin tam ¢oziimiiniin

el‘
1+¢€

u(t) =

oldugunu biliyoruz. Simdi denklemin [0, 1] araliginda niimerik ¢6ziimiiniinii elde etmek



icin time splitting yontemini uygulayalim. Bunun i¢in Oncelikle denklem iki parcaya

ayrilir,

dv_ v, t€[0,1], v(to) = (uo),

dt
td t
/ o dt,
o V o

Inv(t) —Inv(ty) =1t — (19),

i) _
lnm =1 —1,
v(t) _ (t—t)
v(t()) ’

W(t) = v(to)e ™),
v(to+h) = v(to)e",
——=w", 1€[0,1], w(0)=v(10+h),

d
W ar,

w2
td t
/ —v;: dt,
to w )
-1 1

Denklemleri birlestirirsek

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)

2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)



u(to+h) = w(to+h),

olur alacagimiz h adimlarina gore niimerik ¢6ziim elde edilir. Niimerik ¢oziimii veren

matlab kodu

t0=0;

ts=1;

N =1000;

h= (ts—10)/N;

uex = —exp(ts)/(1+exp(ts));

u0 = —0.5;
U = u0;
t1 =0;
for i=1:N
U=1/((1/U) =h);
U =exp(h)*U,
end

U

olarak verilir. Kod ¢aligtirlldiginda U = —0.7312 elde edilir, gergek ¢oziim u(1) = —0.7311



3. ARASTIRMA SONUCLARI ve TARTISMA

Bu boliimde iki boyutlu kesirli mertebeden Burgers’ denklemini MQ-RBF yontemi
ile adi diferansiyel denkleme doniistiirmeyi daha iyi kavramak i¢in once bir boyutlu ke-
sirli mertebeden Burgers’ denklemini MQ-RBF yontemi ile adi diferansiyel denkleme
doniistiiriiriiz. Amag bir boyutlu ve iki boyutlu kesirli mertebeden Burgers’ denklemleri

arasindaki iligkiyi kavramaktir.

3.1. Kesirli Mertebeden Burgers’ Denklemini MQ-RBF yontemi ile Adi Denklem

Sistemine Doniistiirme

Bir boyutlu kesirli mertebeden Burgers’

0% du d%u

at_a—i_uazvﬁ—f—g(x?l)a [x7t]€[a7b]X[O>T]a (31)
u(x,0) =up(x), 0<t<T (3.2)
u(a,t) =u(t), ulbit)=ux(t) a<x<b (3.3)

baglangic sinir deger problemi verilsin. Burada 0 < o < 1 kesirli mertebeden Caputo

anlamda tiirevin mertebesi olup

o%u(x,t) 1 /’ ur(x,T) gt
0

ot T(l—a)lo (t—1)*

olarak tanimlanir. v > 0 sabit viscosity parametresidir. $imdi verilen Burgers’ denkle-
minin niimerik ¢oziimiinii elde etmek i¢in ilk once a < x < b aralifindaki diigiim nok-
talarinda denklem MQ-RBF yontemi kullanilarak kesirli mertebeden adi bir diferansiyel

denkleme doniistiiriiliir. Bunun i¢in x € [a, D] igin
a=xg<x1<xp<---<xy=b
diigim noktalar1 alinir. MQ-RBF fonksiyonu olarak

0j(x) =/ (x—x;)* + ¢



alalim burada c pozitif shape parametre olup yaklasik ¢éziimlerin elde edilmesinde se¢imi
kritik rol oynar. Simdi bu diigiimlere MQ-RBF metodunu uygulayalim. Bu metodun ar-
kasindaki temel diisiince yaklagik ¢oziimiin siirekli diferansiyellenebilir radyal basis fonk-
siyonlarin lineer birlesimi olarak ifade edilmesidir. Kabul edelim ki Burgers’ denkleminin

yaklagik ¢oziimii u(x,t) ~ u™ (x,t),

N
u(x,1) = ) 4j(0)¢;(x) (3.4)
j=0
= Ao(t)P0(x) + A1 (1)1 (x) + - + An (1) o (x) (3.5)
Ao(t)
A (1)
— [0l Gl o ov()| (.6)
| () |
= ! (x)A (3.7)
Diigiim noktalarindaki yaklagik ¢6ziim;
N
u(xi,t) = uit) = u (1) = Y A;(0)9;(x:)
j=0
ve MQ-RBF fonksiyon degeri
9j(xi) =/ (xi = x;)* +¢?
oldugundan (3.6) den
(o(x0) Bi(x0) o owxo)| | Ao) | [ wot)

Po(x1) ¢1(xr) .. on(xr) | | Ai(2) up (1)

do(xn) ¢1(xn) .- on(xn) | | Aw(t) un(t)
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[ o=+ V-l E o oot || ) ] | w0
Vi —x)?+e Vx—x)?+e e Va2 | @) | ()
i \/(XN—XQ)2+C2 \/()CN—)Cl)Z—FCZ \/()CN—)CN>2+C2 11 )LN(Z‘) | i MN(Z)

AL =w (3.8)

elde edilir burada w = (o (), u1(¢),. .. ,un(1))" .

(3.8)den A =A"'w yazilir. Bunu (3.7) denkleminde yerine yazarsak
ul (x,1) = ®T (x)A = ®T () A~ 'w = D(x)w (3.9

elde edilir.

d d d
Dy(xi) = (aDl(xi)a aDZ(Xi),“' ,aDN(xi))
2?2 2?2 2?2
Dy (x;) = (ﬁDl(xi)a ﬁDZ(xi)a e aﬁDN(xi))

(“D§w) (t) Caputo anlamda tiirev ve g(t) = (g(xo,1),8(x1,1),...,g(xn,1))" olmak

lizere yukarida elde edilen degerler Burgers’ denkleminde yerine yazarak
(CDS‘W> (£) +w(t) * Dyw(t) = vD,w(t) + g(1), (3.10)

formundaki adi diferansiyel denklem sistemini elde ederiz. Burada D,, Dy, matrisleri
(N+1) x (N+ 1) boyutunda matrisler ve ” x” operatorii eleman elemana ¢arpma ope-

ratOriidir.

(Cpgw) (1) = Aw(t) + F(1,w(t)), 3.11)

where A = vD,w(t), f(t,w(t)) =g(t) —w(t) *Dyw(t).
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3.2. Iki boyutlu Kesirli Mertebeden Burgers’ Denklemini MQ-RBF yontemi ile Adi

Denklem Sistemine Doniistiirme

Bu boliimde iki boyutlu kesirli mertebeden Burgers’

%+”(%+%>:V(g_z+§_;;t>+g(x’y’t)’ O<a<l1 (3.12)
u(x,y,0) =y(xy) 0<t<T (3.13)
u(a,y,t) =my,t) ulb,yt)=pp(nt) a<x<b (3.14)
u(x,e,t) =71 (x,0)  u(x,d,t) =pxt) c<y<d (3.15)

baslangi¢ sinir deger problemi verilsin. Burada a kesirli mertebeden Caputo anlamda

tiirevin mertebesi olup

dt (3.16)

aau(x,y,t) F 1 /t I/tl(X,y,T)
0

e T T'(l—a)to (t—1)

olarak tanimlanir. v sabit viscosity parmetresidir.

Yukarida verilen iki boyutlu Burgers’ denkleminin niimerik ¢6ziimiinii elde etmek
icin ilk once [a,b] X [c,d] nin xy diizlemindeki diigiim noktalarinda denklem MQ-RBF
yontemi kullanarak kesirli mertebeden adi bir diferansiyel dekleme doniistiiriiliir. Bunun

icinx € [a,b] ve y € [c,d] i¢in
a=xp<x1<--<axny=b ve c=yy<y1<---<yn=d
diigiim noktalarim alarak [a,b] x [c,d] bolgesinin M = (N + 1)? tane
(%0,30), (%0,1)5- -+ (0, 38); (X1,50), (X1, 31) - -5 (K1, 98-, (xv, 30), (K, ¥1), -+, (v, YN
diigiimlerini alalim. Sadelik olsun diye elde edilen bu diigiim noktalarinin birinci bilegenlerini
[Eit]Mxt = [X0,X0, -+ X0s X1, X1, -+ X15 e o s XNS XN - - s XN Bp
kolon vektorii ve ikinci bilesenlerini

[nil]MXI - [yanb--'7yN7y07y17"'ayN7"'3y07y17"'7yN];4x]



kolon vektorii olarak yazalim. MQ-RBF fonksiyonu olarak

0(x.y) =\ (x—x)+ (y—y)) + 2

12

alalim burada c pozitif shape parametre olup yaklasik ¢oziimlerin elde edilmesinde se¢cimi

kritik rol oynar. Simdi bu diigiimlere MQ-RBF metodunu uygulayalim. Bu metodun ar-

kasindaki temel diisiince yaklasik ¢oziimiin siirekli diferansiyellenebilir radyal basis fonk-

siyonlarin lineer birlesimi olarak ifade edilmesidir. Kabul edelim ki Burgers’ denkleminin

yaklagik ¢oziimii u(x,y,t) ~ u (x,y,t) olsun. O zaman

M

MM(x,y,t) = Z )Lj(t)q)j(xvy)

j=0

= Xo(t)do(x,y) + A1 ()01 (x,y) + - -+ Am () Par (x,y)

Ao(t)
A (1)
—~ [¢0(x7y) ¢1 (xay) ¢M(x7y)] .
| 20 |
=" (x,y)A
yazilabilir. Diigiim noktalarindaki yaklasik ¢oziim;
M
u(&,Minst) = ui(t) = u™ (& mi,t) = Y A(0)0;(En, M)
j=0

ve MQ-RBF fonksiyon degeri

¢;(&i1,Min) = \/(5:‘1 — &>+ (Mia—mj1)?+c?

oldugundan (3.19) den

AL =w

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)
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elde edilir burada w = (o (), u1(¢),...,up(¢))” ve A matrisi elemanlari

ajj = \/(51'1 = &)+ (M —mjn)?+c2
olan bir matristir. (3.21) den A = A~'w yazilir. Bunu (3.20) denkleminde yerine yazarsak
M (x,y,1) = @ (x,y)A = @7 (x,y)A™'w = N(x,y)w (3.22)

elde edilir.

N(x7y> = (I)T(xvy)Ail = (Nl (xvy)aNZ(xvy)7"' 7NM(x7y))

0 0 0
Ne(&i1,min) = (aNl(gihnil)»aNZ(gilynil)a o ;aNM(gilarlil))

0 0 0
Ny(&i1,mi) = (a—le(fil,nil%a—yNz(éihnil), e ,a—yNM(5i1,ni1))

02 2?2 02
Nie(&i1,min) = (ﬁNl(éilanil%WNz(éilanil); - ,ENM(@“HH))

02 22 02
Nyy(&i1,min) = (8_))2N1(§i17ni1), &—};Nz(ﬁil,nil),"' 7a_yzNM(§i1»nil))

(CDS‘W) (t) Caputo anlamda tiirev ve g(¢) = (g(Eo1, Mo1,1),g(E11, M1y1), -, 8(Ep1, 1)) T

olmak iizere yukarida elde edilen degerler Burgers’ denkleminde yerine yazarak
(CDEW) (1) wle) 5 (Now(r) + Nypw(2)) = v (Neew (1) + Nyw(0)) +8(0),  (3.23)

formundaki adi diferansiyel denklem sistemini elde ederiz. Burada Ny, Ny, Ny, Ny, mat-
risleri (M + 1) x (M + 1) boyutunda matrisler ve ” % operatdrii eleman elemana ¢carpma

operatoriidiir.

(Cpgw> (1) = Aw(t) + F(1,w(t)), (3.24)
where A = V(N + Nyy)w(t),  f(t,w(t)) = g(t) —w(t) * (N + Ny)w(t).

3.3. Zaman-Parcalama metodu

Bolme yontemleri hiz, dogruluk ve kararlilik gibi avantajlart nedeniyle biiyiik ilgi

gormiistiir. Bu yontemler acik ve uygulamasi kolaydir. Ayrica bolme yontemleri geomet-



14

rik sayisal semalar halinde tasarlanmigstir. Simdi kesirli mertebeden
(CDgw) (1) = Bw(t) +pw(t), w(0)=wo, 0<t<T, B,peC (325

diferansiyel denklemi verilsin. Burada (“D$w) (), ~a € (0,1) Caputo anlamda tiirevdir.

0 <t < h adimi icin (3.25) denklemine klasik zaman bdlme adimini uygularsak

(Cngﬁ) (1) = B(t), W(0) = wo

(CDgw) (1) = pi(r),  w(0) =W (h)

olarak diisiiniilebilir. Yani Denklem ¢oziilebilen ve ayri ayri ele alinmasi kolay iki denk-
leme boliinmiistiir. Bu iki denklem sirasiyla ¢6ziiliir. Bu durumda (3.25) kesirli denklemin
yaklagik ¢coziimii w olur. Ayrica (3.25) denkleminin yaklasik ¢6ziimiiniin ve klasik bolme

yontemlerinin hatasi

~ _ o (B+p)FHt® oo (Bh*)* oo (ph*)*
w(h) —w(h) =wo [Zk:O (ke ~ Lee0 T T Lz F(q+ka)]

— | _2Bp Bp 2 3
= [F(H—Za) ~ ity |+ OWT),

olarak bulunur.

Klasik bolme yonteminin yakinsama mertebesi O(h**)’dir. Dolayisiyla o sifira
yaklastikca bir adim icin elde edilen zaman bolme semasinin yakinsama mertebesinin
azaldig1 soylenebilir. Bu sorunu ¢6zmek amaciyla Cao ve ark. (2015), adi diferansiyel
denklemlerin kesirli lineer olmayan sistemleri i¢in bir bolme yontemi gelistirdi. Bu yeni
bolme metodunun yakinsama mertebesi O(h!*%) dir. (3.11) ve (3.24) denklemlerininin
niimerik olarak ¢oziimlerini elde etmek i¢in Cao ve ark. (2015) nin yontemini kullaniriz.
Burada « € (0,1), A, M x M tipinde reel matrisler, f : [0,7] x RY — RM bir siirekli

fonksiyondur. Ayrica f nin uygun bir G : bolgesinde ikinci degiskene gore
|f(t,W1>—f(t,W2)| §K|W1—W2|,VW1,W2€G. (3.26)

Lipchitz sartin1 sagladig1 kabul edilir(Cao ve ark., 2015).

Caputo anlamda tiirevin
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1

(D) (0= (1) 00, GE00 = g5 [ . 1

olarak tanimlandigini biliyoruz. Kolaylik olsun diye Cao ve ark. (2015) nin kullandig:

([CS]D38> (t) = I 1_ ) /at (sgl_(?)adr,

1 t
(159) 0= s || g,

L)

([S]Igf) (t,w(t)):F(OC) ; (S—T)lfa .

notasyonlar1 kullaniriz(Cao ve ark., 2015). Bolme semasim elde etmek icin (3.11) ve

(3.24) kesirli mertebeden denklem sistemlerini

w(t) =w(0) +A(Ilgw) () + (I f)(t,w(t), 0<t<T (3.27)

olarak integral formunda yazabiliriz. f, = nh,0 <n <N, [0,T] aralifinda h = %, ile diizgiin
(esit aralikli) dagilmig noktalar olarak tanimlanirsa, o zaman (3.27) denklemi (z,_1,2,]

araligi tizerinde (n > 1) i¢in

w(t) =w(to) +1  Aw(t) + (il Aw) (ta—1) + (I ) (1, w(2)), (3.28)

olarak yeniden yazilir(Cao ve ark., 2015). Bolme semasini elde etmek i¢in 0 <t <17,
icin [0,1,—1] arahginda ¢oziimiin w(¢) oldugu kabul edilir ve
"?}(t) = W<tn71> + ([I]Itg‘Aw) (tnfl) + (Iz(,),c,]A"?’) (t)a th1 <t <ty (3.29)

olarak yazilir(Cao ve ark., 2015). #,_; de w nin baglangi¢ degeri

Wo(ty—1) =Ww(ty—1) + ([t]Iz?)‘AW> (th—1). (3.30)

olarak tanmimlanir(Cao ve ark., 2015).
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O zaman (3.29) denklemi
w(t) =W (ta1) + (I AW)(1), ty1 <t <ty (3.31)

olarak yazilir.

(3.28) ve (3.29), den

w(t) = w(ty) + (I3 ), W(1),  ta1 <1 <ty, (3.32)

elde edilir(Cao ve ark., 2015). Burada

W (tn) = w(t) = W(ta—1) +w(to) — (I A(w —W))(0). (3.33)

t € (ty,typy1] igin W(z) nin ¢oziimii yukaridaki siirecin tekrari ile hesaplanir. (3.30)-(3.33)
denklemlerinden (3.28) denklemine ulasildig: goriilebilir. (3.27) denklem bir tek ¢oziime
sahip oldugu siirece (3.30)-(3.33) siirecinin de bir tek ¢oziime sahip oldugu sdylenebi-
lir. (3.28) min (3.30)-(3.33) siirecine denk gelmesinden dolay1 yukaridaki siirecin bolme
hatas1 yoktur(Cao ve ark., 2015). t =1, alarak (3.30)-(3.33) den

W(tn) = W (ta—1) + (I AW) (tn), (3.34)

W (tn—1) = W(ta—1) + (5, g AW) (tn-1),  Wo = wo, (3.35)
W(tn) = W (t) + (15 f) (ta, W(t0)), (3.36)

W (tn) = W(tn) = W(tn—1) +wlto) — (I AW —W))(tn). (3.37)

yazilir(Cao ve ark., 2015).

Simdi (3.34)-(3.37) daha da ayriklagtirilmasi ile ayrik zaman bolme semasi elde
edilir(Cao ve ark., 2015). (3.34) ve (3.37) denklemlerindeki kesirli integrale agirlikli sag
dikdortgen kurali uygulanirsa (3.37) denklemi
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1 /fn A(vT/(tn)—vT/(tn))d

V(1) =~ w(t,) — W(t,— fo) —
w ( n) W( n) W( n 1) +W( 0) F(a) - (tn —_ T)lia T
- h* -
=W(ty) = W(tn—1) +w(to) — m(w(’n) —W(tn))- (3.38)
olarak yazilir(Cao ve ark., 2015). W(t,, ) =Wy, W(t,)=W, ve Cif =1 —Ar(f’—iﬂ) olmak lizere
(3.36) ile birlikte (3.38) denklemini kullanarak
Ciop = CPWn +wo — Wy—1 + (I,‘;‘f) (tn, W(ty))- (3.39)

bulunur(Cao ve ark., 2015). Ayrica (3.39)’deki bilinen tiim bilgiler gosterilir ve

Ciiwon = Wy 4 (I ) (tn, (1)), (3.40)

Wy, = C}?Vi’n +wo—Ww,—1+ ([t,,}ltgf) (th—1,W(tn—1))- 3.41)

aliir(Cao ve ark., 2015).

Ote yandan (3.35) ve (3.41)’deki integraller sirasiyla agirhikli yamuk kurali ve
w(t i1 ) & £ (W(t;—1) —W(t;)) ile agirhkh orta nokta kurali uygulanarak hesaplanir. Ancak
(3.34) ve (3.40)’deki integraller sirasiyla agirlikli sag dikdortgen kurali ve agirlikli sol

dikdortgen kurali kullanilarak hesaplanir. Daha sonra agagidaki zaman bolme

Ah“*

ﬁjn:w;il—}_mﬁm n=1,2,3,..,N, (3.42)
Ah% n—1 o
~C ~ ~ ~ ~
Wnl:wnl+mjgzn’j(wJ1+Wj)’ Wy = wo, (3.43)
o = h*
Chwn:Wf,-l-mf(tn,l,Wn,l), n=1,2,3,...N, (3.44)
i pe ol Wil 4+ W,
=Cc __ 0= o J J
W5 = Ciwn + wo W"‘1+—r(1+a)jgznd (o1 =), (3.45)
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semasi elde edilir (Cao ve ark., 2015). Burada

z“:ﬁ/tj ;‘”:(”—Prl)a—(n—j)a
n,j h(X tj71 (tn_fr)lfa :

(3.43)’1 elde etmek icin asagidaki yaklasim gerceklestirilir(Cao ve ark., 2015).

In—1 W n—1 tj W
([tn}lt(:watn—l):L/ AN e ! Z/ AWy

Simdi Ali ve ark. (2022) nin Lucas polinomlar1 ve Sonlu farklar yontemini kul-
lanarak, Cao ve ark. (2015) nun konum degiskenleri i¢in siireksiz Galerkin metodu ve
zaman degiskeni i¢in sonlu fark yontemini kullanarak, iki boyutlu zaman kesirli Burgers’
denkleminin sayisal ¢oziimiine verdikleri asagidaki 6rnekdeki sonuglar ile bizim sonuclar

karsilagtirlir.

3.4. Sayisal Sonuclar

Simdi, elde edilen algoritmanin etkinliini kontrol etmek icin 6rnek problemler
verilir. Elde edilen sonuglar, dogrulugunu 6l¢mek ig¢in,
1/2
1 ) /
L = N Y 00 (&i,min,t) — u(Ei,min,t))
i=1
ve

Lo = 12%§4|W<§i1a niht) - u(éihnilatﬂ

olarak tanimlanan L; ve L., hata normlar1 kullanilir.



Ornek 3.1. iki boyutlu zamana gére kesirli mertebeden

9%
or®

u(x,y,0) = y(x,y)
M(O,y,l) =W (y7t)
u(x,0,1) = y1(x,1)

a2y
”ax

Burgers’ denkleminin

gy, 1) = (@ —x)(»* —y)

du
dy

0T

“(1’yat):N2(y7t) 0
0

=V 8—2u+— +gle,yt), 0<a<l
- axz ayz gx7ya I

2%u

u(x,1,1) = p(x,1)

tlfot
I'2—a)

icin analitik ¢oziimii x,y € [0, 1] olmak iizere

dir.

u(x,y,1)

=1(x*—x)(3”> )

+2(x+y—1D(2xy—x—y)| —2vi(x*+y
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(3.46)

(3.47)
(3.48)
(3.49)

?—x—y)

Cizelge 3.1. Ornek 3.1 in N = 10,v = 100 ve / = 0.005 degerleri icin tam ¢6ziim, yaklasik ¢6ziim ve hatalar.

o=0.5 =038
(x,y)  u(x,9,0.5) w(x,y,0.5) L u(x,y,0.5) w(x,y,0.5) L
(0.2,0.2) 0.01280 0.01320 3.9613e-04  0.01280 0.01352  7.2358e-04
(0.4,04) 0.02880 0.03138  2.5752e-03  0.02880 0.03168  2.8836e-03
(0.6,0.6) 0.02880 0.03137  2.5748e-03  0.02880 0.03168  2.8833e-03
(0.8,0.8) 0.01280 0.01319  3.9489%-04 0.01280 0.01352  7.2235e-04
(0.8,0.9) 0.00720 0.00621  9.9190e-04  0.00720 0.00655  6.4973e-04
(0.9,08) 0.00720 0.00621  9.9190e-04  0.00720 0.00655  6.4973e-04
(0.9,0.9)  0.00405 -0.00035 4.4037e-03  0.00405 0.00003  4.0241e-03
Ly=77e—03, L.—44¢—03  Ly=83e—03, L.—=46e—03




20

Mutlak Hata

0.4

X

Sekil 3.1. Ornek 3.1 de N = 10,v = 100,T = 0.5 ve o = 0.8 degerleri icin mutlak hata.

Sekil 3.2. Ornek 3.1 de N = 10,v = 100,T = 0.5,c = 0.298, o = 0.5 degerleri icin yaklasik ¢oziim.



Sekil 3.3. Ornek3.1 de N = 10,v = 100,T = 0.5,c = 0.302, & = 0.8 degerleri i¢in yaklagik ¢coziim.

0.03

Sekil 3.4. Ornek 3.1 de N = 10,v = 100,T = 0.5 ve & = 0.8 degerleri icin gercek ¢oziim.

21
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Ornek 3.2. iki boyutlu zamana gére kesirli mertebeden

%—I—u(%#—g—;‘):v(g—j;t—kg—j;t)%-g(x,y,t), O<ax<l (3.50)
u(x,y,0)=wy(xy) 0<r<T (3.51)
w(0,y,0) = i (y,1)  u(l,y,1) =pa(y,r) 0<x<1 (3.52)
u(x,0,t) =y(x,2) wu(x,1,t) =pxt) 0<y<l1 (3.53)

Burgers’ denkleminin

g(xayat) -

icin analitik ¢6ztimii x,y € [0, 1] olmak iizere

dir.

_6t37a(1 _x2)2(1 _y2)2

I'4d—a)
— 4 [(y* —1)2(3x* —

D+ (* = 1)*(3y* = 1)]

”(X,y,t) = 13(1 —x2)2(1 _y2)2

+4°(1 =)’ (1=y?) (Py+x° —x—y)

Cizelge 3.2. Ornek 3.2 nin N = 10,v = 0.1 ve T = 0.1 de & nin farkli degerleri icin hata normlari.

Onerilen metod

Ali ve ark. (2022)

Cao ve ark. (2017)

o h Ly Lo Ly Lo Lo
0.7 0.0001  4.5540e-08 3.7623e-08 1.222e-05 2.891e-0.5 1.460e-0.4
0.00005 4.0986e-08 4.1786e-08 1.005e-0.5 2.377e-0.5 7.830e-0.5
0.000025 4.1958e-08 4.4249¢-08 8.215e-06  1.944e-05 4.280e-0.5
0.8 0.0001  3.8090e-08 3.6682e-08 1.511e-05 3.684e-05 1.460e-04
0.00005 3.6175e-08 3.8141e-08 1.326e-05 3.233e-05 7.760e-05
0.000025 3.6363e-08 3.8941e-08 1.158e-05 2.825e-05 4.230e-05
0.9 0.0001  3.0320e-08 3.0952e-08 1.346e-05 3.342e-05 1.480e-04
0.00005  2.9427e-08 3.1448e-08 1.265e-05 3.147e-05 7.790e-05
0.000025 2.9414e-08 3.1697e-08 1.190e-05 2.951e-05 3.970e-05




y

Sekil 3.5. Ornek 3.2de N = 10,v=0.1,T = 1,c = 0.999, a = 0.7 degerleri icin yaklasik ¢oziim.

y

Sekil 3.6. Ornek 3.2de N =10,y =0.1,7 = 1,¢ = 0.999, & = 0.8 degerleri icin yaklasik ¢oziim.
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u(x,y)

Mutlak Hata

y

Sekil 3.7. Ornek 3.2de N = 10,v = 0.1,T = 1 degerleri icin gercek ¢oziim.

x107°

0 0.4
0.2
0 X

Sekil 3.8. Ornek 3.2de N =10,y =0.1,T = 1 ve o = 0.7 degerleri i¢cin mutlak hata.
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4. SONUCLAR ve ONERILER

4.1. Sonuclar

Iki boyutlu kesirli mertebeden Burgers’ denkleminin sayisal ¢oziimlerini elde et-
mek icin oncelikle Burgers’ denklemi uzayda MQ-RBF yontemi kullanilarak birinci mer-
tebeden kesirli adi diferansiyel denklem sistemine doniistiiriildii. Sonra elde edilen adi
denklem zaman parcalama yontemi ile denklemin sayisal ¢oziimlerini veren bolme semasi
olusturuldu. Elde edilen bu sema iki adet 6rnek problem iizerine uygulanarak matlab prog-
raminda sayisal sonuclar elde edildi.Elde edilen sayisal sonuclarin, MQ-RBF yontemi ile
zaman bolme metodunun birlestirilmesi ile elde edilen semay1 destekledigi goriilmiistiir.
Ozellikle Ornek3.2 de elde edilen sonuglart Ali ve ark. (2022) ve Cao ve ark. (2017) nin

sonuglar ile kargilastirildiginda 6nerilen semanin daha iyi sonuglar verdigi goriilmiistiir.

4.2. Oneriler

Yapilan literatiir taramsinda iki boyutlu kesirli mertebeden Burgers’ denkleminin
sayisal ¢oziimleri lizerine arastirmacilar tarafindan ¢ok az calisma yapildigi goriilmiis ve
elde edilen sonuglarin istenilen seviyede tatmin edici olmadig1 goriilmiistiir. Bu da konu-
nun arastirmaya acik oldugunu ve daha iyi sayisal sonuglar i¢in farkli metodlarin denen-

mesi gerektigini gosterir.
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