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OZET

YUKSEK LiSANS TEZIi

ZAMAN SKALASI UZERINDE a. DERECEDEN iSTATISTIKSEL
YAKINSAKLIK

Sultanselim Han ONEM

Mus Alparslan Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Do¢. Dr. Muhammed CINAR

Istatistiksel yakinsaklik, toplanabilme teorisi ve fonksiyonel analizde énemli bir yere sahiptir.
Yakin zamanlarda bircok matematikei tarafindan calisilmis ve bu g¢aligmalar zaman skalasi {izerine
taginmigtir. Bu ¢alismada oncelikle istatistiksel yakinsaklik ve zaman skalasi ile ilgili temel tanim ve
teoremler verilmistir.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris boliimiidiir. Ikinci béliim kaynak
arastirmasima ayrilmustir. Uglincii boliimde temel tamim ve teoremler, istatistiksel yakimsaklik, zaman
skalasi, zaman skalasinda A — istatistiksel yakinsaklik, zaman skalasinda «. dereceden istatistiksel
yakinsaklik, zaman skalasinda lacunary istatistiksel yakinsaklik tanimlar1 verilmistir. Dordiincli béliimde
zaman skalasinda a. dereceden lacunary istatistiksel yakinsaklik kavramina deginilmistir. Son olarak
besinci boliimde zaman skalasinda o. dereceden lacunary istatistiksel yakinsaklik ile ilgili elde edilen
sonuglara deginilmistir.

2022, 31 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Cesaro toplanabilme, Istatistiksel yakinsaklik, Lacunary istatistiksel
yakinsaklik, Lebesgue 6l¢lisii, Zaman skalalar.



ABSTRACT

MS THESIS

STATISTICAL CONVERGENCEOF ORDER a ON TIME SCALE

Sultanselim Han ONEM

Mus Alparslan University
Institute of Sciences
Department of Mathematics

Advisor: Assoc. Prof. Muhammed CINAR

Statistical convergence has an important place in summability theory and functional analysis. In
recent years, statistical convergence has been studied by many mathematicians and these studies have
been moved on the time scale. In this study, first of all, basic definitions and theorems about statistical

convergence and time scale are given.

This thesis consists of five chapters. The first chapter is introduction. The second chapter is
devoted to the literature review. In the third chapter, basic definitions and theorems, statistical
convergence, time scale, A — statistical convergence on time scale, statistical convergence of order a on
time scale, lacunary statistical convergence on time scale are given. In the fourth chapter, consept of
lacunary statistical convergence of order a on time scale is mentioned. Finally, in the fifth chapter the
results about lacunary statistical convergence of order a on time scale are mentioned.

2022, 31 Pages

Keywords: Cesaro summability, Statistical convergence, Lacunary statistical convergence
Lebesgue measure, Time scales.
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SIMGELER ve KISALTMALAR

Simgeler

N : Dogal sayilar kiimesi

R : Reel sayilar kiimesi

Z : Tamsayilar kiimesi

Q : Rasyonel sayilar kiimesi

C : Kompleks sayilar kiimesi

T : Keyfi zaman skalas1

o : {leri sigrama operatdrii

p : Geri sigrama operatorii

U : Sigrama (Graininess) fonksiyonu

3 :la,b)r = {t € T:a <t < b} seklindeki tiim araliklarin ailesi

Un : J; ailesi lizerinde tanimlanan m, kiime fonksiyonunun
Caratheodary genislemesi

o : Kompleks terimli sinirl diziler uzayi

£ (T) : T zaman skalasinda sinirli diziler uzay1

st : Istatistiksel yakinsak diziler uzay1

6(A4) : A kiimesinin dogal yogunlugu

Str : T zaman skalas1 iizerinde istatistiksel yakinsak diziler uzayi

St : Zaman skalasinda istatistiksel yakinsak fonksiyonlarin kiimesi

So-1 : Zaman skalasinda lacunary istatistiksel yakinsak fonksiyonlarin
kiimesi

Ng_t1 : Zaman skalasinda kuvvetli Cesaro toplanabilir fonksiyonlarin
kiimesi

st : T zaman skalast lizerinde A — istatistiksel yakinsak diziler uzayi

Sq(r’l’“) : T zaman skalast iizerinde a. dereceden A —istatistiksel yakinsak
diziler uzay1

S(S)E“T) : T zaman skalas lizerinde a. dereceden lacunary istatistiksel

yakinsak diziler uzayi

viii



1. GIRIS

Analiz ve fonksiyonel analizde 6nemli yere sahip dogal yogunluk temelli olan
istatistiksel yakinsaklik fikrini Zygmund ilk olarak ortaya ¢ikardi (Zygmund, 1979).
Daha sonra Steinhaus ve Fast tarafindan tamimlamistir (Steinhaus, 1951; Fast, 1951).
Daha sonra Schoenberg kendine 6zgii olarak bir daha tanimlamistir (Schoenberg, 1959).
Ortaya ¢iktig1 tarihten bu yana birgok arastirmaci tarafindan calisilmis ve farkli alt
dallarina uygulanmistir. Istatistiksel yakinsaklik Fourier Analiz teorisinde, ergodic
teoride, sayilar teorisinde, Olgiim teorisinde, trigonometrik serilerde ve Banach
uzaylarinda kullanilmastir.

Bu ¢alismanin amaci zaman skalas1 tizerinde a. dereceden lacunary istatistiksel
yakinsakligi, a. dereceden lacunary toplanabilirlik tanimlarini vererek bunlar arasindaki
iligkileri incelemek ve zaman skalasi iizerindeki lacunary istatistiksel yakinsakligi
genisletmektir. Ozgiin olarak bu tezde “zaman skalasi iizerinde o. dereceden lacunary
istatistiksel yakinsaklik tanim1 verilmistir.

Tezin ikinci bdliimiinde kaynak arastirmasi yapilmustir. Ugiincii boliimde ise
temel tanim ve teoremlere yer verilmistir. Tezin orijinal kism1 olan bulgular kisminda
ise zaman skalas1 tizerinde o. dereceden lacunary istatistiksel yakinsaklik, a. dereceden
lacunary toplanabilirlik tanimlart verilerek bunlar arasindaki kapsama iliskileri

incelenmistir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Istatistiksel yakimsaklik fikrini Zygmund ilk olarak ortaya ¢ikard:r (Zygmund,
1979). Daha sonra Steinhaus ve Fast tarafindan tamimlamistir (Steinhaus, 1951; Fast,
1951). Daha sonra Schoenberg kendine 6zgii olarak bir daha tanimlamistir (Schoenberg,
1959). Istatistiksel yakinsaklik daha sonralar1 Fridy, Connor, Savas, Mursaleen (2000),
Fridy ve Orhan, Moricz , Rath ve Tripathy, Salat, Bhardwaj ve daha birgok kisi
tarafindan c¢alisildi (Fridy, 1985; Connor, 1988; Savas, 2000; Mursaleen, 2000; Fridy ve
Orhan, 1993; Moricz, 2003; Rath ve Tripathy, 1994; Salat, 1980; Bhardwaj, 2007).
Daha sonra derece eklemis ve istatistiksel yakinsakligi Gadjiev ve Orhan incelemistir
(Gadjiev ve Orhan, 2002). a. dereceden istatistiksel yakinsakligi Colak tarafindan
tanimlamistir (Colak, 2010).

Lacunary dizisi oncelikle 1978 yilinda Freedman vd. literatiire kazandirmistir
(Freedman vd, 1978). Sonrasinda ise istatistiksel yakinsaklikla aralarindaki iligkiyi
inceleyerek Lacunary istatistiksel yakinsaklik ve Lacunary istatistiksel toplanabilmeyi
Fridy ve Orhan tanimlamistir (Fridy ve Orhan, 1993).1995-1996 yillarinda Cakalli
topolojik gruplarda tanim yaparak incelemelerde bulunmustur (Cakalli, 1995). Ayrica a.
dereceden lacunary istatistiksel yakinsaklik Sengiil ve Et tarafindan galisilmistir (Sengiil

ve Et, 2014).

Kesikli ve stirekli analizi bir biitiin olarak ele almasiyla popiilarite kazanan
zaman skalas1 analizi Oncelikle 1987-1988 yillarinda Stephan Hilger tarafindan 6ne
stiriilmistiir (Hilger, 1988). Zaman skalalar1 tizerinde istatistiksel yakinsaklik tanimi ilk
defa Seyyit Seyyidoglu ve Ozkan Tan tarafindan verilmistir (Seyyidoglu ve Tan, 2012).
Daha sonra Ceylan Turan ve Oktay Duman zaman skalasi iizerinde istatistiksel

yakinsaklik kavramini incelemistir (Turan ve Duman, 2013).



3. MATERYAL ve YONTEM

3.1 Temel Tanim ve Teoremler
Tamm 3.1 X # @ bir kiime ve F de bir cisim olsun

+: X XX-oX ve “FXxX-oX

(x,y)->x+y Ax)->A1-x

fonksiyonlar1 agsagidaki kosullari saglarsa X kiimesine F cismi {izerinde bir lineer uzay

(vektor uzay1) denir.

V x,y,z€X ve VA,u € F igin

Dx+y=y+x (+ isleminin degisme 6zelligi)
(x+y)+z=x+(y+2) (+ isleminin birlesme 6zelligi)
3)30€eX Oylekix+60 =x (+ islemine gore etkisiz elemanin varligi)

4)3 —x € X Oyleki x + (—x) = 6 (+ islemine gore ters elamanin varligi)
5 1.x =x (Birimle carpim Ozelligi)
B)A-(x+y)=1-x+21-y

NA+u) x=A-x+u-x (skalerle carpmanin dagilma 6zelligi)

8) A(ux) = (Au) - x (skalerle carpmanin birlesme 6zelligi)

Lineer uzaylar iizerinde tanimlandiklar1 cisme gore isim alirlar. Ornegin C
kompleks sayilar cismi ilizerinde tanimli ise “kompleks lineer uzay “, R reel sayilar

cismi {izerinde tanimli ise “reel lineer uzay” denir (Kizmaz, 1993).

Tammm 3.2 X bir lineer uzay (vektor uzayi) ve E < X de bir lineer uzay ise E ye bir

lineer alt uzay (alt vektor uzayi) denir (Kizmaz, 1993).
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Tamm 3.3 X bos olmayan bir kiime, d de X X X {izerinde tanimli reel degerli bir
fonksiyon olsun. Asagidaki kosullar saglanirsa d ye bir metrik fonksiyonu veya kisaca

metrik, (X, d) ikilisine de bir metrik uzay denir. V¥ x, y, z € X igin,
M1) d(x,x) =0
M2)d(x,y) =0 & x=y
M3) d(x,y) = d(y,x)
M4) d(x,y) <d(x,z) +d(z,y) (licgen esitsizligi)
Bu kosullar “metrik aksiyomlar1” olarak bilinir. Ag¢ikca
0=d(x,x) <d(xy)+d(yx) =2d(xy)

oldugundan, metrik negatif olmayan bir fonksiyondur. (X,d) bir metrik uzay ise

X,y € Xi¢ind(x,y) = 0 sayisina x ile y arasindaki uzaklik denir (Kizmaz, 1993).

Tamim 3.4 X bir lineer uzay ve ||-]| : X — R fonksiyonu asagidaki kosullar1 saglarsa,
buna bir “norm fonksiyonu™ (veya kisaca norm), (X, ||-||) ikilisine de bir normlu lineer

uzay denir.

1) |x]l=0=x=6
2) VxeX, VAeC, |Ax|l =] Ilx|l
3) Vx,yeX, lx+yll <lIxll+Ilyll

(2) ozelligine, normun mutlak homojeniteligi, (3) 6zelligine ise tiggen esitsizligi adi
verilir. (3) de - x = y segilerek (2) yardimiyla, her x € X ||x|| = 0 oldugu goriiliir.

Buna gore, norm negatif olmayan bir fonksiyondur.
X bir lineer uzay, p > 0 ve ||| : X — R fonksiyonu

i) x| =0 x=26
i) Vx€EX, VAECG|A-x|| = [AIP]lx]|
i)  Vx,y X |lx+yll < lxll + Iyl

kosullarini saglarsa x uzayina bir “p-normlu lineer uzay” denir (Kizmaz, 1993).



Tanmmm 3.5 (X, ||-]|) normlu lineer uzay ve (x,,) bu uzayda bir dizi olsun.
(x,), x € X’e yakinsaktir & V & > 0, 3N = N(¢) € N, Oyle ki
vn>=N, x,€B(xe¢)
S Ve >0, 3IN = N(¢) € N, Oyle ki
vn=N, l|x, — x|| < € dir.

Bu durumda x,, — x (n — o0) veya limx, = x gosterimleri kullanilir. Agik olarak
n

X, — x (n— o) ise (||x, — x||) normlar dizisi R de bir sifir dizisidir. Yani ||x,, —

x|| > 0 (n — ) dir.

Bu yakinsakliga “norm yakinsakligi” veya “kuvvetli yakinsaklik” denir

(Kizmaz, 1993).

Normlu uzayda Cauchy dizisi asagida gosterilen sekilde tanimlanabilir.

Tamim 3.6 (X, ||-||) normlu lineer uzay ve (x,,) bu uzayda bir dizi olsun.

(x,),XdeCauchy & Ve>0, 3N =N(¢) €N, Oyleki
vnm=N, |x, — xmll < &

= lim |lx, —x,|l =0
n,m—co

dir (Kizmaz, 1993).

Tamim 3.7 (X, ||*]]) normlu lineer uzayda her Cauchy dizisi yakinsak ise bu uzaya “tam

normlu uzay” veya “Banach uzay1” ad1 verilir (Kizmaz, 1993).

Tamm 3.8 £, sembolii tim x = (x;,) siurh dizilerinin uzayini gosterdigi kabul edilir.

Yani
£ = = () + suply | < oo
n

dir. Bu ¢, uzaymdaki metrik d(x,y) = sup,|x, — ¥»| seklinde elde edilir (Maddox,
1970).



Teorem 3.1 Tiim x = (x,,) yakinsak dizilerinin uzayi c ile gosterilir. Yani
c={x= (x,) : 3£ € C = lim |x, — #| =0}
n—->oo

dir. ¢ dizi uzayt d(x,y) = sup,|x, — y,| metrigi ile beraber bir metrik uzay ifade eder
(Maddox, 1970).

Tamim 3.9 Tim x = (x,,) sifira yakinsak dizilerin uzay1 c, ile gosterilir. Yani
Co = {x = (x,) : lim x,, = 0}
n—-oo

dir. Bu ¢, uzayindaki metrik d(x,y) = max|x, — y,| seklinde bulunabilir. Her sifir

dizisinin bir maksimum elemani oldugundan dolay1 bu sonuca varilir (Maddox, 1970).

Tamm 3.10 £, ¢ ve ¢, uzaylart; ||x|| = sup,|x;,| normu ile ve £, uzay1 p > 1 i¢in

Il = <i|xn|p>p

n=1
normu ile bir Banach uzayidir (Kreyszig, 1978).
3.2 Lebesgue Dis Olgisii

Tamim 3.11 (X, A) bir 6l¢iilebilir uzay olsun. A kiimesi tizerinde tanimli genisletilmis

reel degerli bir p fonksiyonu
u(@ =0

ii)VAEAIicinu(A) =0

iii) v ayrik (Ay) dizisi igin u(U_, An) = Sy n(An)

Ozelliklerini saglarsa bu fonksiyona bir 6l¢ii fonksiyonu veya kisaca 6l¢ii denir. Eger her
VAE€EA igin u(A) < oo ise u ye bir sonlu 6l¢ii adi verilir. X kiimesi her biri sonlu
Olcliye sahip sayilabilir adetteki kiimelerin birlesimi olarak yazilabiliyorsa p 6l¢iisii o —

sonludur denir (Balci, 2009).



Tanmm 3.12 X bir kiime ve P(X) de X in kuvvet kiimesi olsun. P(X) iizerinde tanimli,

genisletilmis reel degeli bir u* fonksiyonu

Du (@) =0

i) VE € PX)i¢inu*(E) =0

iii)AcBcX iginu*(A) < u*(B)

iv) Her bir n € N igin 4, € P(X) ise u* (U, _, An) < X 1" (4y)

sartlarin1 saglarsa u* fonksiyonuna X {izerinde bir dis 6lgtidiir denir (Balc1, 2009).
Tanmim 3.13 (I},), R nin sinirli ve agik alt araliklarinin bir dizisi ve
Lo = {(1):A < UL}

olsun. P(R) iizerinde
A*(A) = inf{ I(I): () € f}
kZl k) Uk A

bigiminde tanimlanan A* bir dis 6l¢iidiir. Bu dis 6l¢iiye Lebesgue dis 6lgiisii adi verilir
(Balc1, 2009).

Teorem 3.2 Lebesgue dis olgiisii R nin her bir alt araligina onun uzunlugunu karsilik

getirir, yani I c R bir aralik ise

A(D) = 1)
dir (Balci, 2009).

Teorem 3.3 R" iizerindeki Lebesgue dis 6l¢iisii her bir araligina onun hacmini karsilik

getirir (Balci, 2009).
3.3 Zaman Skalas1 Analizinde Temel Tamim ve Teoremler
Tamim 3.14 Reel sayilarin bos olmayan, kapali ve keyfi alt kiimeleri zaman skalasi

olarak adlandirilir. Dolasiyla R reel sayilar kiimesi, Z tamsayilar kiimesi, N dogal

sayilar kiimesi, [0,1] kapali aralig1 zaman skalasina 6rnek olarak gosterilebilir.



Ancak Q rasyonel sayilar kiimesi, R/Q irrasyonel sayilar kiimesi, C kompleks
sayilar kiimesi, (0,1) agik araliginin zaman skalasi olmadigi asikardir. T sembolii ile

zaman skalasini gosterecegiz (Hilger, 1988).

Tammm 3.15 T bir zaman skalas1t olsun. t € T igin asagidaki sekilde tanimlanan

fonksiyon ileri sigrama operatorii olarak adlandirilir (Hilger, 1988).
o:T — T, o(t) = inf{s € T:s > t}

Tammm 3.16 T bir zaman skalasi olsun. t € T i¢in asagidaki sekilde tanimlanan

fonksiyon geri sigrama operatorii olarak adlandirilir.
p:T— T, p(t) ==sup{s € T:s < t}.

Yukarda verilen tanimlardan inf@ = sup T ve inf T = sup @ oldugu kabul edilir
(Hilger, 1988).

Teorem 3.4 T bir zaman skalas1 olsun. t € T i¢in asagidaki sekilde tanimlanan
fonksiyon graininess fonksiyonu veya sigrama fonksiyonu olarak adlandirilir (Hilger,
1988).

u: T- [01 -{-OO), ‘Ll(t) = O-(t) —t

Tanmm 3.17 T bir zaman skalasi olsun. ¢: T — T ileri sigrama operatorii, p: T — T

geri sigrama operatoriidiir.

t € T i¢in o(t) > t oluyorsa bu nokta saga sagilmig nokta, p(t) < t oluyorsa
bu nokta sola sagilmis nokta, p(t) < t < a(t) oluyorsa bu nokta ayrik nokta, t < sup T
ve g(t) = t oluyorsa bu nokta sagdan yogun nokta, t > inf T ve p(t) = t oluyorsa bu
nokta soldan yogun nokta, p(t) =t = a(t) oluyorsa bu nokta yogun nokta olarak

isimlendirilir (Hilger, 1988).
Zaman skalasindaki bu noktalar1 asagidaki gibi siniflandirabiliriz.
o(t) >t Saga sagilmis nokta
p(t) <t Sola sa¢ilmis nokta

p(t) <t<a(t) Ayrik nokta



t<supTveo(t)=t Sagdan yogun nokta
t>infTvep(t) =t Soldan yogun nokta
p(t) =t =0(t) Yogun nokta

3.4 Zaman Skalasin Uzerinde Lebesgue-A Olgiisii

Tanim 3.18 T keyfi bir zaman skalasi, ¢ ileri sigrama operatorii, p geri sigrama

operatori oldugunu kabul edelim.
[a,b)r ={t € T:a <t < b}

seklinde tanimlanan tiim araliklarin ailesi ¥, ile gosterilsin. Bu durumda [a, a)t araligi

bos kiimedir.
my: 3, —[0, +0)
[a,b)r — my([a,b)1) =b—a

seklinde tanimlanan m; kiime fonksiyonu J; ailesi lizerinde sayilabilir toplamsal bir
ol¢iidiir. my kiime fonksiyonun Caratheodary genislemesi my ile gosterilir, T tlizerinde

Lebesgue — A 6l¢iisii diye isimlendirilir (Guseinov, 2003).

Teorem 3.5 t, € T \ {max T} olsun. Bu durumda {t,} kiimesi A — 6l¢iilebilirdir ve
pa({to}) = a(to) — to = u(to)

dir (Guseinov, 2003).

Lebesgue teorisindeki tek nokta kiimelerinin Lebesgue Ol¢iisii sifirdir. Lakin
zaman skalasi tizerinde u,({to}) = u(ty) olup, u(ty) sayisi her zaman sifira esit olmak

zorunda degildir.
Teorem3.6 a,b € Tvea < bolsun.
) pa(la, b)) =b—a

ii) us((a,b)r) = b —o(a) dir.

Egert, € T\ {maxT}vea < b ise
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iiit)  u((a,bly) =a(b) —o(a)
iv)  uy([a, b]y) = a(b) — a seklindedir (Guseinov, 2003).

Tanim 3.19 f: T — [—oo, o0] bir fonksiyon olsun. Her ¢ € R igin

fr-»a) ={t eT:f(t) < a}

kiimesi A— oOlgiilebilir ise f fonksiyonu T itizerinde A— o6lgiilebilirdir denir (Guseinov,
2003).

Tamim 3.20 S: T — R bir fonksiyon olsun. j = 1,2, ...,n igin ; ler birbirinden farkl
olmak iizere A; = {t eET:S(t) = aj} kiimeleri tanimlansin. S = Z’}:laj Xa; olacak
sekilde yazilabiliyorsa S fonksiyonuna basit fonksiyon denir. Burada Xa; fonksiyonu 4;

kiimelerinin karakteristik fonksiyonudur ve

(L teA4
Xa; () = {0, t & 4
olarak ifade edilir (Cabada ve Vivero, 2006).

Tamm 3.21 E, T’nin A— 0lgiilebilir bir alt kiimesi ve S: T — R bir basit fonksiyon

olsun. Yani S fonksiyonu bir 6nceki tanimda ifade edilen A; kiimeleri ve a; sayilari ile

n
S = Z Qj Xa;
j=1

seklinde yazilsin. Bu halde S fonksiyonunun E iizerinden Lebesgue A— integrali

n

LS(t)At =Z ajup(4; N E)

j=1

seklinde tanimlanabilir (Cabada ve Vivero, 2006).

Tanmm 3.22 E, T’nin A— 6lgiilebilir bir alt kiimesi ve f: T — [0, +00] A— oOlgiilebilir

bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun E kiimesi tizerindeki Lebesgue A— integrali
jf(s)As = sup {f S(s)As: 0 < S < f ve S basit fonksiyon}
E E

seklinde tanimlanir (Cabada ve Vivero, 2006).
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3.5 Istatistiksel Yakinsaklik flgili Temel Tanim ve Teoremler

Tammm 3.23 N dogal sayilar kiimesi ve K, N nin bir alt kiimesi olsun. |K| ile K
kiimesinin elaman sayis1 gosterilsin, K, = {k <n:k € K} olsun ve § fonksiyonu
6:K € N - [0,1] bi¢iminde tanimlansin.

| K

O(K) = lim

n—-oo

limiti mevcut ise bu limite K nin dogal yogunlugu denir (Niven vd., 1991).

Tamim 3.24 K, N nin bir alt kiimesi ve K,, = {k < n: k € K} kiimesi i¢in K kiimesinin

alt yogunlugu
Kyl
6(K) = lim inf
- n—-oo n
limiti ile elde edilir. K kiimesinin {ist yogunlugu
< . nl
6(K) = lim sup —
n—-oo n

limiti ile elde edilir. Eger §(K) = 8(K) ise (“2!) dizisinin limiti vardir (Niven vd.,
1991).
Tamim 3.25 Reel veya kompleks sayilar kiimesinin x = (xj) ey dizisi igin, her € > 0
i¢cin

S{(keN:|x, — L =€} =0

oluyorsa x = (x;)rey dizisi L € R sayisina istatistiksel yakinsaktir denir ve

st—=limx, =1L

k—co
ile gosterilir (Fridy, 1985).

Teorem 3.7 Yakinsak her dizi istatistiksel yakinsaktir, fakat tersi dogru degildir (Fridy,
1985).

Ispat. Ispatin ilk kism1 tanimdan elde edilir. Tersi igin asagidaki 6rnegi inceleyelim.

Ornek 3.1 x = (x,) dizisi,
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biciminde tanimlansin. O halde her € > 0 i¢in
{k <n:lx,—0| =&} < |{k<n:xp #0} <Vn

olacagindan

n
=0

1
lim = |[{k < n:x;, # 0} < lim —
lmnl{ n:x, # 0} Jim —

n—oo

elde edilir. Buradan S —limx;, = 0 oldugu ag¢iktir. Fakat x = (x;) dizisi yakinsak

degildir.

Tamim 3.26 Her £ > 0 i¢in lim,,_, % l{k < n:|x, —xy| = €}| = 0, yani hemen hemen

her k i¢in |x, — x| < € olacak sekilde bir N = N(&) € N mevcut ise x = (x;) dizisine
istatistiksel Cauchy denir (Fridy, 1985).

Tanmm 3.27 Tiim pozitif reel sayilarin sonsuza giden, azalmayan ve
A1 S A, +1, A =0

sartin1 saglayan A = (A,,) dizilerinin kiimelerini A sembolii ile gosterecegiz (Mursaleen,

2000).
Tamim 3.28 A = (,,), pozitif reel sayilarin azalmayan, sonsuza giden ve
A1 <Ay +1, AM=0
I, =[n—2A,+1,n]

sartin1 saglayan bir dizi olsun. Genellestirilmis De la Valle-Poussin ortalamasi

seklinde tanimlanir. n - oo iken t,(x) —» L sayisina gidiyorsa x = (x;) dizisi L

sayisina (A, A1) —toplanabilirdir denir ve

1 [ee]
[V,A] =<x = (x,,): 3L € R, lim —Z|xj —L| =0

J€ln
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seklinde tanimlanir (Mursaleen, 2000).

Tamim 3.29 K, N’nin bir alt kiimesi olsun ve K nin 1 — yogunlugunu
1
62(K) = lim —|{k € I;: k € K}|
N0 A,

olarak tanimlanir. Burada I,, = n olmasi durumunda K nin 1 — yogunlugu 6, (K), K nin
dogal yogunluguna doniigir. Her K € N igin (%") <1 ise 6(K) < 5,(K) olur

(Mursaleen, 2000).

Tanim 3.30 x = (x;) bir kompleks sayilarin dizisi olsun ve € > 0 verilsin.

1
lim }\—I{k ElLy|x,—Ll=¢€}|=0

m—0oo m

oluyorsa dizi L ye A-istatistiksel yakinsaktir ya da L ye S,_ yakinsaktir denir. Bu

S
durumda, S; —limx = L ya da (xy) 2L ve Sy ={x=(x,):AL €R, S, —limx =L}
yazilir. A,, = m ise S, S ile aynidir (Mursaleen, 2000).

3.6 Lacunary Istatistiksel Yakinsakhk, a. Dereceden Istatistiksel Yakinsakhk

Tammm 3.31 k, = 0 olmak iizere r — oo iken h, = k, — k,_; — o olacak sekilde
0 = {k,} artan tamsayi dizisine lacunary dizisi denir. I,, = (k,_q, k,-] ve 8 bir lacunary

dizisi olmak sartiyla her € > 0 i¢in

1
lim —{k€l:|x,— Ll =¢€}=0
7"—>°°h1-

oluyorsa x = (x;) dizisi L sayisina lacunary istatistiksel yakinsaktir denir. Bu takdirde
Sg — limx = L yada x; — L(Sg) bi¢iminde ifade edilir. Buna gore

Sg = {x:bazi L icin,Sg — limx = L}
dir (Fridy ve Orhan, 1993).

Tamim 3.32 6 = {k,.} bir lacunary dizisi olsun ve her r i¢in k'(r) € I, olmak sartiyla

x = () dizisinin {x, .} alt dizisi meveut olsun. lim, x,¢y = L ve her & > 0 i¢in

1
lim h—|{k €Lt|xy — x| =€} =0
T

T—00
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oluyorsa x = (x;,) dizisine Sy — Cauchy dizisi denir (Fridy ve Orhan, 1993).

Tanmm 3.33 «a € (0,1] olacak sekilde keyfi bir say1 olsun. |{k < n:k € E}| ifadesi
E kiimesinin n ye esit veya n den kii¢lik eleman sayisini belirtsin, bu takdirde

1
lim — |{k < n: k € E}|

n—oon

limiti varsa, bu limite E kiimesinin a —yogunlugu denir ve 6,(E) ile gosterilir.
x = (x;) dizisi, P(k) ozelligini @ —yogunluklu bir kiime diginda sagliyorsa bu diziye
P(k) ozelligini a ya goére hemen hemen her k icin saglar denir ve h.h.k(a) olarak
gosterilir (Colak, 2010).

Tanmim 3.34 a € (0,1] ve x = (x;) € w verilsin. Her € > 0 igin
) 1
Jl_rgoﬁl{k <n:|x,—Ll =¢€}=0

olacak sekilde bir L € C sayis1 varsa x = (x;) dizisi Lye a. dereceden istatistiksel
yakinsaktir denir. Diger bir deyisle her € > 0 ve h.h.k(a) i¢in |x, — L| < € oluyorsa
x = (x3) dizisi Lye a. dereceden istatistiksel yakinsaktir denir ve S% —limx;, = L
bigiminde ifade edilir. S* sembolii ile tiim a. dereceden istatistiksel yakinsak dizilerin

ctimlesi ifade edilir (Colak, 2010).
3.7 Zaman Skalas1 Uzerinde Istatistiksel Yakinsakhk
Tammm 3.35 T, supT = oo ve infT =ty > 0 sartlarin1 saglayan rastgele bir zaman

skalasi ve f: T — R, A — olgiilebilir bir fonksiyon olsun. Her € > 0 igin

lim Ha({selto,tly:If(s)-Lzel) _

T Tt tl) 0

ise f fonksiyonuna T zaman skalasi iizerinde L ye istatistiksel yakinsaktir denir ve
st(T) — tlirn f®)=1L
bi¢iminde ifade edilir (Turan, 2012).

Ornek 3.2 T = N olsun, o halde t, = 1 dir.

.uA([]-!n]N) = ﬂA({1;2;3; ,Tl}) = O'(Tl) -1= (Tl + 1) —1=n
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ve
un(k € [Ln]y: [f(k) — Ll =2 €}) = ma({l <k < m:|f (k) — L| = €})
=[{1<k<n:|f(k) - Ll = €}
olur. T = N igin
sty = lim f() =L
bigimdeki ifade

_ H{isk<sn|f(k) - Ll = €}
lim =0

n—oo n

limitine esittir. Bu esitlik aslen (x;) := (f(k)) dizisinin L ye istatistiksel yakinsakligini
verir (Turan, 2012).

Lemma 3.1l f: T — R, A —06lgiilebilir bir fonksiyon olsun. Eger sty — lim;_,, f(t) =
L ve f bir M sayist ile stten sinirli ise,
lim

1
t—oo i ([to, tl) f

[tOJt]T

f(s)As =L

olur. Burada zaman skalalar1 tizerindeki Lebesgue A — integrali kullanilmaktadir.

Ispat. Genellikten bir sey kaybetmeksizin L = 0 almabilir. ¢ >0 ve Q(t) :=
{s € [to, tlr: |f(s)| = €} diyelim. sty — lim;_,, f(t) = L oldugundan

ua () —0
t—o» .uA([tOi t]T)

pa(Q(t)) < < olur. Bu takdirde

sonucu bulunur. Yeterince biiyiik t ler igin iatotn - M

1 f A
w(ltot ) f(s)hs

<; fl |As + f | |A
“a@dn | ) T Jo)ls

[to,t]T\ ()
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1
<——M f As + ¢ f As
pa([to, t]T)
Q(e) [totlT
yazilabilir. T nin herhangi bir A — 6lgiilebilir A alt kiimesi igin fA As = up(A) oldugu

asikardir. Buradan

_ Mpa(Q(8)) + epa([to, t]r)
ta([to, tlT) [t[] f($)hs) = ua([to, tl) =

2¢€

oldugu goriiliir ve ispat tamamlanir (Turan, 2012).

Tamim 3.36 f : T — R, A —dl¢iilebilir bir fonksiyon ve 0 < p < oo olsun.

lim

_A&F [ irr=1pas=o
t—oo #A([to’t]”ﬂ‘)[ -

totlT

olacak sekilde bir L € R sayis1 varsa, bu durumda f fonksiyonu “T zaman skalasi
tizerinde kuvvetli p — Cesaro toplanabilirdir” denir. Bu tanim, p — Cesaro toplanabilme

kavramini zaman skalasina genisletmektedir (Turan, 2012).
Lemma3.2 f : T — R, A —06lg¢iilebilir bir fonksiyon ve & > 0 i¢in

O(t) = {s € [to, tp: [f(s) = L| = &}
bigimde tanimlayalim. Bu takdirde

@) <3 [Ir©-tassg [ 176 -ias

£
Q) [to.t]lT

dir.
Ispat. Her se[to, t] ve € > 0 icin
0 < exa)(s) < 1f(s) — Lixap(s) < If(s) — L]

yazilabilir ve buradan
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£ fAs < flf(s)—LIAsS f |f(s) — L|As
Q(t) Q@) [to.t]T
sonucuna ulasilabilir. Buradan
un(00) < [If©-1las< [ 176) - Llas

Q) [to.t]T

elde edilir, ispat tamamlanmis olur (Turan, 2012).

Teorem 3.8 f : T — R, A —dlgiilebilir bir fonksiyon, L € R ve 0 < p < co diyelim.
Bu takdirde,

(i) Eger f fonksiyonu L sayisina kuvvetli p — cesaro toplanabilir ise, sty —

(ii) Eger sty — lim;_ f(t) = L ve f simirl bir fonksiyon ise, f fonksiyonu L sayisina

kuvvetli p — Cesaro toplanabilirdir (Turan, 2012).
3.8 Zaman Skalasi Uzerinde A-istatistiksel Yakinsaklik

Tammm 3.37 Q, T nin A; — Olgiilebilir bir altkiimesi olsun ve her t € T igin
Q(t, 1) kiimesi

Q(t,A) ={s€t—A+tyt]lr:s € Q}

olarak tanimlansin. T zaman skalasi lizerinde Q(¢t, 1) kiimesinin A1 — yogunlugu

3 e HAA(Q(t' /1))
61 (@) = lim un, ([t — A¢ + to, tlp)

seklinde tanimlanir (Y1lmaz vd., 2016).

Tammm 3.38 f : T — R, A; — 0lgciilebilir bir fonksiyon olsun. Eger her € > 0 i¢in

Ha (s €[t = A +to, tlp:|f(s) — Ll =€)
t—oo pa, ([t — A¢ + to, )

ise, f fonksiyonu T zaman skalasi iizerinde L reel sayisina A —istatistiksel yakinsaktir

denir. Bu durumda S{}—ltim (f(©)) = Lyazilir. T zaman skalasi iizerindeki tiim

A —istatistiksel yakinsak fonksiyonlarm kiimesi s4 ile gosterilir (Y1lmaz vd., 2016).
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Tanmmm 3.39 f : T — R, A; — Olgiilebilir bir fonksiyon olsun ve a € (0,1] olsun. Eger
here > 0

- ta, (s € [t = A + to, tlp: [f(s) —L| = €) B
o i (6 = A + £, 1)

olacak bigimde bir L sayis1 mevcut ise zaman skalasi lizerinde f fonksiyonu L sayisina

a. dereceden A —istatistiksel yakinsaktir denir. T zaman skalasi iizerinde tim a.

dereceden A —istatistiksel yakinsak fonksiyonlarin kiimesi sq(rl’a) ile gosterilir. Bu

durumda
st~ lm(f(®) =L
seklinde yazilir (Er, 2018).

3.9 Zaman Skalas1 Uzerinde Lacunary Istatistiksel Yakinsakhk ve Lacunary

Cesaro Toplanabilirlik

Tanmm 3.40 f : T — R, A —dlgiilebilir bir fonksiyon olmak tizere her € > 0 i¢in,

m Ha(s € (kg Rr]ri If () — Ll 2 €}) 0
-0 pa(Chroq, ke lm)

esitligi saglaniyorsa f fonksiyonu L reel sayisina lacunary istatistiksel yakinsaktir denir
ve stg(T) — lim;_, f(t) = L bi¢imde ifade edilir (Yalgin, 2017).

Tamm 3.41 f : T — R, A —0lg¢iilebilir bir fonksiyon olmak {izere her € > 0 i¢in,

i ! [ 1 -was=0
roo 1 ((kp—y, Ky l7) s 5T

T—lva]T

esitligi saglaniyorsa bu takdirde f fonksiyonu L reel sayisina kuvvetli lacunary Cesaro
toplanabilirdir denir (Yalgin, 2017).

Teorem 3.9 Ng_1 C Sg_1 kapsama bagintis1 saglanir ve bu kapsama kesindir.
Ispat. f € Ny_g alalim. Her £ > 0 igin,

If(s) - Llds > f IF(s) — LIds

(kyr—1.krlT {s€(kr_1,kr]T:If(s)—L|2€}
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> gus({s € (1, kplp: 1f (s) — L] = €})

yazabiliriz.
i & [ 1o -was =0
im s)— s =
r—0o .uA(( kr—l; kr]’]l‘)
kr—ljkr]']I‘
oldugundan
_ pa({s € Ckp—y kplpi If(s) — LI = €})
lim =0
T ta(Chroq, krlr)

elde ederiz. Boylece f € Sg_r dir.

T de verilen bir 6 = {k,-} lacunary dizisi igin

Uy = G(kr) - O-(kr—l)

olmak tzere [o(k,_,),0(k,))r araliklarinda f fonksiyonu asagidaki sekilde

tanimlansin
( 1 t € [o(kr_1),0(kr—1) + Dy
2, t € [O-(kr—l) +1, O'(kr—l) + 2)']1"
fo={ .
L[\/u_r], t € [o(kr—1) + [ur] = Lo(kroy) + [ Dy
0, diger durumlarda
Buradan

pa ({5 € 0060, 0U0) IF 1 2 £}) _ iy Qo lhy-) 00— + WD
a ([oCkr-1), 0 k), ) ) r

[V

= - 0(r » x)
T

yazilabilir. Burada son esitlikte u,([a, b)) =b—a ve r - o iken u, = o(k,) —
0(k,_1) = o olmasindan yararlanildi. Bundan dolay1 f fonksiyonun Sg_ de oldugu

gortliir. Fakat

1
Ua (( kr—lf kr]']l")

| iroas

r—1:kr]'ll‘
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[Vur]
1
= o ;1 muy ([o(k,_1) +m—1,0(k,_1) + m))']r)

=T o, 3P0

oldugundan f & Ngy_ olur. Boylece ispat tamamlanir (Yalgin, 2017).
Teorem 3.10 C,(T) N Sg_1 € Ng_p dur.

Ispat. f € C,(T) N Sy_t alalm. Her t € T icin |f(t) — L| < M olacak sekilde M > 0

sayist vardir. Verilen € > 0 igin,

1
HUa (( kr—l: kr]”ﬂ‘)

f IF(s) - LIAs

r—1jkr]']I‘

1

= |f(s) — L|4s
(A !
(kyr—1.krlT:If(8)—L|2e

1

+ |f(s) — L|As
.uA(( kr—lf kr]']I‘) f
(ky—v.kr]T:1f(8)-L|<e

M

< As
pa(Chp—g, krlr)
(kr—1,kr]T:If(S)—L|2€

+ £ J A
kol K T) *

r—1;kr]']I‘

_ Mua(ls € Geron bl If () LI 2 6])
HUa (( kr—l' kr]']l‘)

yazabiliriz. r — oo iken son esitsizligin her iki tarafinda limit alirsak ve hipotezi

kullanirsak amacimiza ulasiriz (Yalgin, 2017).
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4. ARASTIRMA SONUCLARI ve TARTISMA

4.1 Zaman Skalas1 Uzerinde y. Dereceden Lacunary Istatistiksel Yakisakhk
Bu béliimde 6lgiilebilir fonksiyonlarin zaman skalasi tizerinde y € (0,1] igin y.
dereceden lacunary istatistiksel yakinsaklik kavrami tanimlanacak ve zaman skalasi

lizerinde tanimlanmus istatistiksel yakinsaklik ile arasindaki iliski incelenecektir.

Tammm 4.1 f bir 4y Olgiilebilir fonksiyon ve T, r — oo i¢in o(k;,) —o(k,_;) = o
sartim1 saglayan artan bir 6 = (k,) lacunary dizisini i¢eren bir zaman skalasi ve

y € (0,1] olsun. Eger her ¢ > 0 i¢in

" pals € (kr_y kel |f(s) — Ll = €}
im 7 =0
ro® MA(( kr—ll kr]'ll‘)

olacak sekilde bir L sayist varsa f fonksiyonu L sayisina y. dereceden lacunary
istatistiksel yakinsaktir denir. Zaman skalasi {izerinde tiim y. dereceden lacunary

istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesini S (]9/—11‘ ile gosterilecektir. Bu durumda

Sy — gim(f(t)) =L
yazilir.
Teorem4.1 fve g:T — R, 4y — 6lgiilebilir fonksiyonlar ve y € (0,1] olsun
0 Sy limf(t) = Ly ve Sy .- limg(t) = L, ise
Sp_r — im(f() + g()) = Ly + L,
dir.
iy S)_o-— tlirglof(t) =Lve ceRise S}, — girgloc(f(t)) =cL dir.

Teorem 4.2 T, 6 = (k,.) lacunary dizisini igeren bir zaman skalas1 ve y € (0,1] olsun.
Bu takdirde

k
lim inf o Ckr)

r—0 U(kr—l) =1

ise Sy € S} _ dir.

ispat. Farz edelim ki lim inf2%r)_

r—00 o(kr_1)

> 1 olsun. Yeterince biiyiik r ler ve en az bir

6 > 0igin
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o (k)
U(kr—l) 2 1 * 6
yazabiliriz ve
o(ky) —o(kr) _ 6 o(k,) —ake_ D\ _ [ &\ 1
sk) 145 ( (k) ) = (1 + 6> = (6te)
5Y 1

N .
A+8) (o(k,) — k)

elde ederiz. f € Sy olsun. Her € > 0 igin

ta({selto, krlr: [f(s) —L| = €})
)y ([to, krT)

_ Ha ({se(kr—1, kr]p: 1f () — L| = €})
B (o(k;) — to)Y

_ (o(ky) = oCkr—))" pa(seCkyos, krlr: If (s) = LI 2 €)
- o (k) (o(ky) — aler_1))"

o0 ma(seChr_y kely: () — LI = €])
@+ (o) — a(r_))”

st — lim f(t) = L oldugundan esitsizligin her iki yaninin r — oo i¢in limiti alinirsa

lim .uA({S € (kr—li kr]']l" : |f(5) - LI = g}) -0
r—oo M]A/((kr—lf kr]'ll“)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.3 T, 6 = (k) lacunary dizisini igeren bir zaman skalas1 ve her t € T i¢in
u(t) < K - t olacak sekilde K > 0 ve y € (0,1] olsun. Bu takdirde

o(ky)
lim su < ©
P O-(kr—l)
ise Sy_p S Sy dir.
ispat. Farz edelim ki Lim sup %2 < o olsun. Buradan
r—00 o(kyr_1)
, G(kr) — o
lim sup

r—o U(kr—l) — 1o

elde ederiz. Buradan herhangi K > 0 ve her r € N i¢in
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U(kr) — 1 <H
a(ky-1) — to
yazabiliriz.
Simdi f:T - R, Sg_T ‘ye ait Ag Olgiilebilir bir fonksiyon olsun. Her € > 0 icin

Ay = Ar(&) = pa({s € (kr—y, K lp s |f () — Ll = €})
olmak tizere

lim — Ar =0
oo ,LlA((kr_1, krlt)

elde ederiz. Her e > 0 ve 0 < y < 1 i¢in 7y € N vardir. Oyle ki her r > 7, icin
A

(o) —oler D)

yazabiliriz. Diger taraftan (O'(kr) — O'(kr_l))y < o(k,) — a(k,_;) oldugundan
t € (ky_q1, k)T olsun. Yeterince biiyiik r lerigin  C = maX{Al,Az,A3, ,ATO} olsun.
A, < A,
o(ky) —o(kr_1) ~ (o(k,) — G(kr_l))y

olup
Ay
<g
O-(kr) - O-(kr—l)

dur. Buradan

pa({s € [to, tlp: 1f(s) — L] = €})
ta([to, tlr)

< pa({s € [to, kylp: |f(s) — L] = €})
B ta([to, kr—1]T)

A1 + A2+... + ArO + A1"0+1 + + AT

B O-(kr—l) — o
< To.c
O-(kr—l) — o
1 (O-(kr0+1) - O-(kro))Ar0+1

oo —t] o) —olky)

(U(kr) - U(kr—l))Ar
J(kr) - G(kr—l)
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. To C .. o(k,) —o(ky,)
~o(k—) —tg o(kr_1) —to

< 1y C te- G(kr)_to
O'(kr—l) —to G(kr—l) —to

ro * C
L —
o(ky_1) —to

elde edilir. Her iki tarafin r — oo igin limiti alinirsa

+e&-H

i pa({s € [to, tlp: 1f(s) =Ll = €})
im =0
t—oo pa([to, tlT)

elde ederiz.

Tanmm 4.2 f: T — R, 4, 6l¢iilebilir bir fonksiyon, y € (0,1] ve 0 < p < oo olsun.

lim f
™% HZ((kr—likr]'lI‘) (k Y
r—1tr

olacak sekilde bir L sayist varsa f fonksiyonu T zaman skalasi iizerinde y. dereceden

If(s) — LIPAs = 0

kuvvetli p — lacunary toplanabilirdir denir ve bu uzay [Ny, p]t ile gosterilir.

Lemma4.l f: T — R, Ag Olciilebilir bir fonksiyon >0 igin

B(t,0) = {s € (ky—1, kyl7: |f(s) — L| = &}

seklinde tanimlansin. Bu durumda

1 1
(o) < [ If©-tas<c [ fe-tas @)
B(t,@) (kT—llkT]
dir.
Ispat. (Er,2018) in izledigi yol takip edilerek ispat kolayca elde edilir.

Teorem 4.4 f:T — R, Ag Olciilebilir bir fonksiyon LER,0<y<1ve 0<p < oo
olsun. T zaman skalasi tizerinde f fonksiyonu L sayisina y. dereceden kuvvetli [Ny, plt

toplanabilir ise
Sy_r—limf(t) =1L

dir.
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Ispat. f fonksiyonu L ye y. dereceden kuvvetli [Ny, p]y toplanabilir olsun. Bu

taktirde her € > 0 i¢in (4.1) esitsizligini kullanarak

ma(B&®) _ 1. 1
ﬂZ((kr—l'kr]']I‘) L UA((kr—lfkr

5 j If(s) — LIPAs

(kr—l;kr]

yazabiliriz. Her iki tarafin r — oo igin limitini alirsak Sg_T —limf(t) =L elde

ederiz.

Teorem 4.5 0 ve 0’ iki lacunary dizisi olsun. Her t € T i¢in Hagery < Hagrp) Ve

0 < B <y < 1olsun. Bu takdirde

B
U ((kr—lrkr])
i) lim_einf —t——"=
‘ / lﬁAlg, ((kr—pkr])

>0 (4.2)
i B
ise S}, . € Sy_qdur.

#Ael((k:‘—lfk”qr) _ Hag (kr—1.krlT

) 4.3
P (CII R g (AT (43)

ii) lim;_,q
icac? _¢ch
ise Spr_p = Sg_p olur.

Ispat. i) Her t € T igin Hagery < Hagr olsun ve (4.2) sart1 saglansin. Bu durumda

I, € L oldugundan € > 0 olmak {izere
Hagls € (kr_1, kylpi |f () — LI = €} < pagrls € (ky—p, ke ]: f () — L| = €}
yazilabilir. Buradan her t € T i¢in

g (s € (kty, Kple: F () — LI > )
N -

uy (Cer—y, Ky ) 1

4

'u)A/e’ ((kr—l' k;']']r) .ufe ((kr—l' kr]'ll“)

//‘Ag{s € (kr—lf kr]']I‘: |f(5) - Ll = 8}
elde ederiz. Burada her iki tarafin t — oo igin limiti alinir ve (4.2) sarti kullanilirsa
SZ;,_T cS g—qr kapsamasi elde edilir.

ii) Sg_T —lim(f) = L ve (4.3) sart1 saglansin. 8 < 8’ ve her € > 0 olmak tizere
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#Ag'(s € (kr 1 ] If(s) - Ll = 5) _
,LLA ,((kr iy ]’]1‘)

tagr(kyoy <s < kp:|f(s)—L| = ¢)
,UA ,((kr 1’ ]']I‘)

tag(kro1 < s <kp:|f(s)— Ll =¢)
.uA ,((kr 1’ ]']I‘)

_MAg(kr 1<s<kp|f(s)—Ll=¢)
.uA ,((kr 1’ ]']I‘)

.uAgl(S € (kr 1 ]'ﬂ‘) - .uAg(S S (kr—lr kr])
,llA ,((kr 1 ]'11‘)

pag(kr_1 <s <kp:|f(s) —L| = &)
MA ,((kr 1’ ]'11‘)

<

(.HAQ’((k;' v krlT) .uAg((kr 1) ]’]I‘))
.uA ,((kr 1’ ]'JI‘) ,UA ,((kr 1’ ]’]I‘)

N tag(s € (kr_y, kplpi |f(s) — L] =€)
uy (Uery, kerln)

yazilabilir. (4.3) sartindan

lim /’LAQ'((kr 1 ]']I‘) — lim I’LAQ((kT' 1 ]']1")
t_)oo,uA ((kr 1’ ]']I‘) t—)oo,uA ((kr 1 ]']I‘)

ve Sg_T —lim f(s) = L oldugundan t — oo i¢in esitligin her iki tarafinin limiti alinirsa

14 ; — ; Yy _¢B ;
Sgr_p —lim f(s) = L elde ederiz. Buradan da S, _,. = S,_ elde ederiz.

Sonug.  pp, < pp, olacak sekilde iki dizi ve 0 < <y <1 olsun. (4.1) sart:

saglaniyorsa Sy ﬁ S;,/,_1r dir.

Teorem 4.6 06 ve 0 iki lacunary dizisi, Hag < Hpgr VE O < B <y < 1olsun.

i) (4.2) sarti saglanirsa [Ngr, p]t © [Ng,p]g



ii) {oo(T) = {f|f:T > R,supser |f(t)| < 0} olmak iizere (4.3)

saglanirsa

20,(T) N [Ny, p5 < [Ngr, 1k dir

Ispat. i) I, c I/ ve her t € T igin pip,y < pa, oldugundan

1

uy (e k] >(k;_1,k;]T|f(S)_L|pAS )
& 1£(s) - LIPds
'uA ’((kr vkl )(kr—l'kr]'ll‘
yazabiliriz. Buradan
1
WL ey, K T) (k;_l’k”T'f - o
ufe((kr L kelp) 1
If(s) — LIP4s

,uA ,((kr 17 kilr) ,Ufe((kr—l'kr]'ﬂ“) (Ky—1,kr]
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sartini

elde ederiz. (4.2) sarti saglandigindan her iki tarafindan t — oo i¢in limitini alirsak

[Ny, P]% € [NG,P]g elde ederiz.

ii) f€ 1,(T) N[Ny, P]ﬁ olsun ve (4.3) sart1 saglansin. f sinirli oldugundan her

s € Tigin |f(s) — L| < K olacak sekilde bir K > 0 vardir. p, < up,s oldugundan

—>— yazﬂablhr [, € I+ oldugundan
Hrg Hag!

1
.UA ,((kr vkrlr)

|f(s) = L|PAs

(k1’”—1'k1l“]']r

G, ), e

uA,«kr = f If(s) - LIPds

< //‘Ag'((kr 1’ ]T)_ﬂAg((kr—l'kr]"[[‘) KP
,LLA ,((kr 1 ,]'I[’)
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; ! f f(s) — LIPAs
’uA ’(( - ] )(kr—lrkr]'ﬂ‘

(ﬂAg'((kr 1 ]']I‘) .uAg((kr 1 kr]’]l‘)>Kp
,UA ,((kr 1’ ]']I') .uA ,((kr iy ]T)

<

n f(s) — LIPA
uAQ«kr y @f flo = as

yazabiliriz. Esitsizligin her iki yaninin t — oo i¢in limiti alinirsa

lim /*‘Ag'((krl' v krlr) — lim llAg((kr v krlr)
t"‘x’#A ((kr 1’ ]T) t—>oo'uA ((kr 1 ]']I‘)

oldugundan

20,(T) N [Ng, P12 < [Ny, P,

elde ederiz.



29

5. SONUCLAR ve ONERILER
5.1 Sonuclar

Bu tezde olgiilebilir fonksiyonlarin zaman skalasi tizerinde y € (0,1] igin .
dereceden lacunary istatistiksel yakinsaklik kavrami tanimlandi. Seyyidoglu ve Tan
tarafindan tanimlanan zaman skalasi lizerinde istatistiksel yakinsaklik ile arasindaki
iliski incelendi (Seyyidoglu ve Tan, 2012). Oncelikle y. dereceden lacunary istatistiksel

yakinsak dizilerin kiimesinin lineer uzay oldugu gosterildi.

Zaman skalasi tlizerinde y € (0,1] kabul edildiginde zaman skalas1 tizerinde
istatistiksel yakinsak fonksiyonlarin kiimesinin y. dereceden lacunary istatistiksel
yakinsak oldugu, y. dereceden lacunary istatistiksel yakinsak fonksiyonlarin kiimesinin

istatistiksel yakinsak oldugu sonucu elde edildi.

Zaman skalasi tizerinde y. dereceden kuvvetli p — lacunary toplanabilirlik tanim1
verildi. Zaman skalasi iizerinde Ag Olgiilebilir f fonksiyonu L sayisina y. dereceden
kuvvetli p — lacunary toplanabilir ise S;’_T — lim f(t) = L oldugu sonucuna ulasild1 ve

ispat1 verildi.

0 ve 0’ iki lacunary dizisi, her t € T igin pgy) < pgryy Ve 0<B<y<1
olsun. Zaman skalasi lizerinde y. dereceden 6’ lacunary istatistiksel yakinsak ise zaman
skalas1 tizerinde f. dereceden O lacunary istatistiksel yakinsak oldugu sonucu elde
edildi.

0 ve 8' iki lacunary dizisi, ug) < pgr(ry Ve 0 < f <y <1 olsun. (4.2) sarti
saglandiginda y. dereceden 6’ lacunary kuvvetli p — toplanabilir kiime ise . dereceden
0 lacunary kuvvetli p — toplanabilir oldugu sonucu elde edildi. £, (T) = {f|f:T =
R,supser |f(t)] < oo} olmak iizere (4.3) sarti saglanirsa zaman skalasi iizerinde .
dereceden 6 lacunary kuvvetli p — toplanabilir ve sinirli fonksiyonlarin kiimesi ise vy.

dereceden 8’ lacunary kuvvetli p — toplanabilir oldugu sonucu elde edildi.

5.2 Oneriler

Bu calisma baz alinarak ¢esitli yakinsaklik metotlar1 zaman skalasi iizerinde

calisilip degerlendirilebilir.
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