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1. GIRIS

Geometrik modellemelerde amag¢ bir cismin ya da nesnenin matematiksel
yapisini olusturup bilgisayarda cesitli programlar ve algoritmalar beraberinde sekiller ile
gorsellestirilmesidir. Bilgisayarlarin her gegen giin gelismesiyle de beraber bu
modellemelerde optimum seviyelere dogru hareket etmektedirler. Matematik
modellemelerle elde edilen tasarimlarin alt yapisim1 parametrik egri ve ylizeyler
olusturmaktadir. Bunlardan; Bezier yiizeyleri ve egrileri, B-spline yontemleri, NURBS

egrileri uygulamasi yaygin olarak kullanilan 6nemli bir alana sahiptir.

Bernstein polinomlariyla tanimlanan Bezier yiizeyleri ve egrilerine Pau De-
Casteljau ve Pierre Bezier oOnciilik etmistir. Bu egriler ve yiizeyler otomotiv
sanayisinden ucak sanayisine, miihendislikten tip alanina kadar genis yelpazede
kullanildigindan siirekli gelistirilerek c¢alismaya devam etmektedir. Endiistriyel
tasarimlarda kullanilan Spline’ lar noktalar kiimesi tarafindan belirlenen diizgiin bir egri
olusturmak i¢in kullanilan esnek bir serittir. Cok sayida agirliklar serit boyunca
yayilmastyla sabit konumda duran bir egri olusturmaktadirlar. Yine modellemelerin alt
yapisinda  kullanilan NURBS  yiizeylerinin ve egrilerinin  invaryantlarinin
tanimlanmasiyla ylizey ve egrilerin 6nemli 6zelliklerinden Gauss egriligi, burulma, asal
egrilik, egrilik ve daha fazla yap1 tanimlanmaktadir. En temel 6rnek olarak bir arabanin
dizayninda riizgar direncinden yakit tiilketimine kadar etkili olan aerodinamik kavisler,
kivrimlar bu egri ve yiizeylerin

sahip oldugu 6zellikler ile tanimlanmaktadirlar.

Diferansiyel geometrinin ¢aligma alaninda her daim 6nemli olan egrilerin farkl
uzaylarda ve yeni c¢atilara gore 6zellikleri incelenmektedir. Egrileri daha iyi karakterize
edebilmek icin Frenet ¢atisina alternatif olarak Bishop ¢atis1 (Bishop, 1975), Quasi cat1
(Dede, Ekici ve Giiven, 2018) ve Hibrit cati (Arbind, Srinivasa, Reddy, 2018) son

zamanlarda ¢calismaktadirlar.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Egriler diferansiyel geometride siirekli ilgi alani olmakla beraber genis bir
caligma alanina sahiptir. En yaygin olarak egrilerde Frenet catis1 kullanilmakla beraber
farkli yeni catilar da olusturulmustur. Bunlardan Bishop catis1 (Bishop, 1975) egrinin
teget vektorii degismeden diger normal ve binormal vektorlerinin  bir ag¢1 ile
dondiiriilmesiyle paralel 6teleme ¢at1 olarak adlandirilan farkli bir ¢ati olusturulmustur.
Literatiirde pek ¢ok egri Bishop ¢atisina gore incelenmistir (Yilmaz ve Turgut, 2010;
Biik¢ii ve Karacan, 2008; Biik¢li ve Karacan, 2009; Korpinar, Asil ve Bas, 2011;
Korpiar ve Demirkol, 2017; Yilmaz ve Turgut, 2010).

Matematiksel modelleme ve dizaynda 6nemli bir yeri olan Bernstein polinom
egrileriyle tamimlanan Bezier egrileriyle pek ¢ok calisma yapilmistir. Samanci, Celik ve
Incesu (2015), Bezier egrilerini Bishop catisina gére incelemislerdir. Evren (2020),
Bertrand NURBS egrilerini tanimlamistir. Samancit Kusak (2018), Bezier egrilerini
farkli bir uzayda alip Minkowski Uzayinda timelike rasyonel Bezier egrilerini
caligmigtir. Ayrica bu egriler literatiirde (Farouki, Szafran ve Biard, 2009; Hoschek,
1992; Incesu ve Gursoy, 2004; Incesu, 2003; Incesu ve Kiren, 2008; Juhasz, 1999; Liu,
ve Wang 2002; Piegl ve Tiller, 1999 tarafindan calisilmiglardir. Son zamanlarda ise
Kilicoglu ve Senyurt (2020), Kiibik Bezier egrisinin involiitiinii ¢calismistir. Ayrica
Abdel-Aziz, vd., 2021, Frenet cati kullanilarak tibbi goriintii rekonstriiksiyonunu
iyilestirmek icin Bezier egrileri tanimlanmustir.

Bishop catisinin disinda son zamanlarda q-¢ati (quasi); g-normal vektoriin
izdliisim vektorii ile teget vektoriin vektorel carpimi ile tanimlanmistir (Dede, vd.,
2018). Calismamizda kullandigimiz ¢ati ise Bishop c¢atisinin belli bir ac1 ile
dondiiriilmesiyle elde edilen Hibrit c¢atisidir. Bu cati ise miihendislikte malzeme
alaninda modelleme olusturulurken kullanilmigtir. Bir uzay egrisinde Hibrit cati
kullanilarak ince ve kalin kavisli ¢ubuklarin veya borularin biiyiik deformasyonunu

analiz etmek i¢in model sunulmustur (Arbin ve Reddy, 2018; Arbin ve Reddy, 2019).



3. MATERYAL ve YONTEM
Bu boliim igerisinde arastirma bulgular1 ve tartisma kisminda kullanilacak bazi

temel tanim ve teoremler verilecektir.

3.1 Temel Tanim ve Teoremler

Tanim 3.1 V bir vektor uzay {Vl,Vz,...,Vn}de bu vektor uzayimnin bir alt kiimesi olsun.
Eger AV +A4v,+..+4v, =0 oldugunda A,4,,....4, skalerinin hepsi sifir oluyorsa

{V1 s VyseeisV, } kiimesine lineer bagimsizdir denir.

Tammm 3.2 V  bir vektor uzay {V,V,,...,,} CVolsun. Eger VueVigin

u=ayv,+a,v, +..+a,v, oluyorsa (a,,a,,...a, €R) {V;,V,,....v,} kiimesi V uzaym gerer

denir.

Tamim 3.3 V' bir vektor uzay ve {Vl > VZ,---,V,,} cVigin
1. {V1 sVaseensV, } lineer bagimsiz

2. {vaza---,v,,} V' -yi gererse

0 zaman {Vl,VZ,-..,Vn}kﬁmesine V nin bir baz1 denir.

Tanim 3.4 V' bir vektor uzay olsun. <,> : V'xV — K fonksiyonu

(u,v) —> <u, v>
1. Pozitif tanimli
2. Bi-lineer (ki degiskenli)
3. Uggen esitsizligi
saglarsa <,> fonksiyonuna V' iizerinde bir i¢ ¢arpim fonksiyonu denir. (v,<,>) ikilisine
de bir i¢ carpim uzayi denir.
Tamm 3.5 Bir vektor uzayi ile birlegen bir afin uzay A olsun. VpeA vev eV olmak

lizere (p,v) ve V, seklinde ifade edilen vektore A afin uzaymin bir p noktasindaki

tanjant vektorii denir.

Tanim 3.6 n-boyutlu Oklid uzay E™ ve I, R nin irtibatl acik alt ciimlesi olmak iizere,

y:Ic R - E"



doniisiimii diferansiyellenebilir ise a(t) ciimlesine E™ de bir egri ve t € I degiskenine

de egrinin parametresi denir (Gray, 1998).

Tanum 3.7 M egrisi (I,y) koordinat komsulugu ile verilmis olsun. Bu durumda
¥ ={y,y" ...,y™} sistemi lineer bagimsiz ve vy, k > r i¢in a® € Sp{¥} olmak
tizere ¥ den elde edilen (V;,V,,...,V,) ortonormal sistemine, M egrisinin Frenet 7-
ayakl alan1 ve m € M i¢in (V14n), Vom)s --» Vram)) ye m € M noktasindaki Frenet 7-

ayaklis1 denir. Her bir V; 1 < i < r ye Frenet vektorii denir.(Gray, 1998).

Tamm 3.8 y:1 € R — E3 egrisi, t € 1 i¢in egrinin teget vektdr alan

1 '
T(®) = won? (®), (3.1
Egrinin binormal vektor alani

Oy (©)
©) lv' " ©® (3.2)

ve egrinin asli normal vektor alani
N(t) = T(t) AB(t) (3.3)

olmak iizere bu vektorlerden olusan {T,N,B} sistemine Frenet 3- ayaklisi denir.

{T, N, B} frenet 3- ayaklis1 ortonormal bir ¢atidir (Gray, 1998).

Tanim 3.9 M egrisi (I,y) koordinat komsulugu ile verilmis olsun. s € I ya karsilik
gelen y(s) noktasindaki Frenet r- ayaklis1 {V; (s), V,(s), ..., V;-(s)} olsun. Buna
kil1->R1<i<r
s = ki(s) = (V;(s), Vi41(5))
seklinde tanimli k; fonksiyonuna M egrisinin i- yinci egrilik fonksiyonu ve s € I i¢gin

k;(s) reel sayisina da y(s) noktasinda M nin i-yinci egriligi denir (Gray, 1998).

Tanm 3.10y: 1 c R - E3
s = y(s) = (r1(5),v2(5),v73(s))

s yay parametresi ile verilen bir egrinin y(s) noktasindaki Frenet 3- ayaklist {T, N, B}
olsun.

T'(s) = k(s)N(s),

N'(s) = —k(s)T(s) + t(s)B(s), (3.4)



B'(s) = —t(s)N(s),
denklemlerine Frenet formiilleri denir (Gray, 1998).

Tamm 3.11 y:1 € R - E3 egrisi i¢in
k(s) = [la” (Ol

degerine y(s) egrisinin s- noktasindaki egriligi denir (Carmo, 1976).

Tamm 3.12 y:1 € R - E3 egrisi yay parametresi ile verilmis olsun. " (s) # 0 olmak
uzere

B'(s) = t(s)N(s)
esitligi ile tanimli 7(s) sayisina y(s) egrisinin s- noktasindaki burulmasi denir (Gray,
1998).
Tamm 3.13 Bishop catis1 veya paralel oteleme catisi bir egrinin Frenet ¢atisinda T
vektoriinii degistirmeden diger asli normal ve binormal vektorlerini belli bir a¢1 ile
dondiirtilerek elde edilir. Bishop ¢atisinin tiirev denklemleri
T'(s) = k1 ()M (s) + kz(s)M(s),
M;'(s) = —ky ()T(s),
(3.5)
M,'(s) = —k,(S)T(s),
esitlikleri ile verilir. {T, Ny, N,} Bishop tigliisii birim vektorler olmak tizere k, ve k, ye

egrinin Bishop egrilikleri denir. Bishop ve Frenet ¢atilar1 arasinda

T 1 0 0 T
(N) = (0 cosa sina) (M1>
B 0 —sina cosa/ \M,

bagintis1 vardir. Ayrica

a(s) = arctani—i,

7(s) = a'(s)

esitliginden

a=ay+ [ tds.

K(s) = k7 + k2,

dir. Bishop egrilikleri

ki = kcosa ve k, = ksina,

esitlikleriyle tanimlanir (Bishop, 1975).

Tamm 3.14 Uzay egrisi boyunca g- ¢atisi (quasi)



t r LAk b tA
:—,n :—, = n
e = Teakg e =

ile tanimlanir. Burada k projeksiyon vektoriidiir ve quasi gatisi

t
Mg, (3.6)
[bq‘

denklemleri ile verilir. N ve n, arasindaki ag1 ¢ olmak tizere g-egrilikler ile Frenet

t/ 0 Kk k,
né] = [_kl O k3
b(,] _kz _k3 kl

egrilikleri arasinda

kqy = Kcose,
k, = —ksingp,
ky; =—do +r,

bagintilar1 vardir (Dede, Ekici ve Giiven, 2018).

Tamim 3.15 Uzay egrisi boyunca (T, B;,B;) Hybrid ¢atisi, (T,M;,M,) Bishop
catisinin dondiiriilmesiyle

B, = cos B(s) M; + sinf(s)M,,
B, = —sinf(s)M; + cosB(s)M,,

esitlikleriyle tanimlanir. Buradan Hybrid ¢atisi ile Bishop ¢atis1 arasinda

T 1 0 0 T
B,|=[0 cosp(s) sinp(s)||M;
B, 0 —sinB(s) cosf(s)lLM,

esitligiyle verilir ve Hybrid ¢atisinin tiirev denklemleri

T' 0 & FRI[T
B:,l = |:_’€1 O IZ3 Bl y
Blz _}22 _’%3 O Bz

(3.8)

denklemleriyle verilir. Burada

K1 = KycosB(s) + Kysinf(s),

K, = —k1sinf(s) + k,cosB(s), (3.9)

K3 =p’

(3.7)



Bo = (Z @, + jé tds)mod2m = 0
i

B(s) = —PBo(s)/ $ds,

ile verilir (Arbind, Srinivasa, Reddy, 2018).

1.5+
Q4(-1.5,0,02)
'__:: 0.5+ (~0.5,-1,-03) Qg i
= fe
::: -0.5-]
3.0.2 L Qs
(10300 } (-1.5.3.0)
5.
_2 B -
0 AP
) 1 e Qg (0.7,3,-1) ]
¥ Gy 2 P
3 . 05
4 7 05
5 15 o
1.5-
.05 et ——
! N
& X \\\\\‘“\\\\\ﬂ M, il
= -0.5- L
T
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Sekil 3.1. Bishop ¢at1 (b), Hibrit ¢at1 (¢) (Arbind, Srinivasa, Reddy, 2018)

3.2 Bezier ve Rasyonel Bezier Egrileri

Tamm 3.16 R3 uzaymnda genel Bezier egrisi, Kontrol noktalar1 by, by, ..., b, olarak
verilen ve baslangi¢ noktasi b, bitim noktasi b,, olan n. dereceden bir polinom egridir.

Genel Bezier egrisi, vektorel formda,

BH)=3 b5/ (@) telo]] (3.10)
i=0

olarak tanimlanir. Burada B}*(t) fonksiyonlari

Gabm(=0" 4, 0sisn

Bin(t) :{

0, diger durumlarda

n!
bigiminde verilen Bernstein taban fonksiyonlaridir. 71(»—;)! ifadeleri de Binom

katsayilaridir ve (7:) gosterilir.

Teorem 3.17 Bernstein polinomlar1 asagidaki 6zellikleri saglar.

1) iB,.”(t)zl, tel01]

2) B!(t)>0,tef0]]
3) B! (1)=B!(1-1)

4) Bin(t):(l_t)Bin_l(t)+Bin—_11(t)

3.2.1 Bezier egrilerinde tiirev kavrami

Bezier egrilerinde tiirevler, Bernstein polinomlarmin tiirevlerinden elde edilmektedir.
n -

Teorem 3.18 0<¢<n icin B/(?) :( .j(l —1)""'t' Bernstein taban fonksiyonlarinin
i

birinci ve ikinci tiirevleri
Lo B ()= n(B (1) - B/ (1))

ya da



B/ (=45 B(0)
2. B!(t)=n(n-1D[B/(t)- 2B () + B ()]

ya da

" (=127 (— _1\/2
B"(1) =(z(z D)=2i(n=1)t-+n(n—1)t )Bl."(t)

2 (1-1)?

tanimlanir.

3.2.2 Bezier egrileri icin De Casteljau algoritmasi

De Casteljau algoritmasi, bir Bezier egrisinin ¢ €[0,1] noktasindaki B(t,) degerini

hesaplamak i¢in gelistirilmis bir algoritmadir. Ayrica verilen bir Bezier egrisinin iki ayr1
parcaya ayrilmasinda da yine siklikla bu algoritma kullanilmaktadir.

Kontrol noktalar1 by, by, b, ve bz olan bir kiibik Bezier egrisi durumunda belirli bir
parametre degeri icin t € [0,1] de casteljau algoritmasi 6z yineleme formiili j =
1,23vei=0,...,3 —ji¢in

{ . bi =:f§_ ) (3.11)
b} = (1—0)b]™" +tb]

i+1

ile ifade edilir.

Formiil belirtilen t degeri i¢in b3 = B(t) icin iiggen seklinde deger kiimesi (3.12)'nu

uretir.

by bY by b3

by bi  b;

b b7

b3 (3.12)

3.2.3 Bezier egrilerinde Sub-division

Bir Bezier egrisi genellikle [0,1] arahiginda tanimlanir ve B(t) = Y.i—ob;B;»(t) ile
verilir. Bazen egrinin yalnizca bir kismu ilgi ¢ekicidir. Ornegin sekil 2'de gosterildigi
gibi t = a parametre degerinde [0,a] ve [, 1] araliklarinda By, (t) ve Bggs(t) ile
gosterilen iki egri pargasina ayrildigini varsayalim. Clinkli Bgoi(t) ve Bggs(t) [0,1]
aralifinda Bezier formunda temsil edilebilen polinom egrileridir. Bgqs(t) ve By () 'nin
kontrol noktalarii belirlemeyi teorem 3.2.5 gosterecek. t = a ile B(t) i¢in de casteljau
algoritmasini uygulamak yeterlidir. Teorem bir kiibik bezier egrisi i¢in Bgqs(t)nin
kontrol noktalar1 b3, b2, b1, b3'dir ve Bs,;(t)'in kontrol noktalar1 b, b, b3, b3 oldugunu

ima eder. Alt boliim egri Olciisline fazladan 6zgiirlilk verebilmek icin ekstra kontrol
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noktalar1 yaratmanm bir yoludur. Ornegin egrinin sol boliimii bozulmamis olabilir

oysaki egrinin diger boliimii degigmistir.

Sekil 3.1. Bezier Egrisinde Sub-division

3.2.4 Parc¢alh Bezier egrisi

n dereceli bir Bezier egrisinin n + 1 kontrol noktast vardir. Egrinin sekli ile kontrol
poligonunun sekli arasinda sadece zayif bir iliski oldugu i¢in yiiksek dereceli egriler
genellikle kullanilmaz. Ayrica noktalarin degerlendirilmesi gibi islemler ¢ok sayida
aritmetik islem gerektirir ve bu nedenle hesaplama hatalar riski artar. Aksine diigiik
dereceli egrilerin bir kag kontrol noktast vardir ve bu nedenle sinirlt bir egri sekli araligt
iiretirler. Egri derecesini arttirmadan sekil araligini genisletmek icin bir parca Bezier
egrisi ad1 verilen tek bir siirekli egri olusturmak i¢in bir dizi egri Bezier egrisi ugtan uca

birlestirilebilir. Uygulamada, egrilerin birlesimlerinin piiriizsiiz(diizgiin) olmasi gerekir.

Teorem 3.19 [tnin, tmax] araligi tizerinde tanimlanan kontrol noktasi by, by, ..., by, ile

n. dereceden rastgele aralikli bir B(t) Bezier egrisi

B(t) =X, biBi,n(H—m"”)ile verilir; burada B;,n. dereceden Bernstein temel

tmax—tmin
fonksiyonlari gosterir. B(t)rastgele aralikli Bezier egrisi, siradan Bezier egrisinin
t €[0,1] olmak iizere B(t) = X% (b;B;n(t) degerinin yeniden listelenmesidir.

B(t)B(t)'nin normallestirilmesi olarak sdylenir.

Ornek 3.20 (x(t),y(t) = (t, f(t))egrisini disiinelim; burada

3t2+2t+1, egert <O0ise
t+1, egert > 0ise

f© ={

Egri sekil 3.3.(a)'da gosterilmektedir. Herhangi bir polinom fonksiyonu C* oldugu
icin, x(t) =t her yerde C* ve y(t) = f(t) muhtemelen t = 0 hari¢ olmak iizere her
yerde C®'dur, ikinci polinom fonksiyonunun ilk olarak f'nin taniminda f(t)'nin C°
oldugu kolayca kontrol edilir. f(t)'nin C* olup olmadigini belirlemek icin ilk tiirevini

, _(6t+2, eger t <0 ise
f(t)_{l, egert >0 ise
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dikkate almak gereklidir.

Sekil 3.3. (a) (¢, £(£))'nin grafigi sekil 3.3. (b) f'(£)'nin grafigi

f'(t)'nin grafigi sekil Sekil 3.3. (b) de gosterilmektedir. f'nin C! olmadig
agiktir; geometrik olarak f'(t)'nin grafigi t = 0 da kiritliyor. Dolayisiyla (¢, f(t)) bir
CO-siirekli egridir, ancak C? siirekli egri degildir. Bu drnekteki pargal egri, (t,t + 1) ve
(t,3t? + 2t + 1) iki polinom egrisinin birlesimidir. p = 2 ve ¢ = 1 derece egrileri i¢in
k = min(2,1) = 1 oldugu i¢in miimkiin olan maksimum siireklilik C'; 6rnek sadece
CO-siireklilige ulasmaktadir. P(t), tanim 3.27'de ifade edildigi gibi I; = [¢;, ;44| ( =
0,1,..,7—1) araliklarinda tamimlanan Bezier egrileri B;j(t)'yi igeren 1=
[a, b] lizerinde tanimlanan bir pargali Bezier egrisi oldugunu varsayalim.

P (t)'nin koordinat fonksiyonlar1 par¢ali polinom fonksiyonlar1 oldugundan P(t)
kirilma noktast olmayan tiim parametre degerlerinde C* dur. B;(t)n dereceli ve
bé, ...,brj;j kontrol noktalar1 oldugunu varsayalim. O halde P(t),t = t;'de siireklidir
ancak ve ancak limt_)t]gr P(t) = limt_mj— P(t) = P(t;). (Bu, siirekli fonksiyonlar igin
standart bir ol¢iittiir, bknz. (Smith, G.,1998). Fakat

tlir;r}r P(t) = tlirtn;r B;(t) = b}

Ve

|
t

i
>

T _ -t
rg} P(t) = tll)r% B;_1(t) bnj_1

Boylece, P(t), t = t;'de siireklidir ancak ve ancak
1 .
Dolayisiyla, Bj_;(t)'nin son kontrol noktast B;(t)nin ilk kontrol noktasina esit

olmalidir. Bu nedenle P(t) siireklidir ancak ve ancak j = 1,2, ...,7 — 1 (her degeri) igin
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by = b} dir.

3.2.5 Rasyonel Bezier Egrileri

Indirgenemez koniklerin ii¢ tiirii oldugu gosterilmistir (Marsh, 1999), yani
hiperboller, paraboller ve elipsler. Paraboller polinom fonksiyonlar1 ile parametrize
edilebilirken, hiperboller ve elipsler rasyonel fonksiyonlarla parametrelendirilir.
Boylece, polinom parametrizasyonu olan kuadratik Bezier egrileri, hiperboller ve
elipsleri hari¢ tutmaktadir. Bu egrileri temsil edebilmek i¢in rasyonel Bezier egrileri
getirmek gerekir.

Tamim 3.21 Kontrol noktalar1 b, b4, ..., b, ve buna tekabiil skaler agirliklar1 w; olan n.
derecen rasyonel Bezier egrisi,

B(f) = Z=o¥PBin® =y e 1o q) (3.13)

oWiBin(t) ’

olarak tamimlanmir. Tiim agirhklarin sifir olmadii varsayilmaktadir. b; € R?(i =
0,1, ...,n) oldugunda egri diizlemsel, b; € R® oldugunda egri uzaysaldir. integral Bezier

egrisi tanimi, rasyonel olmayan Bezier egrilerini tanimlamak i¢in kullanilir.

b; = (x;,¥;, 2;) olsun. Homojen kontrol noktalarini b;

€ [0,1]

~ {(Wixl-,wiyi,wizi,wi), eger Wi # 0 ise
i - _ .
(xi,v1,2:,0), eger w; =0 ise

olarak tanimlayalim.
Homojen koordinatlarda rasyonel Bezier egrisi, integral Bezier egrisinin

formunu alan ancak homojen kontrol noktalar1 olan
n
B® = ) BiBin(®)
i=0

tarafindan verilir. Ciinkii Y7L B; ,(t) = 1, birlik 6zelliginin boliimiiyle, wy = wy =

-+ = W, oldugunda integral Bezier egrileri elde edilir. Rasyonel bir Bezier egrisi,
n
B® = ) biRin(®)
i=0

temel formunda yazilabilir. Burada

an(t) eger w; # 0 ise
4 Z?:o Wij,n(t), l
Fn® =1 B
=, eger w; =0 ise
L 7=0 W;Bjn(t) l
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dir.

Ornek 3.22 Kontrol noktalar1 by(—1,0), b;(2,1) ve b,(4,—1) ve buna karsilik gelen
1,1 ve 2 agirliklariyla rasyonel kuadratik, sekil 5(a)' da gosterilmis ve agirliklart 1, 0.6,
2 ile sekil 5(b)'de gosterilmistir.

1t - 1 —
{ o \\\ n,«}

_ﬂ_..-r—"_i- i

Sekil 3.4. (b) agirliklart 1,0.6,2 ve (a) agirliklart 1,1,2 ile kontrol noktalar1 (-1,0), (2,1),(4-1) olan rasyonel
bezier egrisi

Ornek 3.23 Kontrol noktalar1 by(1,0,1), b;(2,1,—1), b,(5,4,2)ve b3(2,—3,1) ve

agirliklart 1,2,2,1 olan uzaysal rasyonel kiibik Bezier egrisi sekil 6'da gosterilmektedir.

Kuadratik rasyonel bir Bezier egrisi,

B(t) _ WObOBO,z (t) +wb B, , (t) +w,b,B,, (t)

(3.14)
woBy, (1) +wB,, (t)+w,B,, (1)
seklindedir.

Sekil 3.5. Uzaysal rasyonel Bezier egrisi

Herhangi bir konigin parametrelestirileceginden dolay1r (Marsh, 1999.) kuadratik
rasyonel fonksiyonlar tarafindan parametrelestirilen herhangi bir egrinin bir koni
oldugunu kabul eder. Dolayisiyla, kuadratik rasyonel Bezier egrileri koniktir.
Koniklerin smiflandirilmasi1 asagidaki gibi alinirsa ikinci bir Bezier egrisinin tiirii
belirlenebilir.

elips: wZ — wow, < 0;

parabol: w¥ — wow, = 0;
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hiperbol: wi — wow, > 0.

Rasyonel Bezier egrileri, egri tasarimi i¢in daha fazla esneklik sunar ciinki
belirli bir kontrol noktalar1 kiimesinde, agirlik secimine bagli olarak sonsuz sayida egri
vardir. Bir agirlik ayarlandiginda tiim egri degisir, ancak bir sonraki teoremde

aciklandig gibi, ongoriilebilir bir sekilde olur.

3.2.6 Rasyonel Bezier egrileri icin De Casteljau algoritmasi

Integral Bezier egrileri igin de Casteljau algoritmasi rasyonel duruma

uzanmaktadir. Algoritmay1 gerceklestirmenin iki yolu vardir.

Yontem 1: Varsayalim ki

YicoWibiB; (1)
?:0 WiBi,n(t)

B(t) =

olsun. Burada diizlemsel egriler i¢in b; = (x;, y;) ve uzaysal egriler i¢in b; = (x;,¥;, Z;)
dir. Diizlemsel egriler icin b; = (w;x;, w;y;,w;) ve uzaysal egriler igin b; =
(w;x;, w;y;, w;Z;, w;) olsun. Integral Bezier egrileri icin de Casteljau algoritmasini

uygulaym. (Boliim 3.2.3 de agiklanmustir.), agirligi ek bir koordinat olarak ele alin.

Yéntem 2: ilk yontem uygulanmasi ve sayisal olarak verimli olmasina ragmen,
belikrli kosullar altinda hesaplama hatalarina egilimlidir. Homojen kontrol noktalarinin
her bir iterasyonu sonunda kartezyen koordinatlara doniistiiriilmesi durumunda

problemden kag¢imilir. Yeni algoritmai = 0,1,...,n—j ve j =1,...,ni¢in
b (1= Wity W i
i = (A=) —5b  +t—bi,

Wi Wi (3.15)

Wi] =(1- t)wij_1 + tfwl-JJr_l1
dir.

Rasyonel de Casteljau algoritmasi B(t) noktasim1 degerlendirir ve egriyi

parametre degeri t'ye karsilik gelen noktada boler.

3.2.7 Rasyonel Bezier egrilerinin tiirevleri

Rasyonel fonksiyonlarin ayirt edilmesi i¢in rasyonel Bezier egrisinin tiirevini belirleyen
0z yinelemeli formiil agagidaki yontemden elde edilir. F(t) = f(t)/g(t)olsun. Daha
sonra boliim kuralt

v 9OF ©-g"©OF®) _ ' ®)-g' ©F)
F'@t) = g(t)? N a(®

(3.16)
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Verir.

Iki fonksiyonun bir sonucunun tiirevlerini elde etmek igin Leibnitz kural
(Spivak, 1967)
f(t) = g(t)F(t) r. tirevinin

T

FO() = z C) gOFT=D(p)

=0

r

= gOFP® + ) (1) g OF ()

=1
oldugunu gosterir. Dolayisiyla

FOO-2,(DgPOFTD (0 dir
g(t)

FO@) = (3.17)

Boylece F(t)'nin r. tiirevi F(t)'nin birinci r — 1 tiirevleri ve f(t) ve g(t)'nin
birinci r tiirevleri 6zelliginden elde edilir. n. dereceden

YicoWib;iB;,(t)

B(t) =
© LoWiBin(t)

Rasyonel Bezier egrisini diislinelim,

f(©) = ZiZowibiBin(t) ve g(t) = XiowiBin(t) olsun. f(t)ve g(t) nin
tiirevleri, boliim 3.2.2'de verilen integral Bezier egrilerinin tiirevlerini belirlemek i¢in
algoritma uygulanarak elde edilir. Burada w;b; f(t)'nin kontrol noktalar1 ve w; agirhigi

g(t)nin kontrol noktalar1 oldugunu diisiiniin. Ozellikle r = 1 ve r = 2 igin

’ _ (ZT{L:OWibiBi,n(t))’_(Z?il:OWiBi,n(t)),B(t)
B'(t) = TiowiBin(t) ’

B'(6) = (S wibiBin(®)" ~2(S o wiBin(0) B'(O—-(Sf o wiBin(0) " B(®)
Z?:oWiBi,n(t) )

Bu nedenle

B'(0) = HHRon A0 — 3 2L, — ),

Benzer sekilde, B'(1) = n =22

” (b;, — by_1) dir. Son nokta tanjant durumu simdi

kanitlanmustir.

3.3 B-Spline Egrileri
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Parcal1 bir polinom egrisi 6zellikleri ile Bezier egrisine benzer sekilde B-spline
taban gosterimine sahiptir. [a, b]aralifinda tanimlanan bir B-spline egrisi, asagidaki
ozellikleri saglar.

1. d. dereceden (veya d+1 ) boylece pargali polinom egrisinin her boliimii d.
derece veya daha azdir.

2. Knot vektorii olarak adlandirilan m+1 reel sayidan olusan bir dizi ¢, t4, ..., t;,
dizisi olsun. dyle ki t; < t;,4 (1=0,1,....m-1), t; = a ve t;,_4 = b olsun. ty, ty, ..., t5 ve
tm—d> tm-d+1, -, tm degerlerine ug (dis) knot vektdr denir., ve tg41, tg42, ) tmed—1
degerlerine i¢ knot vektor denir.

3. Kontrol noktalar1 by, by, ..., by,'dir.
bir B-spline egrisi, B-spline temel fonksiyonlarin 6zelliginden tanimlanmastir.

Tamm 3.24 Knot vektorii tg, ty, ..., t;, ile tamimlanan, N; 4(t) ile belirtilen d. dereceden
B-spline temel fonksiyonlar1 asagidaki gibi ardisik olarak tanimlanir:

i=0,1,...nve d = 1 i¢in

_ (1, eger te[t;, t;1q]
Nio(t) = {0, aksi taktirde (3.18)
] _ _t=ti tivd+1=t pr
Nl,d(t) 2 ,Nl,d—l(t) + r L. Nl+1,d—1(t)' (3-19)
tiva—ti tivd+1—tiv1

Eger knot vektorii yeterli sayida tekrarlanan knot degeri igeriyorsa,

Nig—1(t)

tekrarlamanin gergeklestirilmesi sirasinda ,
i+d—ti

= 0/0 formunun bir bdliinmesi ile
karsilagilabilir.

Tammm 3.25 Knot noktalan ty,¢y,...,t,, ve kontrol noktalari by, b4, ..., b, ile d.
dereceden (veya d+1) B-spline egrisi

B(t) = Xi-ob;N; q(t) tarafindan [a,b] = [tg, t;—gq] Uzerinde tanimlanir.
Burada N; 4(t), d. dereceden B-spline temel fonksiyonudur. B-spline egrilerini rasyonel
formdan ayirmak genellikle integral B-spline olarak adlandirilir.

d. dereceden bir Bezier egrisi tam olarak d+1 kontrol noktalarina sahipken d.
dereceden bir B-spline yeterli sayida knot belirtildigi taktirde herhangi bir sayida
kontrol noktasina sahip olabilir. Bu nedenle, karmasik egri sekillerini tanimlamak igin,
B-spline'lar kontrol noktalariin sayisini arttirarak, egrinin derecesini arttirmaksizin, ek

bir 6zgiirliik verilebilir.
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Her temel fonksiyon N; 4(t) d+2 knot t;, ..., t;1441 ile tanimlanir. Dolayisiyla,
n+1 kontrol noktalar1 gerekiyorsa n+d+2 knot ¢y, ..., t,, 4441 belirtilmelidir. Bu nedenle,
knot sayis1 kontrol noktalarinin sayisi art1 1 e esittir ve m=n+d+1 6zdesligini verir.

Bir knot vektorii tekrar tekrar knot degerlerine sahip olabilir. Bir knot degerinin
meydana gelme sayist knotun ¢oklugu olarak adlandirilir. I¢ knotlarin farkl
degerlerinden olusan kirilma noktalar1 adi verilen yeni bir ug, uy, ..., U (Ug < vy < -+ <
u,) dizisi tanimlayalim. Daha sonra B-spline, d. dereceden t € [u;, u;41]B;(t)polinom
egri boliimlerinin birlesimidir.

3.3.1 B-spline cesitleri
3.3.1.1 A¢ik B-spline

Genel olarak, B-spline egrileri ilk ve son kontrol noktast b, ve b,'i
enterpolasyona ugratmaz d. dereceden egriler i¢in, son nokta interpolasyonu ve bir son
nokta tanjant durumu, ug¢ knotlarinty =¢t; = - =t; ve ty_qg = tmdge1 = = =t
karsiladig1 acik B-spline lar1 ile elde edilir.

Temel fonksiyonlarin (3.42) taniminin kii¢iik bir modifikasyonu knotlarin
cokluguna uyum saglamak icin gereklidir: N,,,_4;_1, t = m — d'de 1 degerini (ve diger
yerlerde 0) olmalidir. t; € [tg4, t441)0ldugu icin, r = d olan bolgesel kontrol 6zelligi

B(tg) = X5-0bjN; q(tg) verir. 0 < j < digin

tg — ¢ titv1+a — ta
Nja(te) = ———Njg-1(ta) + ——————Njs14-1(ta)
tiva — ¢ tit1+a — Lj+1
to =ty = =ty oldugu i¢in, t; =t; , ve dolayisiyla (j = 0 durumu igin

0/0 = 0 kuralinin uygulanmasi)

titv1+a — ta

N; q(tq) = (0N; 41 (tq) + Njt1,a-1(ta).

j+1+d — Ui+t

Bu nedenle

ti —t ty — t; ti —t

j+1+d da a j+1 j+2+d d

N;q(tg) = ( >( Nit14-2(tg) + —Nj+2,d—2(td)>-
ti+1+d — tj+1/) \lj+a — Lj+1 tiv2+a — tj+2

Tekrarlanan benzer sadelestirmeler ve temel fonksiyonlarin yerine gegenler,

daha kiiciik dizi sonuglar ile

ti -t ti -t td+i+d—t
Ivj‘d(td) — < j+1+d—td )( j+2+d—td ) < d+j+d—td >1Vj+d’0(td)

tiv1+d— i1/ \tjr24a—tj12 ta+j+d—tj+d
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j > 0i¢inNj,40(ts) = 0 oldugu igin (21)'den j >0 igin N;4(ty) =0 olur.
j = 0 oldugunda, 6zdeslik (21) ve Ny o(tg) = 1

Noa(ta) = ( 14d — td) (t2+d - td) <td+d g )Ndo(td) —1

ti4a — 81/ \t24q — 3 ta+a — ta

degerini verir.
Dolayisiyla B(ty) = Z?:o biN; 4(tgq) = by.
Benzer sekilde B(t,,_q) = by,.

3.3.1.2 Uniform (Diizgiin) B-splinelar

Bir B-spline, knotlar1 esit aralikli oldugunda ve diizgiin olmayan bir sekilde tek
diize oldugu soylenir. Knot vektorii t, = 0,t; = 1,t, = 2, ..., t,, = m olsun. Bu knot

vektoriinde 2. dereceden uniform B-spline i¢in temel fonksiyonlar asagidaki gibi elde

edilir:
_(Leger t€ [ty tis)
Nio(t) = { 0, aksi taktirde’
(t-0) 2—t
No.(t) = 1-0) Noo + EZ 1;N10 = tNoo + (2 — t)Ny,
t—1 3¢
Ny1(t) = EZ 1; Nyo + E3 2; Nyo = (t—1)Nyo + (3 — t)N,p,
(t-2) 4—t
Ny, (t) = = z)N E4 3; N3 = (t —2)Nyo + (4 — t)N3p.
(t—0) 3-1t) 1
No2(t) = —=<No1(t) + =—< Ny 1(t) = tNo 1)+ (3 — t)N; 1 (t)
(2- ) B-1
= Et(tNO,O + (2 - t)Nl,O) + 5 (3 - t) ((t - 1)N1'0 + (3 - t)NZ,O)
1

1 1 1
= EtzNO,O + <§ t(2 - t) + 5(3 - t)(t - 1)) Nl,O + 5(3 - t)zNz’O

1
E152, t €[0,1]

1
=< —5(3—6t+2t2), t € [1,2]

1 2
| 3307 t € [2,3]

i. temel fonksiyonu
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Nz ® = T = Ms (O + g Ma O
t—i i+3—t
=5 i1(t) +TNi+1,1((t) )
t—1i t—1i i+2)—t
-2 <(i+1)—iNi‘°(t)+(i+2)—(i+1)Ni+1‘°(t)>
i+3—t t—({+1) i+3—t
2 <(i -G+ O YT T N”Z'O(t))

1
= E(t — 1)?N; (1)

+%((t —D)E+2-0D+({+3-0)(t—i—1))Nyq10()

1
+ E (l + 3 - t)ZNH_Z’O(t).

Boylece, [i + 2,i + 3] ile tamimlanan i. bolimB;(t),
i+2

Bi(®) = ) byja(0)
Jj=i

1 1
=§(i+3—t)2bi+E((t—i—1)(i+3—t)+(i+4—t)(t—i—2))bi+1
1
+§(t— i —2)%by,

ile verilir.

Son olarak t + t + i + 2 parametrizasyonu

1 2 1 2 1 2
B;(t) =§(1—t) bi+§(1+2t—2t )bi+1+§t bi,,

. 1 =2 1\/ b
=@ ¢t D{-2 2 0]|bin (3.20)
1 1 0/ \by,

tarafindan [0,1] araliginda bolimii tanimlanir.
Her bir boliim tizerindeki noktalar, %(1 —t)?, %(1 + 2t — 2t?), %tz temel

fonksiyonlar1 her t i¢in sadece bir kez degerlendirmek zorunda oldugundan verimli bir
sekilde hesaplanir.

d = 3. dereceden uniform B-splinelar i¢in benzer bir yontem

-1 3-3 1 b;
3 —63 0\[ bjyq
-3

1
B;(t) = g(t3t2 t 1) 0
1 4

3 0 /\ by,
107 \biy3

Verir.
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3.3.1.3 Periyodik B-spline ve kapah periyodik B-spline

Bazi uygulamalarda, baslangic noktasinin bitis noktasina esit oldugu kapali
egrileri temsil etmek arzu edilir. Kapali bir Bezier egrisi, kapal1 bir kontrol poligonu
olusturan kontrol noktalar1 segilerek elde edilebilir. Ancak, genel olarak, B-spline
egrileri ilk ve son kontrol noktalarini interpolasyona ugratmazlar ve bu nedenle kapali
bir kontrol poligonu kapali bir egri vermez. Egrinin kapatilmas: knotlar ve kontrol
noktalarindaki kosullarm uygulanmasiyla elde edilir. Ornegin bu amag igin agik bir B-
spline kullanilabilir.

n + lkontrol noktalari ile ve d. dereceden bir periyodik B-spline knot ¢, <
t; < -+ <t, rastgelesecerekve i =1,...,d +1 icin

thei = tnti-1 + (G — tio1)
ayarlayarak elde edilir. Bu formun bir knot vektorii periyodik knot vektorii olarak
adlandirilir. Ozellikle, bir uniform B-spline, periyodik bir B-spline'in 6zel durumudur.

Kontrol noktalart by, ..., by, bpyq = by, bpsz = by, ooy bprg = bg_q1  ve d.
dereceden kapali periyodik bir B-spline, knot t, < t; < --- < t,,,, rastgele secerek ve

n + 2d + 2 knot ile periyodik bir knot vektorii olusturarak elde edilir.

3.3.2 De Boor algoritmasi

Bir B-spline egrisi lizerindeki noktalarin degerlendirilmesi de Boor algoritmasi
olarak bilinen bir yontem kullanilarak gerceklestirilebilir. Bezier egrileri i¢in de
casteljau algoritmasi, Bernstein temel fonksiyonlarinin 6z yineleme o6zelliginin bir

sonucu oldugu gibi, de Boor algoritmasi, B-spline temel fonksiyonlarini

t— t; t
Nip(®) = — Nije1(8) + Ny -1 () (3.21)

tl
i+k~t tivk+1~tit1

0z yineleme 6zelliginden gelir.

Varsayalim ki t € [t,,t,,1) olsun. Sonra (24)

B@® = ) biy(®
i=r—k

i l+k+1
= z b.t Nig-1(t) + z by ————— Ni+1,k—1(t)
Tk i+k — l+k+1 1+1

anlamina gelir.

i —1ilei ikinci toplamda degistirilmesi
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r r+1
t—1 livk — L
B(t) = E bi ————Nj j—1(t) + E bi_y ———Nj;-1(t)
4 Livk — L . Livk — L
i=r—k i=r—k+1

verir ve Nyyqx—1(t) = Np_g—1(t) = 0 oldugundan|t,,t,,;) lzerinde

r

t—t; tivg —t
BO= Y (bt b T Ny (0

, — t; t: —t:
= k41 i+k i i+k i
olur.i =r—k+1,..,rigin

tiv, —t t—t;
bi(t) = by ————+ b; l
livk — G livk — L

olsun. bl'in t parametre degerine bagl oldugunu unutmaym. Benzer bir sekilde
N; x-1(t), k — 2. dereceden temel fonksiyonlar agisindan ifade edilebilir. d. dereceden
bir egri i¢in sonug bir yineleme prosediirii j =1, ...,di =r—d +, ..., i¢in

b/ (®) = (1 - & () b7} (6) + ] (OB (1),

J t—t;
a; (t) =————
l( ) tira—jr1—ti

(3.22)

dir.

(0,0) ve bir uzaysal egri i¢in (0,0,0)).

J

J. adimi, d —j. dereceden temel fonksiyonlarm sarti B(t) (b;, t'nin bir

fonksiyonu oldugunu unutmayin)
-
BO= Y b/Nig
i=r—d+j
cinsinden verilir. Boylece j=d oldugunda algoritma egri tizerindeki B(t) =
T_+b&N;o(t) = b% noktalarini verir.
Ozetlemek gerekirse, belirli bir parametre degeri t icin de Boor algoritmasi

b4 = B(t) gibi bir liggen dizi noktas1 verir.

0 0 0
br—d br—d+1 e e br
1 1
br—d‘l'l v cee b-r-
d-1 a-1
br—l br

bd = B(b).
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3.3.3 B-spline egrilerinin tiirevleri

Bir sonraki amag, d.dereceden bir B-spline egrisinin (d — 1). dereceden bir B-
spline'l olarak tiirevinin saptanmasidir. Ilk adim, d. dereceden temel fonksiyonlarin

tiirevlerini d — 1. dereceden temel fonksiyonlarina gore belirlemektir.

Lemma 3.26 d. dereceden B-spline temel fonksiyonlar1 N;,4(t) tirevi, asagidaki gibi

d — 1. dereceden temel fonksiyonlar1 agisindan elde edilebilir:

d

) d
N/ () = mNi,d—l(t) - Nit1,q-1(t) (3.23)

litvd+1—tit+1

Teorem 3.27 B(t) = ;- b;N; 4(t)'nin tiirevi

B'(t) = Y1t bUNSG L () (3.24)
dir. Burada
b = q Ll (3.25)

tivd+1—ti+1

ve Ni(,cll)—l(t) knot vektorii tq,...,t,,,—1 lizerinde tanimlanan d — 1. dereceden temel

fonksiyonlardir.

Sonug¢ 3.28 B(t)nin r. tiirevi
BO(t) = X1 bONT) L (®) (3.26)

ile verilir. Burada bl-0 = b;,

(r-1) (r-1)
) _ biy, "~b;
by’ =d-r+1)-2*———

tivd+1~tivr

(3.27)
ve Ni(,Zz)—r (t)knot vektori t,, ..., t,—,'de tanimlanan temel fonksiyonlardir.

Ornek 3.29 Kontrol noktalar1 by(2,1), b;(4,8), b,(5,—1), b3(3,—2) ve b,(2,—4)
lle knOt Vektﬁl’ﬁ to = 1.2, tl = 1.4, tz = 1.5, t3 = 2.0, t4 = 2.4, t5 S 3.1, t6 = 5.0,
t; = 7.3'te tanimlanan 3. dereceden B-spline B(t) degerini disiiniin. Daha sonra

B(t) tiirevinin kontrol noktalar1

bV = 32zbe — 3 O-CD _ (60,21.0),
ta—t1 1.0

p® = 322t _ 3 BZVG8 _ (4 875 _16.875),
ts—t, 1.6

bV = 3z _ 3B87DGD _ (_50,-10), ve
to—ts 3.0
by—bs

— 3 (2'_4)_(3'_2) = (—0.75; _1'5)

b{ =3
3 ty—ty 4.0
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Tirev d = 2 derecesine sahiptir ve knot vektorii t, = 1.4, t; = 1.5, t, = 2.0,
t; =24, t, =3.1, t; = 5.0, tg = 6.4'te

tanimlanmistir.

3.3.4 NURBS egrisinin tiirevi

Bir NURBS'in tiirevini belirlemek icin tekrarlayici bir formiil, rasyonel bir
fonksiyonun tiirevini belirleyen denklem (16)'dan elde edilir. Bir NURBS

YicoWibiN; 4(t)

B(t) = :
oWiN;4(t)

f(@) =XowibiN; 4(t) ve g(t) = XiLow;N; 4(t) olsun. f(t) ve g(t)'nin tiirevleri, B-
spline tiirevlerini hesaplamak icin algoritma uygulanarak elde edilir. Buradaki

w;b; f(t)'nin kontrol noktalar1 olarak kabul edilir ve w; g(t)'nin kontrol noktalar

olarak kabul edilir.

3.3.5 Rasyonel De Boor algoritmasi

Rasyonel de Boor algoritmasi, de casteljau algoritmasindan gelen rasyonel de
casteljau algoritmasinin tiiretilmesine benzer sekilde de Boor algoritmasindan elde
edilir. b} = b;vew = w; degerini ayarlayin ve t € [t,., t;,;) oldugunu varsayalim.
Rasyonel de Boor algoritmast, j = 1,..,dvei=r—d + 1,...,7 i¢in

j t—t;
al =———,
tivd—j+1ti

J _ ), J1 J,, Jj-1
wp = (1 “i)Wi—1 +awp o,

o o i N
wlb! = (1—a )W/ bl +alw! 7" b 7, ]>Olgln)

algoritma B(t) = b¢ verir.

Nokta degerlendirmesine ek olarak, de Boor veya rasyonel de Boor algoritmasi,
B-spline veya NURBS egrisini alt boliimlere ayirmak i¢in kullanilabilir. Alt boliim,
sadece bir e8ri ayirma aract degil, ayn1 zamanda egri tasarimi i¢in ek ozgirliikler
saglamak amaciyla ekstra kontrol noktalari yaratmanin bir yoludur. De casteljau
algoritmasin1 kullanan Bezier egrileri i¢in kesisim algoritmalari, de Boor algoritmasi

kullanilarak B-spline ve NURBS egrilerine genisletilebilir.
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3.3.6 =0 1Icin Baslangic Noktasinda Bezier ve Rasyonel Bezier Egrisinin
Egrilikleri ve Frenet Formiilii

Teorem 3.30 Rastgele hizda egri a:1 - R3 olarak verilsin ve a'min hiz1 v = ||a’||
olarak gosterilsin. {T,N, B}, a egrisinin Frenet vektor alanlar1 olsun ve {k,7}a'nin

egriligi ve burulmasi olsun. O zaman

T' = vkN
N’ = v(—«T + 7B) (3.28)
B’ = —vtN dir.

Teorem 3.31 a: I - R3'iin rastgele hizda regiiler (diizenli) egri olsun. O zaman

! ! 143
T =" g = el
llee' I llee' |13
! r
a Xa
= 3.29
e xa'" | (3.29)
N=BxT _ (aIXaII‘aHI>
la"xa'"||?

dir.

Teorem 3.32 Kontrol noktalart by, b4, ..., b, ile verilen n. dereceden bir Bezier egrisi

B(t)'nin t = 0 noktasindaki Frenet vektor alanlar asagidaki gibidir.

__ bi—bg
Tle=o = lIb1—bo |l
B|,_, = (b1—=bo)A(b2—b1) (3.30)

(b1 —bo)A(bz—b1)l|

_ _ba—by b1—bg
Nle=o = lIb, b1|| ‘/’+||b1b|| oty

burada i, b; — by ve b, — by vektorleri arasindaki agidir (Incesu, 2003).

Teorem 3.33 Kontrol noktalart by, by, ..., b, ile verilen n. dereceden bir Bezier egrisi

B(t)'nin t = 0 noktasindaki egriligi ve burulmasi

n—1 |[by—byl|

K= o bl SN ¥ (3.31)
_ n=2{(by—bo)X(b2—b1),(b3—bs))
te n [[(b1—bg)x (b2 —b1)I? (332)

dir. Burada 1, b; — b, ve b, — b, arasindaki acidir (Incesu, 2003).

Teorem 3.34 Kontrol noktalar1 by, b4, ..., by, ile verilen n. dereceden bir Bezier egrisi

B(t) nint = 0' da Serret-Frenet ¢atisinin tiirev formiilleri agsagidadir.
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llb2—b4 ||

T,|t=0 = (n - 1)msinle

b, — b1|| l[)T+( )|b1 by |l{(by—bg)x(b,—by),(b3— bz))B

N'le= = —(n - )ub “boll® (b1 —bg)x (by—by)||2

BIIt—O =—-(n-2) b1 =boll{(b1 —bo)X (b2 ~b1),(b3~b2))

ll(b1—bo)x (b2—b1)II? N.

Teorem 3.35 Kontrol noktalar1 pg, p4, ..., P ve agirliklart wy, wy, ..., w,, ile verilen n.

dereceden bir rasyonel Bezier egrisi RB(t)'nin t = 0 noktasindaki Frenet vektor alanlari

asagidaki gibidir.
Tlemp =7 2200 (3.33)
Bli=o = ||EZ:ZZ;;<EZ;SS|| (3.34)
Nlimo = e CSCW + o coty (3.35)

burada Y, p; — poy ve p, — po vektorleri arasindaki agidir (Samanci Kusak ,2018).

Teorem 3.36 Kontrol noktalar1 pg, p4, ..., pn ve agirliklart wy, wy, ..., w,, ile verilen n.
dereceden bir rasyonel Bezier egrisi RB(t)'nin t = 0 noktasindaki egriligi {x,7}

asagidaki gibidir.

n-1wowy ||P2 poll
K= sin 3.36
n w2 lpi-poll? i ( )

_ n—2wows llps—poll cos @

n wiws ||[p1—pollllp2—Dpoll siny

(3.37)

burada ¥, p; — p, ve p, — p, vektorleri arasindaki acidir ve ®(p; — po) X (P2 — Po)

ve p3 — po vektorleri arasindaki agidir (Samanci Kusak ,2018).

Teorem 3.37 Kontrol noktalar1 pg, p4, .., b ve agirliklart wy, wy, ..., w,, ile verilen n.

dereceden bir rasyonel Bezier egrisi RB(t) nin t = 0'da Serret-Frenet ¢atisinin tiirev

formilleri
lp2—poll

T |,og = (n— 1) 2 N

le=0 = (0= 1) 5 g ot S0 ¥

lp2—poll w3 [|lp3—poll cos @

N'|,_n=—(n—1)% T Ws IPs7PollcOsS®

le=o = —(n =) Or o o SIn W T+ (0 = 2) O sin
B'|,_, = —(n 2) w3 Ip1=Poll{(P1=p0) X (02 —P1),(P3— pz)>N

t=0 =

l(p1—po)x (P2—-P1)II?

dir. Burada @, (p; —pg) X (p2 — o) Ve p3 — po vektorleri arasindaki agidir ve 9,
D2 — Do V€ p1 — Py vektorleri arasindaki agidir (Samanct Kusak ,2018).
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3.3.7 t, €[0,1] icin Keyfi Bir Noktada Frenet Formiili ve Bezier Egrisinin
Egrilikleri

Bezier egrileri i¢in De Casteljau algoritmasi, herhangi bir ¢, € [0,1]
parametresindeki bezier egrileri B(t)'nin, B(t,) degerini hesaplamak i¢in kullanilir ve

ayrica Bezier egrisini Bggs ve Bgo; adl iki egri pargasina bolmek igin kullanilir.

Teorem 3.38 Kontrol noktalar1 by, by, ..., b, ve herhangi bir parametre t, € [0,1] olan
n. dereceden bir Bezier egrisi B(t) olsun. O zaman
B(to) = by

buradai = 0,1, ...,n i¢in bl-0 =p;vei=0,1,..,n—jicinvej = 0,1, .., nic¢in (Marsh,
1999)

bl = (1 —to)b] ™" + tob/]

Bu algoritma sonucunda, boliinmiis Bezier egrilerinin B,; ve Bygy kontrol noktalari
sirastyla {bJ, b}, ..., b3} ve {b}, b} 1, ..., b1_,, b3} dir.

Teorem 3.39 Kontrol noktalar1 by, by, ..., b, ile verilen n. dereceden bir Bezier egrisi
B(t) olsun. O zaman Bezier egrisi B(t)'nin t = t, i¢in B(ty) noktasindaki Frenet
vektor alanlar1 {T, N, B} asagidaki gibidir.

pI1-pl

Tle=t, = pripmy (3.38)
_ (7 -bg)x(by 72 -b7 )

Ble=to = oo o501 (3-39)
_ bR2-ppt T e 1_pl

Nlt=¢, = Tor2=pr ] cSCY + = Tor 0] coty (3.40)

burada bl-j , (9) ile formiile edilmis alt bélme algoritmasi ile elde edilen Bezier bolmesi
Bgqz'n kontrol noktalaridir ve 1, by =2 — bi'~" ve b}~ — bl vektorleri arasindaki agidir
(Incesu, 2003).

Teorem 3.40 Kontrol noktalar1 by, b4, ..., b, ile verilen n. dereceden bir Bezier egrisi
B(t) olsun. O zaman, verilen B(t) bezier egrisinin t = t, i¢in B(ty) noktasindaki
egriligi ve burulmasi asagidaki gibidir.

n-1|pF2-p7 7Y .~
Kk = —12—-2lsin 3.41
o ppt-ng® 4 G41)

e e
n (62~ =bg)x (272 -p7 7))
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Burada bij , (9) ile formiile edilmis alt bolme algoritmasi ile elde edilen Bezier boliimii
Bgqz'n kontrol noktalaridir, ¥, bi~" — b§ ve b3~* — b'~! vektorleri arasindaki agidir

(Yi1lmaz Evren, 2020).

Teorem 3.41 Kontrol noktalar by, b4, ..., by, ile verilen n. dereceden bir Bezier egrisi

B(t,) noktasindaki Serret-Frenet ¢atisinin tiirev formiilleri agagidadir.

n-2_pn—1
T'le=t, = (n— 1) L siny N,

llo7~* =g

177 — b | i
167+ = byl

N’|t=t0 =—(n-1) ny T
0 () e Y Y )

B
— — — 2
(7~ =bg)x (b7 72 -b7 )|

+(n—2) [

b (b —bg)x (b7 2 —bT 1), (b3 —b7 7))

N
— - — 2
(27 =bg)x (b7~ -b7 Yl

’ by
B¢, = —(n — 2) 12

burada bij , (9) ile formiile edilmis alt bolme algoritmasi ile elde edilen Bezier bolimii
Bgqg'm kontrol noktalaridir, ¥, b~ — byt ve b3~ — by~ vektorleri arasindaki agidir

(Yi1lmaz Evren, 2020).

Teorem 3.42 Kontrol noktalar1 pg, p4, ..., P, ve agirliklant wy, wy, ..., w,, ile verilen n.
dereceden bir rasyonel Bezier egrisi RB(t) olsun. O zaman rasyonel Bezier egrisi

RB(t)'nin t = t, i¢in RB(t,) noktasindaki Frenet vektor alanlar1 {T,N, B} asagidaki

gibidir.
n—1 n
T, =2 "P (3.42)
2
n-2 n n—1 n
(pz _po)x(pl _po)
B |t:to - n—2 n n—1 n (343)
(pz _po)x(pl _po)
pﬂ—z _pn pn—l _pn
Nloy= i esey +— "oty (3.44)
P, — Dy b —Po

burada pij , (15) ile formiile edilmis alt bolme algoritmast ile elde edilen rasyonel Bezier
bolmesi RBsqz'n kontrol noktalaridir ve ¥, by™2 — by ve bI'™' — by vektorleri

arasindaki agidir (Samanci Kusak ,2018).

Teorem 3.43 Kontrol noktalar1 pg, p4, ..., pn ve agirliklart wy, wy, ..., w,, ile verilen n.

dereceden bir rasyonel Bezier egrisi RB(t) olsun. O zaman, verilen rasyonel Bezier
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egrisi RB(t)'nin t =t, i¢in RB(t,) noktasindaki egriligi ve burulmasi esitliklerle

verilir.
n—1wpw; " p? -po
K= -siny (3.45)
h (wl" 1) "
n-2 wiw" "3 prcos®
7= f13nz e (3.46)
2w = po Py — posing

burada pij , (15) ile formiile edilmis alt bolme algoritmast ile elde edilen rasyonel Bezier

boliimii RBqs'm kontrol noktalar1 ve Wij ise agirliklaridir ve ¥, pI™1 — pt ve pi=2 —
pt vektdrleri arasindaki acidir ve @, p¥ 3 —pl ve (p}—pl) X (pF % —pd)

vektorleri arasindaki agidir (Samanci Kusak ,2018).

Teorem 3.44 Kontrol noktalar1 pg, p4, ..., p, ve agirliklant wy, wy, ..., w,, ile verilen n.
dereceden bir rasyonel Bezier egrisi RB(t) nin t = t, daki Serret-Frenet catisinin tiirev

formtilleri asagidadir.

n-2 _
T = (n— D sin o

ZHP"‘Z pell . -
siny T+ (n — ) =
wi Ip?t - il wi? ||p3=2 — p¢ll siny

n 3 ||pn—3 i, p(r)l” cos CT)

= (-1~

=3 |lpF 3 -pd| cos @
r_ 0
B = —(1= D) = iy

burada pij , (15) ile formiile edilmis alt bolme algoritmasi ile elde edilen rasyonel Bezier

boliimii RBggg'in kontrol noktalari ve ¥, pP™' —pi ve py% —pi™ vektorleri

arasindaki agidir ve ®, (pI ! — p¥) X (p¥ 2 — p¥) ve p3~3 — p¥ vektorleri arasindaki
acidir (Samanci Kusak ,2018).

3.3.8. Acik B-Spline Egrilerinde Frenet Catisi
Teorem 3.45 B, kontrol noktalar1 by, by, ..., b, olan ve knot vektorleri t, =t; = -+ =
tas tavr tasz - tmed—1 tmed = tm—d+1 = =+ = tpolacak bicimde d. dereceden bir
acik B-spline egrisi olsun. Bu taktirde

B(tq) = by ve B(tym—q) = by
dir. (3.47)
Ispat: (Marsh, 1999)
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Teorem 3.46 B, kontrol noktalariby, b4, ..., b,, olan ve knot vektorleri ty = t; = -+ =
tas tastr taszs o tmed—1 tm—d = tm—d+1 = '+ = t;pyolacak bicimde d. dereceden bir
acik B-spline egrisi olsun. Bu taktirde
, d
B (ty) = —— (b, — by) (3.48)
d+1 1

d

%’(tm—d) =

dir (Marsh, 1999).

(bn - bn—l) (3-49)

tm-1—tm-d-1

Sonug 3.47 B, kontrol noktalar1 by, by, ..., by, olan ve knot vektorleri tg = t; = - =
tas tastr taszs o tmed—1; tm—d = tm—d+1 = '+ = t;yolacak bicimde d. dereceden bir
acik B-spline egrisi verilsin.Egerty = t; = - =t; =0ve t,_qg = tmge1 = =+ =

m = 1 bu taktirde

B'(0) = = (bs — bo) (3.50)
B' (1) = by — bn-1) (3.51)

dir.

Teorem 3.48 B, kontrol noktalar1 by, b4, ..., b, olan ve knot vektorleri ty = t; = -+ =
tas tast taszs o tmed—1; tm—d = tm—d+1 = *=* = t,, olacak bigimde d. dereceden bir

acik B-spline egrisi olsun. B u taktirde

B (ty) = —2 D (p, — b)) ——2ED____(p —by)

(tag+1—t2)(Eqe2—t2) (tag+1—t2)(Eqe1—t1)

Ve
" d(d-1) d(d-1)
B (t,,— b,_1—b,_
( m d) (tm-2—tm-d—1)(tm-1—tm-d- 1)( n 1) (tm—z—tm—d—1)(tm—2—tm—d—z)( n-1 n 2)
dir.

Ispat: (Marsh, 1999)'den acik bir B-spline egrisinin T.

tireviB® (t) = Z27 bONS) (¢) burada b =b; ve b =td;+:(bfill)
i+d+1~ ti+r
d
—=— (b, —by)ve by = ———(by — by) =

ta+2—t2 ta+1—t1

bi(r_l)) dir. Buna gore bgl) =
B'(ty) yazilabilir. Ayrica (Marsh, 1999)'den, B"(t;) = b(()z) = &(bil) - b(()l)) =

ta+1—t2
d-1 d d
|, — b)) -
ta+1—t2 Ltgez—t2 tag+1-t

(b — bo)] elde edilebilir. Benzer sekilde bir Spline
1

egrisinin ikinci tiirevi alindiginda ve n=m-d-1 oldugundan

@ ___ a1 @
bi T bl+1

b

tivd+1—tit2

Bi¢iminde i = n — 2 alinirsa



d—1
2 _ €Y} €Y}
bn—z Tt —t (bn—l - bn—z)
n+d-1 n

. d-1 d (b — b 2)

tn+d—1 - tn tm—l - tm—d—l " nt
d

—— (b1 — b,y

tn—1+d - tn—l( nt " 2)
d(d—1)(bp—bp-1) d(d—1)(bn-1—bn-2)

(tm—z _tm—d—l)(tm—l _tm—d—l) (tm—z _tm—d—1)(tm—2 _tm—d—z)

elde edilir. Bu ise B" (t,,_4) ifadesine esittir.

Teorem 3.49 B, kontrol noktalar1 by, b4, ..., b, olan ve knot vektorleri ty = t; = -+ =
tas tarrtasz - tmed—1tmed = tm—da+1 = -+ = t;polacak bicimde d. dereceden bir
acik B-spline egrisi olsun. Bu taktirde

d(d —1)(d — 2)(bs — by)

(tas1 — t3)(tasz — t3) (a3 — t3)
_ d(d —1)(d — 2)[tg41 + tasz — tz — t3](by — by)
(ta+1 — t3)(taez — t2) (tas2 — t3)(tgy1 — L)

B (t) =

d(d—1)(d—2)(b1—bg)
(ta+1-t3)(tgr1—t2) (Ear1—t1)

Ve

d(d —1)(d = 2)(by — bp—1)

(tm—3 - tm—d—l)(tm—z - tm—d—l)(tm—l - tm—d—l)

B (tn-a) =

d(d - 1)(d - 2) [tm—3 + tm—z - tm—d—z - tm—d—l] (bn—l - bn—z)
(tm—3 - tm—d—l)(tm—z - tm—d—z)(tm—z - tm—d—l)(tm—B - tm—d—z)

d(d—l)(d_z)(bn—z_bn—3)
(tm—s_tm—d—1)(tm—3_tm—d—z)(tm—s_tm—d—3)

dir.
Ispat: B"'(t;) yi bulmak icin bl.(r)'de r = 3 secelim
@__W=-2) e _,e
b =———— (b2, - b®)

i+1
liva+1 — li+s

bulunur. bl(i)l ve bi(z) yi yerine bl.(z) =@ (bl(i)1 — b.(l)) ve

tivd+1—tiv2 !
b.(z) _ (d-1) (b(l) _ b(l)

i+1 i+2 i+1) ifadeleri yazilmalidir. bl.(l), p® bi(l)z yerine de

1 )
tivd+2—ti+3 17 Tt

d
b = (biyy — b))

Ca+ivr — it

30
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) d
b1 = — (bis2 — biy1)
liva+2 — Lis2
d
1
bi(+)2 = ——— (biy3 — biy2)
tiva+3z — Li+3

ifadeleri yazilirsa

d—1 d d
p® = [ (bisz = biy1) — (b —b-)]
' tivars — biwz Lbivarz — tiwz - 0 Y tipger — b
bl(i)1 = 4= [ d (biyz — biyz) — L (biyz — bi+1)]
Liva+z — Li+3 Wita+3 — tits Lita+z — Lit2

elde edilir. Simdi bu ifadelerde bi(3) de yerine yazilirsa

3 _
b =

d—2 d—1 d
{t [t (bi+3 — biy2)

tiva+1 — li+3 Wira+2 — Liv3 Lliva+3 — Lit3
d
———————(biy2 — bi41)

liva+2 — Lit2

d—1 [ d
t

Liva+1 — Li+2
d
)

liva+1 — i+t

(bis2 — bit1)

i+d+2 — Lit2

elde edilir. Bu ifade diizenlendiginde
b3 d(d —1)(d — 2)(biy3 — biy2)

1

 (tivas1 — tir3) Civarz — tivs) (Eirars — Eivz)
d(d - 1)(d - 2)(bi+2 - bi+1)

B (tiva+1 — tivz) (Civarz — tivs) (Eivasz — tiv2)
d(d —1)(d — 2)(bj41 — b;)

B (tiva+1 — ti3) (Civasr — tiv2) (Eivarz — tiv2)
d(d —1)(d — 2)(biz1 — by)

(tiva+1 — ti3) (Civasr — tiv2) (Eivar1 — Liv1)

bulunur. Bu ifadeyi daha da sadelestirirsek;

b3 d(d —1)(d — 2)(biy3 — biy2)
l (tiva+1 — ti+s) Civarz — tiv3) Eiva+s — tits)
d(d —1)(d = 2)[tiva+1 + tiva+z — tivz — tirs](Bis2 — biy1)

B (tiva+1 — tis3) Civasz = tiv2) (Givasrz — tivz) (Civasr — tiva)
d(d —1)(d — 2)(biz1 — by)

(tiva+1 — tiz) (Civasr — tiv2) (Eivar1 — tiv1)

bulunur. Buna gore

B'"'(ty) = bés)veﬁB”’(tm_d) = br(f_)3 olur. Yani;
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d(d —1)(d — 2)(b3 — by)

B (ta) = (ta+1 — t3)(Egez — t3) (Lay3 — t3)
_ d(d —1)(d — 2)[tg41 + tasz — tz — t3](by — by)
(ta+1 — t3)(tgsz — t2) (ta42 — t3)(tge1 — L)
d(d —1)(d — 2)(b; — by)
(tasr — t3)(asr — t2) (Eap1 — t1)
ve
d(d —1)(d — 2)(b, — b,_,

(tn+d—2 - tn)(tn+d—1 - tn)(tn+d - tn)
d(d - 1)(d - 2)[tn+d—2 + tn+d—1 - tn—l - tn] (bn—l - bn—z)

- (tn+d—2 - tn)(tn+d—1 - tn—l)(tn+d—1 - tn)(tn+d—2 - tn—l)
d(d - 1)(d - 2)(bn—2 - bn—3)

(tn+d—2 - tn)(tn+d—2 - tn—l)(tn+d—2 - tn—z)

olur. Yadan = m — d — 1 oldugundan
d(d - 1)(d F 2)(bn - bn—l)

B (tn-a) = (tm-3 — tm-a-1)(tm-2 — tm-a-1) (tm-1 — tm-a-1)
_ d(d - 1)(d o 2) [tm—3 +tn-2 — tm-q-2 — tm—d—l](bn—l - bn—z)
(tm—3 r tm—d—l)(tm—z - tm—d—z)(tm—z - tm—d—l)(tm—3 - tm—d—z)
n d(d - 1)(d _ 2)(bn—2 B bn—3)
(tm—3 - tm—d—l)(tm—3 3 tm—d—z)(tm—3 - tm—d—3)
bulunur.

Teorem 3.50 Kontrol noktalart bg, by, ...,b, ve knot vektorleri ty =t; = =
tas tast taszs o tmed—1 tm—d = tm—dq+1 = ** = tpoland.nci dereceden bir acik B-

spline egrisinin Frenet vektor alanlari; t; noktalarinda;

t=ty'de
Tle=tq = ||Z:Zz||; Ble=zq = ||EZ;ZZ;;<EZ:ZS||; (3-52)
Nle=z, = (bzu;il—)bclsum N ﬁ'ﬁiiiiﬂ cote (3:53)
Klemtq = déi‘iil-liﬁ)éfiﬁg b Sin @ (-39
(®: by — by ile b, — by arasindaki agidir).
tome, = Gt an—t)Carz~ta) __Ibs—blicose (3.55)

A(tqe1—t3)(ta42—t3)(ta+3—t3) |Ib1i—bollllbz—b4]l sin @

burada ¢; [(b; — by) X (b, — by)] vektorii ile b; — b, vektorleri arasindaki agidir
(Yilmaz Evren, 2020).
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Ispat:
a
TI _ a' I _ td+1—t1( 1 bo) _ -t (bl - bo) _ b1 - bO
=ta T lar|| e _pall 11by = boll
[t boll Tor = b
a’ x a’l
Plecte = farsca 1=
d(d-1) d(d-1)
ta+1—t1 (bl bo) X [(td+1—t2)(fd+2 tz)( bl) (td+1—tz)(td+1—t1)( bO)]
d(d-1) d(d-1)
||td+1—’f (by = bo) X [(td+1—t2)(td+2—t2)( b1) (td+1_f2)(td+1—t1)( bO)]”
L@y [(by = by) X [(b, = by) — (by — by)]]
(ta+1—t1)2%(ta+1—t2)%(tg42—t2) 1 0 2 1 1 0
d2(d-1)

[(by — bo) X [(b; — by) — (by — bo)]] ”

|| (ta+1—t1)?(tae1—t2)%2(tg42—t2)

» (b1 — bg) X (by — by)
[|(by — bo) X (by — by)|
(by — bo) X (by — by) 9 by — by
(b1 — bo) X (b — b)Il  ||by — byl
1
r |(by — bo) X (by — by)||. l|by — byl
X (by — by)

Nl¢=¢t, = Ble=ty X Tle=¢, =

[(by — bg) X (by — by)]

1
" Iby = boll- 1[(by — bo) X (b; — by
— ((by — by), (by — b)) (by — by)]

1
" 116y — boll-1(by — b) X (b, — by
— ((by — by), (by — b)) (by — by)]

[((bl - bO)r (bl - bO))(bZ - bl)

[1Iby = boll*(b; — by)

_ (b, — by)llby — byl _ ((by — by), (b — b1))(by — by)
|[(by — bo) X (by — by)|l  [Iby — bollll(by — bo) X (by — byl
_ (b, _b1)||b1 _b0|| _ ||b1 _b0||||b2 —b1||cosCI>(b1 _bo)
by — bollllby — byll sin®  ||by — bylll|by — bollllby — byl sin @
(b, — by) (by — by)
=—csch—— cotd
lby — byl |lby — boll
d?(d-1)
K = ||(X' X 0(”“ _ (td+1—t1)(td+1—tz)(fd+2 t )”(bl N bo) X (bz N bl)”
t=tg — 7113 -
o s llby = bl

(tgs1 —t)?(d—1) |lby — byl

= sin @
d(tger — t2)(tae2 — t2) 1y — byll?
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(al’ all’ alll)
Tlt:td “a/ X a”Hz

(o

(ta+1—t1)

d(d-1) d(d-1)(d—2)(b3—b,)
b,—b
" (tge1—t2)(tg2—t2) ( 2 1), (td+1—t3)(td+2_fs)(td+3_f3))

d*(d-1)2
e (b1 — bo) X (b — b)II?

(ta1-t1)?(tae1—t2)%(tas2

d?(d—1)*(d—2)(by—bg,by—b1,b3—b3)
(tg+1—t1)(Eae1—t2)Ca42—t2)(Eg+1—t3)(Eqge2—t3)(Ea43—13)

4 _ 2
a7@-l) ll(by — b) X (by — b2

(tg+1—t1)?(tae1—t2)% (tge2—t2)?

_ (d—2)(tge1 — t1)(tge1 — t2)(tg42 — t2) _ (by — bg, by — by, b3 — by)

d(tgsr — t3)(tgsz — t3)(ta43 — t3) I|(by — bo) X (by — by)|?
_ (d = 2)(tge1 — t1)(tge1 — t2)(tg42 — t2) _ lbs — b, || cos ¢
d(tger — t3) (g2 — t3)(tg43 — t3) [[by — bollllby — byl sin @

Burada ¢@; [(b; — by) X (b, — by)] vektorii ile b; — b, vektorleri arasindaki agidir.

Teorem 3.51 Kontrol noktalari by, by,...,b, ve knot vektorleri t, =t; ==
tas tarrtasz - tmed—1tmed = tm—d+1 = =+ = tpoland.nci dereceden bir acgik B-
spline egrisinin Frenet vektor alanlari; ¢ = t,,_; noktalarinda;

= Znnel (3.56)

T|,_
le=tm-q lbn—bn—1l

—(bpn—bn—1)X(bp—1—bn—2)
B|;- = '
|t—tm_d l(bn—bn—1)X(bn-1—bn-2)ll (3 57)
_ bp—1—bn—2 bp—bn—1
NIt:tm—d - [|bp—1—bn—2ll cscd + b —bp—1ll cotd (358)

dir. 9, (by,_1 — by_») ile (b,, — b,_1) vektorleri arasindaki agidir.

Klt:tm_d =

d-1 (tm-1—tm-a-1)° |br—1—bpn—2ll sind (3 59)
d (tm—z_tm—d—l)(tm—z_tm—d—z) ||bn_bn—1”2 ’

Tl - _ (d-2) (tm—1—tm-d—1) Em—2—"tm—d-1) Em—2—tm—a-2)Ibn-2—bn-sllcsc ¢
t=tm-a d  |l(bn=bnp-1)X(bp-1=bn-)tm-3—tm-a-1) tm-3—tm-a-2)tm-3—tm-da-3)

burada ¢, (b, — by_1) X (bp—1 — byp_;) vektorii ile (b,,—, — b,_3) vektorleri arasindaki

acidir (Yilmaz Evren, 2020).

ispat:
d
! e — b —b B
l) Tlt—t = * = tm_l_tm—d—l( n n 1) _ bn - bn—l
D I S [ Ry

tm—1—tm-d-1
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a xa”
lla’ x a"||

[ — 2 (b, - bn—l)] X [(tm—z

tm—1—tm—-d-1

ii) B|t=tm_d =

d(d—1)(bp—bp-1) _ d(d—1)(bp-1—bn—2) ]
~tm-d-1)Em-1—tm-d-1) (Em—2—tm-d-1)Em—2—tm—d—2)
- d d(d—1)(bp—bp-1) d(d—1)(bp—1—bn—3)
— (b, — b,,_{)| X —
|| [tm—l_tm—d—l ( n n 1)] [(tm—z_tm—d—1)(tm—1_tm—d—1) (tm—z_tm—d—l)(tm—z_tm—d—z)] ||
—d?(d—1)(bp—bn_1)X(bp—1—bn_>)
_ _(moa-tm-g-1)tm-2-tm-a-1)tm-—2-tm-d-2) _ —(bp — bp_1) X (b1 — bp_3)
|| —d2(d=1)(bn—bn-1)X(bn-1~=bn-2) l(bp, = bp—1) X (bp—1 — bp_2)ll

(tm-1-tm-d-1)Em-2-tm-d-1)Em-2-tm-a-2)

olur.
L) Nle=e = Bli=t, , X Tli=t,,_,
_ _(bn - bn—l) X (bn—l - bn—Z) x bn - bn—l
“(bn - bn—l) X (bn—l - bn—z)” ”bn - bn—l”
_ ”bn - bn—lllz(bn—l - bn—z) + <bn o bn—lr bn—l - bn—Z)(bn - bn—l)
“bn - bn—lllzllbn—l - bn—2“ sin 9
b,_1—b,_ b, — b,_
=1 n-2 cscd + ——"1 ot
1br—1 — bp_ll 1By, = bpyl
w 4 d2(d=D)l|(bp=bn-1)X (b-1=bn-2)
a Xa - — —
V)| ot = = (tm—-1 tm—d—;);tm—z tm—d—1)(tm—2—tm—d—2)
T el ————|lby — bpall®
(tm-1—tm-d-1)3 . s
_ d—1 (tm—l - tm—d—l)z ”bn—l - bn—z” sind
d (tm—z - tm—d—l)(tm—z - tm—d—z) ”bn - bn—1”2
(al‘ a!l‘ 6!”I)
V) Tle=t, g = T <o E

d(d_l)(d_z)(bn_bnfl)

d(d-1)(bp_1—bn-»)
(tm—z_tm—d—l)(tm—z_tm—d—z)

(tm73 _tmfd—l)(tm—z_tmfd—z)(tm—z_tmfd—l)(tm—s_tmfd—z)
d(d_l)(d_z)(bn—z _bn—3)
(tm—s _tm—d—l)(tm—3_tm—d—z)(tm—3_tm—d—3)

l(by = by—1) X (bp—1 — bp-2)II?

(tm—l_tm—d—l)

dad-1) (b, — b,_1) |[ (Lar1=t3)(tarz—t3) (tarsz—ts) -I
d (b _ b ) (tm—z_tm—d—1)(tm—1_tm—d—1) n n-1 |_ d(d_l)(d_z)(tmfs'*'tmfz_tmfdfz_tmfd—l)(bn—l_bnfz) |
k n n-1/,» il |

N

(@*(a-1)?

(tmfl_tmfd—l)(tm—z_tmfd—l)(tm—z_tmfd—z)
d3(@-1)*(d-2)(bp—bn—1,bn-1=bn-2,bn—2=bn—3)
(tm—s_tm—d—1)(tm—3_tm—d—z)(tm—s_tm—d—s)

d4 d— 2
(@) | (by, = bp—1) X (b1 — bp_2)|I?

(tm-1-tm-d-1)tm-2—-tm-a-1)tm-2—tm-g-2)
__@d=2)tm-1 ~ tmd-1D) 2~ tm-d-1) -2~ tm-d-2) (bn — bn-1,bn1 — bn2,bn2 = bn3)
d  (tm-3 —tm-a-1)Em-3— tm-a-2)tm-sz —tm-a-3)  [(by — bn_1) X (by_y — by 2)II?
_ (@d-2) (tm-1 — tmea—1) (tm—2 — tim—a-1) (tm—2 — tm—a-2)llbp—z — by_3ll csc
" d By = bu1) X (b1 — bp- Dtz — tm-a-1)Em-3 — tm-a—-2)tm-3 — tm-a—3)
Burada ¢, (b, — by,_1) X (b1 — by_;) vektori ile (b,_, —b,_3) vektorleri

arasindaki ag¢idir.
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3.3.9. Acik Nurbs Egrilerinde Frenet Catis1 ve Egrilikleri

Teorem 3.52 Kontrol noktalari by, by, ..., b, ile agirliklart wy, wy,...,w, ve knot
vektorleri ty =t; = =ty tae1, tasz - tmed—1 tmed = tm—dq+1 = - = tyoland.

dereceden bir agik NURBS egrisi verilsin bu taktirde

/ —_d W —
B(ta) = 2 (b, — by)
ve
’ d n—
B (tm—d) = t1—tmdo1 anl (bn - bn—l)
dir.

Yl oWibiNiq(t)

Ispat: Bir NURBS egrisini B(t) = ST
i=o VilVi,d

olarak yazdigimizda buna 5 dersek;

B'(t) = % - B g; seklinde yazilabilir. Bu durumda, f ifadesi kontrol noktalari (w;b;)

olan g ifadesi de kontrol noktalar1 (w;) olan birer B-spline egrisi olarak diisiiniilebilir.

O halde bu f ve g fonksiyonlarmin t =t; ve t =t,_4 noktalarindaki tiirevleri

ey = (L _gd
B(td)—(g Bg>|t=td

asagidaki sekilde bulunabilir:

d d

P (w1by — wobg) P (wy —wp)
— d+17*1 —|» d+1~C1
Wy 0 Wy
d wy by bow; d wy
= — by — +b]=——(b — by)
ta+1 —t1 L wy " wp 0 tagr —tiwg -~ —
bulunur. Benzer sekilde
, i
B'(tm-q) = (E - BE lt=tm_q

a a

T s (Wnbn - Wn—lbn—l) (Wn - Wn—l)
_ tm—1—tm-d-1

Wn Wn

tm—1—tm-d-1
b
n

d

tm—l - tm—d—l

Wnbn - Wn—lbn—l _ bn(Wn - Wn—l)

Wn Wn
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d W,,_1b.,_ b,w, _
_ [bn_ nlnl_bn+nn1]
tm—l - tm—d—l Wp Wn
d [Wn_l
- (b = bn-)]
tm—l - tm—d—l Wn " nt

dir.
Teorem 3.53 Kontrol noktalar1 by, by, ..., b, ile agirliklart wy, wy, ..., w, ve knot
vektorlert to =t; = =ty tge taez - tmed—1 tm-d = tm-d+1 = = = tpoland.
dereceden bir agik NURBS egrisi verilsin bu taktirde

dd—-1) w
(tas1 — t2)(tasz — t2) W_(ZJ(bZ ~ bo)
d &[(d—l)(td+1+td+2—t1—t2) 2d (&_ )] (by — by)

B"(ta) =

(ta+1—t1) wo (tg+1—t2)(tgez—t2) (tar1—t1) \wg
ve
B" (tm-a) =
{Wn—1 d(d-1) 1 _ 1 ] _ 2d2Wn—1(Wn_Wn—1)} (b, — )) _
Wn (Em-2=tm-d-1) Ltm-1—tm-d-1 tm-1—tm-d—2 (tm-1—tm-d-1)?wn n-1
Wn—-2 d(d—l)
— — (bn - bn—z)
Wn (tm—2—tm-d-1)Em-1—tm-d-2)
dir.

ispat: B = L dersek, B’ =L — B idi.
g g g

B" = |—— B—l
B" = f— - ZB’ B—
) ) )
elde edilir. O halde
B'(ty) = — (b, —b
(ta) (tgs1 — t2)(tg4z — tz) Wy (b2 o)

— by) [

1
]
tav2 =ty tgy1— 0

d? wi W1>
S — | (by — by)
(td+1 — t1)? < wo) ! 0

(tg+1 — tz) Wo

_ dd—-1) wa (b, — by)
(tarr — ) (tgur — ) Wo - = °
B d wi [(d = D(tar1 + tasz — t1 — ) 2d (ﬂ B )l (b, — by)
(tas1 — t1) wo (tas1 — t2)(tas2 — t2) (tas1 — t1) \wy

bulunur. Benzer sekilde
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d(d - 1)(Wnbn - Wn—lbn—l)

B tn-a) = (tm-2 = tm-a—1)(tm-1 — tm—q—1)Wn
d(d —1)(Wp_1by1 — Wy 2by_3)
 (tm-z — tm-a-1)(tm-2 — tm-a—2)Wn
2d?

Wn—1
(b1 — tm-a-1)? WE (br = bn—y) (Wn = W1

by dd= D —w, )
Wy (tm—2 = tm—a-1) (tm—1 — tm-a-1)
b_n d(d — D) (Wp_y —wy_3)
n (Em—2 — tm_a—1)(tm-1 — tm_a—1)

_ {wn_l d(d—1) 1 1

Wn (tm—z - tm—d—l) tm-1— tm-da-1 tm-1 — tm-a-2

Zdzwn—l(Wn - Wn—l)}

- (by — bn_1))
(tm—l 2 tm—d—l)ZWn & " 1)
Wn_2 did—1)

- (b, — bn_3)
Wn (tm—z - tm—d—l)(tm—l - tm—d—z) " o2

dir.

Teorem 3.54 Kontrol noktalar1 by, by, ..., b, ile agirliklart wy, wy, ..., w, ve knot
vektorleri to =t; = =ty tge, tasz o tmed—1; tmed = tm-dq+1 = *=* = t,, olan d.
dereceden bir agik NURBS egrisi verilsin bu taktirde

d(d—1)(d —2)ws

B (t) = = (b — o)
dd—Dwyd—-—2 d-—2 3d(w;—wyp)
- [ (b, = by)
Wy zlm  zkly zykw,

(d-1)(d-2)(y+1) n (d-1)(d-2)
zkly xXyz
wid 3d(wq—wg) ((d—l)(x+k) Zd(wl—wo)) _
+ wo xZwg vk + XWo I(bl bO)
l 3d(d—1) [wy-w, +W1—Wo] J
WoXy k x

dir. Burada
tav1 —t1 =X tger —t3 =2, tgya —la =k, tgyp —t3 = Ltgez —tz =m ve tgyq —
t =y

dir. Buradan
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B (tm-a)

( d(d —1)(d —2)w,_, (1 h+v>_ \

uvwy, e qh

= 3d2Wn—1 (d - 1)(Wn - Wn—1) (é - %) 4 d—1 (Wn - Wp_1 3 Wp_q1 — Wn—z) _ Zd(Wn _ Wn—l)z (bn

k ewy, W, vwy, e q e? }
_bn—l)

+ d(d B 1)Wn—2 3d2(Wn B Wn—l) (d _ 2) (d - 2)(h + U) (b b )
Wy, evqwy, uhr uqvh nooon=2

d(d—1)(d—2)wp_
+ ui(lrwn)w : (bn - bn—3)
dir. Burada

tm-3 — tm-a-1 = U, tm—2 — tm-a-1 =V,
tm-1 — tm-a-1 = €lm—1 — tm—aq-2 =D,
tm-2 = tm-a-2 = ¢ tm-3 — tm-a-2 = h, tm-3 —lm-a-3 =T dir.
ispat: B=L=B" =L _BL ve B"=L—2B"% — BZ idi. O halde
g g g g g g
B,,,:If g—zf gl_le,,g_+B,<g g—zgg>l_[3,g_+3<g 9-9 g)l
9 g 9 g 9
nr n ! ! n 12 n " n !
! Zg—f T gL g9 lyopd _pd _pd ,pdd
g g g g g g g g
=f__9_(f__ 2L ey ZBI) ~S3p1-pL
g 9g\Jg g g g g
= {f—— 3L 39 p —Bg—}
g g g g

dir. O halde;

( d(d—-1)(d - 2) )
[(td+1 — t3)(tgsz — t3)(Lass — t3) (Wsbs = WZbZ)l
B"(t,) = i< _ d(d — 1)(d — 2)[tgs1 + tasz — & — t3](Wyby — wiby) \

Wo (ta+1 — t3) (a2 — t2) (Lgez — t3) (tg41 — t2)
d(d —1)(d — 2)(w;b; — wyby)

\ (ta+1 — t3)(tae1 — t2) (Eger — t1) J
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3
Wo (td+1

\
r dd-1__ w 0
— wy) [ (ta+1 — t2) (tasz — t2) Wy wy (b2 = Do) = ‘ ¥
1[(d = D(tge1 + taer — 6 — t3)
(td+1 t1) Wo I (tg+1 — t2)(tgsz — t2) * lagy1 — _ - 1 l (b1 = bo) J
_ { ( _b )[ d(d —1)(w, —wy) _ d(d—l)(W1—Wo) }
wo l[(Carr =t Wo -+ 07 | (barr — t)(barz — t2)  (tass — t2)(taer — 1)
|{ d(d—-1)(d—2)(wz —w,) d(d —1)(d — 2)(w; — wp) \I
_ﬁ{ (ta+1 — t3)(tavz — t3)(tars —t3)  (tas1 — E3)(arr — t2)(tasr — t1) ¥
Wy _d(d = 1)(d = 2)(tas1 + tasz =ty — t3) (W —wy)

L (tasr — t3)(Lasz — t2) (tasz — t3)(Lasr — t2) J
tav1 —t1 =X tge1 — 3 =2, gy —ly =k, tgyp —t3 = Ltgez —tz =m ve tgyq —
=Yy
alirsak

" _ d(d —1)(d — 2) |wsb; — wb, y (v + D(wyby —wiby)  wiby — woby
B (ta) = Wy [ zlm zkly + Zyx l
3d [d(d 1) w,
—— (wy — wp) — (bz bo)
XWq vk
[0, M)
) )
3dw21 (b — by) Id(d - 1)(W2 w1) d(d — 1)(wy —wyp)
XW, yx
by 5—Wy, wi—wy, (W,—w)y+D
__(d(d - D=2 [ zlm * Zyx a zkly
RS (S
dd—l d—2 l did—1)(d -2 l
UDUDODYs SO0 DO DM,
d(d - 1Dd-2)w, 3d%(d — Dw,(wy — wy)
DD, - ) - T g, -y
N 3d2w;(wy —wy) [(d — 1) (x + k) 2d(w1 — Wp) (bs — by)

x2wy? vk W,
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3d%(d — Dw;(w, —wy) N 3d%(d — Dw;(wy —

W°)] by — by)

xwo2yk x2ywgy?
d(d —1)(d—-2)wsy
e (02— o)
d(d-1 d—2 d—-2 3d -
_ ( Iw, [ + (wy Wo)] (b, — by)
Wy zlm  zkly zykw,
d-Dd-2)y+1)  (d-1)(d-2)
+ +
zkly xXyz
d|3d d—1Dx+k) 2d -
+W1 (wy —wyg) (( )( ) (wy Wo)) (by — by)
Wy xX%w, vk XWq
3dd—1)wy—w, w;—w
n ( ) [ 1 2 n 1 0]
WXy k x
bulunur. Benzer sekilde 6nce
tm-3 = tm—a-1 = U, tm-2 = tm—a-1 =V, tm-1 —tm-q-1=2¢
tm-1 — tm—a-2 =D, tm-2 — tm-a-2 = q, tm-3 —tm_a—2=h
tm-3 —tm—q-3 =T
diyelim. Bu durumda
g =" _39pm_39 g _ B4 O halde
g g g g
[Wnbn - Wn—lbn—l Wn—zbn—z - Wn—3bn—3
Bt ) = d(d—-1)(d - 2) uve uhr
m-d Wn l _ (h + U) (Wn—lbn—l - Wn—zbn—z) J
uqvh
I{ Wn—1 d(d - 1) ( 1) ZdZWn—l(Wn — Wn—l) (b b )\|
3d(wn Wp_1) 4 v e p e? n-1 ¥
Wy_,d(d —1) b b
l wy, vq ( n n—Z) J

(bn - bn—l)

_ 3d? (d - 1) {(Wn - Wn—l) _ (Wn—l - Wn—z)} Wn-1
q

vew, e n

. d(d - 1)(d - z)bn Wp — Wp1 . (h + v)(Wn—l - Wn—Z) n (Wn—z - Wn—3)
uw, ve qvh hr

olur. Buradan,

d(d - 1)(d — 2D)w,_, w,_,d(d —1)(d - 2)
B (tm—d) - uvew,, bn—l + uhrwn bn—Z
d(d — 1)(d — 2)w,_s d(d — 1)(d — 2)(u + V)w,_,
- bn—3 - bn—l
uhrwy, uqvhwy
d(d —1)(d—-2)w,_,(h+ v) 3d?(d — 1)(Wy, — Wy 1)Wp_q (1 1) b
uqvhw,, bn—2 vew,2 e p/ "
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+ 6d3(Wn B Wn—1)2Wn—1 b + 3d? (d — 1)Wn—1(Wn B Wn—l) <1 1) by,

N - _Z
e3wy,

vewy,? e p

6d3(Wn - Wn—l)zwn—l b + 3d” (d - 1)Wn—2(Wn - Wn—l) <1

1
o — =) by~ b 2)

evqw,,? e p

. 3d” (d B 1)Wn—l (Wn — Wn—1 . Wn-1— Wn—Z) (bn . bn—l)
€ q
dd—1)(d—2)w,_
n ( )( IWn_1 b
uvew,
L4 =D =D+ vwysy, dd =D =2t VIwns
uqvhw,, "

vewy,?

n

uqvhw,, "

d(d—1)(d —2)w,_, d(d—1)(d — 2)wy,_3
— b, + b
uhrwy,

uhrw,, n

olur. Buradan da;

d(d — 1)(d — 2)w,_
B (tm-a) = = (b — by1)
n

f d(d—1)(d — 2)w,_; (b — by )
uhrwy,
_ d(d —1)(d — 2)w,,_, (b, — b))+ did—-1)(d-2)(h+v)w,_,
uhrwy, uqvhw,
B d(d—1)(d - 2)(h+ v)w,,_,

uqvhw,

_ 3d2(d - l)Wn—l(Wn B Wn_l) (% — %) (bn - bn—l)

(bn - bn—l)

(bn - bn—z)

vew,,?
6d3(Wn - Wn—l)ZWn—l de(d B 1)Wn—2(Wn - Wn—l)
e3Wn (bn - bn—l) + eUCIan (bn - bn—Z)
_ 3d*(d - Dwp_q ((Wy — wy_q) _ (Wn_q1 — wy_3) (b, — b,
vew,,2 e noonl
yazilir. Son olarak
B" (tm-a)
( d(d —1)(d —2)w,_, l h+v B \
uvwy, (e * qh )
=\ 3d%w,_, [(d = Dwn = wn_y) (é - %) . d—1 (Wn ~ Wi Wnog = Wn—z)  2d(Wy = Waur)? (b
k ewy, W, vwy, e q e? }
- bn—l)
d(d B 1)Wn—2 3d2(Wn B Wn—l) (d _ 2) (d - 2)(h + U)
+ - - (bn - bn—z)
Wy, evqwy, uhr uqvh
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L 4= 1D = 2w,

uhrwn (bn - bn—3)

olur.

Teorem 3.55 Kontrol noktalar1 by, b4, ..., b, ile agirliklart wy, wy,...w, ve knot
vektorleri to=t; = =tg;tartarz - tmed—1tmed = tm—d+1 = - = t,, Olan
d.nci dereceden bir acik § NURBS egrisinin Frenet vektor alanlart ve egrilikleri t = t,

noktasinda asagidaki sekildedir:

b1—b
Tle=ta = 15 el (3.60)
_ (by=bg)x(by—hy)
Ble=c, = [l (b1 —bo)x (b2 —bo) | (3.61)
_ (ba=by) (b1—by)
le=t, = 1o bl cscd — —||bi—b0|| cotd (3.62)

d 1x wowsy ||ba—bgl|
Klemr, == ——222 0% sin® (3.63)
d a yk w2 |lby—bol|2

] _ d=2wowz xyk _ |lb3—byllcos ¢ (3.64)
t=td = "q wyw, zim [|(bs—bo)x (b2 —bo) .

dir. Burada @, (b; — by)ve (b, — by) vektorleri arasindaki agiyr ve ¢ de (bs — by) ile

(by — by) X (by — by) vektorleri arasindaki agiyr ifade eder. Ayrica ty,q —t; =
X tge1 —l3 =2, lgep— =k, tgea—l3=Ltguz—ta3=m ve tg1—tr =Y

(Y1lmaz Evren, 2020).

Ispat:
daw
1) Tlooy, = - owo P17b0) by —y
S I EEPY P
d d(d-
A L G bo) X 22 (by — by)
t=t "
¢ la’ Xa|| ”dwl(b1 by) X M(bz bo)”

_ (by — bo) X (b, — by)

(b1 — bo) X (by — bo)|
(by — bg) X (b, — by) (by — bo)
(br = bo) X (b, = b)ll " 11b — b

3) Nlt=¢, = BXT)|p=¢, = [”

1
" 1by — bollll(b; — bo) X (b; — by)l
1
= 1Iby — bollll(b; — bo) X (by — o)l
_'<(b1 _'bO):(bZ _'b0)>(b1 _'bO)]

[(b1 — bg) X (b — bg)] X (by — by)

[{(b1 = bo), (b1 — b))(b2 — by)
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1
B [[by — bollllby — bollllb, — bell sin ®

- ||b1 - b0||||b2 - bo” cos ® (b1 - bo)]

[11by = boll? (b2 — bo)

b, — by (b1 — by) cos @ (b; — by) (b1 — by)
= - — - = csch —— cotd
by — boll sin® ||by — bollsin®  ||b, — byl ||b1 boll
d?(d-1
N LA LD || (by = by) X (b, = by
K t=tg = 1113 = d3
e’ S llby — bl

d —1x*wow, |lby — bl .
— M- > >sin®
d vk wi? ||b; — byl

olur.

(al’ a”, alll)

la’ x a"||?

dw1 (b1 bo) d(d 1) w2 (bz bo) dw; (d— 13),I(cx+k) n 2d(w1 WO)] (b1 bo)
zlmwg (b3 bO) 4 Wy (% 4 zkly + zykwg ) ( 2 bO)
d-1)(@d-2)(y+1) , (d-1)(d-2) , 3d(wi—wp) ((d—l)(x+k) n Zd(wl—wo)
wid zkly xyz x2wg vk XWo (b
wo n 3d(d-1) (wl—wz _ W1—W0) 1
WoXy k x

5) T|t=td =

+

)

\__

d4(d—1)2W12W22
nyZkZW 4

|(by — bo) X (by — by)||?

a3 wy (d-1)* wy (d-2)ws (b, — by, by — by, bz — by)

x wg Yk wg zlmwg

d4d 2 2
LV W2l || (by — o) X (b — bo) 12

x2yZk2Zwyt
_d—2wowsxyk ||[bs — by|| cos ¢
d  wyw, zlm||(by — by) X (by — bo)l|

elde edilir.

Teorem 3.56 Kontrol noktalar1 by, by, ..., b, ile agirliklart wy, wy, ...w, ve knot
vektorleri tg =t; = =tg;tge1, tasz - tmed—1 tmed = tm—d+1 = =" = t, olan d.
dereceden bir agitk § NURBS egrisinin Frenet vektor alanlar ve egrilikleri t = t,,,_4

noktasinda asagidaki sekildedir:
bp—bn—1

Tli=¢,, , = bl (3.65)
_ (bp—bp—1)X(bp—bp—>)

Ble=tm-a = ~ o —tn)xnbn_o)l (3.66)
_ bn_bn—z _ n bn 1

Nle=t-qa = b2l csc® bn—bpall cot® (3.67)

burada &, b,, — b,,_; ile b,, — b,,_, vektorleri arasindaki agidir.
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— e?(d—1) waWn_ |lbp—by || sin ®

dvp  wp_1?2  |lbp—bp_41l?

(3.68)

Kle=t,, 4

Tl _ (@=2)wpwn_3 evp IIbp—=bpn—s3ll cos ¢
t=tm-d ™ dwn_ywn_y uhr |(byp—bn_1)X(bn—bn_2)Il

(3.69)

Burada ¢, (b, — b,,_1) X (b, — b,,_;) ile (b,, — b,_3) vektorleri arasindaki agidir.
Ayrica
tmez — tmede1 = U tmy —tmegq =V,
tm-1 — tm-a-1 = €tm—1 —lp—gq—2 =D,

tm-2 —tm-a—2=4 tmz —tm_g2=h, typsz—typqs3=r
(Yi1lmaz Evren, 2020).

Ispat:
o ZW£n1 (bp — byp-1) by — by
D) Tle=tyyq = Na'll ~ ”g“’; L (b, — bn—1)” " by — byl
_ axat dw” 1(b bp_1) X%(bn — by_3)
2)Bli=t,,q = o’ xa’] ||_§W;_;1(bn — b, )X d(d;pl)\:n—z (b, — bn—2)||

B (bn B bn—l) X (bn > bn—z)
[1(by, = br—1) X (by = b))l
[(bn — bn—l) X (bn - bn—z)] % (bn — bn—l)
1(by, = by—1) X (by = b2l Ibp = byl
<bn — bn—l' bn B bn—l)(bn - bn—z) - (bn - bn—l: bn B bn—z)(bn — bn—l)
l1bn = b1 llllbn, = b1 [lllbr, = by || sin @
_ b, — b,_» b, — b,_; cos ®
B (IIbn — by, || sin QD) (IIbn — by,_4]| sin QD)
— bn_bn—z csc d — bn_bn 1
llbr, = b2l llbn, = byl

burada &, b,, — b,,_; ile b,, — b,,_, vektorleri arasindaki agidir.

3) Nlt=¢,, 4, = (B x T)|t=tm_d = -

cotd

dwp_q1 Wn_2 d(d—-1)
la @] |55 (b = bnoy) X 222 (b, — by )|

|t=tm_d = m3 Bw
el LU by — byea P
e?(d — 1) wpwp_; by — bn—z” sin @
dvp Wn—l2 “bn - bn—lllz

4) k

(al, all' alll)

5) TIt:tm_d = ”a, X a,,llz =
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dwp_ -2 d(d— d(d—1)(d—2) wy—
<<;“”Wn1(bn by—1) X "2 HED (b, — by 2)>,<( s (bn—bn_3)>>

uhr
T et | (b — by 1) X (b = b2
| et a0 (b, — b1, b = bz b — b-3)
Tt | (b — by y) X (b = by 2)I1?
_([@d=2)wawyzevp by = bysllcosg

de—lwn—Z uhr ”(bn - bn—l) X (bn - bn—z)”
Burada ¢, (b,, — b,,_1) X (b,, — b,,_5) ile (b, — b,,_3) vektorleri arasindaki agidir.

3.3.10 t=1 icin Bezier Egrisinin Egrilikleri ve Frenet Formiilii
Teorem 3.57 Kontrol noktalar1 by, by, ..., b, ile verilen n. dereceden bir Bezier egrisi
B(t) olsun. O zaman Bezier egrisi B(t)'nin t = 1 noktasindaki Frenet vektor alanlari

{T,N, B} asagidaki gibidir.

bn_bn—l

Tle=t = o, 2o (3.70)
_ (bp=bp_1)x(bp—1-bn_3)

Ble=y = (b —bn-1)%(p—1~bn-2)ll (3.71)
_ bn=bn-1_ _ bn-1=bn-z_

Nle=1 = = cotyp |bn o] OSCY (3.72)

burada ), b,,_; — b,,_, ve b,, — b,,_ vektorleri arasindaki agidir (Samanci Kusak
,2018).

Teorem 3.58 Kontrol noktalar by, b4, ..., by, ile verilen n. dereceden bir Bezier egrisi
B(t) olsun. O zaman, verilen B(t) bezier egrisinin t = 1 noktasindaki egriligi ve

burulmasi asagidaki gibidir.

_ n-— 1||bn 1=bn—2l|

Kli=1 = e TR T siny (3.73)
_ _n__z(bn_bn—l)(bn—l_bn—z)(bn—z_bn—3)
Ue=1 == I (Br—bn-1)X (bp—1—bn—2)I12 (3.74)

burada ), b,,_; — b,,_, ve b,, — b,,_ vektorleri arasindaki agidir (Samanci Kusak
,2018).

Teorem 3.59 Kontrol noktalart by, by, ..., b, ile verilen n. dereceden bir Bezier egrisi
B(t) nin t = 1' da Serret-Frenet ¢atisinin tiirev formiilleri agagidadir.

’ Ibp—1—bn—2ll _.
T |zy = (n— 1)Wsmle (3.75)



N'e=1 =

2)

1by—bp—1ll
1br—bp—1ll (bn_bn—l)(bn_bn—l)(bn—l_bn—z)(bn—Z _bn—3)

(b, ~bn—1)X(bn—1~bn—2)||"

Bl =—(n—2) |y, —by—111{(b1—bg)X(bs—b1),(b3—b)) N

I((bp—=bp—1)X(bp—1—=bn_2))II?

B

(3.76)

(3.77)

47
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4. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA
4.1 Hibrit Catisina gore Bezier Egrileri

Bu boliimde Bezier egrisi B(t) egrisinin ve rasyonel Bezier egrisi RB(t) nin Hibrit
vektor alanlar1 ve egrilikleri bulundu. Daha sonra B-spline ve § NURBS egrilerinin

Hibrit vektor alanlart ve egriliklerini veren teoremler verildi.

Teorem 4.1 Kontrol noktalar1 by, by, ..., b, ile verilen n. dereceden bir Bezier egrisi

B(t) olsun. B(t) egrisinin t = 0 noktasindaki Hibrit vektor alanlar1 asagidaki gibidir.

_ by=bg
Tl::o = Ibs—boll 4.1)
bﬂ_bl bl_bo g (bl_bo)-"\(b"’_blj
Bi|t=o = COST = cscy + coty) + sim - 4.2
tle=o ’(nb:-blu Y by =byll ¥) ’(rl(bl-boaa(b:-blnl)’ (4.2)
. . ba—by by —bg . (by—bg)A(ba—by)
= = ! e ———] o T
B, lt=o = sin ’(ub:—bﬂ cscy + by —byg coty) — cosn iibl—bolf\(bg—bllll)’ (4.3)

burada ¥, b; — by ve b, — by vektorleri arasindaki agidir ve n = g — « dir.

ispat. Bishop ve Hibrit catilarinin tanimindan

B, = cosf (cosaN — sinaB) + sinf(sinaN + cosaB)

olarak elde edilir. Son esitlikten

B; = (cos f cosa + sinfisina)N + (sinficosa — cos 8 sina)B
olur. n = f — @ olmak tlizere

B, = cosn N + sinpB

olur. Benzer sekilde

B, = —sinfi(cosaN — sinaB) + cosf (sinaN + cosaB),
olarak elde edilir. Son esitlikten

B, = (sinacosf — sinfficosa)N + (cosacosf + sinasinfS)B
olur. n = f — a olmak iizere

B, =sinn N — cosnB,

olur. Teorem 3.32 da verilen B(t)’nin t = 0 noktasindaki Frenet vektor alanlar
esitliklerinden B(t)'nin t = 0 noktasindaki Hibrit vektor alanlar
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by-b
T e 1 0 l
le=o lIby=boll
(by—bg)A(b2—by)
B, = cos r;g(ilb b - Lcseyp + “b b “ L coty) +Smn(;|(b1—bo)n(b:~b1)ll)’
_ (by —bg)Albs—by)
B, = sin r;(lb 2 Icsctp + IIb b ; L coty) COS”(||1b1~bowbg~bl}li)’

olarak elde edilir.

Teorem 4.2 Kontrol noktalar1 by, by, ..., b, ile verilen n. dereceden bir Bezier egrisi

B(t) olsun. B(t) egrisinin t = 0 noktasindaki Hibrit ¢atisinin egrilikleri,
.. n—1 liba—b,ll n—1 |lbo—byll

K= Tm sinycosfcosf + — % W bolizsml,bsm&smﬁ, (4.4)
et 1 1Ib, — by sinycosésinp + ] e ul sinysinécosp,

: n by —boll? n by —boll? (4.5)
fg = Bf-

burada ¢, b, — by ve b, — b, vektorleri arasindaki agidir ve n = g — « dir.
Ispat. Tanim (3.13) ve (3.14) den

K, = Kcos@cosf + ksinfsinp,

olur. Benzer olarak

K, = —Kcos@sinf + ksinfcosp,

olarak bulunur. Teorem (3.70) gozéniine alimirsa B(t)'nin t = 0 noktasindaki Hibrit

catisinin egrilikleri

- n—1 llba—byll n—1 libp—byll

Ry == msnupcosecosﬁ = T “:sim,bsinesinﬁ?,

Ky =— ad | sinycosOsinf + n—1 lib; — byl sinysinbcosf,
n |Iby — byll2 by — boll?

K3 =p',

bulunur.

Teorem 4.3 Kontrol noktalart by, by, ..., b, ile verilen n. dereceden bir Bezier egrisi

B(t) olsun. B(t) 'nin t = 0 noktasindaki Hibrit ¢atisinin tiirev denklemleri,
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T'=

n—1 llba—byll n—1 llba—byll . : ) ( n=1 llby=byll . :

I +|-—
( T > sinycosBcospf + — n by —bol? s sinysingsin ) By n s —bol sinycososinf +
n-1 Ib« bl

n_ lby—boll? szrtwsm@cosﬁ) B,
B; = ( n—1 1Ib; — byl sinycosbcosf — 1 Ry sim,bsinesinﬁ)T +pB'B

1 2 5 2,

n "bl_bO" n ”bl —b{]”"

,  (n=1 Iby=byll _. . n—1 liby=byl
— — r i —
B; (n b, —bol2 S pC0SOsINg — == s

sirupsin&cosﬁ’) T-8'B,,

Ispat. Teorem 4.2 den B(t) egrisinin egrilikleri

_ n—1 liby—byl n—1 llby—byll

K, = o Tb1—bol? sinycosfcosf + — T bongsm!,bsmesmﬁ,
Ky = n=1 bz~ sinycosfsinf + B—1 Moy bl sinysinécosf,
,=—
n |lby —bll? lIby —byl?
Ky=p',

esitlikler ile verilir. Bu son esitlikler ve Tanim 3.14 Hibrit catisinin tiirev denklemleriyle

B(t) egrisinin t = 0 noktasindaki Hibrit ¢atisinin tiirev denklemleri

T'=

n—1 [lba—b,ll n—1 llba—bll ) ( n— lllba —byll . i
( gy Ty “,smwcosecosﬁ-i- n by —boll® - sinysinésinf | B, + S ”,,snul)cosfi‘smﬁ +
n—1 libs— b1I

o — l,snu/}sm@cosﬁ) B,
By = ( n—1 Iy — byl sinycosBcosp n—1llb, = b, sinwsinesinﬁ)T +['B

§ - - 5 2,

n ||b1—b0"2 n by —byll*

¢ _ (n—=1 liby=byll _ n—1 liby—b,li ) '
B, —( n b, —bol? - sinycososin n b, —boll® s sinysinfcosf ) T-f'B,,
olarak bulunur.

Teorem 4.4 Kontrol noktalarn py,py, ..., p, ve agirhiklart wy, wy, ..., w, ile verilen n.

dereceden bir rasyonel Bezier egrisi RB(t) 'min t = 0 noktasindaki Hibrit vektor

alanlari
— Po
Tlh=o =7
Iy — poll (4.6)
_P2-Po_ _P1Po_ (p2—po)*(P1—Po)
Byli=o = o cosn cscy + 2ol cosncot![) + PR, vy S— cosn, 4.7)
P2 — Po Pr—DPo . (P2 — o) X (p1 — Po)
B,|t=o = —————sinn cscyp + ——————sinncoty — cos?
2120 = gy — ol -0 P F gy — ol Y T e — ) X =2

(4.8)
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burada ¢, b, — by ve b, — b, vektorleri arasindaki agidir ve n = f — a dir.

Ispat. Teorem 3.35 den rasyonel Bezier egrisi RB(t)'nin t = 0 noktasindaki Frenet

vektdr alanlar

Tl — P1—Po
£=0 7" |lpy—poll’

B| — (p2—Ppo) % (P1—Po)
£=0 7 (2 =po)x (1-Po) I’

P2—Po P1—Po
N|;—q = ———cscp) + ———cot
le=0 lIp2—poll v Ipi=poll ¥,

esitlikleriyle verilir. Tanim 3.14 Hibrit ¢atinin tanimindan
B; = cosn N + sinnB,
B, = sinn N — cosnB,

ve burada n = f — a dir. Dolayisiyla buradan rasyonel RB(t)'nin t = 0 noktasindaki

Hibrit vektor alanlari

T| . P1— Do
=0 " lIpy = poll’
_ _P2-Po P1-Po (P2-P0o)x(P1—Do)
Bili=o = TR cosn cscy + ey cosncoty + G0 =p )Xol cosn,
— — — x —
Bsli=o = Msim; cscw+usinncotw— (2 — Po) X (1 — o) cosn,
lp2 — woll lpy — poll | (P2 — po) X (py — Pl
bulunur.

Teorem 4.5 Kontrol noktalar1 pg,py, ..., pn ve agirliklart wy, wy, ..., wy, ile verilen n.
dereceden bir rasyonel Bezier egrisi RB(t) olsun. Daha sonra rasyonel Bezier egrisi

RB(t)'nin t = 0 noktasindaki Hibrit ¢catisinin egrilikleri

n—1wew; |lps — poll n—1wow, |Ip; —poll

I 3 T L R ) e
1~ - | =
k= = Wo‘;’z ||p2 Po||2 siny cosésinp + L Wo\;’z ||P2 = "2 siny sinfcosp,
Wi lpy -l "W ey —poll
K3 =p',

burada Y, p; — py ve P> — P vektorleri arasindaki agidir ve ®(py; — po) X (P2 — po)

ve pz — po vektorleri arasindaki agidir.
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Ispat. Tanim (3.13) ve tanim (3.14) Bishop ve Hibrit ¢atilarnin tanimlar1 birlikte ele
alindiginda

kcosBcosf + ksinBsinf,

Ky

K, = —KcoslOsinf + ksinBcosp,

olarak verilir. Teorem (3.73) den rasyonel Bezier egrisi RB(t)'nin t = 0 noktasindaki

egrilikleri
n-1wowz Ip2—poll _.
K=——"—"——5
n wi lp1-poll? v
_n—2wows llps — poll cos

T = -
n wiws lIp1 — pollllp2 — poll siny

esitlikleriyle tanimlanir. Buradan rasyonel Bezier egrisi RB(t)'min noktasindaki Hibrit

catisinin egrilikleri

n—1wow, |l — poll n—lwow; llps — poll
Ky = 2 22 £2 5siny cosfcosf + it 22 kT 5siny sinfsinp,
n wy Iy — poll n Wy lp1 — poll
1—nwyw = n—1lwyw 7=
Ky = g 5 2 ||p2 pOlIg siny cosésinf + J 5 2 ||p2 pﬂ”;. siny sinfcosp,
n Wi by —pll n Wi lpy —pll
f3 = ﬁ”’
elde edilir.

Teorem 4.6 Kontrol noktalar1 by, by, ..., b, ile verilen n. dereceden bir Bezier egrisi

B(t) olsun. B(t)'nin t = 0 noktasindaki Hibrit ¢atisinin tiirev denklemleri,

3 2 3 p
W ”PI_PQH We le_.vo”

'
1

T
n—1wows [p,—poll . n—1wows lIp,—poll . . 3
( owz P2 o |~smwcosﬁcosB +TL-lu°—LsmtpsmBsmﬁ) B, +

n
-1 WoW» "™ i : n—1wows ”= | . p

— I, P““;smt};cos&smﬁ +—°—:'”P"—p°lgsmtpsmecosﬁ) B,
n wi |p,-p,l o Wi lp,—p,ll

n—1lwow - n—lwow =
Bi=|- 0 5 2 lIp, Po”z siny cosBcosf — 0 5 2 llp, Po"z siny sin@sinf | T
n w “pl =Pg " W "pl . pol
+B'B,,
B = (E“'O“?ersimpcos&sinﬁ + ﬂmmsinwsf,lemﬁ) T-6'B..

n wi o, —pol” n wi |y —poll”
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Ispat. Teorem 4.5 den rasyonel Bezier egrisi RB(t) t = 0 noktasindaki Hibrit catisinin

egrilikleri
n—1wow, |l — poll n—1wow, |l — poll
K, = 5 5 siny cosbcos 5 5 siny sinfsinf,
5 oW2 lIP2 — Poll . P n oWz lIP2 —Poll . n0si
n Wy "Pl == Po” n wy "Pl = Po”
1—nwyw n—1lwyw
Ry = = g 5 2 ||P2 ”2 siny cosésinf + . i 5 2 ||p2 ”2 siny sinfcosp,
v w1 g, —p,l bV ey —poll
I"::3 = ﬁra

esitlikler ile verilir. Bu son esitlikler ve Tanim 3.14 Hibrit catisinin tiirev denklemleriyle

RB(t) egrisinin t = 0 noktasindaki Hibrit catisinin tiirev denklemleri
T'=

1 2 2 i | 2 o
(ﬂ wows llp»—p,ll smtpcosﬂcosﬁ+" Wwows llp,—p,ll

- _singbsin@sinﬁ) B, +
n “l “P;_ Pg" WI ”Pl_ pg[l

1- 1 lp, ; .
(—”—““_‘;3—'—nﬂp" Pol siny cosBsing + — “°f°—°—wlp ol smtpsmecosﬁ) B,
n wi |lp,—p,ll° n wi ip,—poll”

_n—1woew, ||P2 poll 1"‘-’0""’2 ||p2 p0||

Bl = = 5 5 siny cosfcosf — = 5siny sinfsinf
Wi o, —p,ll wi o, —p,
+ B'B,,
—1wows [[Pr— 1 2 2 . .
B = (E—-%Msmwcos&smﬁ +— “°: JB—ﬂg—“vsml,bsmﬂccu:ﬁ) T-'B,,
n Wi |ip,—poll” Wi llpy=pol

seklinde bulunur.
Teorem 4.7 Kontrol noktalar1 by, by, ..., b, ile verilen n. dereceden bir Bezier egrisi
B(t) olsun. O zaman Bezier egrisi B(t)'nin t =ty icin B(t,) noktasindaki Hibrit

vektor alanlari

T| _ b i-pg
=0 7 of—*-vg Il
b?ﬁ:_bnﬂ. b" 1_b° pn—2 biz 1 _
I e ——— 3 0 I —
B, |¢=¢, = cos )(||b§'3— T cscy + Tor=T—pn] €Ot ) + sin ?(||b.§'_3— = cscw +
by ~1-pf
"bn = b'-“l" corw

b" 2 b"_l n ; bn
"b" 2 b" 1” cscC !‘b + ”bn 1 bn” cot d))

o ( (bit ; [ n) X(b" 2 bil 1) )
] ”(bi:—l b“) X(b" 2 b;'_l)”

B;|t=¢, = sinn(
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burada ¥ , b2 — b} ve b}~ — b vektorleri arasindaki ag1 ve n = f — « dr.
Ispat. Hibrit ¢atisinin tanimindan
B; = cosn N +sinnB

denklemiyle verilir. Herhangi bir t, € [0,1] parametresindeki B(t) egrisinin t = t; i¢in
B(t,) noktasindaki Frenet vektor alam1 Teorem 3.76 dan

_ bFi-bf
Tle=to = for=og]

TR C ) i )
t=to = oo )x(eF 7ol ]

b;-'. 2 b = bﬂ
Nle=¢, = WCSCIIJ +MCOWI

esitlikleriyle tanimlanir. Son esitliklerden B, vektor alani

B ( bn 2 b{f—l __+ bil—l_b tlp)-l- ( bﬂ Z_bi!—l _
= CO0S1? CcSC —CO Slﬂ? CcscC
1= oSNz =t SV T =z — 1 ¥
R S
+ot Dot
BT o) ot

olarak elde edilir. Ayrica B, = sinn N — cosyB

PR plid bR~ 1-pt (bP 2 -bF )x(bR—2-pl"1)
B, = sinn( =yt esed + mrmygeotd) — cosn ([ )

olarak bulunur.

Teorem 4.8 Kontrol noktalar1 by, by, ..., b,, ile verilen n. dereceden bir Bezier egrisi
B(t) olsun. O zaman, verilen B(t) bezier egrisinin t =ty i¢in B(ty) noktasindaki

Hibrit (;atlsmm egrilikleri

, _ n=1]p2 =017 B |
K, = ——5 siny cosfcosp + — 2 lsin Y sinfsinf,
||b’ 1—1 b" || ||bn—1 bu l

=2_jn—-1 n—2_pn-1
Ky = l—ub—bqusml,bcosesmﬁ + = 1||b—b,|smwsm€cosﬁ
-5l o5

K;3=B :

burada ¢ , b2 — by ve b}~ — b vektorleri arasindaki ag1ve p = f — a dr.
Ispat. Hibrit catisnin tanimindan

K, = kcosfcosf + ksinfsinp,

K, = —KcosBOsinf + ksinBcosp,
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K3 = p’,
denklemleriyle ile tanimlanir. Herhangi bir t, € [0,1] parametresindeki B(t) egrisinin

t = t, i¢in B(t,) noktasindaki egriligi ve burulmasi1 Teorem 3.40 dan

n—1 b8 20" . -
= r—————— SN
n bt -og | v

_ n=2((0F " -b5 )x(b3 2 -b, ).(bF ~2-bJ2))
T n ||(bll 1 bg)x(b" 2 b;,l_l)llz L

esitlikleriyle verilir. Buradan herhangi bir t, € [0,1] parametresindeki B(t) egrisinin
t = t, i¢in B(t,) noktasindaki Hibrit ¢catisinin egrilikleri

e Y i | n— 1l|bl“° |

K ———2—rsiny cosfcosf + — = siny sinfsin
1= g oY B+ o oY B,
; pn—2_pn-1i lpn=2-pn-—t

Ky = Hsmxp cosOsinfS + —Hsm p sinfcosp,

ﬁ3 - ﬁ”a

olarak elde edilir.

Teorem 4.9 Kontrol noktalar1 by, by, ..., b, ile verilen n. dereceden bir Bezier egrisi
B(t) olsun. B(t) egrisinin t =ty i¢in B(t,) noktasindaki Hibrit ¢atisinin tiirev
formiilleri

n-1[|p}~2-p} 2|

n-1||by “-b
T’lt:to - (_L—lzusm!,bcosﬂcosﬁ + m‘
o

siny sm&smﬁ‘) B, +

o} =2 -bZ |
1-n ||pn—2 b“ 1 Sy Dn_"-b“ 5
( —T"Hb:" T "smx[.vcosﬂsmﬁ + — H"b ; " I mv,bsmecosﬁ) B,
0

1-n||p7 ~2-b} 2| 1-n ||} ~2 b{‘ |
= —:—sm cosbcosf + — sinysingsinf | T+ B B,,
ey = (5 sy sinP costosp + S p il inBsinsing) T+ £
' n-1 [Ib7 ~2-bg || nIIb by | )
= | —————=siny coshsin + —-rsm sinfcosf | T-8'B
2leety ( C T Y d Tk ) T
burada ¢ , b2 — by~ ve b}~ — b vektorleri arasindaki ag1ve p = f —  dr.

Ispat. Teorem 4.8 den herhangi bir ¢, € [0,1] parametresindeki B(t) egrisinin t = t,
icin B(t,) noktasindaki Hibrit ¢atisinin egrilikleri
_ n-1 |[pF~2-p} 2| n-1 |[pF~2-p} ||

ks = nin siny cosbcosf +——z-sim,l_)sin€sinﬁ,
Il =~ | o2 =22
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. 1-nfprm-pkY|
Ky = o Tt siny cosfsinf + —
1 0

n-1 Iib"“—b{‘ |

Tz sin p sinBcosp,
oy ~*-2g |l

K3 =P’
esitlikleriyle tanimlanir. Buradan Hibrit ¢atis1 tanimi gézoniine alindiginda B (t)

egrisinin t = t; i¢in B(ty) noktasindaki Hibrit ¢atisinin tiirev formiilleri

' n—1 |[bF~2-p} 1| n—-1|[pR=2-pP|
e = l—— 4 — —
T'|e=t, ( T siny cosfcosp T siny sinfsing | B, +

(1—.-: |32 -b}2||
i il
O et 4

—1Hb2‘ -2

—--sm sinfcos )B
T £ )B:

siny cosfsinf + —

' 1-n||pR—2-pi—2 1-n|pR~2-p—2
Bll = (—”‘_—--H siny cosfcosp + — ”+l51n¢5111651113 T+ ﬁ’ B>,
=to oy ~*-bg I Iof ~*-bg II”
' n—-1 |[pF "2 -p7 || -n ||b} "2 -7 2|
B = (—w—-—*——ysm cosOsinf + > —-—#—J—rsm sinfcospf | T-B'B
2l P S Y B+ i S S

burada i , b2 — b ve b — b vektorleri arasindaki ag1 ve n = f — a dr.

Teorem 4.10 Kontrol noktalar1 pg, py, ..., p, ve agirliklart wg, wy, ..., w,, ile verilen n.
dereceden bir rasyonel Bezier egrisi RB(t) olsun. RB(t) Bezier egrisinin t = t; igin
RB(t,) noktasindaki Hibrit vektor alanlar,

n-i_.n
B i < U
Tle=to = fpr=-pg)
'1 1 n-1 n
‘Po (PJ. —by )x(b —by
B = COS7? n CSC + COT + sinz —z_
lll‘ =ty ?( n. 2 P (p p ll)) ?(( ;1 G)X(P _pn))
n— phi- n-i_,n n-i_,n
_Pu (P.l. —byg )x(b1 —byg )
B = sin? —CSC +—C0t — COS? = =
th =ty ?( P l)b p l\b) ?(( :21 2—p§]x(pf l—Pg))’

burada i , b2 — by~ ve b}~ — b vektorleri arasindaki ag1ve p = f — a dr.
Ispat. Hibrit catisnin tanimindan
B; = cosn N + sinnB

denklemiyle verilir. Herhangi bir t, € [0,1] parametresindeki RB(t) rasyonel Bezier
egrisinin t = t; i¢in RB(t,) noktasindaki Frenet vektor alan1 Teorem 3.42 dan

Py *-pg
T - ='_'_'__—_"
le=to = fpp=pgl
Pz -pg P *-py
Nli=t, ===—csC +—cot
It—to P? —IJ llJ P lp

(P 1-bg )x (b7~ -b)
(P2~ 2-p8 )x(pF~*-p8)

B|t=to =
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esitlikleriyle tanimlanir. Son esitliklerden B, vektor alani

n-2 _ ,,n N n-1 __ n 1 bn X bn—l — bn
B; = cosn(HCSClP + p:tl—pocot P) + smn(( e 1 _ n))
P2 "~ Po i —po (3% = pg) x (v}

olarak elde edilir. Ayrica
B, =sinn N — cosnB
olmak iizere
B, = sin n(Lcscw + Pi p° 2coty) — cosn((p1 b6 )x(b ™ —55) ;!

2 2 -Pg -po PR 2-p)x(pr~1-pR)”

olarak elde edilir.

Teorem 4.11 Kontrol noktalar1 py, py, ..., p, ve agirliklart wy, wy, ..., w,, ile verilen n.
dereceden bir rasyonel Bezier egrisi RB(t) olsun. RB(t) rasyonel Bezier egrisinin

t = t, i¢in RB(t,) noktasindaki Hibrit ¢atisinin egrilikleri

1 , o !__.") E_.")
Ky = (n—~“ .1“1]2 f o ﬂ] )sm p cosBcosf + (—

n (w

n-1wg-wi~2 p2-2-pg

n (Wi )2 pii-(ph)?

)sin Y sinfsinf

n-2 n-2 n-2 n-2
1-n “o —-wy

" n-1wh-wh n-z_
1y 5 R (pn°q)szmpcosasmﬁ e G g ,1‘1) B (p"]asm )sinfBcosf
U

KZ . ( n(wy

k3 =p’,

burada i , b2 — b}'"* ve b}~ — b} vektorleri arasindaki ag1 ve n = f — « dur.
Ispat. Hibrit catisinin tammindan

K, = kcosOcosf + ksinBsinf,

K, = —KkcosBsinf + ksinfcosp,

K3 =B,

denklemleriyle ile tanimlanir. Herhangi bir t, € [0,1] parametresindeki RB(t) egrisinin
t = to icin RB(ty) noktasindaki egriligi ve burulmasi Teorem 3.43 den
_n-1 wg-wi~? p2~2-pd

— siny,
FEE pi—t(pihye v

n (wy

n-2 wiwh™3 PR 3—pl
2 witwi 2?2 pit-pgpR i -pg siny’

esitlikleriyle verilir. Buradan herhangi bir t, € [0,1] parametresindeki RB(t) egrisinin
t = to icin RB(ty) noktasindaki Hibrit ¢atisinin egrilikleri,
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= n-1wh-wh-2 =2 n—1wl-wi-% ph-2
Ry =(— *°n’;}_ pz lz)sm ) cosBcosf +( °n f)_ pﬁ; o n )sm Y sinBsinf

n (w

. _ A-nwg-wi~? p2~2-pB n-1wg-wi~2 pi=2-p
Re = G o sy St cosbsin + (G ot e gry

sin y)sinbcosf

K~3 = ﬁ's
olarak elde edilir.

Teorem 4.12 Kontrol noktalar1 py, py, ..., P ve agirliklart wy, wy, ..., wy, ile verilen n.
dereceden bir rasyonel Bezier egrisi RB(t) olsun. RB(t) egrisinin t = t, daki Hibrit

catisinin tiirev denklemleri

-2

n—-1wg— n=z_pn I
T l¢=¢, = (( wo n“f)‘ ﬁzl (p,?)z)sm p cosBcosp +

n (w

n—1wp-wj 2 —po ) (1—n wo-wi 2 p2~2—p
(— ) p,, 2 )smd;smﬂsmﬁ B; + S SCR S vy ,,].,)smtpcosﬂsmﬁ +
n-1wg-wi~? p3~ po . . )
-~ Si7 1
W PGS 1)sinbcosp ) B,

-

] 1-—- n n-—2< n-2_.n . :
Bl|t=ta = ( — %™ P2 B0y sincosBcosp +

n  (w; A=1y2 pn=1 {0)
(ﬂ “"g _“’2_2 Pz _pD )S'.n. Sinﬂsinﬁ) T + BrB
n (wi™H? piT -(pg)? ¥ 2
: n-i “’n”“'"_z P2 2=Pg N i T .
let*ta - (( n (w" =) P'f_l-{pﬁ)z) sin Y cosOsinf +
$oa iR B2 e
(T" w(o n‘bl)z f: 1 {p:) sin U))Slrlecosﬁ) T

-8'B,,

burada ¥ , b2 — b~ ve b}~ — b} vektorleri arasindaki ag1 ve n = f — @ dr.

Ispat. Teorem 4.11 den RB(t) rasyonel Bezier egrisinin t = t, i¢in RB(t,)
noktasindaki Hibrit ¢atisinin egrilikleri
(n 1wg-wi~2 pi~2-pg
I 0

n-1wg-wi~2 pi-2-p

n (wi™H? pi - ")

)sin Y cosOcosf + (— )sm p sinBsinf

n-2 n—-2__
1-n “’o —-Wy po

K = T Wi pi it 2 »)Sl?lwcosﬂsmﬁ + &=

n- lwo w2 & pB el
1) P:L ) —-(p n)

ssin Y)sinBcospf

K 3 = ﬁ ’a
esitlileriyle verilmektedir. Buradan bu egrilikler Hibrit ¢atisinin tiirev denklemlerinde

yazilirsa RB(t) egrisinin t = t, daki Hibrit ¢atisinin tiirev denklemleri
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' — ((=iwe-wi” P?‘Z-Pé’ g
T l¢=¢, = (( T s SR -)sin ) cosBcosf +
n-1wg-wi~2 pi~Z-pg . . ; ; ) (1 nwg-wy 2 pf“’—pg I >
5 wi1)2 ph-is (g)z)sm!,bsmﬂsmﬁ B, +((= W PR T—(pi? 3) Sin Y cos@sinf +

n=2 n-=2

1“"0‘“"2 p"’ po . TN e
W ph-iopiyESth v,b)sm@cosﬁ)B_

' _(A—nwg-w2"2 pi~2-pg , =
Bllt:ta —( - (w“ 5T PP T )2) sin Y cosBcosf +
1— ... N2 - . . X '
(=T p; "o ) sin smBsmﬁ’) T + B,

n (Wi ThH)? prt-(pg)?

' _ n-1wg- w.,'z pa- _Po
let=tq == (( n (wn 1). n—-1_ )Sln ([)COSQSUIﬁ -

Pi
o W sin v,b)sinﬂcosﬁ) T
n (“’1 1)2 ll -1 ( ﬂ)z
-B’B29

olarak elde bulunur.
Teorem 4.13 Kontrol noktalar1 by, by, ..., by ve knot vektorleri
to =1t = =1tg; ta+1, ta+2: - tm-d-1; tm-a = tm-a+1 = *** =

olan d. dereceden bir agik B-spline egrisinin t = t,; noktasindaki Hibrit vektor alanlari,

_ bi—bg
Tle=tq = by Do I’
by—by by = (by —bo)x(by=by) .
Bylit: = csed — cotd)cost sin
tle=ta = G s - bou )eosn + 4G axa—pl ST
_, ba—by by (by—bg )x(b2—by)
B;|t=ty =(77— csc® ——cotCD) sinn — cos,

[1bz =y |l 1oy —bo |l [[(by—bg ) x (b2 =Dy )l
®, by — by ile b, — b, arasindaki agidur.
Ispat. Hibrit catisinin tanimindan

B; = cosn N + sinnB

denklemiyle  wverilir.  Kontrol noktalart  bg, by, ..., b, ve knot vektorleri
to=t1==tag;tg+1,ta+2) - tim—d-1: tm—-a = tm—-q+1 =" = tm()laﬂ d. dereceden
bir agik B-spline egrisinin t = t4 noktasindaki Frenet vektor alan1 Teorem 3.50 den

by —bg
by —bo II”

T|t=td =

B| _ (by—bp)x(by—by)
t=td ™ ||(by =o)X (b =b)I’

_ b-by by
Nlt=ty = — cscd oy boll ———cot®,
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®, by — by ile b, — by arasindaki agilar olmak tizere esitlikleriyle tanimlanir. Burada B,
vektor alani,

_ ¢ b27b __ b=y
B, = (Ilb:—lull cscd T cot®)cosn +

(by —bg) x(by—by)
lI(by —bg)x(bs —by )l

sinn,

olarak elde edilir. Ote yandan B, = sinn N — cosnB olmak iizere

(by —bo ) x (b2 —by )

_r b2~y _ b . ol
B, _(Ilbz—bﬂI cscd T cot®)sinn TP T cosn,
olarak bulunur.
Teorem 4.14 Kontrol noktalaribg, by, ..., by, ve knot vektorleri
to=t1==tg; g+, ta+2) - tim—d-1) tim-d = tn-a+1 =" =iy olan d. dereceden

bir agik B-spline egrisinin t = t; noktasindaki Hibrit ¢atisinin egrilikleri,

(tg+1—t1)?(@-1) |Ibo =Dyl
d(tges—t2)(tag+2—t2) lIby =g II?

(tgs1—t1)?(@-1) lib,=byll
d(tg+1—t2)(tas2—t2) lIby Do I

sin®cosfcosf + sin®sinbBsinf

f?1|t=td =

(tg+1-t1)%(d=1) lIbo=byll
d(tgsy—tz)(ta+2—t2) by —boll®

(tg+1—t1)2(d-1)  |Iby—byll
d(td+1—t2)(td+2—t2) Iy —Dyll*

Ky =— sin®cosbsinf + sin®sinfcosf

f?3|t=td =p’,
burada ®, by — by ile b, — b,y arasindaki a¢1ven = f — a dir.
ispat. Teorem 3.50 den d. dereceden bir agik B-spline egrisinin t = t, egrilikleri

(tg+1—t1)*(d=1)  |lbo=bsll

Kli=t, = sind

le=t d(ta+1—t2)(tas2—t2) [lby—boll?

TI = (d=2)(tger1—t1)(Eger1—t2) (Ege2—t2) llbz—b5|| cos ¢
t=tq d(tgs1—t3)(tasa—t3)(ta+3—t3)  Ib1=bollllba—by || sin @

burada ¢; [(b; — by) X (b, — b;)] vektorii ile by — b, vektorleri arasindaki agidir.
Buradan Hibrit ¢atimin tanimindan d. dereceden bir agik B-spline egrisinin t = t,4
noktasindaki Hibrit ¢atisinin egrilikleri,

(tg+1-t1)2(d=1) by =b,ll
d(tges—t2)(ta+2—t2) lIby =bg II?

(tg+1—t1)%(d-1)  |lbo—byll
d(tg+1—t2)(td+2—t2) lIby Do |I?

sin®cosfcosf +

Kilt=tq = sin®sinfsinf

(tg+1—t1)%(d—-1)  |lb—byll
d(tdaes—t2)(tagsz—t2) lIby —bgl|?

(tgs1—t1)%(d—1)  |lbo—byll
d(tdss—t2)(tas2—t2) lIby—boll2

sin®cosBsinf +

K, =— sin®sinBcosf

K~3|t=td = B’,

olarak elde edilir. Burada @, b, — by ile b, — b, arasindaki ag1 ve n = f — a dur.
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Teorem 4.15  Kontrol  noktalart by, by, ..., by ve  knot  vektorleri
to=t1 =" =ta;ta+1, ta+2s -+ bin—d-1; tin—-d = tim—d+1 = '* = iy olan d. dereceden

bir agik B-spline egrisinin t = t,,,_4 noktasindaki Hibrit vektor alanlari,

Tl = bl’l _hﬂ—l
=tm-d 7 |lb, ~bp_, I’

bp—1—bn—2 (bp =bp—1)X(bp—1=bn-2) .
Bili- = (—Lcscﬁ +—cot8) cos? ( )smr
le=tm_g 1Bn—1-n2ll 1B —Bn s !~ \ o —Bn—1)xBn—s-Bn )1l 5™
—_— b, = (B =By — )X (B —g=Bn—2)
Bl _Dnoambaz o9 4 Pn7Bn-i 08y sing — (—2nPn cosy
2lt=tm_q =( Ibp—1=bn—2l lbp =D —4 |l )sing (B =B —3 )X (B —g=bp —2) !

burada 9, b,,_; — b,,_» ile b,, — b,,_; vektorleri arasindaki a¢idir.

Ispat. Teorem 3.51 dan d. dereceden bir a¢ik B-spline egrisinin t = t,,,_4 noktasindaki
Frenet vektor alanlar
bp—bn-
T _ - n n-—1
lt=tm-a = Ty

| —(bn—bn-1)%X(bn—1—bn—2)
t=tm-d = |[(by-bn-1)X(bn—1~bn_2)|

bn—1 — Un-2 bn bn 1
N|,_ =— cscd + —m—
le=tm-a = =5, =, 1 B — byl

dir. 9, (bp—1 — by—3) ile (b, — b,,_1) vektorleri arasindaki agidir. Son esitlikler Hibrit

cati denklemlerinde yazilirsa d. dereceden bir agik B-spline egrisinin t = t,,_4

noktasindaki Hibrit vektdr alanlari,

Tl _ bp—=bp-1
=tm-d 7 b, —bp—y I’

(bn =bp—1)X(bp—1=bn-2) )
_ — ) sin
1(Bn~bp—1) X1~ S

bn—l_bn—z by, —by, 1
B = =(——CS 8+—C0t8 cosn —
tle=t 15n—1-Bn—z 1n—bn 1l !

(b —bp —1)X(bp—1—bp—2)
I(bp = 1) X (b —1—bp—2)ll

b, bp-2 bp—bp—y :
B:l. =(—-2L 122 rocd + 211 rot8) sing —
2lt=tma =(— 5 S i b bl COL0) SINTI

) cosn

bulunur. Burada 9, b,y — b,,—5 ile b,, — b,,_; vektorleri arasindaki agidur.

Teorem 4.16 Kontrol  noktalart by, by, ..., by ve  knot  vektorleri
to=t; =+ =tg ta+1,.ta+2: - tm-d-1; tim-a = tm-a+1 = *** = ty olan d. dereceden

bir acik B-spline egrisinin t = t,, 4 noktasindaki Hibrit ¢catisinin egrilikleri,

= d-1  (tm-1—tm-d-1)?(d-1 lbp—1=bp—2ll .

Rile=t, 4= — e J__ Ah-g™ 2~ sinOcosBcosf +
L d (tm-1—tm-d-1)Em-2—tm-d-2) l[bn—bn—4ll°

d-1 (tm-1—tm-d-1)°(d-1) | by — g =Dy —z |l

— : = sin9sinfsin
d (tm-1—tm-d-1)tm-2—tm-d—2) ||br1_bn—1||:3 ﬁ
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= 1-d (tm-1=tm-d-1)°(a-1) By —y=bp—2ll . :

Role=ty g = — moi o mmend -—1=2_T=2_sinOcosOsinf +
oL d (tm-1—tm-d-1)(tm-2—tm-d-2) ||bn_bn—1""

a-1 (tm-1—tm-d-1)*(d-1) [|on—1 =bn—2|l

: —-sin9sinfcosf
d (tm-1=tm-d-1)Em-2=tm-d-2) lIbp=bn-1ll*

E3|t=tm_d = [)”,
burada 9, b, — by, ile b, — b,,_; vektorleri arasindaki acidir.

ispat. Teorem 3.51 dan d. dereceden bir acik B-spline egrisinin t = t,,_, noktasindaki

egrilikleri
K.'l = E (tm-1—tm-a—1)? [lbp—1—bp_z|l sind
t=tm-a d (tm-2—tm-d-1){tm-2—tm-d-2) [lby—bp-1112
7| — _@-2) (tm-1—tm-d-1)(tm—2—tm-d—1) (tm—2—tm-d-2)|bn—2—bn—3ll csc @
t=tm-a d  l(bp=bn-1)X(bn-1=bn-2)ll(tm-3—tm-d-1)(tm-3=tm-d—-2)tm-3=tm-d-3)

esiklikleriyle tanimlanir. Buradan Hibrit ¢ati tanimindan d. dereceden bir agik B-spline
egrisinin t = t,,_4 noktasindaki Hibrit ¢catisinin egrilikleri,

2y _a-1 (tm-1—tm-d-1)°(d-1) 1y -1 —Dp—2ll
Ht=tm-q d (tm-1—tm-d-1){tm-2—tm-d-2) "bn_bn—.l.llz
d-1 (tm—1—tm-d-1)2(d-1) lI1bp—1—bp-2ll
d (tm-1—tm-d-1)tm-2—tm-d-2) Ibn—Bn-1l

sinScosfcosf +

sin9sinfsinf

- _1-d (tm—l_rm—d—.l.)zfd_l} |y —y —bp 2|l
K2|t=tm_d T d

sin9cosBsinfl +
(tm-1=tm-d-1)(tm-2=tm-d-2) Ibn=bn-4lP B

d-1 (tm—1—tm-d-1)*(d-1) |y —1=br—2ll
d (tm-1—tm-d-1)(Em-2—tm-d—2) lIbp—bn—y [

sindsinBcosf

ﬁa|t=tm_d =p’,

olarak bulunur. Burada burada 9, b,,_; — b, ile b, — b,,_, vektorleri arasindaki
agidir.

Teorem 4.17 Kontrol noktalar1 by, by, ..., b, ile agirliklart wy, wy, ..., w, ve knot
vektorleri to = t; = «* = tg; tgs1, ta 42> - tm—d-1; tm-d = tm—-d+1 = *** = t;p, Olan d.

dereceden bir acik § NURBS egrisinin t = t4 noktasindaki Hibrit vektor alanlari,

_ bi—bg
Tle=ta = 1,501
) _ _by-by (by ~bo) X (B2 ~bo) __.
Bylonta = G cigi =00 ol 0TV OB N nGa bl
_ ¢ _b2=bo _ _bi-bp . (by=by)x(by=bp)
B; =ty =( T cscd T cot®d) sinny s —bo (s =00l <O

burada @, by — by ile b, — b,y vektorleri arasindaki agi ven = f — « dir.
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Ispat. Teorem 3.56 den d.nci dereceden bir agtk § NURBS egrisinin t = t,
noktasindaki Frenet vektor alant

__ bi—bg
Tle=e, = b1 Dol
Bl — (b1—bg)x(bz—bg)
t=td ™ ||(by—bo)x (by—bo)l
(b, — by) (b1 — by)
N|;ey, = ——cscd ————cotd
le=ta = Y1b, byl 16 = boll

esitlikleriyle tanimlanir. Son esitlikler Hibrit ¢ati denkleminde yazilirsa d. dereceden bir

acik & NURBS egrisinin t = t4 noktasindaki Hibrit vektor alanlari,

_ bi—b
T|T=td - "bl_bO",
ba—Dyo by —bo (by —bo) X (D2 —Dy) .
By li=t, = (= cscd — cotd®)cos? sinn,
tle=tq (ub:—aon llby =o I ) ' 1o, 2o) (03 00l >
_, ba—Dy by—by (by—bo )X (b2 —bg)
B;lt=tq _(Ifb:—boli cscd T cot®)sinn cosn,

"(bl_bo_}x(b:_bg)"
elde edilir. Burada ®, by — by ile b, — b, vektorleri arasindaki agi ve n = f — a dir.

Teorem 4.18 Kontrol noktalar1 by, by, ..., b, ile agirliklart wy, wy, ..., w, ve knot
vektorleri to =ty = ** = tg; ta+1,ta+2, - tm-a-1; tm-a = tm-a+1 = *** = typ Olan d.

dereceden bir agik § NURBS egrisinin t = t,; noktasindaki Hibrit ¢atisinin egrilikleri,

2 d—1 x% wow, (b —by | d-1x2 wows ||by=by|

Kile=t; = ——°—a'—b°smd>cosﬂcosﬁ TR e Sy s sin®sinbsinf,
d d yk wi lIby—-boll® d yk wi llby-boll®

5 1-d x2 wows |[bo—boll d-— 11 wows | N :

Kali=t, = ——°—2—b°sm¢cost?smﬁ o e e ———sin®sinbcosf,
d d yk w2 |by—boll? d ).R wi by —boll?

~ _ ’

K3|t=td . ﬁ

burada @, b; — by ile b, — by vektorleri arasindaki ag1 ve tge; —t; =X, tgs —t, =k
ylge1 =t =Yy dir.

Ispat. Teorem 3.56 den d.nci dereceden bir actk & NURBS egrisinin t = tg
noktasindaki egrilikleri

__ d-1x* wow, |lby=boll _.
K|t=td T d yk w2 |lby—bgll? sin @

Tl _ d=2wows xyk ||b3—bg]| cos
=ta = 74 wyw, 2tm 1Go1—bo)x (bz—bo)ll
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denklemleriyle tanimlanir. Burada ®, b; — b, ile b, — by vektorleri arasindaki ag¢idir.
Son esitlikler Hibrit catinin egrilikleri tanimda gézoniine alirsak d. dereceden bir acik &

NURBS egrisinin t = t; noktasindaki Hibrit ¢atisinin egrilikleri,

d-1 x% wows, ||y =Dy | d- 1.1 wowsz |lba—bg |

Kile=t, = —————sin®cosOcosf + ————————=sin®sinbsin

llt—td d yk w2 |[by—boll? B d yk w2 ||by—boll? B,

y 1-a d.\" wowsz [Ibs Il d- lx wows [Ib; . .

W — = —b°szn¢cosa951nﬁ+ - —b°sm(1)smt9c'osﬁ,
d~ a 3,:. wi  [Iby—boll? u wi  |Iby—bo |12

~ _ )

K3lt=ty = B

burada ®, b; — by ile b, — by vektorleri arasindaki ag1 ve tgey —t; = x,th40 —tr =k
s tayy —tz = y dir.

Teorem 4.19 Kontrol noktalar1 by, by, ..., b, ile agirliklart wy, wy, ..., w,, ve knot
Vektfjl‘lerl to = tl = s = td; td+1'td+2' i tm—d—ll tl?l—d = t??!—d+l = e = tm Olal’l d

dereceden bir acik § NURBS egrisinin t = t,,_4 noktasindaki Hibrit vektor alanlari,

_ bn—bp—y

Tle=tp_q = 1By =B —4 I

bp—bp—2 by, —b, (b =bp—1)%(bp—=bp_») .
Bilt=ty_q = 7o csc® — —nlcotCD) cosn— (———=—" "= )smn,

m- ”bn_bﬂ—:” "bn bn 1" ”(bn_bn—],.]x(.bn_bn—:)”

bp—bp—2 bp—bp- : (b —bp—1)%(bn—bp—2)

B, = =(——2cscd — ——2cotd) sin? +( )cos:
2|t—~tm_d (Ilbn-b“..;»ll 1By =By -1l ) ! lI(by —bp—1 )% (by —bp—2)l I

burada @, b, — b,,_, ile b,, — b,,_, vektorleri arasindaki agidir.

Ispat. Teorem 3.57 den d. dereceden bir actk a NURBS egrisinin t = t,,_4
noktasindaki Frenet vektor alanlari

bn_bn—l

TI|,_ =
le=tm-a lbn—bn—1l

(bp=bpn_1)X(bp—bn_3)

B|,_ = —
le=tm-q (b —bp—1)X(bp—bn_3)l|
bn—b,— b
Nle=r, = _non-2 .o-p — "—“cotCD
m- ”bn_bn—zn ”bn_bn 1”

esitlikleriyle tanimlanir. Burada &, b,, — b,,_; ile b,, — b,,_, vektorleri arasindaki agidir.
Buradan Hibrit ¢atinin tanimindan d. dereceden bir agik § NURBS egrisinin t = t,,_4

noktasindaki Hibrit vektor alanlari,

bu_bn—l
Tlg R
le=tm-q by =bp—y I’

bﬂ _brl_‘l

—_ 2 o br:_bn—.l. ) _(
Bylt=ty_q = (—Ilbn—bn-:ll cscd TR cot® )cosn

(bp—bp—1)X(bp—bp—»)

— ) siny
"{bn_bn—ﬂx(bn _bn—g_]“) }’
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(bp—bp—1)X(by—bp-2)
(b —bp—1)x (b —bp—2)ll

Bolt=ty_a =(mcsc¢ mcotﬂb) sinn + (

e COS1
1D =By —2 |l llby =B —4 |l ) 1

burada ®, b,, — b,,_, ile b,, — b,,_, vektorleri arasindaki acidir.

Teorem 4.20 Kontrol noktalar1 by, by, ..., b, ile agirhiklart wy, wy, ..., w,, ve knot
vektorleri to =ty =+ = t4; tas1, ta+2s - tm-d-1 tm-a = tm-a+1 = *** = tyy Olan d.

dereceden bir a¢itk § NURBS egrisinin t = t,,_4 noktasindaki Hibrit catisinin

egrilikleri,

. F2(d-1) wowp_» llbp=bp_all . F2(d-1) wpwn-2 llbp=bp-all . : .

Rile=t,,_4 = 2 22 sindcosfOcosf + o222 sindsinfsinf
ik dcp Wiy lIbp—bp_ylI® dep  Wp_y lbp—bp_4lI°

. 2(1-d) wpwn—z llbp=bn_all . : 2(d=1) wpWn—z lIbp=bp_all . ;

K2|t=tm_d=f e 2> sin®cosBsinf 4L -2 R B2 sindsinfcosf

dep Wh_y llbn—bp—4l1 dep Wiy lIbp—bn—4l?

f?3|t=tm_d =p’
burada @, b,, — b,,_, ile b,, — b,,_» vektorleri arasindaki agi ve t,;,_> — t,;,_q—1 = C,
tm-1 — tm-a-1 = f>tm-1 — tp—q-2 =y dir.

Ispat. Teorem 3.56 den d. dereceden bir agik @ NURBS egrisinin t = t,,_g4
noktasindaki egrilikleri

il _ e2(d—1) waWn—3 lIbp—bn—, |l sin®
t=tm-a dvp  Wp—1?2  llbp—bp-1lI2

7| _ (@=2)wpwyn_3 evp [lbp—bp—zll cos @
t=tm-d ™ dwp_yWn—y uhr [|(bp=bp—1)%(bn—bp—)Il

denklemleriyle tanimlanir. Burada &, b, — b,,_, ile b,, — b,_, vektorleri arasindaki
acidir. Son esitlikler Hibrit ¢atinin egrilikleri tanimda gozoniine alirsak d. dereceden

bir agik 8 NURBS egrisinin t = t,,,_; noktasindaki Hibrit ¢atisinin egrilikleri

_ 2(d=1) wawpn_z lbp=bp_ |l r3(d=1) wnWn—z llbn—bn—2l

kil = sin®cosBcosf + - sin®sinfsin
llt tim-d dep W?:-l “br:_bn—1“2 ﬁ dcp Whn—y ribn—bn-;lP ﬁ
. 2(1-d) wpwn—2 llbp—bn_oll . . 2(d-1) waWp—z lIbp=bp_sll . .
Kale=t,,_q =1 ni¥n-z PnPn-2 sindcoshsin + L NG A Rad sin®sinbcosf

decp Whn-1 ”b:'l_bn—:H3 dep wi—l 1Dy, _bn—1“3

i3|t=tm_d =p

burada ®, b, — b, _, ile b, — b,,_, vektorleri arasindaki a¢1 ve t,,—» — t;,—4-1 = €,
tm-1 — tm-a-1 = [, tm-1 — tm-q-2 =y dir.
Teorem 4.21 Kontrol noktalar1 by, by, ..., b, ile verilen n. dereceden bir Bezier egrisi

B(t) olsun. O zaman Bezier egrisi B(t)'nin t = 1 noktasindaki Hibrit vektor alanlar

{T,N, B} asagidaki gibidir.
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Tl — bn_bn—l
t=1 7 by =Dl
(bn=bn-1)x(bp—1—bn-2) bp—1—
B —_q = cosn + Sln —Cot —_ —CSC
Le=1 = 160 Ton X (ons b <O '7(||bn bl OV o O

(bp—bp—1)X(bp_1~bn_7) —  bp_g=by_ -
B,|;-q = sinp ——t=inol ne2 cosn(—cotlp — 1= =2 _cscih).
(b —bn-1)X(bp—1=bp-2)ll [1br—bn-1ll 1bp—1—bn—2ll

Ispat. Hibrit ¢cat: tammindan ve teorem 3.58 den teorem 4.20 elde edilir.

Teorem 4.22 Kontrol noktalar1 by, by, ..., b, ile verilen n. dereceden bir Bezier egrisi

B(t) olsun. B(t) egrisinin t = 1 noktasindaki Hibrit ¢atisinin egrilikleri,

. n—=1|lby_1=by_sll
L7 n |lby=bpqll?

n-— 1||bn 1=bn—2l|

or b1 siny sinfsinf,

siny cosfcospf + —

_n-1 |br—1—bn—2ll
n  ||bp—bp_4ll?

n—1 ||bp_1—bn_2ll

b5z SN Y sinBcosp,

siny cos@sinf —

Xt
N
Il

s =p,

Ispat. Hibrit cat1 tammindan ve teorem 3.59 den teorem 4.21 elde edilir.

=t

Teorem 4.23 Kontrol noktalar1 by, by, ..., b, ile verilen n. dereceden bir Bezier egrisi

B(t) olsun. B(t)'nin t = 1 noktasindaki Hibrit ¢atisinin tiirev denklemleri,

Tll _ (n_l [lbr—1=bn—2ll
t=1 n |lbp—bp_qlI?

(_ n—1|[bp—1=bn-ll
n  ||bp—bp_4l?

n— 1||bn 1—bn—2l|
”bn_bn—lllz
n-1||bp_1—bn_2ll
”bn_bn—luz

siny cosfcospf + — siny sinBsin,B) B, +

siny cos@sinf — siny sinfcosP)B,,

’ n_]-”b—l_b—le .7
B)|,oy = —( - ”b"n —bn—n1||2 siny cosBcosp

n—1 “bn—l - bn—z“
n by — bp_1ll?

siny sin@sinﬁ) T + B'B,,

, n—1|by_y — byl . - .
B)|,oy = ( - ”b"n — bn—n1||2 sin cosOsinf

n—1by_y1 — byl
n “bn - bn—lllz

siny sin@cosﬁ) T — f'By,

Ispat. Hibrit ¢at1 tanimindan ve teorem 4.21 den teorem 4.23 elde edilir.
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SONUC

Bu ¢alismada B(t), RB(t), B-spline ve NURBS egrilerinin Hibrit ¢atisina gore
vektor alanlar1 ve egrilikleri elde edildi. Bu calisma farkli uzaylarda ve 4-boyutlu

uzaylarda incelenebilir.
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