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OZET

YUKSEK LiSANS TEZIi

RIESZ CEBIRLERIi UZERINDE SUREKLi OPERATORLER

Burcu ARPACI

Mus Alparslan Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Dog¢. Dr. Abdullah AYDIN

Bir E kafes uzayindaki (x,)qe4 ag1igin baska bir (y3)gep | 0 ag1 var ve her f € B indisi i¢in en
az bir a, € A indisi bulunabilir ki |x, — x| < yz sarti tiim @ > «, indisleri igin saglanirsa (X4 )qea a1 X €
E elemanina sira yakinsaktir. Eger bir E kafes uzayi i¢in, E {izerinde ¢arpma islemi birlesmeli bir cebir ve
ayni zamanda E'deki herhangi x ve y pozitif elemanlari i¢in x - y € E, saglarsa E'ye Riesz Cebiri denir.
Bir E Riesz cebiri iizerinde alinan herhangi bir (x,)qes a8l igin |x, — x| - u sifira sira yakinsamast tiim
u € E, pozitif elemanlari i¢in saglanirsa (x,)qec4 a8l x € E elemanina ¢arpimsal sira yakisaktir denir. Bu
caligmamizda, ¢arpimsal sira yakinsak kullanilarak, Riesz cebirlerinde ¢arpimsal sira siirekli ve ¢arpimsal
sira sinirli operatorleri kavramlari verilerek, bu operatorler ile sira siirekli operatorler arasindaki bazi
iligkilerincelenmistir.

2022, 21 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Carpimsal sira siirekli operatér, ¢arpimsal sira yakinsama, sira siirekli
operator, Riesz cebiri, Riesz uzay1



ABSTRACT

MS THESIS

CONTINUOUS OPERATORS ON RIESZ ALGEBRAS

Burcu ARPACI
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Advisor: Assoc. Prof. Abdullah AYDIN

A net (x,)qeq in @ Riesz space E is called order convergent to x € E if there is another net
(¥8) ger L 0 such that for every g € B there can be at least one az € A index so that |x, — x| < yz holds
forall @ > ag. If a Riesz space E is an associative algebra and also x - y € E,, for any positive elements x
and y in E then E is called Riesz algebra. For any net (x,).ec4 in @ Riesz algebra E satisfying |x, — x| - u
order convergent to zero for all u € E, is called multiplicative order convergent to x. In this study, by using
multiplicative order convergence, the concepts of multiplicative order continuous and multiplicative order
bounded operators in Riesz algebras are given, and some relations between these operators and order
continuous operators are investigated.

2022, 21 Pages

Keywords: Multiplicative order continuous operatér, multiplicative order convergence, order
continuous operator, Riesz algebra, Riesz space
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SIMGELER ve KISALTMALAR

Simgeler

E, :E’nin pozitif kismi

E_ :E’nin negatif kismi

xVy :X Ve y’nin supremumu

XAy 'x Ve y’nin infumumu

X4 :x ve 0’1n (vektdr uzayinin sifirt) supremumu
xX_ :—x ve 0’1n supremumu

|x| :X Ve —x’nin supremumu

0 :E’nin null elemamn

e :E’nin birimi

Al :A’nin dik tiimleyeni

L(E,F) :E’den F’ye tiim operatorlerin uzay1

L,(E,F) :Sira sinirlt operatorlerin uzay1

(xqg) L x {x.} asag1 yonlendirilmis olup infumumu x dir
(xa) Tx :{xq} yukar1 yonlendirilmis olup supremumu x dir.
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1. GIRIS

Riesz uzaylarmin ve Riesz cebirlerinin tarihsel gelisimini 1928 yilinda
Bologna’da yapilan uluslararasi matematik kongresine dayandirabiliriz. Riesz uzaylari
tizerine yapilan ilk ¢alisma Frigyes Riesz’in (Riesz, 1928) lineer fonksiyonlarin ayrisimi
konusunda yazdig1 makalesi kabul edilir. Daha sonraki yillarda ise Riesz uzayinin tizerine
birlesimli vektorel ¢arpim cebiri eklenmis ve bu kavram Riesz cebiri olarak
tanimlanmistir. Bu ¢alismamizda ilk olarak Riesz uzaymin temel tanim ve 6zellikleri
hatirlatilmistir. Daha sonra, Riesz uzayi lizerine insa edilen Riesz cebirlerinin 6zellikleri
verilmigtir. Riesz cebirlerindeki sira yakinsaklik, diizgiin yakinsaklik, smirsiz sira
yakinsaklik ve ¢esitli carpimsal sira yakinsakliklarin genel olarak topolojik olmadigi iyi
bilinir. Fakat topolojik yap1 olmasa bile sira yakinsakliktan yararlanilarak sira siireklilik
gibi tamimlamalar yapilmistir, okuyucular detayli bilgi icin (Abramovich ve Aliprantis,
2002; Aliprantis ve Burkinshaw, 2003 ve 2006; Kusraev, 2000; Kusraev ve Kutateladze,
1999; Luxemburg ve Zaanen, 1971; Meyer-Nieberg, 1991; Vulikh, 1967; Zaanen, 1983)
eserlerini inceleyebilirler. Bu ¢alismada Riesz cebirleri arasinda siirekli operatorleri Riesz
cebirleri iizerindeki ¢arpimsal yakinsaklik kavramlarini kullanarak irdeleyecegiz (Bu
kavram (Aydin, 2020a) c¢alismasinda tanitilmistir.). Bu ¢alismamiz i¢in (Pagter, 1981;
Huijsmans, 1991; Aydin, 2020a, Aydin, 2021; Aydin ve ark., 2021, Aydin ve ark., 2022,
Aydin ve Gorokhova, 2022) ¢alismalar temel teskil etmektedir. Bunlara ek olarak Riesz
cebirleri kiimesinde elde edilen sonuglar kafes normlu cebirler iizerindeki operatorlere de
151k tutacaktir.

Bir E kiimesi lizerinde tanimlanan " <" bagintisi yansiyan, ters simetrik ve
gecisken Ozelligini saglarsa E kiimesine sirali kiime denir. Bir E vektor uzay: lizerinde
bir " < " siralama bagintis1 tanimlanmis olsun. Her x,y € E igin;

(i) x<yikenherze Eicinx +z<y+z,

(i) x < y iken @ € Ri¢in ax < ay,

sartlar1 saglanirsa E uzayina sirali vektor uzayi denir. Eger, her x,y € E i¢in sup {x, y}
ve inf{x, y} E’de mevcut ise E sirali vektor uzayma bu kismi siralama bagintisina gore

6.

bir Riesz uzay1 veya kafes uzay1 denir. E bir Riesz uzayi olsun. Eger “-” islemi E tizerinde
birlesmeli bir cebir ve her a,b € E, i¢ina - b € E, ise E’ye bir Riesz cebiri (kafes cebir

veya ¢-cebiri) denir.



E ve F iki sirali vektér uzayr olmak tizere bir T : E = F dogrusal doniisiimii
kisaca E’den F’ye bir operator olarak adlandirilir. Ayrica her bir x € E, i¢in 0 < T(x)
oluyorsa T operatoriine pozitif operator denir ve 0 < T seklinde gosterilir (Aliprantis ve
Burkinshaw, 2006; Luxemburg ve Zaanen, 1971; Vulikh, 1967; Zaanen, 1983).

X bir Riesz uzay1 ve (x,)qgea S X bir net olsun. Eger her f € B igin en az bir

ag € A var dyle ki her @ > az oldukea |x, — x| < yg | 0 olacak sekilde (yg)gep Neti
bulunabiliyorsa (x,)q4ea Neti x € X’e sira (order) yakinsaktir denir ve x, Sx seklinde
gosterilir. Bir E f-cebiri tizerinde alinan herhangi bir (x,)qea neti igin |x, — x| - u 50
yakinsamasi tim u € E, pozitif elemanlari i¢in saglanirsa (x,),e4 Neti x € E elemanina

mo
carpimsal sira (multiplicative order) yakinsaktir denir ve x, — x ile gosterilir (Aydin,

2020a).



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Riesz uzayi, (Riesz, 1928) de tanimlandiktan sonra, Kantorovich ve Heudental’in
1930’Iu yillarda yapmis olduklar1 ayr1 ¢alismalar ile Riesz uzaymin belirli 6zellikleri
ortaya konmustur. Riesz uzaylari analiz ve cebir alaninda ¢alisan arastirmacilar tarafindan
detayli bir sekilde incelenmistir. 1951°de kafes uzaylarinin 6nemli siniflarindan birisi
olan f-cebirleri tanimlanmistir. o-Dedekind tam sirali vektor uzayr 1950°de Nakano
tarafindan (Nakano, 1950) calisilmig, 1953’te Amemiya (Amemiya, 1953) ve 1956’da
Birkhoff ve Pierce’in (Birkhoff ve Pierce, 1956) calismalar1 ortaya konmustur. 1950’11
yillardan sonra Riesz uzaylari iizerinde tanimlanan f-cebirlerinin tekrar giindeme
gelmesi, 1981 yilinda Pagter’in (Pagter, 1981) doktora tez ¢alismasi ve Luxemburg
tarafindan detayli bir sekilde calisilan Alkansas ders notlari ile olmustur. f-cebirleri
alanindaki bir diger ¢alisma, Riesz uzaylarinda Se¢cme Aksiyomlarina yer vermeksizin,
Riesz uzaylar teorisinde ¢ok sayida temel sonucun ispatini yapmak amaciyla bir program
gelistirilmesi gerektigini diisiinen Zaanen (1983) tarafindan baslatilmistir. Daha sonra
Huijsmans bu ¢alismalari giincellemistir (Huijsmans, 1991). Huijsmans’in ¢alismasindan
sonra yapilan bir¢cok calisma sonucunda, Huijsmans’in makalesinde yer alan bazi
problemler ¢oziilmistiir. Bununla birlikte Huijsmans’in 1991°deki ¢alismasinda ideal
teori, Riesz homomorfizmasi ve cebir homomorfizmasi arasindaki iliskilerde ve f-
cebirlerinin gosteriminde bazi eksikliklere rastlanmistir. Bu nedenle Buskes ve ark.,
(2003) Huijsmans’in Riesz cebirleri ve f-cebirleri iizerine yapmis oldugu calismay1
(Huijsmans, 1991) gelistirerek ortak bir ¢alisma yayinlamiglardir. Ayrica Huijsmans ve
Bernau (1990) yaptiklari ¢alisma ile hemen hemen f-cebirleri ve d-cebirlerinin bilinen
Ozelliklerinin yani sira bazi yeni Ozelliklerini tespit edip bunlarin f-cebirleriyle olan
baglantilarini ortaya koymuslardir.

Abramovich ve Aliprantis (2002) yapmis olduklart ¢alisma ile pozitif
operatorlerin degismez alt uzaylarini ilk kez monograf formda sunmuslardir. Aliprantis
ve Burkinshaw (2006) ise Riesz uzay1 ve Banach kafesleri iizerine olduk¢a kapsamli bir
calisma ortaya koymuslardir.

Aydin ve ark., (2018) ele aldiklar1 ¢alismalarinda kafes-normlu vektor kafesler
arasinda siirekli operatorleri incelemiglerdir. Aydin (2018) calismasinda ob-sinirliligin
cebirsel oOzelliklerini denk-siireklilik ve diizgiin yakinsamasindaki topolojilere gore

incelemistir.



Aydin (2020a) ¢alismasinda f-cebirlerinde ¢arpimsal sira yakinsaklik tanimini
yapmistir. Aydin (2020b) ¢alismasi sonucunda f-altcebirlerini kullanarak klasik Hahn-
Banach teoreminden daha farkli bir genislemeye sahip bir genisleme elde etmistir. Ayrica
Aydin (2021) ¢alismasinda ¢arpimsal sira yakinsaklik kavramini kafes normlu uzaylar
tizerinde tanimlayarak diger yakinsakliklar arasindaki iliskiyi incelemistir.

Aydin (2021) c¢alismasinda normlu Riesz cebirlerinde ¢arpimsal norm
yakinsamasini incelemistir. Sonrasinda Aydin ve ark., (2021) ¢calismalarinda, tam kafesin
genel Ozelliklerini inceleyip Riesz uzaylarinda tam kafes yakinsamasinin dort farkli
durumunu arastirmiglardir.

Aydin, ve ark., (2022) calismasinda Riesz cebirleri iizerindeki ¢arpimsal sira
stirekli operatorleri tanimlayarak diger yakinsakliklar arasindaki iliskiyi incelemistir. Biz
de bu ¢alismamizda bu son yapilan ¢alismanin iizerine bazi sonuglar ekleyerek Riesz

cebirleri tizerindeki garpimsal sira siirekli operatorleri inceleyecegiz.



3. RIESZ CEBIRLERINE GIRiS

Bu béliimde, diger boliimlerde kullanilacak olan bazi temel tanim ve kavramlar
ile birlikte bazi teorem ve 6nermelere yer verilmistir. Bunun yaninda ifade edecegimiz
c¢esitli tanim, teorem, sembol ve notasyonlar, kafes uzaylarinin temel arglimanlaridir ve
bu argiimanlar (Abramovich ve Aliprantis, 2002; Aliprantis ve Burkinshaw, 2003 ve
2006; Aydn ve ark., 2021; Bukhvalov, 1996; Huijsmann, 1991; Kusraev, 2000; Kusraev
ve Kutateladze, 1999; Luxemburg ve Zaanen, 1971; Meyer-Nieberg, 1991; Pagter, 1981,
Vulikh, 1967; Zaanen, 1983) ¢alismalarindan alinmustir.

3.1 Riesz Uzaylar

Tamm 3.1 E bostan farkli bir kiime ve “<”, E’de bir bagint1 olsun. Eger bu baginti
asagidaki kosullar1 sagliyorsa Eye bir kismi sirali kiime veya kismi siralanmus kiime denir
ve (E, <) ile gosterilir:

1) Herx € E igin x < x;

2) Herx,y €FE igin x <yvey <xikenx =y;

3) Herx,y,z€FE iginx <y ve y<zikenx < z.

Eger kismi siralanmis bir kiimenin her eleman ¢ifti, iizerinde tanimlanan bagintiya

gore karsilastirilabiliyorsa bu kiimeye fam siwrali kiime denir.
Tamim 3.2 E gercel vektor uzayr ve “<”, E’de bir siralama bagintis1 olsun. Eger

1) Her x,y,z€ Eicinx <yikenx +z < y + z,

2) Her x,y € E,0<A€Riginx <yikenix < Ay
sartlar1 saglaniyorsa (E, <) swrali vektor uzayr olarak adlandirilir.
Tanmim 3.3 E bir siral1 vektor uzayi, A da bu uzayin herhangi bir alt uzay1 olsun. Eger

1) Herx € Aiginx < z,

2) Herx € Aiginx < y olacak sekildeki her y € E i¢in z < y kosullarini saglayacak

sekilde bir z € E var,

sartlar1 saglanirsa z elemanina A kiimesinin supremumu denir ve sup(A4) = z bi¢iminde
gosterilir. Ozel olarak A = {x,y} C E ise z = sup{x,y} = x Vy seklinde gosterilir.
Benzer sekilde eger

1) Herx € Aigin z < x,

2) Herx € Aiginy < x olacak sekildeki her y € E i¢in y < z kosullarini saglayacak

sekilde bir z € E var,



sartlar1 saglanirsa z elemanina A kiimesinin infumumu denir ve inf(A) = z bigiminde
gosterilir. Ozel olarak A = {x,y} € E ise z = inf {x,y} = x Ay seklinde gosterilir.
Tamm 3.4 E sirali vektor uzayi ve 6, E’nin sifir vektorii olsun. 8 < x sartin1 saglayan
E’nin x elemanina pozitif eleman denir. E’nin tiim pozitif elemanlarinin kiimesi E, ile
gosterilir ve
E,={x€e E: 0< x}

seklinde ifade edilir.
Tamm 3.5 E sirali vektor uzayr ve V C E alt vektor uzayr olmak iizere E’den gelen
siralama ile V bir sirali vektor uzayidir. Bu durumda V’ye sirali alt vektér uzay: denir.
Tamim 3.6 E siral1 bir kiime olsun. Eger E {lizerindeki siralamaya gore her x, y elemanin
supremumu ve infumumu var ve E’ye ait ise E uzayina bir kafes uzayr (6rgii) denir. EK
olarak E vektor uzayi ise E’ye vektor orgiisii veya Riesz uzayr veya vektor kafesi adi
verilir.
Tanim 3.7 E Riesz uzay1 ve G, E’nin bir alt vektor uzayi olsun. Her x,y € Giginx Vy €
Gveyax Ay € Gise G’ye E’nin Riesz alt uzay: denir.
Ornek 3.1 (Q, ) bir topolojik uzay olmak iizere, C(Q) = {f: Q -
R: f stirekli fonksiyon} kiimesi i¢in alinan her f, g € C(Q) igin f < g ancak ve ancak
f(x) < g(x) tim x € Q elemanlari i¢in saglanir. Bu sekilde tanimli C(€2) noktasal
siralama ile bir Riesz uzayidir.
Tanim 3.8 (E, <) bir Riesz uzay1 olsun. Eger E’nin en kiigiik elemani varsa buna sifir
(null) eleman denir ve @ ile gosterilir. Eger E’nin en biiyiik eleman1 varsa buna birim
(unit) eleman denir ve e ile gosterilir.
Tanmm 3.9 (E, <) Riesz uzayi olsun. Eger her x,y,z € Eiginx A(yVz)=(xAy)V
(x A z) saglaniyorsa E’ye dagilmali kafes denir.
Teorem 3.1 E bir Riesz uzayi ise her x, y, z € E i¢in asagidaki ifadeler saglanir:

1. xV(yvz)=xVy)VzvexA(yAz)=(xAy)Az

2. XVy=yVXVexXANy=yAX

3. xA(xvVy)=xve xV(xAy)=x

4. xAy)VxAz)<xA(yvz)ve xV(yVvz) < (xVy)A(xVz)
Tamim 3.10 E bir Riesz uzay1 ve x € E olsun.

1. x V0 elemanma x’in pozitifi denir ve x™ ile gosterilir.

2. (—x) Vv 0 elemanina x’in negatifi denir ve x~ ile gosterilir.

3. (—x) V x elamanina x’in modiilii (mutlak degeri) denir ve |x| ile gosterilir.



4. Herx,y € Eiginx Ay = 0 ise x ile y elemanlar1 birbirine diktir denir ve
x L yile gosterilir.
Tammm 3.11 A, E’nin bostan farkli bir alt kiimesi olmak iizere, {x € E : hery €
Aicinx 1 y} kiimesine A kiimesinin diklik tiimleyeni denir ve A4 ile gosterilir. A, B C
E olmak tizere her x € E ve her y € E i¢in x L y oluyorsa A ile B kiimelerine birbirine
diktir denirve A L B seklinde gosterilir.
Sonucg:
1. A% alt vektdr uzayidir.
2. A% ={z €E: hery € A%y 1 zolmak lizere A% 1 A% =0 }dur.
Tammm 3.12 E Riesz uzay1 ve A,B € E bostan farkli iki kiime olsun. Asagidaki
tanimlamalar1 yazabiliriz:
1. A" ={a*: a€A}
. A ={a": a€ A}
1Al = {la| : a € A}
. XEE,xVA={xVa:ac€A}
. X€EE,xNA={xNa:a€A}
. AVB={aVvb:a€A,beB}
. ANB={aAb: a€A,beEB}
8. A+B={a+b:a€A,bE B}

Teorem 3.2 E Riesz uzay1 ve A € E bostan farkl bir kiime olsun. Eger supA varsa her

2
3
4
5
6
7

x € E i¢in sup(x A A) vardir ve sup (x A A) = x A supA’dir. Benzer sekilde eger inf A
varsa her x € E igin inf(x V y) vardir ve inf(x Vy) = x V infA’dir.
Asagida verecegimiz sonuglar Aliprantis ve Burkinshaw (2006) calismasindaki
Teorem 1.3., Teorem 1.5. ve Teorem 1.7.’den alinmustir.
Teorem 3.3 E bir Riesz uzay1 ve x,y,z € E olsun. O zaman asagidaki Onermeler
dogrudur:
Loxvy=—[=)AE=NT
i xAy=—[(=0)V (=0
. x+y=xVy+xAy;
iv. x+@Vvz)=((x+yV(ix+2),
V. x+WAz2)=@&+y)AN(x+2),
Vii a€Rigina-(xVy)=a-xVa-yve a-(xAy)=a-xANa-y,

vii. x=xT— x";



viii. x| =xt +x7;

iX. xTAx =0;

X. x=@x—-y)T+x Ay

Xi. |x—=y|l=Vy—xAy;

Xii. xVy=§(x+y+|x—y|);
Xiii. x/\y=%(x+y—|x—y|);

. 1
xiv. x| V]yl = (x+yl+[x = yD);

xv. x| Alyl =2 (x+yl = lx = yD;
xvi.  |x=y|Vix =yl = |x[+|yl;
xvii.  |x—ylAlx =yl =|lx] = Iyl].
Sonug: E sirali vektor uzayi i¢in asagidakiler birbirine denktir:

1. E bir Riesz uzayidur.

2. Herx € E i¢in x* € E’dir.

3. Herx € E i¢in x~ € E’dir.

4, Her x € E i¢in |x| € E’dir.

Teorem 3.4 E Riesz uzay1 ve her x,y,z € E olsun. Asagidakiler saglanir:
. |xvz—yvz] <|x—y|lve|lxAz —y Az| <|x—Y],
ii. Egerx,y,z >20isex A(y+z)< xAy + x A z.
Teorem 3.5 E Riesz uzayindaki her x ve y elemanlariicinx - (x Ay )A y—(x Ay) =
0 saglanir.
Tamm 3.13 E siral1 vektor uzay1 ve A € E olsun.

1) Egerherx,y € A icinx < z vey < z olacak sekilde bir z € A varsa A’ya yukari
yonlendirilmis kiime denir ve A T bigiminde gosterilir. A yukart yonlendirilmis
kiime ve E iginde sup(A) = a varsa A T a bigiminde gosterilir.

2) Egerherx,y€ A i¢inz<x vez<y olacak sekilde bir z € A varsa A’ya
asagr yonlendirilmis kiime denir ve Al bigiminde gosterilir. A asagi
yonlendirilmis kiime ve E i¢inde inf (A) = a varsa A | a bigiminde gosterilir.

3) Yonlendirilmis bir A kiimesinden herhangi bir E kiimesine tanimlanmis bir
fonksiyona ag (net) denir. A yerine herhangi bir (x,) ag1 alindiginda benzer
sekilde x, T, x, T a, x, | ve x, 1 b tanimlar1 verilebilir.

Tamm 3.14 E Riesz uzaymda her x € E, i¢in n € N, olmak iizere n™! - x | 0 sart1

saglanirsa E’ye Archimedean Riesz uzay: denir.



Bu calismada aksi sOylenmedikge, tiim kafes uzaylarinin gercel degerli
Archimedean 6zelligine sahip oldugu kabul edilecektir. Tiim kafes uzaylar1 Archimedean
Ozelligini saglamayabilir. Bunu asagidaki 6rnekte gorebiliriz:

Ornek 3.2 R? iizerinde, (x4,%,), (y1,¥,) € R? igin
X S YOS xSy AN x5y,
siralamasina gore Archimedean Riesz uzayidir.
Ornek 3.3 R? iizerinde, (x1,%,), (y1,¥,) € R? i¢in (x4, x,) < (y4,y,) ancak ve ancak
x; < y; yadax; = x, iken y; <y, siralama bagmtisin1 tanimlarsak (R?, <) bir kafes

uzay1 olur. Ancak Archimedean degildir. Bunu gorebilmek igin (1,1) € R? elemanin ele
alalim. Tanimladigimiz siralamaya gore %(1,1)  fakat %(1,1) 1 0 degildir. Dolayisiyla

bu siralama bagmtisiyla R? Archimedean 6zelligine sahip degildir.

Tamim 3.15 E bir kafes uzayi olsun. Herhangi a, b € E ikielamanve a < b olmak iizere
{x € E : a < x < b }kiimesine E’de bir szrali aralik denir ve [a, b] ile gosterilir. Bir A <
E alt kiimesi i¢in A C [a, b] olacak sekilde a, b € E varsa A’ya E’de sira sinirly kiime
denir.

E bir Riesz uzay1 olsun. E’nin bostan farkli ve iistten smirli her alt kiimesinin
(sayilabilir alt kiimesinin) supremumu ya da alttan sinirli her alt kiimesinin (sayilabilir alt
kiimesinin) infumumu varsa E Riesz uzayma Dedekind tam (o-Dedekind tam) Riesz
uzay1 denir. Her dizi ayn1 zamanda bir ag oldugundan dolay1 E uzayr Dedekind tam ise
o-Dedekind tamdir. E' Riesz uzayinin Dedekind tam olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul
0 < x4 Tveiisten siirl olacak sekilde her agin E i¢inde supremumunun var olmasidir.
Tamim 3.16 E, gergel vektor uzay1r ve A € E olsun. 0 < 1 < 1 kosulunu saglayan her
A€R veherx,y€ Aicin .x + (1—1)y € A oluyorsa A kiimesine konveks (dis
biikey) kiime denir.

Tanim 3.17 E bir Riesz uzay1 ve A S E olsun.
1) Herye Evex € Aiginy < x iken y € A oluyor ise A’ya solid kiime denir.

Ayn1 zamanda solid alt uzaya ideal denir.

2) A, E’nin solid alt uzayi ise A’ya E i¢inde ideal denir. A € E bostan farkli kiimesi
icin A’y1 kapsayan en kiigiik ideale A nin idirettigi ideal denir ve 1, ile gosterilir.

Her ideal bir Riesz alt uzaydir.

3) A, E de bir ideal olmak iizere A’nin E de supremumu olan her alt kiimesinin A’da
supremumu varsa A’ya band denir ve B, ile gosterilir. Diger bir ifade ile A’nin

band olmasi i¢in yeterli ve gerekli sart keyfi her (x,) € 4 ag1i¢in
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0 < x4 T |x| sart1 saglanirken x € A olmasidir.

Tamim 3.18 Eger bir E kafes uzayindaki (xq) ey a8l igin baska bir (yg)gep) ¢ 0 ag

var ve her f € B indisi i¢in en az bir a, € I var 0yle ki |x, — x| < yz her a = a, igin

0
saglanirsa (Xq) (qer) 881 x € E’ye sira (order) yakinsaktir denir ve x, — x ile gosterilir.

Tamm 3.19 Eger bir E kafes uzayindaki (xq)qery aginda, tim pozitif u € E, elemani

icin |x, —x|Au 2) x yakinsamasi saglanirsa (Xq ) qer) @81 X € E elemanina sinirsiz sira
(unbounded ordered) yakinsaktir denir.
Sinirsiz sira yakinsakligin detaylari i¢in (Nakano, 1948; Troitsky, 2004; Gao, 2014; Deng
ve ark., 2017; Aydin ve ark., 2019) calismalarina bakilabilir.
Teorem 3.6 E Riesz uzay1 olmak iizere A ve B, E’de ideal ise AN B ve A+ B, E’de
idealdir.
Teorem 3.7 E Archimedian Riesz uzay1, A € E bostan farkl bir kiime olsun. B, = A%¢
dir. Eger A band ise A = A% dir.
Tamm 3.20 E bir Riesz uzayi ve 0 < e € E olsun.
1) 1, = E ise e’ye gii¢lii birim (Strong unit) denir.
2) B, = E ise ise e’ye zayif birim (weak unit) denir.
Tanmim 3.21 E Riesz uzayr olsun. G, E’nin Riesz alt uzayr olmak iizere
her 0 <x € Ei¢in 0 <y < x olacak sekilde bir y € G varsa G kiimesine E’de sira
yogun (order dense) denir.
Teorem 3.8 E Riesz uzay1 ve A € E ideal olsun. Asagidaki 6nermeler dogrudur:
i. A, E’de sira yogundur ancak ve ancak A% = 0’dur.
ii. A A%ideali E iginde sira yogundur.
iii. A ideali A% iginde sira yogundur.
Tamim 3.22 E Riesz uzayi ve e € E, olsun. Eger p € E, ikenp L e — p ise p’ye e’nin
bileseni denir.

Teorem 3.9 E Riesz uzayi ve e € E,olsun. p € E, i¢in p, e’nin bileseni ise p < e dir.

3.2 Riesz Cebirleri

Tamim 3.23 E bir Riesz uzay1 olsun. Eger E birlesmeli bir cebir ve hera,b € E, igina -
b € E, ise E'ye bir Riesz cebiri (kafes cebir veya £-cebiri) denir.
Teorem 3.10 Riesz cebirleri lizerinde asagidaki 6zellikler saglanir:

1. Her a,b €E igin (a-b)* < a*-b*+a -b".
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Her a,b € E i¢in (a*b)" <a*-b~+a -b*.

Her a,b € E i¢in |a-b| < |a|-|b]|.

Hera, b€ E veu€E, icna-uvb-u<(avb)-u,u-avu-b<u-(aVv
b).

Hera, b€ Eve u€E, icina-uAb-u=>(aAb)-u,u-ahu-b=>u-(an
b).

Her a,b€E ve u€E, igin a<b iseu-a < u-b.

Her a,b€E ve ueE, icn0< u<vveO0<as<sbisea-u<sbhb-v.

Tamm 3.24 N(E) = {a € E:a* = 0,k € N} kiimesinin elemanlarina E Riesz cebirinin

nilpotent elemanlar: denir.

Tamm 3.25 E bir #-cebiri (Riesz cebiri) olsun.

a.

Hera,be Eveu€E,icin (avb)-u=a-uVb-uveu-(avb)=u-aVv
u - b saglanmyorsa E’ye d-cebiri denir.

Her a,b € E i¢cin aAb =0ise a-b = 0saglaniyorsa E’ye bir hemen hemen
f-cebiri denir.

Her a,b€E ve u€ E, i¢gin aAb=0 ise a-uAb=u-aAb=0
saglaniyorsa E’ye bir f-cebiri denir.

E’deki tek nilpotent eleman sifir elemani oluyorsa E semiprimedir.

E’in ¢arpimsal birimi varsa E birimlidir denir.

Asagidaki 6rnek (Aydin ve ark., 2021) calismasindan alinmistir.

Ornek 3.4 U, Niizerinde serbest ultrafiltre olsun. (x,) dizisinin bir ultrafiltreye gore

yakinsakligi x, € R olmak tizere, her € > 0 i¢in {k € N: | X}, — X, | < €} € U seklinde

ifade edilir. Ayni1 zamanda her £,,’da bir * iglemi

x *y = (limyx,) - (lim,y,) - 1 seklinde tanimlansin. Burada 1, 1’e esit bir

gercek dizidir. Bunu kontrol etmek basittir.

a.

i

o o

@

g.

xxy = (limyxy " yn) -1

* islemi £, ‘da carpimsal degismeli cebirdir.

(Y%, *) bir Archimedean hemen hemen f- cebiridir.
(Y, *) bir d-cebiridir.

(%, *) nesemiprime ne de birimlidir,

(, *) bir f-cebiri degildir.

?, Banach latisinde * ¢arpimsal cebiri siirekli normdur.

Teorem 3.11 Herhangi bir E' f-cebiri asagidaki 6zelliklere sahiptir:
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1. Herf,g€EFE igin f-g=(fAg) (fVg) iletanimlanir.

2. Pozitif bir elemanla ¢carpma, bir Riesz homomorfizmidir yaniu € E, veher f,g €
Eignu-(fAg)=@Ww-HAm-g)ve(fAg)-u=(f-u)A(g-u) saglanir.
Ozelolarak u- f* = (u-f)* ve f*-u = (f -w)* dir.

3. Her f,g € Eigin|f-g| =|f]|"|g|saglanir. Ayrica (f-g)*=f"-g" +f -
g ve(f-9)” =f"g +f g

4. f,gheEvef Lgiseh-f Lgve f-h Ll gdir.

5. Herf €Eigin f L g isef-g =0dzellikle f*-f~ = f~-f* = 0 saglanur.

6. Herf€Eig¢inf2=0vef -ft=f*t-f=("H*=0.

7. Heru,v € Eyicinu? Av2< (w-v)A(w-uw)veu?vv?2>@w-v)v (v-u).

8. Heru,v € E,icinu?A v2=(uAv)? ve u? v v?2=(u Vv v)2

E Riesz uzayi her x,y € E icin x * y = 0 basit cebirsel carpimina gore degismeli bir

f-cebiri olur ve Dim(E) = 0 olmadik¢a (E,*) ne birimli ne de semiprimedir.

Ornek 3.5 Bir D kiimesindeki tiim R- degerli fonksiyonlarin Riesz uzay1r R”’de herhangi
bir f-cebiri ¢arpimi ¢(d): = [H{d} * ]I{d}] (d) fonksiyonu tarafindan benzersiz bir sekilde
belirlenir. Burada I, € RP, A € D kiimesinin karakteristik fonksiyonudur. Ayrica (R?,x
) birimlidir ancak ve ancak semiprimedir ancak ve ancak ¢, R” icinde zayif bir sira
birimidir (Aydin ve ark., 2021).
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4. CARPIMSAL SIRA SUREKLI OPERATOTLER

Bildigimiz kadariyla Riesz cebirleri {izerinde operatdr teorisinin ilk kapsamli
calismast Aydin ve ark. tarafindan (Aydin ve ark., 2022; Aydin ve Gorokhova, 2022)
calismalar1 ile yapilmistir. Bu bolimde Riesz cebirleri iizerinde siirekli operatorleri
inceleyecegiz. Buradaki temel tanim ve notasyonlar (Aydin ve ark., 2022; Aydin ve
Gorokhova, 2022, Alpay ve ark., 2022) galismalarindan alinmigtir. Burada ele aldigimiz
Riesz cebirleri Archimedean Ozelligine sahip reel vektor uzaylar ve operatorler ise
dogrusal olarak kabul edilmektedir.

X bir Riesz uzay1 ve (x,)qea S X bir net olsun. Eger her € B i¢in en az bir

ag € A var dyle ki her @ > az oldukea |x, — x| < yg I 0 olacak sekilde (yg)gep Neti

R - - o . . g
bulunabiliyorsa (x,),ea Neti x € X e swra yakinsaktir denir ve x, — x seklinde gosterilir.

Benzer sekilde eger bir pozitif u € E, elemanm i¢in aldigimiz herhangi bir n € N
elamanina karsilik bir a,, indeksi vardir ki |x, — x| < %u tim a = a,, indisleri i¢in
saglanirsa (x,)qea Neti x noktasina diizgiin sira (relatively uniform) yakinsaktir denir ve

r = X3 .
Xq — x ile gosterilir. Riesz uzaylari arasinda tanimli bir T operatorii;
- sira sinirl kiimeleri sira sinirlt kiimelere gotiiriiyorsa sira sinirli,

- Ty, T, = 0olmak iizere T = T; — T, seklinde yazilabiliyorsa regiiler,
- Xg % x iken Tx, % Tx ise sura stirekli;

- Xg L x iken Tx, 5 Txise diizgiin yakinsak olarak adlandirilir.
Sira siirekli ve diizgiin sira siirekli operatorlerin sira sinirl oldugu bilinmektedir. X ve Y
Riesz uzaylar1 arasindaki tiim sinirl operatdrlerin kiimesi bir vektor uzayidir ve Ly, (X,Y)
ile gosterilir. Riesz uzaylar1 arasindaki tiim regiiler operatorlerin olusturdugu kiime
L.(X,Y), Lp(X,Y) nin bir alt uzayidir. Y, Dedekind tam Riesz uzay1 olsun. Bu durumda
Ly (X,Y) bir Dedekind tam Riesz uzayidir.

o o
Tamim 4.1 Bir E Riesz cebiri i¢indeki cebirsel ¢arpimi igin “x, = x iken x, *y = x-y”
Onermesi her y € E i¢in saglaniyorsa E Riesz cebirine ¢arpimsal sira siireklidir denir.
E bir Riesz uzay1, (x,)qea de E’de bir net ve x € E olsun. Eger her u € E, igin,
o
lx, —x|-u—0
mo

saglaniyorsa (X,)qeq Neti x noktasina ¢carpimsal sira yakinsaktir denir ve kisaca x, — x

seklinde yazilir.
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Teorem 4.1 X bir Dedekind tam Riesz uzayr olsun. E = L,.(X), X iizerinde taniml

regiiler operatorlerin kiimesi, i¢indeki cebirsel carpim carpimsal sira siireklidir.

Kanit: E iginde T, Zr ve R € E olsun. Her S € E, igin,

|ToeR—=ToR|eS<|TyoT|e|RleS=|TyoT[o(|R]S)
esitsizliginden dolay1r her S € E, i¢in |Ty,oR—ToR|oS 5 0 ve dolayisiyla Ty, o
RS ToR saglanir. R € E keyfi oldugundan, E’deki cebirsel ¢arpim ¢arpimsal sira
siirekli olur.

Teorem 4.2 X bir Dedekind tam Riesz uzayi olsun. E = L, (X), X lizerinde tanimli sira

stirekli operatorlerin kiimesi, i¢indeki cebirsel ¢arpim carpimsal sira siireklidir.

Kamnit: E iginde Tari? TveR €E olsun.Her S € E, i¢in,So | T, — T| 3>001dugundan
Se|TgoR=ToR[<So|Ty =T|e|R|=(Se|Ty =T e |R]

her S € E, icin saglanir ve So |T,oR —T o R| 5 0’dir, ¢iinkii E i¢indeki carpma sira
stireklidir. S € E keyfi oldugundan T, o R = T o R ve F’deki ¢carpmanin ¢arpimsal sira

stirekli oldugu sonucuna varilir. Boylece T, © R TR ve dolayisiyla T, o R Zroe
R’dir. R € E keyfi oldugundan E’deki cebir ¢arpimi ¢arpimsal sira siireklidir.

Ornek 4.1 N dogal sayilar iizerinde serbest ultrafiltre U alalim. Béylece her £ > 0 igin
herhangi bir sinirli reel degerli (x) dizisi igin {k € R: |x; — x| < €} € U saglandiginda
U boyunca xq = limq x;, yakinsadigini hatirlayin. L, T,, € £,.(£) operatoriinii L,: =

Xy 1y Ve Tpoxi= xq * lgenksny seklinde tammlayalim. T,, 1 0 oldugu kolaylikla

goriiliir ve dolayisiyla £,.(£,) i¢inde T, = 0’dir. Fakat,
LoTy(x) = L(xy " Likenkan}) = Xu " 1y
olupLoT,ol =LoT, =L # 0’dir. Boylece L o T,, dizisi sifira mo-yakinsamaz ve bu
nedenle Riesz cebiri £, (€, ) daki cebirsel garpim garpimsal sira siirekli degildir.
Tamim 4.2 E ve F birer Riesz cebiri ve T: E — F bir operator olsun.
1) Eger x, 5 xiken T(xq) = T (x) saglanir ise T operatoriine omo-siirekli operator
denir.
2) Eger x, = x iken T(xa) = T (x) saglanir ise T operatoriine mo-siirekli operator
denir.
Sonug 4.1 E ve F Riesz cebiri olsun.
a) E’den F’ye tanimli tim mo- ve omo-siirekli operatorlerin L,,,,(E, F) ve

Lm0 (E, F) koleksiyonlar1 vektor uzaylaridir.
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b) E birimliise £,,,,(E,F) € L,,(E, F).
c) F birimliise £L,,,(E,F) € L,(E,F).
d) E sira siirekli cebir ¢arpimina sahipse L, (E, F) S Lomo (E, F).
e) F bir Archimedean f-cebiri ise F’deki cebir ¢arpimi degismeli ve ¢arpimsal
sira siireklidir. Dolayisiyla £,,(E, F) € L, (E, F) dir.
Ornek 4.2 X bir Archimedean Riesz uzay1 olsun. X iizerinde tiim orthomorfizmalarin
kiimesi Orth(X), carpimsal sira siirekli cebir ¢arpimi ile bir Archimedean, degismeli ve
birimli cebirdir. mo-yakinsama Orth(X) icindeki sira yakinsama ile denk oldugundan
Orth(X)’ten keyfi bir Riesz cebirine herhangi bir operator mo-siirekli olmasi i¢in gerek
ve yeteri sart omo-siirekli olmasidir.
Onerme 4.1 E bir Riesz cebiri olsun. Asagidaki ifadeler birbirine denktir.
() E, ¢arpimsal sira siirekli bir d-cebiridir.
(i) Heru € E, ve A € E olmak {izere, eger infzA varsa infz(A-u) = infgA-u
esitligi saglanir.
(iti) Her u € E, ve A € E olmak {izere, eger supgA varsa supg(A-u) = supgA-e
esitligi saglanir.
Teorem 4.3 E Riesz cebirinden F Riesz cebirine tanimli mo-siirekli bir operator verilsin.
Eger A € E igin infzA var ve her u € E, i¢in
infp(u-A) =u-infgA
saglanir ise verilen operatdr omo-siirekli olur.

Kanit: E igindeki sira yakinsamanin mo-yakinsamay1 gerektirdigini gostermek yeterli

olacaktir. Bunun i¢in E iginde x, 5 x netini alalim. O halde baska bir ( yg) | 0 neti vardir
Ki; her § i¢in az var dyle ki her a > ag i¢in |x, — x| < yjp esitsizligi saglanir. Keyfi bir

u € E, alalim. O halde her a = az i¢in [x, — x| u < yg-u olur. Onerme 4.8’den

. . ) . 0
dolay1 égg(yﬁ ‘u) = (llgrelg yp) - u = 0’dir. Boylece yz | 0 ve dolayisiyla |x, — x| - u—

0 olur. Segilen u € E, keyfi oldugu i¢in x, 22 x elde edilir.

Her Archimedean f-cebiri E, degismeli bir d-cebiridir. Boylece Onerme 4.8°den
dolay1 yukaridaki teoremin kosullarini karsilar. Asagidaki 6rnek E’deki cebir ¢arpiminin
sira stirekliliginin Teorem 4.9°da gerekli oldugunu gostermektedir.

Tamm 4.3 E bir Riesz cebiri ve A € E olmak iizere A - u kiimesi her u € E, elemani
icin sira sinirl bir kiime ise A’ya mo-simirhdir denir.

E’nin her sira sinirl alt kiimesi mo-siirh oldugu kolaylikla goriilebilir.
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Tamim 4.4 X Riesz cebirinden F Riesz cebirine tanimlanan T operatorii, X in sira sinirli
kiimelerini F’nin mo- smirli alt kiimelerine gotiiriiyorsa mo- smirli operator olarak
adlandirilir.

E’deki cebir carpimi basit ise E tizerindeki her operatér mo- sinirhdir.
Sonuc¢ 4.2 X bir Riesz uzay1 ve F bir Riesz cebiri olsun. O halde;

- X’ten F’ye taniml1 her sira siirlt operatér mo-sinirhdir.

- F birimli bir Riesz cebiri ise X’ten F’ye her mo-smurli operatér sira sinirhidir.
Teorem 4.4 T: E — F iki Archimedean Riesz cebiri arasinda tanimli bir operator olsun.
Eger T operatorii mo- ve omo-siirekli ise mo-sinirhdir.

Kamit: T: E — F iki Riesz cebiri arasinda tanimli bir mo-siirekli operator olsun. Keyfi

bir siral1 [0, b] € E araligi ve I = N X [0, b] yonlendirilmis Kiimesini sozliik siralamasi

ile diigintin. [ tarafindan indekslenmis bir net x(,,): = %y alalm. 0 < x(p,) < %b 10
r o mr mo
oldugundan x,,y— 0°dir. O halde Xy) =0, Xy —0 Ve Xy — 0 olur. Eger

mo
Toperatorli mo-siirekli ise Tx () — 0 elde edilir. Dolayistyla

o
W T ma)| VT Cnyy) - w| = 0
her w € F, igin saglanir. Keyfi w € F, alalim. O halde F iginde zz | 0 neti vardir dyle
ki her B igin keyfi (ng, yz) € I var ve her (m,y) = (ng, yg) i¢in
W Ty VT Cenyy) - w| < 2

esitsizligi saglamir. Herhangi bir zg alalim. O halde 6zellikle her u € [0, b] i¢in,

1
n3+1

(2)’den dolay1
w-T[0,b] U (T[0,b])-w S [—(ng + 1)zz, (ng + 1)zg]

(w-Tul Vv [Tu-wl) = |w - T@uper)| V [T Cngraim) W] < 25 @

ve w € F, keyfi oldugundan T operatoriiniin mo-sinirli oldugu sonucuna variriz.
Tamm 4.5
a) X Riesz uzayi ve F Riesz cebiri olmak tizere T: X — F bir operator olsun. Eger
X icindeki her (x,) neti igin Tx, 220 iken Xq V0 ise T operatorii mo-
Lebesgue’dir.
b) X = (X,t) yerel solid bir Riesz uzayi, F Riesz cebiri olmak tizere T: X — F bir

operator olsun. Eger X, ic¢indeki her t-sinirli artan (x,) neti i¢in x € X var iken

mo .
Tx, — Tx ise T operatorii mo-K B-operatoriidiir.
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€¢) X = (X,7) Locally solid bir Riesz uzay1, F Riesz cebiri olmak tizere T: X — F
bir operator olsun. X, i¢indeki her t-smirli artan (x,) neti i¢in Tx, bir mo-
Cauchy neti ise T operatorii quasi mo-K B-operatoriidiir.

d) E ve F Riesz cebirleri ve T: X — F bir operator olsun. E igindeki her mo-simirlt

artan (x,) neti icin x € X var iken Tx, Brxise T operatoric. mo-Levi
operatoridir.
e) E ve F Riesz cebirleri ve T: X — F bir operator olsun. E igindeki her mo-simirlt

artan (x,) neti igin Tx,, neti F iginde bir mo-Cauchy ise T operatorii quasi mo-
Levi operatoriidiir.

Teorem 4.5 (X, 1) Locally solid Riesz uzayindan F Riesz cebirine tanimli T operatorii

sira smirh dikligi koruyan mo-KB-operatér olsun. Eger S < |T| ise S bir mo-KB-

operatordiir.

Kamit. X, iginde t- smirlt artan (x,) netini alalim. O halde baz1 x € X i¢in T (x, — X)
= 0°dir. Yani, her u € F, i¢in

u-|T(x, —x)lnio>0ve |T(x, — x)| w0
saglanir. Boylece

u- Sy, =) <u-|Sllxg — x| <u-|T|lxg — x| =u- ITxa—TinO

elde edilir. Buradan da

|S(xg — )| "u < |S|lxg — x| u <|T||lxg —x|-u =|Tx, —Tx|-u 2o,
olur. Boylece her u €F, (u-|S(x,—x))V({S(x,—x)|-u) 5 0°drr. Oyleyse
Sxg =% Sx ve S bir mo-KB- operatordiir.

T bir Riesz homomorfizmi olmak tizere 0 < S < T esitsizligi S’nin de Riesz
homomorfizmi oldugu anlamina geldiginden Sonraki sonu¢ Teorem 4.22’den elde edilir.
Sonu¢ 4.3 T, Locally solid Riesz uzayindan bir Riesz cebirine tanimli mo-KB Riesz
homomorfizmi olsun. O halde 0 < S < T’yi saglayan her S operatorii ayn1 zamanda bir
mo-KB Riesz homomorfizmdir.

Teorem 4.6 (X, 1) Locally solid Riesz uzayi, F Riesz cebiri ve T: E = F pozitif quasi
mo-KB operatorii olsun. O halde 0 < S < T’yi saglayan her S operatorii ayn1 zamanda
quasi mo-KB operatoriidiir. Benzer sonug quasi mo-KB operatorleri i¢inde gegerlidir.

Kanit: X, iginde artan topolojik olarak sinirli (x,) netini alalim ve 0 < S < T olsun. O

zaman Tx, T ve dolayisiyla T quasi mo-KB oldugundan Tx, neti mo-Cauchy’dir. Bir u
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€ F, sabiti secelim. O halde F i¢inde bir 35 | neti vardir dyle ki her f i¢in ag var ve
@y, @y = agicin, u - |Txy, — Txy,| < zp saglanir. Sabit bir ag i¢in @y, @, > ag segelim.
u- |Sxa1 —Sxa2| <u- |S(xa1 — xaﬁ)| <u- |T(x0,1 —xaﬁ)| <zz. (3)
(3)’ten dolayr ay,a, = ap igin u- |Sx,11 —Sxa2| < zp olur. Boylece Sx, neti mo-
Cauchy’dir. Dolayisiyla S operatorii quasi mo-KB’dir. Benzer sekilde S operatorii quasi
mo-KB arglimani gosterir. Bu nedenle S quasi mo-KB oparatoriidiir.
Teorem 4.7 E ve F Riesz cebiri olmak tizere T: E — F pozitif quasi mo-Levi operator
olsun. O halde 0 < S < T esitsizligini saglayan her S: E — F operatorii de quasi mo-
Levi dir.
Kamit: E, igindeki x, neti mo-smirl artan bir net olsun. O halde Tx,, F’de mo-
Cauchy’dir. Bir u € F, sabiti segelim. F i¢inde bir z5 | 0 neti vardir dyle ki her £ i¢in
ap var ve a;,a, = ag igin u - |Txa1 — Txa2| < zp dir. Sabit bir ag icin a;, @, = ag
secelim. O halde,
u-|Sxy, — Sxg,| <u- |S(xw1 — xaB)| <u- |T(xa1 - xaﬁ)| <zp. (4
(4) ile her ay, ay = ap iginu - [Sxq, — Sxq,| < zp°dir. u € F, keyfi oldugu igin Sx,

neti mo-Cauchy’dir.
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