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OZET

YUKSEK LiSANS TEZIi
DE-SITTER 2-UZAYINDA BAZI OZEL MANYETIK EGRILERIN
KARAKTERIZASYONLARI

Mustafa AKDEMIR

Mus Alparslan Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damsman: Dr. Ogr. Uyesi Ridvan Cem DEMIRKOL

Ilk boéliimde, egrilerin, manyetik egrilerin ve De-Sitter 2-zaman uzay yapismn diferansiyel
geometrisi ile ilgili temel teoremler ve tanimlar sunulmaktadir. Ikinci boliim, yapilan tez ¢aligmasinin
onemine vurgu yaparak onceki calismalari igeren bir literatiir taramasi igerir. Uciincii boliim, De-Sitter 2-
zaman uzayinda tanimlanan timelike teget manyetik egrileri ve iligkili manyetik vektor alanlarini,
timelike normal manyetik egrileri ve iliskili manyetik vektor alanlarin1 ve timelike omanyetik egrileri ve
iligkili manyetik vektor alanlarini karakterize eder. Dordiincli boliim, verilen bir pargacik ilizerinde
stirtiinme kuvvetinin, normal kuvvetin ve yergekimi kuvvetinin etkilerine vurgu yaparak Newton'un temel
yasasini tamitir. Boylece, De-Sitter 2-uzayinda sirasiyla timelike siirtiinmeli manyetik egriler, timelike
normal kuvvetli manyetik egriler ve timelike yer¢ekimli manyetik egriler olarak adlandirilan ii¢ yeni tiir
timelike manyetik egri ve iliskili manyetik vektor alanlari tamimlanir. Bu egrilerin geometrik
karakterizasyonu ve fiziksel modellenmesi, Lorentz kuvveti formiili ile Newton'un formiiliiniin
birlestirilmesiyle elde edilir. Besinci boliimde, dnceki boliimde tanimlanan her manyetik egriye karsilik
gelen yiklii parcacigin gyro yarigapi, agisal ve mekanik momentumu, potansiyel enerjisi ve torku
hesaplanir. Son boliim, bulgularimizin pratik uygulanabilirligini géstermesinin yani sira manyetik egriler
ve diferansiyel geometri kullanarak fiziksel modellenme alanindaki gelecekteki arastirmalarin

potansiyelini vurgulamaktadir.
2023, 34 Sayfa
Anahtar Kelimeler: Manyetik Egriler, Lorentz Kuvveti, De-Sitter 2-uzayi.



ABSTRACT

MS THESIS

ON THE CHARACTERIZATION OF THE PARTICULAR MAGNETIC
CURVES IN DE-SITER 2-SPACE

Mustafa AKDEMIR

Mus Alparslan University
Natural and Applied Science
Department of Matematic

Advisor: Assist. Prof. Dr. Ridvan Cem DEMIRKOL

In the first section, fundamental theorems and definitions related to the differential geometry of
curves, magnetic curves, and the De-Sitter 2-spacetime structure are presented. The second section
provides an introduction that emphasizes the manuscript's importance and includes a literature review
based on previous works. The third section characterizes timelike tangent magnetic curves and their
associated magnetic vector fields, timelike normal magnetic curves and their associated magnetic vector
fields, and timelike & magnetic curves and their associated magnetic vector fields, defined in De-Sitter
2-spacetime. The fourth section introduces a fundamental law of Newton that highlights the effects of
frictional force, normal force, and gravitational force on a given particle. It describes three novel types of
timelike magnetic curves, respectively called timelike frictional magnetic curves, timelike normal force
magnetic curves, and timelike gravitational magnetic curves together with their associated magnetic
vector fields in De-Sitter 2-space. The geometric characterization and physical modeling of these curves
are obtained by considering the well-known formula of the Lorentz force combined with Newton's
formula. In the fifth section, the gyroradius, angular and mechanical momentum, potential energy, and
torque of the charged particle corresponding to each magnetic curve defined in the previous section are
calculated. The final section demonstrates the practical applicability of our findings and highlights the
potential for future research in the field of physical modeling using magnetic curves and differential
geometry.

2023, 34 Pages
Keywords: Magnetic Curves, Lorentz Force, De-Sitter 2-space.
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1. GIRIS

Manyetik alanlar hareketli yiiklerin birbirlerine yaptiklar1 etki sonucunda agiga
cikan kuvvetin etkisiyle olusurlar. En temel manada manyetik alan olusumundan
sorumlu olan kaynak olarak belirli bir pozitif yiike sahip olan hareketli parcaciklar
gosterilebilirler. Burada 6n kosul olarak manyetik alanlarin homojen olmasi yani
yiiklerin hareketi sirasinda i¢inde hareket ettikleri hacmin yogunlugunun bu alanlarin
herhangi bir yerinde birikmiyor yada azalmiyor olmasi esastir. Béylece akim kararli bir
hale gelir ve olusan manyetik alanin biiyiikligii akim siddetinin biiyiikliigiine, manyetik
alanin hesaplanacagi noktanin bu akima olan uzakligina ve i¢inde manyetik alan olusan
uzayin bos olup olmamasina bagl olarak degisir.

Bir yiiklii parcacik bir manyetik alana girdiginde manyetik alana bagl kuvvetlerin
tesiri altinda kalir. Bu pargacigin hareketi Lorentz kuvveti olarak bilinen bir kuvvet
tarafindan yonetilir. Verilen bir X vektor alani i¢in anti-simetrik tensor alani olarak

tanimlanan ¢ Lorentz kuvveti bir B manyetik alaninda asagidaki denklem ile ifade
edilebilir (Barros vd., 2007).
$(X)=BxX.

Bu kuvvetin etkisiyle yiiklii parcacik manyetik egri olarak adlandirilan yeni bir
yorlinge izlemeye baslar. Dolayisiyla Lorentz kuvveti manyetik kuvvetlerin bileskesi
halini alir. Ug boyutlu uzaya ait baz1 6zel durumlardan dolay: ise bu kuvvet asagidaki
formda oldugu gibi verilebilir (Barros vd., 2007).

¢(a')=Bxa'=V_ a'.

Burada o pargacigin yoriingesine karsilik geldigi varsayilan diizgiin bir egriye
aittir ve o' ise onun hiz (teget) vektor alanidir. Lorentz kuvvetinin dogast geregi yiiklii
parcacik manyetik alana paralel girerse, manyetik kuvvet sifir olur. Yine bu parcacik
manyetik alana o« ve B arasindaki ag1 dik olacak sekilde girerse Lorentz kuvveti
maksimum degerini alir. Bdylece manyetik kuvvet pargacigin yoniini degistirerek
manyetik alan igerisinde dairesel hareketler yapmasina neden olur. Cogu gezegenin
manyetik alan1 veya elektromiknatislarin olusturdugu manyetik alan yukarida bahsi
gecen mekanizma ile olusur. Ayrica pusulalarin, elektrik motorlarinin ve jeneratorlerin
calisma prensipleri de bu teorik yapinin uygulamalariin goriildiigli bazi orneklerdir.
Geometriksel olarak yiiklii pargacigin hareketine karsilik gelen manyetik egri ile

baglantili olan manyetik alanin bulunmasi o6zellikle son yillarda {izerinde durulan



konulardan bir tanesidir. Bu ¢aligmalarda farkli uzay-zaman yapilarinda bir¢ok degisik
manyetik egri karakterizasyonu belirlenmistir. Bu uzay-zaman yapilarinin baglicalari
Oklid uzay-zaman, Minkowski uzay-zaman, De-Sitter uzay zaman, anti De-Sitter uzay
zaman, vb. olarak verilebilir. Bu konuyla ilgili yapilan ¢alismalara verilebilecek bazi
ornekler sunlardir. Ug boyutlu yari-Riemann manifoldlar iizerindeki Killing manyetik
alantyla iliskili manyetik egriler boyunca hareket eden pargacigin yoriingesine ait
detayl1 birgok sonug¢ bulunmustur (Ozdemir vd., 2015). Yine manyetik egriler ve Bishop
denklemleri yardimiyla {i¢ boyutlu Riemannian manifoldunda bir optik fiber boyunca
dogrusal olarak polarize edilmis 151k dalgasinin elektromanyetik egrilerine ait bazi
karakterizasyonlar da bulunmustur (Kérpimar, Demirkol, 2020). Ug¢ boyutlu Minkowski
uzayinda pseudo null egriler igin T-manyetik, N-manyetik, B-manyetik egrilerine
karsilik gelen manyetik vektor alanlar1 bulunmus ve bazi 6rnekler verilmistir (Kazan,
Karadag, 2017). Son olarak da, Minkowski uzayinda tanimlanan Sabban vektor alantyla
iligkili yeni bir tip manyetik egri ve bu egrilere karsilik gelen hareketli yiiklii par¢acigin

baz1 geometrik ve fiziksel 6zellikleri de tanimlanmistir (Bas, 2018).

Newton'un hareket yasalar1 olarak da bilinen ikinci hareket yasasi, bir nesnenin
harici bir kuvvete maruz kaldiginda hareketinin nasil degistigini tamimlayan fizikte
temel bir prensiptir. Yasaya goOre, bir nesne lizerinde etki eden kuvvet, nesnenin
kiitlesinin ivmesiyle carpimina esittir. Baska bir deyisle, bir nesneye bir kuvvet
uygulandiginda, nesnenin hareketi, kuvvet ve nesnenin kiitlesi oraninda degisecektir.
Ornegin, bir kutuyu 10 Newtonluk bir kuvvetle iterseniz, kutu kuvvetin ydniinde
ivmelenecektir. Kutunun ivmesi kiitlesine bagli oldugundan, kutu ¢ok agir ise daha
yavas ivmelenecektir. Ote yandan, aym kuvvetle hafif bir kutuyu iterseniz, daha hizli
ivmelenecektir ¢iinkii az kiitlesi vardir. Bir nesne tlizerinde etki edebilecek c¢esitli tiirde
kuvvetler vardir, bunlar arasinda yer g¢ekimi kuvveti, siirtinme kuvveti ve normal
kuvvet yer alir. Yer ¢ekimi kuvveti, kiitlesi olan iki nesne arasindaki ¢ekim kuvvetidir.
Stirtinme kuvveti, bir nesnenin ylizeyle temas halindeyken hareketine karsi olan
kuvvettir. Normal kuvvet ise iki nesnenin temas halindeyken birbirlerinden gegmesini
onleyen kuvvettir. Bu kuvvetlerin her biri, ikinci hareket yasasini kullanarak
tamimlanabilir. Ornegin, Diinya yiizeyine yakin bir nesne iizerinde etki eden yercekimi
kuvveti, g'nin yer¢ekimi ivmesi oldugu yerde mg'ye esittir. Siirtinme kuvveti, bir nesne
tizerinde etki eden normal kuvvete orantilidir ve bir yaym kuvveti, denge

pozisyonundan olan uzakhigina orantilidir. Ikinci hareket yasasi, hareket halindeki



nesnelerin davranisini anlamak ve Ongormek icin giiclii bir aragtir. Mekanikten
elektromanyetizmaya kadar birgok farkli fizik alaninda kullanilir ve fiziksel diinyay1
tanimlamak i¢in kullandigimiz denklemlerin ve prensiplerin temelini olusturur. Ote
yandan, Lorentz kuvveti, yiiklii bir parg¢acigin elektrik alan ve manyetik alan varliginda
maruz kaldig1 kuvveti agiklar. Kuvvet, F = q(E + v x B) formiilii ile verilir ve burada F
kuvvettir. Ayrica q parcacigin yiikiinii, E elektrik alanini, v parcacigin hizin1 ve B
manyetik alanini temsil eder. Lorentz kuvveti, Newton'un ikinci kanunu 6zel bir durumu
olarak gorilebilir. Yiikli bir parcacik elektrik ve manyetik bir alana maruz kaldiginda,
ivme kazanarak kuvvet etkisi ile karsilasir. Bu ivme Lorentz kuvveti tarafindan verilen
kuvvetle Newton'un ikinci kanunu ile tanimlanabilir. Bu nedenle, Lorentz kuvveti,
yiiklii parcaciklarin elektrik ve manyetik alan varliginda hareketini tanimlamak ig¢in
Newton'un ikinci kanununu nasil kullandigimizin 6zel bir 6rnegidir (Cornille, 1995).
Siirtlinme kuvvetini ve yergekim kuvvetini gz oniinde bulundurarak bu kuvvetlerin
tesiri altinda hareket eden yiiklii pargacigin yoriingesine ait bazi geometrik ve fiziksel
cikarimlar siirtinmelli manyetik ve yercekimli manyetik egriler basligi altinda
incelenmistir (Korpimar, Demirkol, 2018; Korpinar, Demirkol, 2018). Dinamik ve
elektrodinamik kuvvetlere ait temel kavramlar g6z Oniinde bulundurularak bu
kuvvetlere maruz kalan pargacigin enerjisinin hesaplandigi calismalar ise geometrik
yaklagimin fiziksel problemleri ¢6zme konusundaki 6nemini bir daha vurgulamistir

(Korpinar, Demirkol, 2017).

Diferansiyel geometrik araclar manyetik egrinin geometrisini incelemek ve ytikli
parcacigin hareketini tanimlayan hareket denklemlerini tiiretmek i¢in kullanilir. Lorentz
kuvvet yasasim1 diferansiyel geometrik araglarla birlestirerek, manyetik alan
varligindaki yiiklii pargaciklarin hareketinin tam bir resmini elde edebilir ve tork,
cevresel yaricap, acisal ve mekanik momentum, potansiyel enerji gibi 6nemli nicelikleri
hesaplayabiliriz. Bu c¢alismalara ornek teskil eden bazi arastirmalar su sekilde
verilebilir. Yiklii bir parcaci@in birim 2-kiire ilizerindeki siirtiinme kuvveti alaninin
etkisi altindaki geometrik karakterizasyonunun elde edilmesiyle parcacigin manyetik
hareketi, torku, potansiyel enerji fonksiyonu ve Poynting vektorii gibi bazi fiziksel ve
kinematik Ozellikleri incelenebilmistir (Korpinar, Demirkol, 2019). Yine birim kiire
tizerindeki kiiresel elektromanyetik egrilerin temel tanimini kullanarak hareket
halindeki yiiklii par¢acigin fiziksel dinamiklerini anlamak igin optiksel manyetik tork,

optiksel dogrusal ve agisal momentum, enerji degisim orani, Poynting vektori,



elektromanyetik kuvvet kavramlarina dair bazi hesaplamalar yapilabilmistir (Korpinar,
Demirkol, 2022). Frenet-Serret egrilerinin  etkisi altinda hareket eden bir
elektromanyetik alanla iliskilendirilmis bir parcacigin hareket denklemlerinin elde
edilmesiyle Newton'un ikinci yasasi ile Lorentz kuvvetinin birbirlerinin esdegeri oldugu

sonucuna varilmistir (Garcia, Morales, 2013).



2. TEMEL TANIM ve TEOREMLER

Tamm 2.1 R reel sayilar cismini gostermek lizere, R" = {(X1' Xy yeeny Xn): X, € R} vektor

uzayinda, X=(X1,X2,...,Xn)eRn ve y:(yl,yz,...,yn)eR” olmak lizere

<X’ Y>:iXiYi (2.1)

esitligi ile tanimlanan
<,> ‘R"xR" >R
(% y) = (xy)
fonksiyonu R" uzayinda bir i¢ ¢arpimdir. Bu i¢ ¢arpima R" uzayinin dogal i¢ garpim
veya Oklid i¢ ¢arprmi denir.
xeR" icin
=/ x %) (2.2)
olmak iizere

‘R" >R

X o J(xx)

fonksiyonu R" uzayinda bir normdur. Buna gore (R”,

) uzayina normlu vektor uzay
denir.

d(x,y) = [x-y] (2.3)
bi¢iminde tamimlanan d:R"xR" —R fonksiyonu R" uzayinda bir metriktir. Bu
metrik ile (R“,d) bir metrik uzay olur. Bu uzaya Oklid uzay denir ve kimi zaman E"

ile de gosterilir (Sabuncuoglu, 2001).

Tanmim 2.2 |, R nin bir agik araligi olmak tizere

a:lcR->R"

bigiminde diferensiyellenebilir bir o doniisimiine R" uzayr ig¢inde bir egri denir

(Sabuncuoglu, 2001).

Tamm 2.3 o:1 - R" bir egri olsun. Vtel i¢in @ nin a(t) noktasindaki

@'(t)= 2 (1) (ddot‘l (t), d;t‘z ()1 d;t‘n (t)j (2.4)




vektoriine, « egrisinin «(t) noktasindaki hiz vektorii denir (Sabuncuoglu, 2001).

Tamim 2.4 «:1 —R" bir egriolsun. Vtel igin @ nin a(t) noktasindaki hiz vektorii

sifirdan farkli ise & egrisine regiiler bir egri denir (Sabuncuoglu, 2001).
Tamm 2.5 Bir

a:.lcR—>R" s — a(S)
egrisi igin ||or'(s)| =1 (Vsel) ise a egrisine birim hizh egri denir. Bu durumda egrinin

se | parametresine yay parametresi adi verilir (Sabuncuoglu, 2001; Izumiya ve
Takeuchi, 2004).

Tamm 2.6 R® uzaymda birim hizhea ;| © R — R" egrisi i¢in

T(s)=a'(s) (2.5)
esitligindeki T(S) vektoriine @ egrisinin «(S) noktasindaki birim teget vektort denir.
T(s) vektor alamnac egrisinin teget vektor alani adh verilir (Sabuncuoglu, 2001).

Tanim 2.7 R® uzayinda birim hizhe: 1 R — R® egrisi i¢in & :1 = R olmak iizere,
(5)=IT(s) @6)
fonksiyonuna « egrisinin egrilik fonksiyonu denir. x(S) sayisina egrinin ()
noktasindaki egriligi denir (Sabuncuoglu, 2001).

Tamm 2.8 R® uzayinda birim hizh &:1 ¢ R — R® egrisi i¢in

N(s)=——T(s) (2.7)

esitligindeki N(S) vektoriine o egrisinin a(s) noktasindaki birinci dik vektori (asli
normali) denir. N(S) vektor alanina o egrisinin birinci dik vektor alani (asli normal
vektor alani) adi verilir (Sabuncuoglu, 2001).

Tamim 2.9 R* uzayinda birim hizh 1 c R — R® egrisi i¢in

B(s)=T(s)xN(s) (2.8)
esitligindeki B(S) vektoriine o egrisinin  «(S) noktasindaki ikinci dik vektorii
(binormali) denir. B(s) vektor alanina a egrisinin ikinci dik vektor alani (binormal

vektor alani) ad1 verilir (Sabuncuoglu, 2001).



Tamm 2.10 T(S),N(S),B(S) vektorlerine o1 1 < R— R? egrisinin a(s)
noktasindaki Serret-Frenet vektorleri denir. {T(s), N(S),B(S)} kiimesine o egrisinin

a(s) noktasindaki Frenet catist denir. T(s),N(s),B(s) vektor alanlarmaa egrisi
tizerinde Frenet vektor alanlar1 ad1 verilir (Sabuncuoglu, 2001).

Tamm 2.11 R® uzayinda birim hizh a:1 c R—R® egrisinin Frenet vektor alanlari

T(S),N(S),B(S) ve 7:1 = R olmak iizere

£(s)=(B'(s).N(5) 9
fonksiyonuna « egrisinin «(s) noktasindaki torsiyonu (burulmasi) denir (Sabuncuoglu,
2001).

Teorem 2.12 R® uzayinda birim izl ;1 € R — R®egrisini gdz 6niine alahim. Frenet
vektor alanlart T(s),N(s),B(s) ve bu egrinin egrilik ve burulmasi sirasiyla « ve

olmak iizere

T'(s)=x(s)N(s),

N'(s)=—«x(s)T(s)+7(s)B(s), (2.10)
B*(s)=—7(s)N(s),

olur (Sabuncuoglu, 2001).

Tamm 2.13 R"iizerinde X = (X, X,,.., X, ) V& Y =(Y;, Y5,y Y, ) olmak iizere

XYL ==XY XY, +..+ XY, (2.11)

seklinde tanimlanan simetrik, bilineer, non-dejenere metrik tensériine R" {izerinde

Lorentz metrigi denir (Gray, 1999).

Tamim 2.14 R? iizerinde Lorentz metrigi ile olusturulan (R3,(,>L) ikilisine 3-boyutlu
Lorentz uzay1 denir ve Rf gosterilir (Gray, 1999).

Tamim 2.15 X=(X,X,,X;) € R} olsun. Eger,

i.(X,X), <0ise X’e timelike vektor,

ii.(X,X)_ >0 ise x’e spacelike vektor,

iii. (X, x), =0 ise X ’e null vektor,

adi verilir (Gray, 1999).



Tanmm 2.16 a c Rf , Lorentz uzayinda bir egri olsun. a egrisinin a(s) noktasindaki
hiz vektdrii '(s) olmak iizere

i.(a'(s),a'(s)) < 0ise a'(s) timelike egri,

ii.{(a'(s),a'(s)), > 0ise & (S) spacelike egri,

iii.(@'(s),a'(s)), = 0ise &'(s)null egri,

olarak adlandirilir (Gray, 1999).

Tamm 2.17 Riemann geometrisindeki 2-kiirenin Lorentz karsiligina De-Sitter 2-uzay1
denir (Gray, 1999).

Tamm 2.18 Rf uzayinda sifirdan farkli bir p vektori i¢in

Si={peRi:(p.p), =1

(2.12)
seklinde tanimlanan uzaya De-Sitter 2-uzay denir (Gray, 1999).
Teorem 2.19 Bir timelike p vektorii i¢in norm fonksiyonu
Ip]=y~(p. P), 2.13)

olarak tanimlanabilir. Eger « € Rf ve o egrisinin a(s) noktasindaki hiz vektori

a'(s) iken

Jer'(s)] = = {'(5), ' (5)), (2.14)

saglaniyorsa « De-Sitter 2-uzayda bir timelike egri olarak adlandirilir (Gray, 1999).

Teorem 2.20 Her bir birim hizl timelike 21 — S egrisi {(s), T(s),N(s)}
pseudo-ortonormal ¢atisiyla elde edilebilir. Burada T(S) timelike teget vektorii ve

N(s) spacelike asli normal vektériidiir. Bu durumda {er(s),T(s),N(s)} vektorleri

i¢cin Frenet-Serret tipindeki denklemler asagidaki gibidir (Gray, 1999).
T'(s)=a(s)+p(s)N(s),

N'(s)=p(s)T(s), (2.15)
a'(s)=T(s).

Bir timelike egri lizerinde tanimlanan vektorler i¢in i¢ ¢arpim ve vektorel carpim

asagidaki sekilde tanimlanir.



<T’T>|_ =-1 <a’a>|_ = <N’N>L =1

(2.16)
T=ax N, a=Tx N, N=ax T.
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3. DE-SITTER 2-UZAYINDA TIMELIKE MANYETIiK EGRILER

Bu boliimde De-Sitter 2-uzayinda o —manyetik egriler, T —manyetik egriler, N —
manyetik egrilerverilen bir timelike egri boyunca tanimlanacaktir. Ayrica bulunan

manyetik egrilere karsilik gelen manyetik vektoralanlar1 da hesaplanacaktir.

Tamm 3.1 (R,u) n-boyutlu semi-Riemann manifoldu olsun. R iizerinde F kapali 2-
formu bir manyetik alandir. (R, u) manifoldu tizerindeki F manyetik alaninin Lorentz

kuvveti ¢ herhangi X,y e X(R) vektor alanlari igin

g(¢(x),y)=F(xy) (3.1)
seklinde ifade edilir (Barros vd., 2007).

Tamm 3.2 Bir (R, U) Riemann manifoldu tizerindeki manyetik egriler F manyetik
alanin etkisi altinda R tizerinde hareket eden yiiklii pargaciklarin yoriingeleridir. Yani
F nin manyetik yoriingeleri Lorentz denklemindeki R nin egrileridir. Buradan
Voa'=a"=¢(a') (3.2)
olur. R nin jeodeziklerinden elde edilen genellestirilmis Lorentz denklemi de

a"=0 (3.3)
dir (Barros vd., 2007).

Tamim 3.3 3-boyutlu uzayda bir semi-Riemann manifoldunda Lorentz kuvveti vektor

carpimi yardimiyla agagidaki haliyle tanimlanabilir.
$(a)=Fx a'=V a' (3.4)
yazilir (Barros vd., 2007).

3.1 De-Siter 2-Uzayinda Timelike o -Manyetik Egriler

De-Sitter 2-uzayinda verilen bir egri a:1 R —S? olarak tanimlansm.V, da

Sf de bir manyetik alan olsun. O halde Lorentz kuvveti yardimiyla tanimlanan
asagidaki esitlik

Via=¢(a)=V, x «a (3.5)
bir timelike « -manyetik egrisini verir denilir. Benzer bir yaklasim kiiresel uzayda

(Abdel-Aziz vd., 2018) tarafindan verilmistir.
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Teorem 3.1.1 o, De-Sitter 2-uzayinda birim hizli timelike manyetik bir egri olsun. O

halde De-Sitter 2-uzayinda Lorentz kuvveti
o) 0 1 0\«
(M) |={1 0 a,|| T
#(N) 0 a, O0)(N (3.6)
olarak elde edilir.
Ispat: « egrisi {a,T, N, p} bilesenleri ile De-Sitter 2-uzayinda bir timelike « -
manyetik egri olsun. Buna gore tanimdan
Ha)=T 3.7)
olur. Diger yandan, ¢(T) € S, {«, T, N }oldugundan dolayi
#(T)=a,ax+a,T+a;N (3.8)
olarak yazilabilir. Buradan,
a,=1 a,=0
bulunur. Bulunan bu degerler (3.8) denkleminde yerine yazilirsa
H(T)=a+a,N (3.9
seklinde bulunur. Diger yandan,
#(N) =b,a+Db, T+Db,N (3.10)
olarak yazilabilir. Buradan,
b,=0,b,=a,,b,=0 (3.11)
bulunur. Benzer sekilde bulunan bu degerler (3.7) denkleminde yerine yazilirsa

¢(N) =a,T (3.12)
olarak bulunur ve ispat tamamlanmus olur.

Teorem 3.1.2 a, De-Sitter 2-uzayinda birim hizli bir timelike manyetik egri olsun. O

halde « egrisinin, V, manyetik vektér alanimmin timelike « —manyetik egrisinin

yoriingesi olabilmesi icin gerek ve yeter sart V, manyetik vektdr alanmin « egrisi
boyunca

V, =a,a—N (3.13)
Olmasidir.

Ispat : a, De-Sitter 2-uzayinda V, manyetik vektor alaninin timelike o —manyetik

egrisinin yoriingesi olsun.
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V,=aa+bT+cN (3.14)
alinabilir. Tanim geregi

V, x a=@x+bT+cN)x o (3.15)
olur. Buradan ¢=-1, b =0bulunur. Diger yandan ¢(V,) =V, x, V, =0 olmak iizere
(3.14) esitliginden

#(V,) =ag(a)-¢(N) =0

elde edilir. Bundan faydalanarak a =a, bulunur. Bulunan bu degerler (3.14) esitliginde

yerlerine yazilirsa V, =a,a — N olur.
3.2 De-Siter 2-Uzayinda Timelike T-Manyetik Egriler

De-Sitter 2-uzayinda verilen bir egri a2:1 <R —S? olarak tanimlansin. V; de S?

de bir manyetik alan olsun. O halde Lorentz kuvveti yardimiyla tanimlanan asagidaki
esitlik

V. T=¢(T)=V;x T (3.16)
bir timelike T —manyetik egrisini verir denilir. Benzer bir yaklagim kiiresel uzayda

(Abdel-Aziz vd., 2018) tarafindan verilmistir.

Teorem 3.2.1 T,, De-Sitter 2-uzayinda birim hizli timelike manyetik bir egri olsun. O

halde De-Sitter 2-uzayinda Lorentz kuvveti

d(a) 0 1 c)ea
gM|=| 1 0 p||T
¢(N)) (-¢; p O)(N (3.17)

olarak elde edilir.

Ispat : a egrisi {a,T,N, p} bilesenleri ile De-Sitter 2-uzayinda bir timelike T —
manyetik egri olsun. Buna gore tanimdan
#(T)=a+pN (3.18)
olur. Diger yandan ¢(T) €S, { &, T, N} oldugundan dolay1
#(a)=c,x+C,T+C;N (3.19)
olarak yazilabilir. Buradan,
c,=0,¢c,=1

bulunur. Bulunan bu degerler (3.19) denkleminde yerine yazilirsa
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$(a) =T+c;N (3.20)
seklinde bulunur. Diger yandan

¢(N)=d,a+d,T+d,;N (3.21)
olarak yazilabilir. Buradan,

d,=-¢C,,d,=p,d,=0 (3.22)
bulunur. Benzer sekilde bulunan bu degerler (3.21) denkleminde yerine yazilirsa

¢(N)=pT—Cyx (3.23)

olarak bulunur ve ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.2.2 T,,, De-Sitter 2-uzayinda birim hizh bir timelike manyetik egri olsun. O
halde T, egrisinin, V; manyetik vektdr alammnin T —timelike manyetik egrisinin

yoriingesi olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart V; manyetik vektdr alaninin o egrisi
boyunca,

V; =pa—-c,T-N (3.24)
olmasidir.

Ispat : T,, De-Sitter 2-uzayinda V; manyetik vektor alaninin T —timelike manyetik
yoriingesi olsun.

V; =da+eT+1N (3.25)
alinabilir. Tanim geregi

V;x T=(da+eT+fN)x, T (3.26)
olur. Buradan d= p, f =—1bulunur. Diger yandan ¢(V;)=V;x, V; =0 olmak iizere
(3.25) esitliginden (V) = pg(a) +ed(T)—4(N) =0 elde edilir. Bundan faydalanarak
e =—C, bulunur. Bu degerler (3.25) esitliginde yerlerine yazilirsa V; = pa—C,T—N
olur.

3.3 De-Siter 2-Uzayinda Timelike N-Manyetik Egriler

De-Sitter 2-uzayinda verilen bir egri :1 <R — S’ olarak tanimlansi. V, de S?
de bir manyetik alan olsun. O halde Lorentz kuvveti yardimiyla tanimlanan asagidaki
esitlik
V.N=¢(N)=V, x N (3.27)
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bir timelike N —manyetik egrisini verir denilir. Benzer bir yaklasim kiiresel uzayda

(Abdel-Aziz vd., 2018) tarafindan verilmistir.
Teorem 3.3.1 N,, De-Sitter 2-uzaymda birim hizli timelike manyetik bir egri olsun. O

halde De-Sitter uzayinda Lorentz kuvveti

@) (0 g5 0)fa
#(T)(=|9; 0 p|| T
¢g(N)) (0 p O)N

(3.28)
olarak elde edilir.

Ispat : a egrisi {&,T,N,p} bilesenleri ile De-Sitter 2-uzayinda bir timelike N-—
manyetik egri olsun. Buna gore tanimdan

$(N)=pT (3.29)
olur. Diger yandan, ¢(N) €S, {«, T, N} oldugundan dolayi

#(T)=09,T+9,N+0,x (3.30)
olarak yazilabilir. Buradan

9,=0,0,=p

bulunur. Bulunan bu degerler (3.30) denkleminde yerine yazilirsa

#(T) = pN+0,x (3.31)
seklinde bulunur. Diger yandan

#(a)=hT+h,N+h,a (3.32)
olarak yazilabilir. Buradan

h,=9,,h, =0,h, =0(3.33)

bulunur. Benzer sekilde bulunan bu degerler (3.32) denkleminde yerine yazilirsa
#(e) =0.T (3:34)
olarak bulunur ve ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.3.2 N,,, De-Sitter 2-uzayinda birim hizli bir timelike manyetik egri olsun. O
halde N,, egrisinin, V, manyetik vektér alaninin N —timelike manyetik egrisinin
yoriingesi olabilmesi icin gerek ve yeter sart Vy, manyetik vektdr alaninin « egrisi
boyunca

V, =-0;N+ pa (3.35)

olmasidir.
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Ispat : N,,, De-Sitter 2-uzayinda V,, manyetik vektor alanimin N —timelike manyetik
yorilingesi olsun.

V,=0T+hN+ja (3.36)
alinabilir. Tanim geregi

Vyx, N=(@T+hN+ja)x N (3.37)
olur. Buradan g=0, j= p bulunur. Diger yandan ¢(V,) =V, x,_V, =0 olmak iizere
(3.36) esitliginden ¢(V,)=hg¢(N)+ péd(a) =0 elde edilir. Bundan faydalanarak
h =—g, bulunur.

Bulunan bu degerler (3.36) esitliginde yerlerine yazilirsa V,, =—-g;N+ pa olur.
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4. DE-SITTER 2-UZAYINDA OZEL MANYETIK EGRILER

Yiikli bir pargacik egrisel bir yol boyunca hareket ederken, yer¢ekimi kuvveti,
sirtinme kuvveti ve normal kuvvet gibi dis kuvvetlerle karsilasabilir. Parcacigin
tizerindeki yergekimi kuvveti, kiitlesine ve i¢inde bulundugu yergekimi alanina baglh
olacaktir. Kuvvet, yercekimi alan1 yoniinde etki edecek ve pargacigin alanin merkezine
dogru veya merkezden uzaga hareket etmesine neden olabilir. Parcacik iizerindeki
siirtinme kuvveti, iizerinde hareket ettigi yilizeyin dogasina ve hareket ettigi hiza bagh
olacaktir. Bu kuvvet, parg¢acigin hareketine zit yonde etki edecek ve pargacigin
yavaglamasina veya durmasina neden olabilir. Parcacik iizerindeki normal kuvvet,
tizerinde hareket ettigi yiizeye diktir ve pargacigi egrisel yolunda tutmaktan sorumludur.
Bu kuvvet olmasaydi, pargacik egri yoldan ¢ikar ve diiz bir ¢izgide devam ederdi. Bu
dis kuvvetlere ek olarak, yiiklii pargacik, bir manyetik veya elektrik alan varliginda
hareket ediyorsa, elektromanyetik kuvvetlere de maruz kalabilir. Bu kuvvetler,
pargacigin egri yolundan sapmasina ve farkli bir yonde hareket etmesine neden olabilir.
Parcacigin tam davranisi, dis kuvvetlerin giiciine ve yoniine oldugu kadar parcacigin ilk
hizina ve yoniine de baglh olacaktir. Par¢acigin hareketini ayrintili olarak anlamak icin
hareket denklemlerini uygun fiziksel yasalar ve ilkelerle birlikte kullanmak gerekir
(Griffiths, 1999).

Yiiklii bir parcacik egrisel bir yol boyunca hareket ettiginde, pargacik tizerine etki
eden elektrik ve manyetik kuvvetlerin bir kombinasyonu olan Lorentz kuvveti olarak
bilinen bir kuvvetle karsilasir. Elektrik kuvveti parcacigin yiikiine ve elektrik alanin
giiciine baghdir, manyetik kuvvet ise parcacigin hizina ve manyetik alanin giiciine
baghdir. Elektrik alan1 E ve manyetik alan1 B olan bir elektromanyetik alanda v hiziyla
hareket eden yiiklii bir pargacik q lizerindeki Lorentz kuvveti su sekilde verilir: F = q(E
+ v X B) burada x, vektorel ¢carpimi ifade eder. Bu kuvvet, pargacigin egri yolundan
sapmasina ve farkli bir yonde hareket etmesine neden olabilir. Ornegin yiiklii pargacik,
hareket diizlemine dik bir manyetik alanda hareket ediyorsa, hem hizina hem de
manyetik alana dik bir kuvvetle karsilasacak ve dairesel bir yolda hareket etmesine
neden olacaktir. Bu, siklotron hareketi olarak bilinir. Yiklii pargacik bir elektrik
alaninda hareket ediyorsa, elektrik alan yoniinde bir kuvvetle karsilasacak ve bu yonde
hizlanmasina neden olacaktir. Elektrik alan diizgiin ise, pargacik diiz bir ¢izgide hareket
edecek, ancak alan diizgiin degilse, pargacik egri bir yol izleyebilir. Hem elektrik hem

de manyetik alanlarin varliginda, yiikli parcacigin hareketi, alanlarin goreli
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kuvvetlerine ve yonlerine bagli olarak oldukca karmasik olabilir. Dis kuvvetlerin yiiklii
bir pargacik tizerindeki etkilerini daha ayrintili olarak anlamak igin hareket
denklemlerinin yani sira Maxwell denklemleri ve Lorentz kuvvet yasasi gibi uygun
fiziksel yasalar ve ilkelerin kullanilmasi gerekir (Purcell vd., 2013).

Yergekimi kuvveti, siirtinme kuvveti, normal kuvvet gibi dis kuvvetlerle
karsilasan ve spesifik olmayan bir egri boyunca hareket eden bir pargacigin hareketinin
derinlemesine bir incelenmesi bir¢ok arastirmaci tarafindan yapilmistir. 3D Riemann
manifoldunda manyetik bir egri boyunca hareket eden yiiklii bir pargacigin davraniginin
siirtiinme kuvvetinin veya yergekimi kuvvetinin tesiri géz Oniinde bulundurularak
aragtirtlmas1 sonucunda ortaya ¢ikan “siirtinmeli manyetik egriler” ve yercekimli
manyetik egriler kavramlari (Korpinar, Demirkol, 2018; Ko&rpinar, Demirkol, 2018)
tarafindan tanimlanmustir.

Bir blok veya yiizey lizerinde hareket eden pargaciga ait temel kavramlar detayli
bir sekilde bir ¢ok c¢alismada kendine yer bulmustur. Ozellikle de dairesel veya diiz
yiizeylerdeki bu harekete ait bir¢ok karaktrerizasyonlar yapilmistir. Konkav seklinde bir
yiizeyde asagi yonde kayan bir parcaciga siirtinme kuvveti, normal kuvvet ve yer
cekimi kuvveti tesir eder. Parcacigin hareketini belirleyen bu kuvvetler parcacigin takip
ettigi yoriinge boyunca tanimlanan otonormal ¢ati elemanlarinca ifade edilebilir. m
yiikiine sahip herhangi bir noktasal parcacik icin yukarida belirtilen sartlar altinda
parcaciga tesir eden nomal kuvvet;

N=1ON(Q=[NI) (4.1)
olup yer ¢ekim kuvveti
W= m(g,T+9g,N) (g, Ve g, yer cekim katsayilaridir) 4.2)
ve son olarak da strtiinme kuvveti de;

f=-nQT ( 7 strtiinme katsayisi) 4.3)

olarak verilir (Gonzales-Cataldo vd., 2017).

Bu kuvvetler ve parcacigin yoriingesi asagidaki sekilde gorsellestirilebilir.
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Sekil 4.1. Parcacik Yoriingesi ile Kuvveti

4.1 De-Siter 2-Uzayinda Timelike Siirtiinmeli Manyetik Egriler

De-Sitter 2-uzayinda verilen bir egri a:1c R — S’ olarak tamimlansim. V, de S?
de bir manyetik alan olsun. O halde Lorentz kuvveti yardimiyla tanimlanan asagidaki
esitlik
Vot =g(f) =V, < f (4.4)

bir timelike siirtinmeli manyetik egrisini verir denilir.

Teorem 4.1.1 « , De-Sitter 2-uzayinda birim hizli timelike siirtinmeli manyetik bir egri
olsun. O halde De-Sitter 2-uzayinda Lorentz kuvveti

#pla)) (0 1 qfa
p(M (=11 0 p|T

sN)) (p —a, 0N @5)
olarak elde edilir.
ispat : o egrisi {a,T, N, p} bilesenleri ile De-Sitter 2-uzayinda bir timelike siirtiinmeli
manyetik egri olsun. Buna gore tanimdan
#(F) =—(7Q)a - (mQp)N (4.6)
olur. Burada nQ katsayisi sabit alinmustir. Diger yandan,
#(T) eSo{a, T,N}, ¢(a) € Sp{e, T, N}, #(N) € So{e, T, N} oldugundan dolay1
#(a)=T+p,a+p,N,

¢(T) = psa +p,N, (4.7)
¢(N) = pT+psar +pgN

olarak yazilabilir. Burada Lorentz kuvvetinin anti simetrik olma 6zelliginden
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(@), ) ==4(T), @),
(¢ (a),N)L ==¢(N), ), (4.8)
<¢(N)1T>L :_<¢(T)1N>L

elde edilir. (4.7) ve (4.8) denlemleri karsilastirirsa
p1=p6=0’ p3=11 P, =-Ps=0,, P, =p (49)
bulunur. Bulunan bu degerler (4.7) denkleminde yerine yazilirsa ispat tamamlanmis

olur.

Teorem 4.1.2 « , De-Sitter 2-uzayinda birim hizli bir timelike stirtiinmeli manyetik egri
olsun. O halde a egrisinin, V; manyetik vektor alaninin timelike siirtiinmeli manyetik
egrisinin yoriingesi olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart V; manyetik vektor alaninin «
egrisi boyunca

V; = pa—q,T—-N (4.10)
olmasidir.

Ispat : «, De-Sitter 2-uzayinda V, manyetik vektdr alanmin timelike siirtinmeli
manyetik egrisinin yoriingesi olsun.

Vi =0, +0;T+q,N (4.11)
almabilir. Tanim geregi

V, x f=(q,0+09,T+q,N)x f (4.12)

olur ve ¢(f) =—nQa —nQpN esitligi goz dnunde bulundurulursa q, = p, q, =-1 elde
edilir. Ayrica ¢(V;) =V, x_ V; = pd(a) +0Q,0(T) —#(N) esitligi (4.5) ifadesinde
bulunan degerler yerine yzaildiginda g, = —q, sonucunu verir. Bu ise ispat1 tamamlar.

4.2 De-Siter 2-Uzayinda Timelike Normal Kuvvetli Manyetik Egriler

De-Sitter 2-uzayinda verilen bir egria: 1 R — S? olarak tanimlansin. V,, de S?
de bir manyetik alan olsun. O halde Lorentz kuvveti yardimiyla tanimlanan asagidaki
esitlik
VN =¢(N)=Vyx N (4.13)

bir timelike normal kuvvetli manyetik egrisini verir denilir.

Teorem 4.2.1 «, De-Sitter 2-uzayinda birim hizli timelike normal kuvvetli manyetik

bir egri olsun. O halde De-Sitter 2-uzayinda Lorentz kuvveti
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() 0 w, 0\«
oM |={w, 0 p|| T
#(N) 0 p,o OJIN (4.14)

olarak elde edilir.
Ispat : a egrisi {a,T,N, p} bilesenleri ile De-Sitter 2-uzayinda bir timelike normal
kuvvetli manyetik egri olsun. Buna gore tanimdan

PN)= (pQ)T (4.15)

olur. Burada Q katsayisi sabit alinmistir. Diger yandan
#(T) eSo{a, T,N}, d(a) €Sp{a, T,N}, ¢(N) € S,{er, T, N}oldugundan dolay1

¢(a) =p,a+p,T,

¢(T) =pyar +py T+pN (4.16)
¢(N) =pya +p, T

olarak yazilabilir. Burada Lorentz kuvvetinin anti simetrik olma 6zelliginden

(#(a), T) =~¢(T), ).,
(#(a),N) =—=¢(N), &), (4.17)
(P(N), T) ==a(T).N),

elde edilir. (4.16) ve (4.17) denlemleri karsilastirirsa

P7 =Pi =P =0, Py, = P, Pg =Py =W, (4.18)
bulunur. Bulunan bu degerler (4.16) denkleminde yerine yazilirsa ispat tamamlanmis
olur.

Teorem 4.2.2 o, De-Sitter 2-uzayinda birim hizli bir timelike normal Kkuvvetli

manyetik egri olsun. O halde o egrisinin V,, manyetik vektor alaninin timelike normal
kuvvetli manyetik egrisinin yoriingesi olabilmesi icin gerek ve yeter sart V, manyetik
vektor alanmin a egrisi boyunca

V, = pa-wN (4.19)
olmasidir.

Ispat a, De-Sitter 2-uzayinda V, manyetik vektor alaninin timelike normal kuvvetli
manyetik egrisinin yoriingesi olsun.

Vy =W,a+W,T+w,N (4.20)
alinabilir. Tanim geregi

Vyx N =(W,xa+w,T+w,N)x, N (4.21)
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olurve ¢(N)=QpT esitligi g6z dnunde bulundurulursa w, = p, w, =0 elde edilir.
Ayrica ¢(Vy) =Vy % Vy = pd(a) +w,¢(N) esitligi i¢in (4.14) ifadesinde bulunan
degerler yerine yazildiginda w, =—w, sonucunu verir. Bu ise ispati tamamlar.

4.3 De-Siter 2-Uzayinda Timelike Yercekim Kuvvetli Manyetik Egriler

De-Sitter 2-uzayinda verilen bir egri a:1c R —>S? olarak tammlansin. V,, da

S? de bir manyetik alan olsun. O halde Lorentz kuvveti yardimiyla tanimlanan
asagidaki esitlik
V.W=¢(W)=V,, x, W (4.22)

bir timelike yer ¢ekim kuvvetli manyetik egrisini verir denilir.

Teorem 4.3.1 «, De-Sitter 2-uzayinda birim hizli timelike yergekim kuvvetli manyetik

bir egri olsun. O halde De-Sitter 2-uzayinda Lorentz kuvveti

d(a) 0 1 0\«
#T) (=1 0 p|| T
#(N) 0 p OJIN (4.23)

olarak elde edilir.

Ispat : a egrisi {a,T, N, p} bilesenleri ile De-Sitter 2-uzayinda bir timelike yergekim
kuvvetli manyetik egri olsun. Buna gore tanimdan

#(W) =m(goa +9,0T +7ooN) (4.24)
olur. Burada m pargacign kiitlesi olup verilen yercekim katsayilart ile ¢arpimi sabittir.
Diger yandan ¢(T)eS.{e, T,N}, ¢(a) € So{ex, T,N}, ¢(N) € S.{er, T,N} o0ldugundan

dolay1
#la)=ppa+T,
¢(T) =p,,a+pN (4.25)

#(N) =pya + pT
olarak yazilabilir. Burada Lorentz kuvvetinin anti simetrik olma 6zelliginden

(9(a), T) == (T), @),
(9(a),N)_ =~ (N),a),, (4.26)
(P(N), T) == (T).N),

elde edilir. (4.25) ve (4.26) denlemleri karsilastirirsa
P =Pis =0, py, =1 (4.27)
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bulunur. Bulunan bu degerler (4.25) denkleminde yerine yazilirsa ispat tamamlanmis
olur.
Teorem 4.3.2 «, De-Sitter 2-uzayinda birim hizli bir timelike yergekim kuvvetli

manyetik egri olsun. O halde « egrisinin V,, manyetik vektdr alaninin timelike
yercekim kuvvetli manyetik egrisinin ydriingesi olabilmesi icin gerek ve yeter sart V,,
manyetik vektor alaninin « egrisi boyunca

Vw =pa—-N (4.28)
olmasidir.

Ispat : «, De-Sitter 2-uzayinda V,, manyetik vektdr alanmin timelike yercekim
kuvvetli manyetik egrisinin yoriingesi olsun.

Vy =ma+m,T+m;N (4.29)
almabilir. Tanim geregi

V<, W=(ma+m,T+m,N)x, W (4.30)

olur ve m, = p, m, =0, m, = —1esitliklerinden ispat tamamlanmis olur.
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5. DE-SITTER 2-UZAYINDA OZEL MANYETIK EGRILERE AiT BAZI
FiZIKSEL CIKARIMLAR

Elektromanyetizma teorisinde, yiiklii par¢aciklarin manyetik alanlarda davranigini
anlamak icin temel 6neme sahip birkag¢ nicelik vardir. Bunlar arasinda gyro frekansi,
mekanik a¢isal momentum, manyetik moment ve torkonemli bir yere sahiptir.

Gyro frekansi ve gyro yarigapi, manyetik alan icinde hareket eden yiikli
parcaciklarin incelenmesinde 6nemli parametrelerdir. Gyro frekansi, ayni zamanda
siklotron frekansi olarak da bilinir ve yiikli bir parcacigin manyetik alan c¢izgileri
etrafinda dondiigii frekanstir. Gyro frekansi, manyetik alanin siddetiyle dogru orantili ve
parcacigin kiitlesiyle ters orantilidir. Gyro yarigapi, ayni zamanda Larmor yarigapi
olarak da bilinir ve yiiklii bir parcacigin manyetik alan cizgileri etrafinda dondiigi
dairesel yoriingenin yarigapidir. Gyro yaricapi, hiza dogru orantili ve manyetik alanin
siddetine ters orantilidir. Gyro frekansi ve gyro yaricapi birlikte, yliklii parcaciklarin
manyetik alandaki hareketi hakkinda onemli bilgiler saglar, 6rnegin bir parcacigin bir
gyro yoriingesini tamamlama siiresi ve yoOriingenin boyutu gibi. Bu parametreler,
plazma fizigi ve parcacik hizlandirici tasarimi gibi bir¢ok alanda yaygin olarak
kullanilmaktadir (Hazeltine, 2018).

Mekanik agisal momentum, bir nesnenin donme hareketinin ol¢lisiidiir. Moment
carpimi ve bir nesnenin agisal hizi olarak tanimlanir. Baska bir deyisle, lineer
momentumun donme esdegeri olarak bilinir. Mekanik agisal momentum, kapali bir
sistemde korundugu icin Onemlidir. Bu, harici torklarin olmadigi durumlarda, bir
sistemin toplam mekanik ag¢isal momentumunun sabit kalacagi anlamina gelir. Bu
korunum yasasi, jiroskoplar ve donen makineler gibi dénen sistemlerin davranisi i¢in
onemli sonuclar dogurur. Mekanik agisal momentum, fizik, miihendislik ve astronomi
gibi ¢esitli alanlarda kullanilir. Fizikte, atomlar ve molekiillerin hareketi gibi
parcaciklarin  ve sistemlerin donme hareketini tanimlamak i¢in  kullanilir.
Miihendislikte, motorlar ve tiirbinler gibi donen makinelerin tasarimi ve analizinde
kullanilir. Astronomide, gezegenler ve yildizlar gibi gok cisimlerinin dénme hareketini
incelemek i¢in kullanilir (Devanathan, 1999).

Manyetik momenti, hareket halindeki yiiklii bir pargacigin olusturdugu manyetik
alanin siddetini ve yoniinii tanimlayan temel bir fiziksel niceliktir. Yiiklii pargacigin
yiikii, agisal momentumu ve bir sabit olan jiroskopik oranin ¢arpimiyla verilir. Manyetik

moment kavrami, elektromanyetizm, niikleer fizik ve kati hal fizik gibi farkhi fizik
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alanlarinda 6nemlidir. Ornegin, elektromanyetizmde manyetik moment, malzemelerin
manyetik 6zelliklerini, manyetize olabilme 6zelliklerini ya da manyetik alan iiretebilme
kabiliyetlerini tanimlamak i¢in kullanilir. Niikleer fizikte manyetik momentler, spin ve
izotop kaymalar1 gibi atom ¢ekirdeklerinin davraniglarini incelemek icin kullanilir. Kati
hal fizikte manyetik momentler, malzemelerin manyetik diizenlenme ve spin
etkilesimleri gibi manyetik Ozelliklerinin incelenmesinde kullanilir. Manyetik
momentlerin 6zellikle manyetik rezonans goriintiileme (MRG) adi verilen, viicudun
manyetik alanlar ve radyo dalgalar1 kullanilarak taranarak goriintiilerinin olusturuldugu
non-invaziv bir tibbi goriintiileme tekniklerinde kullanimi vardir. MRG'de, viicuttaki
atom ¢ekirdeklerinin manyetik momentleri manipiile edilerek ve tespit edilerek,
hastaliklarin veya yaralanmalarin tanisit igin goriintiiler olusturulur. Genel olarak,
manyetik moment fizikte temel bir kavram olup, bir¢cok alanda énemli uygulamalara
sahiptir. Manyetik momentin anlasilmas1 ve manipiile edilmesi, bir¢ok teknolojik ve
bilimsel ilerlemeler i¢in 6nemlidir (Dill, 2008).

Elektromanyetizma baglaminda tork, bir nesnenin manyetik bir alanla etkilesimi
nedeniyle olusan dénme kuvvetini tamimlayan bir vektor biiyiikliigiidiir. Ozellikle
manyetik bir alanda hareket eden yiikli bir pargacik ig¢in, tork, parcacigin hizi ve
manyetik alanin olusturdugu diizlem boyunca dik bir eksende donmesine neden olan
kuvvettir. Matematiksel fizik dilinde, manyetik bir alandaki yiiklii bir parcacigin torku,
parcacigin manyetik momenti ve manyetik alan vektoriiniin ¢arpimu kullanilarak ifade
edilebilir. Yine bu baglamda torkun yorumu, manyetik alanin yikli bir pargacigin
donme hareketine neden olma egilimini agiklar. Tork vektoriinlin yoni, sag el kuraliyla
belirlenir. Bu kurala gore, bagparmak parcacigin hiz yoniinii, parmaklar manyetik alan
yoniinii ve avug i¢i ise tork vektorlinlin yoniinii gosterir. Manyetik alandaki torkun
anlasilmasi, motorlar ve jeneratorler gibi fizik alanlarinda donme hareketi liretmek i¢in
tork kullanilan bir¢ok alanda Onemlidir. Ayrica plazma ve diger elektromanyetik
sistemlerde yukli parcacik dinamiginin ¢alisilmasinda da O6nemli bir rol oynar
(Brockett, 1976).

Bu nicelikler arasinda aralarindaki iligkilerin dikkate deger oldugunu belirtmek
gerekir. Ornegin, manyetik moment, acgisal momentum ve giromanyetik oran
terimleriyle ifade edilebilir ve tork, manyetik moment ve manyetik alan terimleriyle
ifade edilebilir.
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5.1 De-Siter 2-Uzayinda Timelike Siirtiinmeli Manyetik Egriler ve Hareketleri

Bu boéliimde goreceli olmayan pozitif q yiikiine sahip m Kkiitleli pargacigin
manyetik hareketini siirtinme kuvveti yardimiyla tanimladigimiz timelike siirtiinmeli
manyetik egrilerce verecegiz. Bunun igin Newton yasalarinin ikinci denklemini ve

Lorentz kuvvet denklemini gbz 6niinde bulunduracagiz. Buna goére

q(Tx_ V;)=F=mV.,T (5.1)
esitligindeki V; timelike siirtiinmeli manyetik egriye ait manyetik alan vektorii T ise
parcacigin hiz vektoriidiir.

Manyetik kuvvetin merkezcil kuvveti tetikledigi bilinmektedir. Bunun sonucunda
siklotron veya gyro yarigapi olarak bilinen ve birim hizli timelike siirtiinmeli manyetik
egrinin yoriingesinin egrilik yaricapini veren ifade asagidaki gibidir:

_mM
af[vell

Bu durumda yiikiin kiitleye oran1 -1 oldugundan timelike siirtiinmeli manyetik

(5.2)

egrinin gyro frekansi asagidaki sekilde verilir.

-1

r=——m—m,
p*—a; +1

k=—~(p* g7 +1). (53)

Burada p egrinin geodezik egriligi ve q, de (4.5) denkleminde elde edilen bir

katsayidir. Klasik elektromanyetik teorisinde Larmor teoremi doénen yiikli bir
parcacigin agisal momentumu ile orantili bir manyetik momente sahip olacagini belirtir.

Bu baglamda verilen pargaciga ait mekanik agisal momentum su sekilde verilir.
L =fx_mg(f) = m(°Q° par —17°Q°N). (5.4)

Bu ifadeden goriilecegi tizere agisal momentumun biiyiikliigii asagidaki gibidir.
L= miQ2(p 1 (07 ~ ¢ +1). (55)

Ayrica agisal momentumun biilytikliiglinii hesaplamak i¢in ||L|| = m||v||r esitligini
kullanabiliriz. Bu sayede q, keyfi sabitini de bulabiliriz. Buna goére (5.3) ve (5.5)

denklemlerinden asagidaki esitlik elde edilir.
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ILl=mlvir = ——5—=mn"Q*(p* -1)"* (0" —af +1). (5.6)
P —q +1
Sonug olarak da
1 V2
& =((p" )~ =) (5.7)
1 7'Q'(p" -1)
elde edilir. Nihayet par¢acigin manyetik momentini veren esitlik
— q _ -L 2202 22
0=—L=—(7"Q pa+n°Q°N) (5.8)
2m 2

halini alir. Tiim bu sonuglar parcacigin spin (dénme) davranigina ait kavramlardir. Bu

yiizden pargaciga ait tork ifadesi
m
T=0x_V, =3(U2Q2qla+n2Q2qle) (5.9)

olarak bulunur. Bu esitlikte ¢, i¢in (5.7) ifadesinde bulunan deger kullanilabilir.

Parcacigin donmesine sebep olan bu siire¢ parcacik iizerinde bir potansiyel enerji

biriktirir. Bu potansiyel enerjide pargacik boyunca
m
(P)=(-0,Vi), ZEUZQZ(HPZ) (5.10)

olarak ifade edilir. Ag¢isal momentumun genellestirilmesi manyetik kuvvet, tork ve

mekanik agisal momentum tanimlar1 yardimiyla

L, =fx, me(F)+ IV, (f,f),
2 (5.11)

=mM(7°Q*pa ' QN) + 2 (-1°Q")(par~q,T~N)
olarak verilir. Eger (f,V,), =(4#(f), V), =0 alinirsa genellestirilmis agisal momentum

daha sade bir ifadeyle V; = pa—N, g, =0 i¢in

Lo =n"Q*(m-2)V, (5.12)
olarak bulunur. Sonug olarak L, ve V, paralel olup pargacigin hareketinin donmeye
gore bir degismez oldugu goriiliir.

5.2 De-Siter 2-Uzayinda Timelike Normal Kuvvetli Manyetik Egriler ve
Hareketleri

Bu boliimde goreceli olmayan pozitif q yiikiine sahip m kiitleli parcacigin

manyetik hareketini normal kuvveti yardimiyla tanimladigimiz timelike normal
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manyetik egrilerce verecegiz. Bunun i¢in Newton yasalarmin ikinci denklemimi ve

Lorentz kuvvet denklemini géz onilinde bulunduracagiz. Buna gore

q(TXL VN) =F= mVTT (513)
esitligindeki V, timelike normal manyetik egriye ait manyetik alan vektori T ise
parcacigin hiz vektoriidiir.

Manyetik kuvvetin merkezcil kuvveti tetikledigi bilinmektedir. Bunun
sonucunda siklotron veya gyro yarigapt olarak bilinen ve birim hizli timelike normal
manyetik egrinin yoriingesinin egrilik yaricapimni veren ifade asagidaki gibidir:

_ i
afVul

Bu durumda yiikiin kiitleye oran1 -1 oldugundan timelike normal manyetik egrinin gyro

(5.14)

frekansi asagidaki sekilde verilir.

-1

r= —(pz G K =—(p* +1)"2 (5.15)

Burada p egrinin geodezik egriligidir. Klasik elektromanyetik teorisinde Larmor

teoremi donen yiiklii bir parcaci@in agisal momentumu ile orantili bir manyetik
momente sahip olacagmi belirtir. Bu baglamda verilen pargaciga ait mekanik agisal

momentum su sekilde verilir.
L=Nx_ mg(N)=-mQ’pc. (5.16)

Bu ifadeden goriilecegi iizere agisal momentumun biiytikliigli asagidaki gibidir.

L] = mQ?p. (5.17)

Ayrica agisal momentumun biiyiikligiinii hesaplamak i¢in ||L||=m||v||r esitligini
kullanabiliriz. Bu sayede Q keyfi sabitini de bulabiliriz. Buna gore (5.15) ve (5.17)

denklemlerinden asagidaki esitlik elde edilir.

—m

| =m]v]r= W: mQ°p. (5.18)
Sonug olarak da
Q= (g™ (5.19)

(P’ +1)"p
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elde edilir. Nihayet par¢acigin manyetik momentini veren esitlik

_-L_m

o= 2 Qpa (5.20)

2m 2
halini alir. Tiim bu sonuglar parcacigin spin (déonme) davranigina ait kavramlardir. Bu

yilizden pargaciga ait tork ifadesi
m ..
T=0x_Vy :—5Q oT (5.21)

olarak bulunur. Pargacigin donmesine sebep olan bu siire¢ parcacik iizerinde bir

potansiyel enerji biriktirir. Bu potansiyel enerjide pargacik boyunca

m
(P)=(-6,Vy). =—EQ2p2 (5.22)
olarak ifade edilir.

5.3 De-Siter 2-Uzayinda Timelike Yercekimli Manyetik Egriler ve Hareketleri

Bu boliimde goreceli olmayan pozitif q yiikiine sahip m kiitleli parcacigin
manyetik hareketini yercekim kuvveti yardimiyla tanimladigimiz timelike yercekimli
manyetik egrilerce verecegiz. Bunun i¢cin Newton yasalarmin ikinci denklemimi ve

Lorentz kuvvet denklemini géz 6niinde bulunduracagiz. Buna goére

q(Tx, Vy)=F=mV.T (5.23)
esitligindeki V,, timelike yer¢ekimli manyetik egriye ait manyetik alan vektorii T ise
parcacigin hiz vektoriidiir.

Manyetik kuvvetin merkezcil kuvveti tetikledigi  bilinmektedir. Bunun

sonucunda siklotron veya gyro yarigcapi olarak bilinen ve birim hizli timelike yercekimli

manyetik egrinin yoriingesinin egrilik yaricapini veren ifade asagidaki gibidir:

_mv
Vil

(5.24)

Bu durumda yiikiin kiitleye orani -1 oldugundan timelike yer¢ekimli manyetik egrinin

gyro frekansi asagidaki sekilde verilir.
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-1
F=W,K=—(p2+l)1/2. (525)

Burada p egrinin geodezik egriligidir. Klasik elektromanyetik teorisinde Larmor

teoremi donen yiiklii bir parcacigin agisal momentumu ile orantili bir manyetik
momente sahip olacagmi belirtir. Bu baglamda verilen parcacia ait mekanik agisal

momentum su sekilde verilir.
L =Wsx_ mg(W) =m*(p(g5 —97)e —9ed, T~ G5N). (5.26)

Bu ifadeden goriilecegi iizere agisal momentumun biiyiikliigl asagidaki gibidir.
IL =m0 (g5 —97)* —g30; +95)"”. (5.27)

Ayrica acisal momentumun biiyiikliiglinii hesaplamak i¢in ||L||=m||v||r esitligini
kullanabiliriz. Bu sayede m, g,, g, Ve pkatsayilar1 ve sabitleri arasindaki ilskiyi

bulabiliriz. Buna gore (5.25) ve (5.27) denklemlerinden asagidaki esitlik elde edilir.

I = mivlr = == 528
Sonug olarak da
1
(p* +1)(p*(g5 ~91)" ol +Go) = - (5.29)
elde edilir. Nihayet par¢acigin manyetik momentini veren esitlik
q -L m’ 2 2 2
QZ%LZTZT(P(% —0go)a+9o0; T+ggN). (5.30)

halini alir. Tiim bu sonuglar parcacigin spin (dénme) davranigina ait kavramlardir. Bu

yiizden pargaciga ait tork ifadesi

2

—m
T=0x_V, :T(gog1a+glsz+gogle) (5.31)

olarak bulunur. Pargacigin donmesine sebep olan bu siire¢ parcacik tizerinde bir

potansiyel enerji biriktirir. Bu potansiyel enerji de pargacik boyunca

(P)=(-0.Vo) == (@ ~6})0" - 0?) (5.32)

olarak ifade edilir. Ag¢isal momentumun genellestirilmesi manyetik kuvvet, tork ve

mekanik agisal momentum tanimlar1 yardimiyla
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L, = Wx,_ ma(W)+ IV, (W, W),
2 (5.33)

m2
q2 (-02 +0%)(par—N)

=m’p(g —91)a— o8, T~ goN) +
olarak wverilir. Eger (W,V,,), =(@#(W),V,,), =0 alinirsa genellestirilmis acisal
momentum daha sade bir ifadeyle V,, = pa —N i¢in

Le= ngé(l—%)vw, (5.34)

olarak bulunur. Sonug olarak L. ve V,, paralel olup parcacigin hareketinin donmeye

gore bir degismez oldugu goriiliir.
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6. SONUCLAR

Sonug olarak, bu tez galismasinda egrilerin, manyetik egrilerin ve De-Sitter 2-
uzay zamaninin diferansiyel geometrisi {izerine kapsamli bir ¢alisma sunulmustur. ilk
boliimde, bu konularla ilgili baz1 teoremler ve tanimlar verilmis ve sonraki boliimler
icin bir temel olusturulmustur. ikinci béliimde, bu ¢alismanin énemini vurgulanmis ve
bu alandaki ¢alismalara ait literatiir calismas1 detayli bir sekilde verilmistir.

Ucgiincii boliimde, De-Sitter 2 uzayinda gesitli timelike manyetik egrileri ve iliskili
manyetik vektor alanlari hesaplanmistir. Boylece, bu analizle manyetik egrilerin klasik
egri teorisine ilging bir uzanti sagladiginin gosterilmesi amaglanmistir.Manyetik
egrilerin ve iligkili manyetik vektor alanlarinin incelenmesi hem diferansiyel geometri
hem de fizik agisindan 6nemlidir. Diferansiyel geometri acgisindan, manyetik egriler,
Ozyinelemeli olmayan manyetik alanlarla donatilmis egrili uzaylara klasik diizlemsel
egrilerin dogal bir genislemesi olarak goriiliir. Bu genisleme, baglant1 ve paralel tasima
teorisinin kullanilmasin1 gerektirir ve diferansiyel geometride temel bir rol oynar.
Dahasi, manyetik egriler ve iligkili manyetik vektor alanlari, torsiyon ve jeodeziklik gibi
bir uzayin egrilik 6zelliklerinin incelenmesine izin verir ve bu, bir¢ok fiziksel uygulama
icin 6nemlidir. Fiziksel agidan manyetik egriler ve iligkili manyetik vektor alanlarinin
genis kapsamli fiziksel sonuglar1 vardir, bu alanlar arasinda elektromanyetizma, plazma
fizigi ve astrofizik sayilabilir. Ornegin, manyetik egriler manyetik alanlardaki yiiklii
pargacik hareketinin incelenmesinde dogal olarak ortaya ¢ikar. Manyetik egrinin egrilik
ve torsiyonu, yiiklii parcaciklarin manyetik alanlardaki hareketini tanimlayan 6nemli bir
parametre olan gyro yarigapini belirler. Manyetik egriler ayrica plazmalarda manyetik
enerjinin kinetik ve termal enerjiye donistiiriildiigii manyetik yeniden birlesme
stirecinin incelenmesinde de kritik bir rol oynar. Ayrica, manyetik vektor alanlar
manyetohidrodinamikte Onemlidir. Manyetohidrodinamik, manyetik alanlar icinde
elektriksel olarak iletken sivilarin dinamigini inceleyen bir bilim dalidir. Bu baglamda,
manyetik vektor alanlari, bir yiizeyden gegcen manyetik akiy1 temsil eder ve sivinin
davranigin1  belirler. Manyetik vektor alanlari, flizyon reaktorlerinde manyetik
simirlandirma ve Diinya'nin manyetik alaninin dinamigi gibi olgularin incelenmesinde

kullanilir.

Dordiincii bolimde, Newton'un temel yasasi tanitilmistir. Ardindan De-Sitter 2-
uzayinda slirtiinmeli, normal kuvvetli ve yercekimli timelike manyetik egrileri olarak

adlandirdigimiz {i¢ yeni tiir manyetik egri ve bunlarin ilgili manyetik vektor alanlar
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karakterize edilmistir. Newton'un temel yasasi ve ilgili kuvvetler manyetik egrileri ve
ilgili manyetik vektdr alanlarmi tammlamada &nemli bir role sahiptir. Ozellikle
siirtinme kuvveti, normal kuvvet ve yer¢ekimi kuvveti, uzaydaki nesnelerin hareketini
etkileyen temel kuvvetlerdir. Bu kuvvetleri hesaba katarak yeni manyetik egrileri
olusturabilir ve bir manyetik alanin varli§inda yiikli pargaciklarin hareketini
tanimlayabiliriz. Caligmamizda tanimlanan siirtinmeli manyetik egriler, normal
kuvvetli manyetik egriler ve yergekimli manyetik egriler, bu kuvvetlerin etkilerini
hesaba katan yeni tiir manyetik egrileri temsil etmektedir.Ayrica, elektromanyetik bir
alanin neden oldugu bir yiiklii pargacik iizerindeki kuvveti tanimlayan Lorentz kuvveti
de manyetik egrileri ve ilgili manyetik vektor alanlarini tanimlamada 6nemlidir. Lorentz
kuvvetini Newton'un yasalariyla birlestirerek, yiiklii parcaciklarin manyetik alanda

hareketini yoneten denklemler elde edebiliriz.

Besinci boliimde, bu temel yasalar ve denklemler yardimiyla g¢alismamizda
tanimlanan her manyetik egriye karsilik gelen yiiklii par¢acigin gyro yaricapi, agisal ve
mekanik momentumu, potansiyel enerjisi ve torku hesaplanarak, bulgularimizin pratik
uygulanabilirligi gosterilmistir. Ayrica bir yiiklii parcacigin hareketine karsilik geldigini
iddia ettigimiz manyetik egrilere ait diferansiyel geometrik tanim ve kavramlar
kullanilarak birgok fiziksel hesaplama ve modelleme yapilabilecegi gosterilmistir.
Genel olarak, Newton'un temel yasas1 ve ilgili kuvvetlerin yan1 sira Lorentz kuvvetinin
de dahil edilmesi, yiiklii parcaciklarin manyetik alanda hareketinin daha kapsamli ve
dogru bir modelinin olusturulmasina olanak taninacagi vurgulanmistir. Bu, fizik,
miihendislik ve astronomi gibi c¢esitli alanlar i¢cin 6nemli sonuglar dogurabilecektir,
clinkii bu yaklasim farkli baglamlarda yiiklii parcaciklarin davranigini daha iyi

anlasilmasina ve dngoriilmesine olanak tanir.
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