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OZET

Yiksek Lisans Tezi

TAM OLMAYAN METRIK UZAYLARDA BAZI SABIT NOKTA
TEOREMLERI

Fatma POLAT

1. Danisman: Dr. Ogretim Uyesi Gillcan ATICi TURAN
2. Danisman: Dr. Ogretim Uyesi Huseyin ISIK
2018, 62 sayfa
Bu tez calismasinda, tam olmayan metrik uzaylarda bazi sabit nokta teoremleri
incelenmistir. Bu calisma (i¢ boliimden olusmaktadir. ilk bdlim giris kismi olup, bu calisma ile
ilgili on bilgiler verilmistir. ikinci bélimde materyal ve yontem bashg altinda konuya iliskin
temel kavramlar verilmistir. Daha sonra sabit nokta kavrami ve Banach biziilme prensibi,
a-tam metrik uzaylarda sabit nokta teoremleri ve «-tam metrik uzaylarda genellestirilmis
wa-kiime degerli biizillme déntistimleri icin sabit nokta teoremleri incelenmistir. Ugiincii bolim
olan arastirma ve bulgular kisminda ise vv-uzaklik yontemi ile 72-bagmtili kiimeler Uzerinde
sabit nokta sonugclari incelenmistir. Daha sonra w-«-uzaklik ve genellestirilmis w-«-rasyonel
bizulme donisimu tanimi ve ilgili teorem ve drnek verilmistir. Ayrica w-«-rasyonel biziilme
donisuma tanimi yapilmis ve bu tanim kullanilarak sabit nokta ile ilgili teorem ifade ve ispat

edilmistir.

Son bolum olan tartisma ve sonug bélimiinde, burada elde edilen sonuglar yorumlanmis

ve literatlirdeki bazi sabit nokta teoremlerinin var oldugu vurgulanmistir.

Anahtar Kelimeler: ikili baginti, Sabit nokta, «-gegisli doniisiimil, «-tam metrik uzay,

vv-uzaklik.



ABSTRACT

Master’s Thesis

SOME FIXED POINT THEOREMS IN NON-COMPLETE METRIC SPACES

Fatma POLAT

1. Supervisor: Dr. Lecturer Gilcan ATICI TURAN

2. Supervisor: Dr. Lecturer Huseyin ISIK

2018, Page: 62

In this thesis, some fixed point theorems in non-complete metric spaces are
investigated. This study consists of three chapters. The first chapter is the introduction part and
the preliminary informations about this work is given. In the second chapter, under the title of
material and method, basic concepts related to the subject are given. Then fixed point concept
and Banach contraction principle, fixed point theorems in a-complete metric spaces and fixed
point theorems for generalized wa-set-valued contraction mappings in a-complete metric spaces
are investigated. In the third chapter, research and findings, fixed point results on ft-relation sets
by vv-distance method are examined. Then the definitions of 1v-a-distance and the generalized
vv-a-rational contraction mapping, related theorem and example are given. Also, vv-a-rational
contraction mapping 1s defined and by nsing this definition, the theorem related fixed point is

expressed and proved.
The part of discussion and conclusion that is final chapter, the results obtained here in

inteipreted and it is emphasized that some fixed point theorems exist in the literature.

Keywords: Binary relation, Fixed point, a-admissible mappings, a-complete metric

space, Iv-distance.
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1. GIRIS

Sabit Nokta Teorisi matematigin bircok alt dalinda (fonksiyonel analiz, genel
topoloji, diferansiyel denklemler, yaklasim teorisi ve benzeri) genis uygulama alanlarina
sahip oldugundan halen bu konu dzerinde yodun olarak calisilmaktadir. Bunlarin
disinda biyoloji, kimya, fizik, istatistik ve ekonomi gibi alanlarda da uygulamalari

gorulmektedir (Jungck, 1986; Giindogdu, 2005 ve Isik, 2016).

X bos olmayan bir kiime ve T-.X -> X bir dénisim olsun. Tx = x 06zelligini
saglayan x E X noktasina T nin bir sabit noktasi denir. Yani, T donlsimi altinda
degismeyen bir nokta T nin sabit noktasidir. Geometrik olarak reel degiskenli ve reel
degerli bir dontsimun sabit noktasi, donidsimun grafigi ile y = x dogrusunun Kesistigi
noktadir. Sabit noktanin tanimindan X kiimesi veya T déntsimui Uzerinde hicbir yapiya
gerek olmadigi icin, Sabit Nokta Teorisi calismalari bir donisimin sabit noktasinin
hangi kosullar altinda var olugunu arastirmaktadir. Dolayisiyla sabit nokta teorisi bir
varlik teorisidir. Bu teoriler genellikle sabit noktanin ne olacagini belirtmemektedir.
Ancak bazi sabit nokta teoremleri sabit noktanin varhdinin yani sira tek olup

olmadigini, tek ise nasil bulanabilecegini de gostermektedir (Helvaci, 2014; Isik, 2016).

Banach (1922) tam metrik uzaylarda sabit nokta teorisi ¢alismalarini baslatmis
ve blzlilme dondsumi prensibi olarak da bilinen teoremi ifade ve ispat etmistir: "(X, d)

tam metrik uzay ve T: X X bir buzilme donisimu olsun, yani her x, y e X igin

dCTx,Ty") < kd(x,y)
olacak sekilde bir k E [0,1) mevcut olsun. Bu durumda T, X de bir tek sabit noktaya
sahiptir."”

Nadler (1969) yaptigi calismalarinda “A,B E CI(X) icin H-.CICX) X CZ(X) ->
R U {co} doniisimi, a dan B Q X e uzakhg! d(a, F) = inf[d(a, by. b E B} alindiginda

#) = max[supaEA d(a, B}, supbEB d(b, A)}’ Hausdorff metrigini kullanarak,

kiime degerli bizulme kavramini verip, blizilme prensibinin kiime degerli versiyonunu
ispatlamistir: (X, d) bir metrik uzay ve T: X -> CB(X~) kiime degerli déniisim olsun.
Eger her X,y E X i¢in

HCTx,Ty") < kd(x,y)



olacak sekilde bir k e [0,1) sabiti varsa T ye kime degerli bizilme doénisimi adi
verilir”,

ilk olarak Kada vd. (1996) vv-uzakhk fonksiyonu kavramini tanimlamislar:
(X,d) bir metrik uzay olsun. Her bir X,y,zEX icin asagidaki sartlar saglanirsa

a): X X X -> [0, o0o) fonksiyonuna X Uzerinde bir 1v-uzaklik denir.

(W) co(x,2) < m(x,y) + m(y,2);
(w2) m(x,.): X -> [0, 0o0) donlsumu alttan yari sureklidir.

(w3) Herhangi bir e > 0 i¢cin m(z,x) < 6 ve w(z,y) <8 iken d(x,y) <¢£
saglayan en az bir 6 > 0 vardir”. Daha sonra bu tanimi sabit nokta teorisinde kullanarak

onemli sonuclar elde etmislerdir.

Samet vd. (2012) yilinda «-gecisli donusimu tanimlamislar: “T:X-*X bir
doénldsim ve a: X x X -> [0, o0) bir fonksiyon olsun. Her x,y E X i¢in a(Xx,y) > 1 =>
a(7'x, Ty) > 1 oluyorsa T ye bir «-gegisli donlisimu denir”. Diger taraftan tam metrik
uzaylarda sabit nokta ile ilgili teoremleri ifade ve ispat etmislerdir. Daha sonra Hussain
vd. (2014) a-77-tam metrik uzay ve «-77-surekli fonksiyon kavramlarini tanimlamiglar ve
a-77-tam metrik uzayda rasyonel buziulme dénusuimleri icin sabit nokta sonuclarini elde

etmislerdir.

Nadlerden sonra gelistirilmeye baslanilan kime degerli doéntusimler ve
w-uzaklik fonksiyonu ile birlikte c¢cok sayida teorem ispatlanmistir. Kutbi ve
Sintunavarat (2013) genellestirilmis wa-kiime degerli  blizilme dénusimini
tanimlamiglar ve a-tam metrik uzaylarda bu dondsimid kullanarak sabit nokta
teoremleri ispatlamislar. Béylece daha kullanish sonuclar elde etmislerdir.

Son zamanlarda Senapati ve Dey (2017) w-uzaklik kavramini kullanarak keyfi

bir ikili baginti ile verilen metrik uzaylarda Banach sabit nokta teoremini ispatlamislar
ve bazi sartlar getirerek sabit noktanin tekligini goéstermislerdir.
Bu calismada, w-a-uzaklik, kiime degerli genellestirilmis w-a-rasyonel bizilme

dondsimi ve vv-a-rasyonel buzilme donusimd kavramlarini tanimladik. Ayrica bu

kavramlar ile ilgili érnekler, teoremler ve bu teoremlerin ispatlarini verdik.



2. MATERYAL ve METOT

2.1. Temel Kavramlar

Bu boélimde daha sonraki bolumlerde kullanilacak bazi temel tanimlar

verilecektir.

2.1.1. Tanim A ve B bos olmayan iki kiime olsun A nin her bir elemanini B nin

bir ve yalniz bir elemanina goturen bir ¥ bagintisina A dan B ye bir donisim denir ve

f:A -> B ile gosterilir (Bayraktar, 1994).
2.1.2. Tanim [a, h] = [x E R: a < x < b} kiimesine kapali aralik,
(a,b) = (X E R:a < x < b] kiimesine acik aralik,
{a,b] = {Xx E R:a < x < b] kiimesine soldan acik sagdan kapali(yar agik) aralik ve

[a, b) = [X E R: a< x < b] kiimesine soldan kapali sagdan agik (yari agik) aralik

denir. Sonsuz acik araliklar a E R igin

Ca,00) = [XxX ER:x >a}, (-00,a) = (XER:x < a}
Sonsuz kapali araliklar a E R icin

[a,00) = {x e R;x > (cohl=eR:x<a]
dir (Sarigdl ve Jafarov, 2007).

2.1.3. Tanim X bostan farkli bir kiime ve d:XxX -> [0,4-00) fonksiyonu

asa@idaki sartlari sagliyorsa d ye bir metrik, (X, d) ikilisine de bir metrik uzay denir.
() dxy) =0 = x =y,
Her x,y, E X i¢in
(i) d(x,y) = d(y.x),
Her x,y, z E X igin

(iii) d(x,z) < d(x,y) + d(y,z)dir (Bayraktar, 1994).

Ornegin; Her x,y E R icin d(x,y) = |x —y| ile tanimlanan bir d: R x R -»

[0, +co) fonksiyonu R Uzerinde bir metriktir. Bu metrige R nin mutlak deger (alisiimis,
dogal) metrigi denir (Bayraktar, 1994).

2.1.4. Tanim (X, d) bir metrik uzay ve (xn), X de bir dizi olsun.
3



(1) Her e > 0 ve n G H icin n > n0 oldugunda d{xn,x) < e olacak sekilde bir
n0 dog@al sayisi varsa (xn) dizisi x noktasina yakinsar denir. Kisaca xn -> x ile gosterilir

(Bayraktar, 1994).

(ii) Her e > 0 sayisina karsilik m,n E N ve her m,n > N igin d(xm,xn) < e

olacak bicimde bir N E H varsa (xn) dizisine bir Cauchy dizisi denir (Soykan, 2012).

(iii) Her n E W icin X deki her (xn) Cauchy dizisi X de yakinsak ise yani xn -> x

vex E X ise (X, d) ye tam metrik uzay veya kisaca tam denir (Bayraktar, 1994).

2.1.5. Tanim (X, d) ve (Y,p) iki metrik uzay, f:X -> Y bir doniisim ve x0 E X
olsun. Her bir s > 0 igin d(x,x0) < 8 sartini saglayan p(/(x),/(x0)) < £ olacak
sekilde bir 8 > 0 sayisi varsa F ye x0 noktasinda surekli denir. EGer ¥ her x0 E X igin

surekli ise, X de sureklidir denir (Musayev ve Alp, 2000).

2.1.6. Tanim -»Ku {—o00,00] bir fonksiyon ve x0 E R olsun.

limx”~x0 > /(x0) ise F fonksiyonuna x0 noktasinda alttan yari sureklidir denir
(Suzuki and Takahashi, 1996).

2.1.7. Tanim L bos olmayan bir cimle ve F, reel veya kompleks sayilar cismi
olsun. Asagidaki sartlar saglaniyorsa L ye F (zerinde lineer uzay (veya vektor uzay)

denir.
A. L, + islemine gore degismeli bir gruptur. Yani,
Gl. Her x,y E L icin x +y EL dir. (kapalilik 6zelligi)
G2. Herx,y,zE Liginx + (y +z) = (x +y) + z dir. (birlesme 6zelligi)

G3. Her x E L igin x + 9 = O+x = x olacak sekilde bir Q E L vardir, (6zdes

eleman 6zelligi)

G4. Her bir x E L igin x + (-%) = (-x) + x = 0 olacak sekilde bir -x E d

vardir, (ters elemanin varhgr)
G5. Her x,y E L icin x +y =y + x dir. (degisme 6zelligi)
B. x,y E L ve a, (3 E F olmak lizere asagidaki sartlar saglanir.
LI. a.x E L dir. ( skalerle carpmaya gore kapalilik)

L2. a. (x +y) = a.x + a.y dir.



L3. (a +/?).% = a.x + (3.x dir.
L4. (a/3\x = ct.(J3.x), (a(3).x = a. (/2.%) dir.
L5. 1.x = x dir. (Burada 1, F nin birim elemanidir.) (Bayraktar, 1994).

2.1.8. Tanim N bir lineer uzay olsun. ||. ||: 'V -> R fonksiyonunun x deki degeri

[IX]| ile gOsterilsin. Bu fonksiyon asagidaki sartlari sagliyorsa ||.|| ye N de bir norm

denir. Her X,y e N igin
M) IXl=0w=x=¢
(i) lI<zxll = |«<lIx]|
(i) lIx + vyl < [IxIl + [lyll (Bayraktar, 1994).
2.1.9. Tanim (xn) dizisi verilmis olsun. Eger her n E M icin

(i) xn < xn+l ve xn > xn+l ise (xn) dizisine sirasiyla monoton artan ve

monoton azalan dizi,

(i) xn < xn+1 ve xn > xn+1 ise (xn) dizisine sirasiyla azalmayan ve artmayan

dizi adi verilir (Sarigdl ve Jafarov, 2007).



2.2. Sabit Nokta Kavrami ve Banach Buzulme Prensibi

2.2.1. Tanim X bostan farkli bir kiime ve T: X -> X bir donlsim olsun. Eder bir
X E X i¢in Tx = x ise, X noktasina T nin bir sabit noktasi denir (T(x) = x) (Agarwal,
2007).

2.2.2. Ornek

(i) X bostan farkli bir kime olmak lzere /: X -> X 6zdes donustim igin X in her

bir noktasi bir sabit noktadir.

(i) /:RMR; f(x)=x2 biciminde tanimlanan fonksiyonun sabit noktalari
X =1lvex =0dr.

(iii) X =R ise T:X > X, Tx = x3 — X2 — X donlsiminin xT = —1, x2 = 0,
x3 = 2 sabit noktalar vardir.

(iv) T:(0,1]->(0,1], Tx = sinx donlsuiminin sabit noktasi yoktur. Bu
doénldsum i¢in x = 0 tek sabit nokta olabilirdi.

(v) X =IRve Y = Rn, n > 1 olmak iizere herhangi bir T:X Y doéniisimiinin
sabit noktas! yoktur.

(vi) X — (—4,3] olmak Uzere T:X-*X, x =/"Cx + " donisimunin sabit
noktalari —3 ve 3 tur.

(vii) T:R2-"R2, T(a/z) = (a, —/i) biciminde tanimlanan fonksiyon icin
{(«, 0): a E IR] kiimesinin her bir elemani T igin sabit noktadir.

2.2.3. Tanim X bostan farkli bir kiime ve T:X -> X herhangi bir dontisiim olsun.
x EX i¢in x in T altindaki n. iterasyonu Tnx ile gosterilir ve Tn+1x = T(Tnx) olarak

tanimlanir (Picard, 1890; Karahan, 2015).
2.2.4. Tanim X bostan farkli bir kime ve TIfT2:X -+ X herhangi iki dénisim

olsun. Eger INx = T2x = x olacak sekilde bir x E X varsa, bu x noktasina 1\ ve T2 nin

ortak sabit noktasidir denir (Jungck, 1986).
2.2.5. Ornek X = R olmak iizere

TItT2:X > X, \NX = X — cosx ve T2X = X — cotx
doéntsumlerinin ortak sabit noktalarinin kiimesi {(2zZc + )~:fc e zj dir.
2.2.6. Ornek X = R olmak uizere

TItT2: X XiTIX =x2 +2x -2 ve T2Xx = X2 — 2X + 2



doéntstimlerinin ortak sabit noktalarinin kiimesi {1} dir.

2.2.7. Tanim (X, d) bir metrik uzay ve T\X X bir dénisiim olsun,

a. Her x,y E X i¢in

dCTx,Ty") < kd(x,y)

olacak sekilde bir /< > 0 sabit sayisi varsa T ye Lipschitz donisim denir. (1) esitsiz-

ligine Lipschitz sarti ve bu sarti saglayan en kii¢iik k sayisina da Lipschitz sabiti denir.

b. Eger (1) esitsizligi 0 < k < 1 olmasi halinde saglaniyorsa T ye buzilme veya

daraltma déntsimu denir.
e. Her x,y G X icin k = 1 olmasi halinde
d(Tx,Ty) < d(x,y)

ise T ye genislemeyen dénisim denir.
d. Herx,y G X ve x =£ y igjn

d(Tx,Ty) < d(x,y)

ise T ye bizulebilir donisim denir (Agarwal, 2009; Karahan, 2015).
Her Lipschitz doéntsimu sureklidir. Cunki her s > 0 igin
d(x,y) <8 =|

iken
d(Tx,Ty) < kd(x,y) <kO =s

olup T Lipschitz donusimi sureklidir. Dolayisiyla T sirekli degilse, biziilme veya

genislemeyen doénisim olamaz.

Lipschitz kosulunu saglayan her donisim duzgiin streklidir fakat tersi dogru

degildir. Lipschitz dontisimi dizgin surekli oldugundan yukaridaki déntsim siniflari

da dizgun sureklidir (Turkan, 2014).

2.2.8. Ornek X = olmak tizere T:X -> X,

dontsumi surekli fakat Lipschitz bir dontsim degildir.



2.2.9. Teorem (Banach Buzilme Dontusumu Prensibi) (X, d) tam metrik uzay

ve T:X -> X bir buztlme déntsiimi olsun. Bu durumda T bir tek sabit noktaya sahiptir

(Banach, 1922; Karahan, 2015).
ispat. T blzilme donistimi oldugundan her x,y e X igin
d(Tx,Ty) < kd(x,y), 0<k<l1

olacak sekilde bir k reel sayisi vardir. X0, X de keyfi bir nokta ve

X1 = Tx0, x2 = TX1 = T2x0....... Xn = Txn_1 = Tnx0

olsun. Bu durumda

d(xn+1,xn) = d(Txn, Txn_1)
— kd(xn, xn_1)
— kd(Txn_It Txn_2)

— k d(ycn_1,xn_2)

< knd(xItx0)
dir. EGer m > n ise
c/(xn,%m) < d(xn,xn+1) 4- d(xn+1,xn+2) 4------ - dCxm__1Ixm)
< kndCx0,x1) 4- lcn+1d(x0,X:1) 4- — 4- K™NA S&NJT

< kn(l + k4- k2 + — 4- kKN-"d &0, X1)

Nn~hrd ™~y
<Knd(x0,x1)->o (kG[0,D)

bulunur. Buradan (xn) dizisi X de bir Cauchy dizisidir. X tam oldugundan lim~" xr =

x olacak sekilde X de bir x noktasi vardir. T siirekli oldugundan n -> oo iken

X — I*mn-+co*n+1 = limn_>co7,xn = T(limn_iC0 xn) = Tx
olur ve bu yuzden x, T nin bir sabit noktasidir. Ayrica x noktasi tektir. Gercekten eger y
baska bir sabit nokta ise

d(x,y) = d(Tx,Ty) < kd(x,y)



yazilabilir, kK < 1 oldugundan d(x,y) = 0 yani y = x dir.

Not. Tam olmayan metrik uzaylarda tanimlanan bizilme déntsimlerinin sabit

noktalarinin mevcut olmasi gerekmez. Bunun icin ya uzay Uzerine ya da donisim

tizerine bazi ek kosullar konulmasi gereklidir. Ornegin;

X = (0,1] olmak Uzere T:X-=X ve Tx =] donusiminud alalim. Bu T

doénusiimi blazulme dontsimuadur, fakat sabit noktasi yoktur.



2.3. a- Tam Metrik Uzaylarda Sabit Nokta Teoremleri

2.3.1. Tanim T: X -+ X bir dontisim ve cc\X X X — [0, 0o) bir fonksiyon olsun.
Her x,y e X igin

a(x,y) > 1=>aCTx,Ty') > 1
oluyorsa T ye bir a-gecisli déntsimu denir (Samet vd., 2012).

2.3.2. Tanim T-X -» X bir dontstim ve a,rj:X X X -> [0, 00) iki fonksiyon
olsun. Her x, y e X igin

a(x,y) > TI(x,y) = a(Tx,Ty) > ~"Tx,Ty~)
oluyorsa T, 77 ye gbre bir «-gecisli dénusimdur denir (Salimi vd., 2013).

Yukaridaki tanimda T](x,y) = 1 alinirsa 2.3.1. Tanimi elde edilir. Ayrica
y) = 1 alinirsa T ye bir 77-altgecisli dontusiim denir.

2.3.3. Tanim (X, (T) bir metrik uzay ve a, 77: X x X -> [0, 0o) olsun. Her n E N
icin a(xn,xn+1) > i)(xn,xn+1) sartini sagliyan her (xn) Cauchy dizisi X de yakinsak
ise X metrik uzayina a- 77-tam denir. Her X,y e X icin 77(x,y) = 1 ise X e bir a-tam
metrik uzay ve her X,y E X icin a(Xx,y) = 1 ise (X, d) ye bir 77-tam metrik uzay denir

(Hussain vd., 2014).

2.3.4. Ornek X = (0,00) olsun ve d(x,y) = |[x-y| metrigi X Uzerinde

tanimlansin. A, X in kapali bir alt kimesi olsun. a,r/:XxX [0, oo) doénldstmleri

a{x‘y) = f&x +Y)2 %fi’aéf_’ﬁurumlarda,

ve
77(xy) = 2xy,

seklinde tanimlansin. Acikgasi, (X, d) bir tam metrik uzay degildir, fakat (X,d) bir
a-77-tam metrik uzayidir. Gergekten, her n G N icin (xn), a(xn,xn+1) > rj(xn,xn+1)
olacak sekilde X de bir Cauchy dizisi ise hern e N icin xn E A dir. Simdi (A, d) bir tam
metrik uzay oldugundan n -> co iken xn -» z olacak sekilde z E A vardir (Hussain vd.,

2014).

2.3.5. Tanim (X, d) bir metrik uzay olsun, a, ry.X X X -> [0, co) ve T:X->X
olsun. XEX ve n ->00 iken xn ->x oldugunda her n E H icin a(xn,xn+1")>
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v(.xn,xn+1) sartini saglayan (xn) dizisi i¢in Txn -» Tx var ise T ye (X,d) Uzerinde
a- 77-strekli donisumi denir (Hussain vd., 2014).

2.3.6. Ornek X = [0,00) ve d(x,y) = |x —y\, X Uzerinde bir metrik olsun.

T:X ->Xvea,rj:XXX [0,co) donustumleri

Tx = Il:SDi?’ﬂZ + 2, )((XeOO[)O,,l],
a(x,y) = [F+>2+ 1 6 ,
(0, diger durumlarda,
ve
7/(xy) = %2,

seklinde tanimlansin.

Acikgas! T surekli degildir. Fakat T, (X, d~) Uzerinde a- 77-sureklidir. Gergekten,

n 00 iken xn -> x ve a(xn, xn+1) > 77(xn, xn+1) ise o halde xn E [0,1] dir ve bdylece
Txn — limn_>cox™ — x5 = Tx
dir (Hussain vd., 2014).

2.3.7. Tanim t/u [0,00)-> [0,00) fonksiyonu asagidaki sartlari saglarsa

(c)-kiyaslama fonksiyonudur denir.
(i) 1p fonksiyonu azalmayan;

(i) ae(01), kKOEN ve herhangi bir tGR+ ve k=>k0 igin
V,/lc+1(O < aipk(t) + vk olacak sekilde terimleri negatif olmayan yakinsak bir

W
22 vk ser’si vardir (Bianchini and Grandolfi, 1968).

k=\
Tum (c)-kiyaslama fonksiyonlarinin kiimesini T7 ile gdsterecegiz.
2.3.8. Lemmaip E T ise bu taktirde asagidaki sartlar saglanir:
(i) Hert E R+igin n -> co iken (V;n(£))neM sifira yakinsar;
(ii) Her t E (0, co) igin 1p(t) < t;

(iii) 1p sifirda sureklidir;

11



il
(iv) Hert e R+icin serisi yakinsaktir (Berinde, 2007).

2.3.9. Tanim (X, d) bir metrik uzay ve T\X X bir déniisim olsun.

dxTx)  dy.,Ty)  d(xTy)+d(y, Tx)’
1+d(x, Tx)" I+d(y,TyY

M(X,y) = raax
olsun. O halde

(@) 1p e T7olmak Uzere her x,y E X igin

ri{x,Tx) < a(x,y) => d(Tx,Ty) < 1p(M(x.y))
ise T ye bir a-rj-1p-rasyonel bizilme donisimi denir.

(b) 1p e TT olmak lizere her x,y e X igin

a(x,y) > 1= d(Tx,Ty) < 1ii(M(x,y))

ise T ye bir a- 1/1-rasyonel bizilme donisimua denir (Hussain vd., 2014).

2.3.10. Teorem (X,d) bir metrik uzay veT-.X X bir dénisim olsun. Ayrica
a,T]:X XX -> [0, o0) iki fonksiyon ve ip E T7 olsun. Kabul edelim ki asagidaki sartlar

saglansin:
(i) (X, d) bir a-r¢-tam metrik uzay;
(ii) T, rj ye gore bir «-gegisli donusim;
(iii) T, X Gzerinde a-T]-1p-rasyonel buzilme donusim;
(iv) T, X Gzerinde bir «-//-strekli dénlsum;
(V) a(x0,Tx0) > t](x0,Txq) olacak sekilde bir x0 E X vardir.
O halde T nin bir sabit noktasi vardir (Hussain vd., 2014).

ispat, (v) den dolayr aGx0,Tx0) > 7]Cx0,Tx0) olacak sekilde x0 E X vardir. Her
ne M igin xn = Tnx0 = Txn_1 ile X de bir (xn) dizisi tanimlansin. Bazi n E M i¢in
xn+1 — xn ise 0 halde x = xn, T igin bir sabit nokta olur. Bundan dolayr her n E M
icin xn+1 =A xn oldugunu kabul edilsin. T, 77 ye g6re bir «-gecisli donisim ve

«(X0, Tx0) > t]Cx0,Tx0") oldugundan

tfO1,%x2) = «(Tx0, T2x0) > 7]CTx0iT2xqg") = t]Cx1,x2)
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dir. Bu sekilde devam edilirse hern e M U {0} icin
a(xn>xn+l) V&n™n—+Il) = (xn> xn) @)
elde edilir, (iii) den dolayi
xn+l) = d(Txn_1,Txn) < {M(,xn.Itxn}) 3)

yazilabilir ki burada

= max

< max

TnetxAdCxn_t, xn)1 d(xn, xn+")}

dir. Simdi ip azalmayan oldugundan (3) den

d(xn,xn+1) < V'(wiax{d(xn_1/xn),d(xn,xn+1)})
elde edilir. Bazi n e N icin max{d(xn_1,xn),d(xn,xn+1)) = d(xn,xn+1) ise o halde

d(xn>xn+1) < “(max(d(xn_1,xn),d(xn,xn+1)))

pCdCxn, xn+-P)* < d(xn,xn+-P)

olur ki bu bir celiskidir. Bundan dolay! her n e M igin d(xn,xn+1) < 1™(d(xn_1,xn))
dir. Timevarimdan d(xn,xn+1) < ~(NUoO™)) elde edilir.

£ > 0 alindiginda 2”(~(x0’x1))<s olacak sekilde N e M vardir, m > n >
N olacak sekilde m,n E N olsun. O halde lggen esitsizligi ile

d(X,,,xm)<<£d (xt>xm )N E™ (M(X0 >*m))<£
elde edilir. Sonug¢ olarak d(xn,xm) = 0. Bundan dolay! (xn) bir Cauchy
dizisidir. Diger taraftan (2) den her n E M icin a(xn,xn+1) > r¢(xn,xn+1) dir. X bir
a-rc-tam metrik uzay oldugundan n -> co iken xn -»z olacak sekilde z E X vardir.

Ayrica T bir a-77-strekli dénisimd oldugundan n -> 00 iken xn+1 = Txn -> Tz dir.

Limitin tekliginden dolayi z = Tz elde edilir.
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2.3.11. Ornek X = (-co, -2) U [-1,1] U (2, +00) olsun.

d(x,y) = P™41x| |y}, x>y
(0, X=y

metrigi X Gzerinde tanimli olsun. T:X -> X, a.ly. X X

doéndsimleri
fvax2 -1, x E (-00,-3],
X3 - 1, X e ('3, _2)1
-x2, x e [-1,0],
Tx =« 4 L ]
\X' X e (0,1],
5 + sin7rx, X e (2,4),
<3x3+Inx+1, xE ][4 o),
_ ™2 +y2 + 1, x,y e [-1,1],
oY) T ye[-11]

diger durumlarda,
27(xy) = X2 +y2
w) =F

seklinde tanimlansin.

Acikcgasi (A, d) bir tam metrik uzay degildir. Fakat bir a- 77-tam metrik uzayidir.
Gercekten her n E M i¢in a(xn,xn+1) > T](xn,xn+1) olacak sekilde (xn) bir Cauchy
dizisi ise o halde her n E M icin (xn) ¢ [-1,1] dir. ([-1,1],d) tam metrik uzay
oldugundan (xn) dizisi [-1,1] ¢ X de yakinsaktir. a(x,y) =>rj(x,y) olsun; o halde
X,y E [-1,1] dir. Diger taraftan her w e [-1,1] icin Tw E [-1,1]. O halde
a(Tx,Ty) > Tj(Tx,Ty) olur. Yani T, T) ye gore bir a-gecisli donasumdur, n -> co iken
xn x ve hern E M icin (xn) dizisi a(xn,xn+1) > r¢(xn,xn+1) esitsizligini saglasin.
Buradan her n E N icin (xn) C [-1,1] ve bu yuzden (Txn) C [-1,1] dir. T, [-1,1]
Uzerinde sdrekli oldugundan, n 00 iken Txn -> Tx dir. Yani T bir a- 77-sirekli
dondsimdur. Acikgast «(0,70) > 77(0, TO) dir.

a(x,y) > ?](x,Tx) olsun. Simdi eger x £ [-1,1] ya da y £ [-1,1] ise bu taktirde
X2 > x2 +y2 + 1 esitsizliginden y2 + 1 < 0 bulunur ki bu da bir celiskidir. O halde

X,y E [—1,1] dir. Asagidaki durumlar gbz 6niine alinirsa;

(i y olacak sekilde x,y E [-1,0) olsun; o halde
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d(Tx, Ty") =-max{x2,y?2} < max[\x\| |y|} = 1p(dCx,y)) < 1p~"M~™.y))

(ii) x=£ y olacak sekilde x,y E (0,1] olsun; o halde

d(Tx,Ty) = £max(Ixl, [y|} < [max[|x], [y[} = 1/1(d(x,y)) < 1"(M(X.y))

(iii) x E (-1,0) ve y E (0,1) olsun; o halde

d(Tx,Ty) = max{x2,y] < jmax{|x|, |y} = ~(dUy)) < V>(M(xy));

(ivy x =y E [-1,0), x =y E (0,1] olsun ya da x = -1, y = 1 olsun; o halde
Tx = Ty dir. Yani

d(7'x,'Ty) = 0<VI(M(X,y)).

dir. Boylece T bir a-1j-1p-rasyonel buzilme déntsumidir. 2.3.10. Teoreminin bitin
sartlari saglandigindan T nin bir sabit noktasi vardir. Burada x = 0, T nin bir sabit

noktasidir.

2.3.10. Teoreminde her X,yEX icin T](x,y) = 1 alindidinda asagidaki sonuc

elde edilir (Hussain vd., 2014).

2.3.12. Sonug (X,d) bir metrik uzay ve T:X -> X bir donisim olsun. Ayrica
a: X x X -> [0, 00) bir fonksiyon ve E T olsun. Kabul edelim ki asagidaki sartlar

saglansin:
(i) (X, d) bir a-tam metrik uzay;
(ii) T, bir a-gegisli dontistim;
(iii) T, X Uzerinde a-1p- rasyonel buztlme déntsimu;
(iv) T, X Gzerinde bir a-surekli dontistim;
(V) a(x0ITx0) > 1 olacak sekilde bir x0 E X vardir.
O halde T nin bir sabit noktasi vardir (Hussain vd., 2014).

2.3.13. Sonug¢ (X,d) bir metrik uzay ve T: X ->X sirekli bir donisim olsun.
Kabul edelim ki T, rasyonel buzilme dénisimi, yani ip E T olmak lzere her X,y E X

icin d(Tx, Ty) <ip(M(X, y)) olsun. O halde T nin bir sabit noktasi vardir (Hussain vd.,

2014).
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2.3.14, Sonug (X,d) bir metrik uzay veT:X X surekli bir déntsim o6yle ki
herx,y G X icin

dXTx, Ty} < rM(x,y)
esitsizligini saglasin. Burada,
0<r<1veMXYy) =max(d(x,y),—forx) ,J-ty” dx7y)+d(y,Tx)

t v U7 1+d(x,Tx)" 1+d(y, Ty) === -====== j dir. O halde

T nin bir sabit noktasi vardir (Hussain vd., 2014).
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2.4. a-Tam Metrik Uzaylarda Genellestirilmis 1va-Kime Degerli Buzllme

Donustumleri icin Sabit Nokta Teoremleri

2.4.1. Tanim (X, d) bir metrik uzay ve T: X -> 67 (X) bir kiime degerli dontsiim
olsun. x E X noktasi icin x E Tx ise T nin bir sabit noktasi denir ve T nin sabit

noktalarinin kiimesi F(T") ile tanimlanir (Kutbi ve Sintunavarat, 2014).

2.4.2. Tanim (X, d) bir metrik uzay ve T: X CtfIC) bir kime degerli donusim
olsun. Her bir x,y E X i¢in H(Tx,Ty) < Ad(x,y) olacak sekilde bir A E (0,1) sabit
sayisl varsa T ye bir kime degerli buzilme doénisimi denir (Kutbi ve Sintunavarat,

2014).

2.4.3. Tanim (X, d) bir metrik uzay olsun. Her bir X,y,z E X icin asagidaki

sartlar saglanirsa m: X x X -> [0, 00) fonksiyonuna X tzerinde bir vv-uzaklik denir.
(W) w(x,z) < m(x,y) + m(y,z);
(W2) m(x,.): X -> [0, oo) donusumu alttan yari streklidir.

(w3) Herhangi bir s > 0 igin cu(z,x) <0 ve m(z,y) <5 iken d(x,y) <s
olacak sekilde en az bir S > 0 vardir (Kada vd., 1996).

2.4.4. Ornek (X, ||. ) normlu lineer uzay olsun. a)\X X X -> [0, oo) fonksiyonu

herx,y G X i¢in co(x,y) = ||| + |ly|l olarak tanimlanirsa X Uzerinde bir vv-uzaklikdir.
Gercekten her X,y,z E X i¢in
(1) co(x,2) = [IXI| + [lzll < IIx[| + llyll + lIyll + lIz]l = m(x,y) + w(y,z) olur.

(if) Normlu uzaylar surekli oldugundan co(x,.):X -> [0,00) donisimi alttan

yari sureklidir.

(iii) Her £=0 icin d =] alindiginda m(z, x)<5 ve m(z,y)<5 ise

d(x,y) = Ik —yll < ikil + ikil + ikil + ikil < m(z,x) + w(z,y) <5+ 5 =s olur
(Karayilan, 2000).
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2.4.5. Uyari vv-uzaklk fonksiyonu a> simetrik olmayabilir. Ayrica bazi x ler igin
w(X,X) =# 0 mumkin olacagindan, co(x,y) = 0 <» x =y saglanmayabilir (Kada vd.,

1996).

2.4.6. Tanim (X, d) bir metrik uzay olsun. X Uzerindeki [0,00)
w-uzaklik fonksiyonu her x E X i¢in a)(x,x] = 0 ise co ya bir w0-uzakligi denir (Du,

2008).

2.4.7. Lemma (X,d) bir metrik uzay ve co:X xX -> [0, 0o0) fonksiyonu X
Uzerinde bir w-uzaklik olsun. (xn) ve (yn), X de iki dizi, (crn) ve (/?n), [0, 00) da sifira

yakinsayan iki dizi olsun. O halde X,y,z E X icin asagidaki sartlar saglanir;

(i) Her n E M igin co(xn,y) < an ve co(xn,z) < /7n ise y = z dir. Ozellikle

co(x,y) = 0ve co(x,z) =0 isey = zdir.

(i) Her n E H igin co(xn,yn) < an ve co(xn,z) < /?n ise o halde (yn) dizisi z

ye yakinsar.

(iii) m > n ile herhangi bir n,m E W igin co(xn,xm) < an ise o halde (xn) bir

Cauchy dizisidir.

(iv) Herhangi bir n E N icin co(y,xn) < an ise, bu taktirde (xn) bir Cauchy
dizisidir (Kada vd., 1996).

ispat, (ii) =>(i) gerektirmesi dogrudur. Su halde (i) ve (ii) nin kaniti igin sadece

(i1) nin kanitlanmasi yeterlidir. e > 0 verilsin, ~-uzakliginin tanimindan
co(z,x) < 8 ve co(z,y) < 8 iken c/(x)y) < e 4)
saglayan en az bir 5 > 0 vardir.

an -> 0 oldugundan her n > Nr i¢cin an < 8 olacak sekilde en az bir 6 H

vardir.

Benzer bicimde (3n -> 0 oldugundan her n > N2 icin [3n < 8 olacak sekilde en

az bir N2 E H vardir.

720 = max{N1, N2] olarak alindiginda her n > n0 i¢cin an < 6 ve /3n < 8 olur.

Boylece her n=n0 igin
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A(Xniyn* < an < 8ve O)(xn,z) < <38

olur ki o halde (4) den d(yn,z") < s bulunur. Bu ise [d(yn, z)) nin sifira yakinsadi§ini

gOsterir, (iii) nin kaniti icin;

8 > 0 verilsin. (4) de oldudu gibi 8 > 0 secilsin. an -> 0 (n -> 00) oldugundan
yine her n > n0 i¢in an < 8 olacak sekilde en az bir n0 e N vardir. Bdylece her

nm=>n0 + 1 icin;
s an, < Sve U)(z,0,zm) < a,,0 <S

olup, buradan d(xn,xm) < s bulunur. Su halde (xn) bir Cauchy dizisidir, (iv) nin kaniti
icin;
8 > 0 wverilsin. 8 >0 ve n0 E N, (iii) nin kanitindaki gibi secildiginde, her

n,m > N0 icgin,
0)(y,xn) < an < 8 veol(y,xm) <an < 8
olup, buradan d(xn,xm) < e bulunur. Bu ise ispati tamamlar.

Not (X,d) bir metrik uzay ve ar.XxX [0, oo) ~-uzaklik olsun. x E X ve
A E CKJC) igin <u(%, .4) := infyEA cu(x, y) olarak tanimlanir.

2.4.8. Tanim (X, d) bir metrik uzay ve T:X -> C7(X) olsun. Eger A e (0,1) ve
X Uzerinde bir (v:X XX  [0,00) vv-uzakhdi mevcut Oyle ki her x,y E X icin ve

u ETx igin
V) < Aol (X,y)

olacak sekilde bir v E Ty var ise T kime degerli donusumine 1v-blzilme denir

(Suzuki ve Takahashi, 1996).

2.4.9. Tanim (X,d) bir metrik uzay, a\X X X [0, w) bir donidsim ve
-> C7(X) olsun. Eger A E (0,1) ve X Uzerinde bir co: X X X [0, o0) vv-uzakli§i

mevcut 6yle ki her x, y E X igin ve u ETX igin

a(u, v)a)(u, v) < Ato(x,y)
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olacak sekilde bir v E Ty var ise T kime degerli donisimiine vv/-blizilme denir

(Kutbi ve Sintunavarat, 2013).

2.4.10. Tanim (X,d) bir metrik uzay, a: X X X [0, 00) bir donisim ve
T:X -> C7(X) olsun. Eger Z E (0,1) ve X lzerinde bir co:X X X -> [0, 00) wO0-uzakhgi

mevcut dyle ki her X,y E X i¢in ve u E Tx igin

aCu, v]a)(u, v) < Xmax jm(x,y), m(x, Tx), m(y, Ty),| [co(x, Ty) + m(y, TX)]j
olacak sekilde bir vE Ty var ise T kime degerli donusimine genellestirilmis
wa-bizulme denir (Kutbi ve Sintunavarat, 2013).

2.4.11. Tanim X bos olmayan bir kiime, T:X -> CZ(X) ve a:X xX -> [0,00)
verilen iki donusim olsun. Her x E X ve a(Xx,y) > 1 sartini saglayan her y E Tx igin
aCy,z) > 1 sarti her z G Ty i¢in saglaniyorsa T ye bir a-gecisli donisim denir

(Mohammadi vd., 2013).

2.4.12. Teorem (X, d) bir metrik uzay, a:X X X -> [0, 00) verilen bir fonksiyon
ve T:X -> CI(X) bir genellestirilmis vwv"-kiime degerli buziilme dénisimi olsun. Kabul

edelim ki (X, d) bir a-tam metrik uzay olsun ve asagidaki sartlar saglansin:
(i) T bir «-gegisli dontsumdur;
(ii) > 1 olacak sekilde x0 E X ve xx E Tx0 vardir;

(iii) y £Ty olacak sekilde her y E X i¢in m/{co(x,y) + m(x, Tx)\ x E X} > 0
dir;

Bu taktirde F(T) =# O dir (Kutbi ve Sintunavarat, 2014).

ispat, (ii) den dolayr a(x0,x1) > 1 olacak sekilde x0 e X ve xx G Tx0 vardir. T

bir genellestirilmis wa-bizilme déniisimi oldugundan
oc(x1,x2)co(xl, x2) < Zm«x{m(x0,xx), w(x0, Tx0), co(xl;, Tx1),

I [m(X0, Txr) + co(x1, Tx0)]} (5)
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olacak sekilde x2 ETx# bulunabilir. T bir a-gegisli donusim ve a&o”) > 1 olacak

sekilde xx E Tx0 oldugundan

a(x1;x2)=1 (6)
elde edilir. (5) ve (6) denklemlerinden

0)(%1,x2)  a(x1,x2)w(x1;x2) < Amax[co(_x0Ix1)1a)Cx0, Tx0)IcoCx1, Tx1'y

I [co(x0, TzJ + co(xL; Tx0)]}

elde edilir.Tekrardan T bir genellestirilmis wa-buzilme oldugundan
ct(x2, x3)w(x2, x3) < Xmax{a)Cxll x2), a)(x1, Tx1), a)(x2, Tx2),

| [co(xIl Tx2) + co(x2, TzJ]} (7)

olacak sekilde x3 E Tx2 vardir. a(x1;x2) > 1 ve T bir a-gec¢isli doniisim oldugundan
a(x2,x3)=1 (8)
elde edilir. (7) ve (8) denklemlerinden
co(x2/x3) < a(x2,x3)cu(x2;x3) < Amax{cu(x1,x2), w(x1,71x1),cu(x2;7'x2),

| [wi(x1,Tx2) + co(x2,Tx1)]j

elde edilir. Bu islemler devam ettirilirse her n E N igin xn E Txn_1,

a(xn,xn+1) =1 )
ve

a)(xn,xn+1) < Amax{a)(xn_1/xn),a)(xn_1>Txn_1))a)Cxn,Txn)

AMea(xn.1>Txn) + co(xn, Txn_1)]j

elde edilir. Simdi hern E M ic¢in

xn+1) < Amax{w(xn_1J xn), 0)(xn_1/ Txn_1), a)(xn, Txn),
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2 [MCT7-1~*77) dtAC77 TXN_1D]j

— A771GL%{cL)(xn_-£) Xn), (D(xn_1, Xn"), ()(xn, Xn+1)>

“ [ (xn_1, Xn+1) + (j(%n, Xn)]}
— Amax }<u(xn_1, xn), co(xn, xn+1), - [co(xn_1, xn+1)]}
— A12(ZX IN<77-1» Xn)> A(Lxnt Xn+D)> 2 [Q)(xn_i,Xn) +  (*77, *77+1)]}

< "max{a)Cxn_1,xn),a)Cxn,xn+1)} (10)

dir. Bazi n' GN icin max[()Cxnl_1>xnf)la)CxnI>xn/+1)} = to(xn<,xn<+1) ise bu taktirde
a>(xnf,Xn'+1) =0 ve bu yizden Q0)(xnr_1,xnr) =0 elde edilir, ~/-uzakliginin

Ozelliginden
ANET7-P*t7'+1)  ~(Xn'-Vxn") + 0=>C*n'*n'+l) = 0
elde edilir.

<w(xn/_1,xn/) =0 ve a)(xn'_l,xnr+l) =0 oldugundan 2.4.7 Lemmasi
kullanilarak xnf = xnr+1 bulunur. Bu ise xn, G Txni ve bu yizden xn> noktasinin, T nin
bir sabit noktasi oldugu anlamina gelir. Simdi kabul edelim ki her n 6 N igin

max(a)Cxn_1>xn), a)Cxni xn+1)} = Q)(xn-.1txn) olsun. (10) den hern G M igin
ANETT-*TT+1) < ~N(<71-1/*71) (11)
elde edilir. (11) tekrarlanarak her n G M igin
A(*T1» *77+1) — Anw(*0,*1)
elde edilir.
Hern, m G H icin m > n olsun. Bu taktirde
CUXT7, *777) < U)(xn,xn+1) + w(xn+1, xn+2) + e + co(xm_1,xm)

< Ancu(x0,x1) +An+1co(x0,x1) + e + A7n_10)(x0,X1)
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elde edilir.

0 <A <1 oldugundan n -> 00 iken 1_—Aco(xo,x1) -> 0 dir. 2.4.7 Lemmadan

(xn) nin, X de bir Cauchy dizisi oldugu bulunur. (9) den her neM igin
a(xn,xn+1) 1 oldugu bilinir. X in a tamh@i kullanilarak bazi z G X icin n -> 0o iken

xn  z elde edilir. aj(xn,.) alttan yari strekli oldugundan

B(xn, z) < i YIF(A)(jXn> Xm) ],,A-CU(Xq, X-%)
yazilabilir. Son olarak kabul edelim ki z & Tz olsun. Bu taktirde hipotezden
0 < inf(a)(x, 2) + a)(x, TxX):x E X]
< inf{(G(xn, z) + co(xn, Txn): n E M}

< m/(m(xn, z) + o>(xn,xn+1):n E M)

. +Anco(x0,x1):n G m}

= ({717} *N} ne M)

=0
celiskisi elde edilir. Bu nedenle z ETz dir. Yani z, T nin bir sabit noktasidir.

2.4.13. Sonug (X, cT) bir tam metrik uzay, a\X X X -> [0, co) ve T:X -> CI(X)

bir genellestirilmis vv/-biizilme déntsimi olsun. Kabul edelim ki asagidaki sartlar sag-

lansin:
(i) T bir a-gecisli dontsumdur;
(ii) a(x0,x1) > 1 olacak sekilde x0 G X ve xt E Tx0 vardir;
(iii) y £Ty olacak sekildeki hery G X igin

in/{o)(x,y) 4- co(x, TX)\ x E X] > 0 dir;
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Bu taktirde F(T) =# O dir (Kutbi ve Sintunavarat, 2013).

ispat. (X,d) tam metrik uzay a-tami sagladigindan 2.4.12. Teoreminin ispati

kullanilarak istenilen sonug elde edilir.

2.4.14. Teorem (X, d) tam metrik uzay ve a:X xX -> [0, 00) ve T: X -> CI(X)

bir wa-bliztlme dénisuimi olsun. Kabul edelim ki (X, d) bir er-tam metrik uzay olsun

ve asagidaki sartlar saglansin:
(i) T bir «-gecisli dontstimdur;
(i) a(x0,X1) > 1 olacak sekilde x0 E X ve xx E Tx0 vardir;
(iii) y 0 Ty olacak sekildeki hery e X igin
m/[co(X,y) + ca(x,Tx)-.x E X} > 0 dir;
Bu taktirde F(T) # O dir (Kutbi ve Sintunavarat, 2014).
ispat. ispati 2.4.12. Teoreminin ispatina benzerdir.

2.4.15. Ornek X = (—1,c0) ve d:XxX-= [0,00) metrigi her x,y E X igin

c/(%,y) = |x — y| seklinde tanimlansin. a:X X X -> [0, co) dénusimu

aCx>y) =f™N+y2 + t x,ye[O,1],
(O, diger durumlarda,

ile tanimlansin. T:X -» CZ(X) kiime degerli donisimi

Tx = (fe}' *G[o,1],
({%, 5|x|}, diger durumlarda,

ile tanimlansin.

Simdi T nin, A=- ve her X,y E X i¢in co(x,y) =y olarak tanimlanan
a):X XX -> [0, co) 1v-uzakhgr ile bir u~-kiime degerli buzilme doénidsimi oldugu

gosterilir X,y E [0,1] icinu E Tx = olsun. Yaniw = | ve
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<(1+1+1)g

1
= '7y
= Aa)(xy)
olacak sekilde bir v = 5 € Ty bulunabilir.

Diger durumlarda wa-buzilme sartinin saglandigi kolayca gorilir. Bu nedenle T

bir wa- kiime degerli buztlme dénustimudur.

Acikgasl (X, d) bir tam metrik uzay degildir. Fakat (X, d) bir «-tam metrik
uzaydir. Gergekten (xn), her n e W icin «(xn,xn+1) > 1 olacak sekilde X de bir
Cauchy dizisi olsun. Béylece her n 6 M i¢in xn E [0,1] dir. ([0,1], d) tam metrik uzay

oldugundan n  co iken xwwz olacak sekilde z E A vardir. Bu nedenle (X, d) bir
a-tam metrik uzaydir. Ayrica T nin bir «-gecisli oldugu gorulir, x1=-ETI ve

«(x0,x1) = a (1,-) > 1 olacak sekilde x0 = 1 vardir. Son olarak y £ Ty olacak
sekildeki y E X iciny E (0,1] elde edilir. Buradan
inf[a)(x,y) + a)(x,Tx)-xE X] >0

olur. 2.4.14. Teoreminin bitin sartlari saglandigindan T nin bir sabit noktasi vardir

(Kutbi ve Sintunavarat, 2014).
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2.5. w-Uzaklik Yoéntemi ile 72- Bagintili Kiimeler Uzerinde Sabit Nokta Sonuglari

2.5.1. Tanim X bos olmayan bir kime ve 72, X x X Uzerinde bir ikili baginti
olsun. O halde (x,y) G 72 ise x noktasI y ye gore 7? baglantilidir denir (Lipschutz,

1964).

2.5.2. Tanim 72, X tzerinde tanimlanan bir ikili baginti olsun. Her x,y E X icin

[x,y] Eft ise 72 ikili bagintisina tamdir denir. Burada [x,y] G 72 ifadesi (x,y) G 72 ya
da (y,x) G R oldugu anlamina gelir (Maddux, 2006).

2.5.3. Tanim 72 bos olmayan bir X kiimesi Uzerinde tanimlanmis ikili baginti
olsun. O halde her n E M U {0} icin (xn,xn+1)e72 ise X deki bir (xn) dizisine

72-koruyandir denir (Alam ve Imdad, 2015).

2.5.4. Tanim (X, d) bir metrik uzay ve 72, X tizerinde bir ikili baginti olsun. X
deki her 72-koruyan Cauchy dizisi X de yakinsak ise X metrik uzayina 72-tamdir denir

(Alam ve Imdad, 2015).

2.55. Tanim X bos olmayan bir kime ve f\X-*X bir dontstim olsun.
(x,y) E 72 => (_fx,fyp G 72 ise X Uzerindeki 72 ikili bagintisina/-kapali denir (Alam ve

Imdad, 2015).
2.5.6. Tanim X bos olmayan bir kiime ve f\X-*X bir donisim olsun.

(x,y) G 72 => [fx,fy] G 72 ise X Uzerindeki bir 72 ikili bagintisina zayif/-kapali denir
(Alam ve Imdad, 2015).

Her /-kapali 72 ikili bagintisi zayif/-kapalidir fakat genelde tersi dogru degildir.

2.5.7. Ornek X bos olmayan sonlu bir kiime ve 72 de bazi A,B E P(X) icin
“A C B ise (A, B) G72” ile X in kuvvet kiimesi P(X) Ulzerinde tanimlanmis bir ikili
baginti olsun. Her A G P(X) icin /(A)=AC ile /:P(X)-=P(X) fonksiyonu
tanimlansin. O halde (A,B) G 72 olacak sekilde A,B E P(X) i¢cin (/(A),Z(B)) £ 72
fakat (/(B),/(A)) G 72 dir. Bundan dolayi 72 ikili bagintisi /-kapali degildir fakat zayif

/-kapalidir (Senapati ve Dey, 2017).

2.5.8. Tanim (X, d~) bir 72 ikili bagintisi ile verilen bir metrik uzay olsun. O

halde xn — x olacak sekilde (xn) in her 72-koruyan dizisi her k E W U {0} icin
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[xnk,x] e 72 olacak sekilde bir (xnJ alt dizisi varsa 5? d-self-kapalidir denir (Alam ve

Imdad, 2015).

2.5.9. Onerme (X, d) bir metrik uzay, 72 X tizerinde bir ikili bagint, T:X ->X
bir doniisim ve a E [0,1) olsun. Bu taktirde asagidaki buzilme sartlari esdegerdir:

(i) Her x,y E X icin (x,y) E 72 olacak sekilde d(Tx, Ty) < ad(x,y) dir.

(ii) Her x,y E X icin [x,y] E 72 olacak sekilde d(Tx,Ty) < ctd(x,y) dir (Alam
ve Imdad, 2015).

ispat. (i)=>(i) sagladigi aciktir. Tersine, (i) nin saglandigi kabul edilsin. x,y £ X
olacak sekilde [x,y] E 72 alinsin. EGer (Xx,y) E 72 ise bu taktirde (i) deki esitsizlikten
dolayi (ii) saglanir. Diger taraftan (y, x) S 72 ise bu taktirde d nin simetrik 6zelligi ve
(i) deki esitsizlik kullanilarak d(Tx,Ty) = d(Ty,Tx) < ad(y,x) = ccd(x,y) elde
edilir. Bu da (i) =>(ii) oldugunu gosterir.

X(T,72) = {x E X: (X, TX) E 72} olarak tanimlansin.

2.5.10. Teorem (X, d) bir 72 ikili bagintisi ile verilen bir tam metrik uzay olsun.

Kabul edelim ki T: X -> X donusimi asagidaki sartlari saglansin:
(i) X(T,72) bostan farkhdir;
(ii) 72, T-kapahdir;
(iii) ya T sureklidir ya da 72 d-self-kapalidir;

(iv) (x,y)E72 olacak sekilde her x,yEX i¢in d(Tx,Ty) < ad(x,y) bir
a E [0,1) vardir.
Bu taktirde F(T) =# O dir (Alam ve Imdad, 2015).

ispat. X0, X(T nin keyfi bir elemani olsun. (xn) Picard iterasyon dizisi her
n E Ho icin xn = Tnx0 olarak tanimlansin. (x0,7x0) E 72 oldugundan (ii) sarti

kullanilarak her ri S Ho igin

(TX0, T2X0), (T2x0, T3x0)......(Tnx0, Tn+1x0),... E 72

ve bu yilzden (Xn,xn+1)S72 elde edilir. Boylece (xn) dizisi 72-koruyandir.

(xn, xn+1) E 72 ye buzilme sarti uygulanirsa her n E H U {0} igin
d(xn+1>xn+2) ad(xn>xn+1) bulunur. Bu ylzden timevarim yontemiyle

27



d(.xn+1, xn+2) < an+1d(x0, T"0) (12)
hern G W U {0} icin elde edilir.

(12) ve tggen esitsizligi kullanilarak hern G No, p G M, p > 2 igin

d(xn+1> xn+y) < d(xn+Itxn+2) + d(xn+2, xn+3) + —F dCxn+p_ri xn+p)

< («n+l + an+2 + — + an+p_1)d(x0, Tx0)
p-1
=a"d(x0,Tx0)™al —>0 (n ->00)
/=1
elde edilir. Bu ise (xn) in X de bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir. (X, d) tam
oldugundan xn ->x olacak sekilde x G X vardir.

Simdi kabul edelim ki T surekli olsun. Bu taktirde xn+1 = Txn § Tx dir.
Limitin tekligi nedeniylede Tx = x elde edilir. Yani x, T nin bir sabit noktasidir. Simdi
kabul edelim ki R d-self-kapali olsun. (xn), bir 72-koruyan dizi ve xn ->x oldugundan
her k G M U [0] icin [xnk, x] G 72 olacak sekilde (xn) nin bir (xnJ altdizisi vardir.

(iv) bizilme sarti, 2.5.9. Onermesi ve [xnfc,x] G 72 ve xnk -> x kullanilarak,
k->00 iken d(xXnk+IITx) = d(Txnk>Tx) < ad(xnk,x) 0 elde edilir. Bu yizden

xnk+1  Tx (k co) dir.

Tekrardan limitin tekligi nedeniyle Tx = x elde edilir. Yani x, T nin bir sabit

noktasidir.

2.5.11. Tanim (X,d) bir metrik uzay ve 72, X Uzerinde tanimlanmis bir ikili
bagintist olsun. x e yakinsayan her (xn) 72-koruyan dizisi ig¢in rn  co iken

f(.xn)  /(x) lise bu taktirde f:X -+X fonksiyonu x noktasinda 72-siireklidir denir

(Alam ve Imdad, 2015).

2.5.12. Teorem (X, d) bir 72 ikili bagintisi ile verilen bir metrik uzay olsun.

Kabul edelim ki T:X X doénisumu asagidaki sartlari saglasin:
(i) T Q X,TX QY ¢ X vardir dyle ki (T, d\ 72-tamdir;
(i) A(T, 72) = O;
(iii) 72, T-kapahdir;
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(iv) T, R -sureklidir ya da 7? | Y, d-self-kapalidir;

(V) Mr(x,y) = max [d(x,y), d(x, Tx), d(y, 7>,“>ry)?d(y'Tx)j alindiginda her
(x,y) e 72 olacak sekildeki her x,y e X i¢in d(Tx,Ty) < <p(Mr(X,y)) olacak sekilde
(p E W vardir;

Bu taktirde F(T) * O (Ahmadullah vd., 2016).

ispat. X(T,R) bostan farkli oldugundan x0 6 X(T,R) olsun. Baslangi¢ noktasi
X0 olan bir (xn) Picard dizisi, yani her n e M U (0) icin xn+1 = Txn tanimlansin.

(X0, Tx0) 6 72 ve 72, T-kapali oldugundan
(Tx0l T2x0), (T2x0, T3x0)......(Tnx0, Tn+1Xo0),... € 7?

elde edilir. Her n e W U {0} icin (xn,xn+1) e 72 ve bu yilzden (xn), 72-koruyandir. (V)

sartindan her n E H igin
d(*n»*n+1) = d(Txn.1,Txn) < (p{MT{xn_1,xn)") (13)
elde edilir ki burada

Mr(xn_1,xn) = max{d(xn_1, xn), d(xn_It Txn"™), d(xn, Txn),

Mr(xn_1/xn) < max{d(xn_1,xn),d(xn,xn+1)} (14
elde edilir. (13), (14) ve (p nin azalmayan 6zelligi kullanilarak her n e H igin
d(xn,xn+1) < <p(max{d(xn_1,xn),d(xn,xn+1)}) (15)

elde edilir. Simdi (xn) dizisinin (X, d) de bir Cauchy oldugu gosterilir: Bazi r E Ho igin
xr — xr+i1 oldugu taktirde o halde sonu¢ tamamlanir. Diger durumda her ri E Ho igin
xn  xn+1 dir. Bazi s e M igin d(xs_1;xs) < d(xs,xs+1) oldugu kabul edilsin. (15) ve

2.3.8.1emma (ii) yi kullanilarak

d(xs,xs+1) < <?(d(xs,xs+1)) < d(xs,xs+1)
celiskisi elde edilir. Boylece her n e N i¢in d(xn,xn+1) < d(xn_1>Xn) ve bu ylzden
d(xn, xn+1) < ¢™(d(xn_1,xn)) dir. Tiamevarim ve c¢p nin azalmayan o6zelligi ile her
NEMO icin d(xn, xn+1) < ¢?n(d(x0,x1)) elde edilir. Simdi m > n olacak sekildeki her

m, n E Ho icin
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dCxn,xm) < d(xn,xn+1) + d(xn+1,xn+2) + —F d(xm_1Jxm)
< (fin(d(x0,x1)) + (pn+\dCx0>X1"™ + — + <p7n-1(d(x0,x1))

I»-l
= XN*(4x0>x1))

*:M

AN (A (x0,X1))->0 (n  co)
k™n

elde edilir. Bu ylizden (xn), X de bir Cauchy dizisidir. (xn) QTX QY oldugundan
frn)> Y de ft-koruyan Cauchy dizisidir. (Y,d\ 72-tam olduundan xn~p olacak
sekilde p E Y vardir. Eger T, 72-surekli ise o halde

p 1limn”™00 xn+1 — limn_>0 Txn = T lim”™-" xn = Tp.

Bu nedenle p, T nin sabit noktasidir.

Eger 7?|Y, d-self-kapali ise, bu taktirde xn-ip olacak sekilde Y 72-koruyan
dizisi icin, her k e No icin [xn™p] G 7? |y <= olacak sekilde (xn) nin bir (xnJ alt
dizisi vardir.

8-= d(Tp,p) > 0 alinsin. Kabul edelim ki 8 > 0 olsun, (v) sarti, 2.5.9.

Onermesi ve her k E Mo igin [xnfc,p] e 7? kullanilarak

d(xnil+1,Tp) = d(Txnk,Tp") < <p ((Wr(xnt,p)) (16)

bulunur ki burada

wr(~nv?) = max p(xnfc, p), d(xnk, xnfc+1), d(p. Tp\ <xnft,rp)+d(Pxnk+1)j

dir.
ANT~xnk>p) = d{p,Tp} = 8 ise, bu taktirde (16) esitsizliginden
~N(xnk+i/~p)  ¢’(d) bulunur. Burada k -» 0o icin limit alinirsa 8 < (pCS) olur ki bu

bir celiskidir. Diger taraftan, xn”~p olmasi nedeniyle her k > h igin Mr(xn/c,p) <

olacak sekilde h = hCS) vardir, (p azalmayan oldugundan her k > h igin

<<p(|d) (18)
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elde edilir. (16) ve (18) kullanilarak her k > h icin

dCxnk+I1Tp) = d{TxUk,Tp) < < (|tf)

elde edilir, k -> co icin limit ve 2.3.8. Lemma (ii) si kullanilirsa 8 < (p ("6~ <O <0
celiskisi elde edilir. Bu nedenle 6 = 0 ve bu ylizden

dCTp,p) =8 =0==>Tp =p
dir.

2.5.13. Tanim (X, d) bir metrik uzay ve R, X Uzerinde tanimlanmis bir ikili
baginti olsun. x noktasina yakinsayan her (xn) ft-koruyan dizisi igin

lin\/\/ inf/(xn) > /(%)
oluyorsa bu taktirde /: X R U {-co,co) fonksiyonu X noktasinda 72-alttan vyari
sureklidir denir (Senapati ve Dey, 2017).

2.5.14. Ornek X = R olmak (izere (X, d) bir alisilmis metrik uzay olsun. Bazi
n G Z igin X,y E |[n,n +-) bagintisi (x,y) e 7? olarak tanimlansin. Her x E X ig¢in
x E [n,n + 1] olacak sekilde her zaman bir n E iL tamsayisi bulunabilir. f\>X ~~X
fonksiyonu

= fw X e [n'n+1)
Ix—1, diger durumlarda,

seklinde tanimlansin.

Bu fonksiyon 72-surekli degildir fakat 72-alttan yari sureklidir. (xn), bir k

tamsayisina yakinsayan sabit olmayan bir 7?-koruyan dizi olsun. O halde her n > n0

icin xn E (k,k + O olacak sekilde bazi n0 E N vardir. Bu nedenle,

limn~co/(xJ =k + 1 yQf(k) =k
elde edilir. Boylece ¥, 7?-surekli degildir. Fakat k ya yakinsayan her (xn) 7?-koruyan
dizisi icin lim”~oo inf/(xn) > /(/c) dir. Bu F nin 7?-alttan yar1 slrekli oldugunu
gosterir. Ayrica f bir alttan yari sirekli fonksiyon degildir. (xn), k ya soldan
yakinsayan sabit olmayan bir dizi olsun. O halde her n > nk i¢in xn > (fc — 1) + i

olacak sekilde bazi nk E M elde edilmelidir. Bu her n > nk igin /(xn) = xn —1 ve
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limn>to F(Xn) — k 1 olmasini gerektirir. Bundan dolayr xn k alindiginda
lim~oo in//(xn) > /(/c) elde edilemez. Bu nedenle 7/ bir alttan yari strekli fonksiyon
degildir (Senapati ve Dey, 2017).

2.5.15.0rnek X = [0, co) ve d, X tizerinde alisiimis metrik olsun. Xy > x ya da

Xy >y ise (X,y) e 72 olarak tanimlansin. f:2X -> X fonksiyonu

x E [0,1),
/(<) =

,j;_v(/)m

X =1,

X >1
seklinde tanimlansin.

/ fonksiyonu ne alttan yari sirekli ne de 72-siireklidir, fakat bu fonksiyon
72-alttan yari surekli fonksiyondur. x = 1 noktasi gdz 6niine alinsin. (xn), 1 e yakin-

sayan sabit olmayan bir dizi olsun. (xn), 1 e soldan yakinsiyorsa her n G M igin
/(**n) = | elde edilir. (xn), 1 e sagdan yakinsiyorsa bu taktirde her n E N igin /(xn) =
xn ve bu yizden lim~/(xn) =1 dir. Bundan dolayr Iim~ inff(xn) =/(l)
saglanmaz. Bu nedenle / fonksiyonu x = 1 de alttan yari sirekli degildir. Simdi (xn), 1
e yakinsayan bir 72-koruyan dizisi olsun. O halde her n E M igin (xn,xn+1) G 72 =>

Xnxn+1 xn ya da xnxn+1 > xn+1 dir. Bu yiizden asagidaki iki durum ortaya ¢ikar:
(Hern GHiginxn =1ve/(xn) =]=/()

(0) (*n) sabit olmayan bir 72-koruyan dizisi ise bu taktirde her n E N igin

xn>1 ve f(xn) =xn ve bu yilzden Ilimn>c/(xn) =1 dir. Bu nedenle
Hmn_+00 inff(xn) > - = /(). Bu / nin bir 72-alttan yari surekli fonksiyon oldugunu
gosterir.

Yukaridaki aciklamalardan / fonksiyonu x = 1 de 72-surekli degildir. Clnkl 1 e
yakinsayan herhangi bir 72-koruyan dizisi icin limn_00/(xn) /(1) dir (Senapati ve
Dey, 2017).

Yukaridaki iki 6rnekte 72-alttan yari sirekli fonksiyonun hem 72- siirekli hem de

alttan yari sirekli fonksiyonlardan daha zayif oldugu gordlr.

2.5.16. Uyari Her alttan yari strekli fonksiyon 72-alttan yari siireklidir fakat tersi

dogru degildir.
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2.5.17. Tanim (X,d~) bir metrik uzay ve 7?, X Uzerinde tanimlanmis bir ikili
bagintisi olsun. XX -> [0, 00) fonksiyonu eger asagidaki ©6zellikleri sagliyorsa X

Uzerinde bir w- 72-uzaklik denir.
(wl) Herhangi bir x,y,z e X igin w(x,z) < co(x,y) + co(y,z);

(w2) Herhangi bir xEX icin w(X,.):X-> [0,00) donUsumi 7?-alttan yarl

sureklidir.
(w3) Herhangi bir s > 0 icin co(z,x) <6 ve U)(z,y) <d iken d(x,y) < £
olacak sekilde en az bir S > 0 vardir (Senapati ve Dey, 2017).

25.18. Lemma (X,cT), R ikili bagintisi ile verilen bir metrik uzay ve
a):X X X [0, 00) bir w-R-uzaklik olsun. (xn) ve (yn), X de iki 72-koruyan dizi ve
X,y,z € X olsun, (un) ve (vn) sifira yakinsayan pozitif reel sayilarin dizileri olsun. O

halde asagidakiler saglanir:

(i) Her n G N icin u(xn,y) < un ve co(xn,z) < vn ise y = z dir. Ozellikle

w(X,y) = 0veco(x,z) =0 isey = zdir.
(i) Her n G N igin w(xn,yn) < un ve 0)(xn,z) < vn ise o halde yn -* z dir.

(ili) Her n,m G H i¢in m > n olmak Uzere to(xn,xm) < un ise (xn), X de bir

72-koruyan Cauchy dizisidir.

(iv) Her n G H icin a>(xn,y) < un ise (xn), X de bir 7?-koruyan Cauchy
dizisidir (Senapati ve Dey, 2017).

ispat. Tspati 2.4.7. Lemmasinin ispatina benzerdir.

2.5.19. Teorem Bir co, ~-uzakh@i ile (X,d) bir metrik uzay ve 72, X de
herhangi keyfi ikili baginti olsun. T\X X doénisimu asagidaki sartlari saglarsa, bu

taktirde F(T~) =# O dir.
(i) T(X) QY olacak sekilde YQX vardir dyle ki (Y, d), 72-tamdir;
(ii) X(T,R) 0 veR, T-kapahdir ;

(iii) T, 72-surekli ya daxn-*x olacak sekildeki her 72-koruyan (xn) dizisinin

her k G N U {0} icin (X%,,k,x) G R olacak sekilde bir (xnfc) alt dizisi vardir;
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(iv) (x,y) e 5? olacak sekildeki her x,y e X icin (o(Tx,Ty) < Acl(x,y) olacak
sekilde bir A e [0,1) vardir (Senapati ve Dey, 2017).

Tspat. X(T,72) * 0 oldugundan (x0,Tx0) G # olacak sekilde bir x0 e X(T,R")
noktasi vardir. xn = Txn_1 = 7'7Ix0 ile bir (xn) dizisi tanimlansin. 7? nin T-kapalilik
Ozelliginden (xn) nin bir 72-koruyan dizisi oldugu goérulir, yani her n E M U {0} icin

(xn,xn+1) G 72 dir. (iv) deki buzulme prensibi uygulanirsa:
0)(xn, xn+1) = 0)(Txn™1, Txn) < Xn)

< A2m(xn_2,xn_1)

< /~"Cofro™)

saglanir. Bu her m > n icin kullanilirsa,
tu(xn, xm) < a)(xn, xn+1) + co(xn+1, xn+2) + e + co(xm_1, xm)

< w(x0,x1)[An + An+1 + — + ATII"'1]
An
<~ cu(x0,x1) (19)
elde edilir.

un — —w(xo”1) olarak tanimlansin. Ag¢ikgasi n ->co iken un -> 0 dir. Bu

nedenle 2.5.18 Lemmasinin (iii) sarti ile (xn) in Y de bir 72-koruyan Cauchy dizisidir.
(Y, d), 7?-tam oldugundan bazi x 6 K igin n -+ co iken xn  x elde edilir. Simdi x nin
T nin bir sabit noktasi oldugu gosterilsin. TIk olarak T nin 72-sirekli oldugu gz 6éniine

alinsin. Bu taktirde
d(x, 7x) = limn”co d(xn+1>Tx) = limn_ro d(Txn, TX) = d(Tx, Tx) =0
elde edilir. Bu da x nin T nin bir sabit noktasi oldugunu gosterir.

Alternatif olarak, xn -» x olacak sekilde her 72-koruyan (xn) dizisinin her

k E W U{0) icin (xnfc,x) G 72 olacak sekilde bir (xUk) alt dizisi var olsun, ci nin

72-alttan yari surekliligi ile (19) daki esitsizlik birlestirilirse
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(ACxn){+1>x") — ITml/c-*co Ank—+1xnii+m) — ~mfe>co Inf' 1_~ &)(x0, X1) — 0

elde edilir. 72, T-kapali ve (xn/[IxX) e R oldugundan
a)(Txnk, Tx) < Adj(xnk,x)
— ™MJc-»co ~NXn.k=> xnj<+m)

n/f+1
< lim”™oo in/-~-co(x0,x1) =0

saglanir. 2.5.18. Lemmasinin (i) sarti ile Tx = x elde edilir, bdylece x, T nin bir sabit

noktasidir.

2.5.20. Teorem 2.5.19. Teoreminin hipotezlerine ek olarak

(i) Her x,y E TX icgin (z,x), (z,y) E R olacak sekilde en az bir z E TX vardir
ya da

(if) R | TX tamdir
sartini saglarsa o halde T nin bir tek sabit noktasi vardir (Senapati ve Dey, 2017).

ispat. Asagidaki iki durum gdz dntne alinsin:

1. Durum: 2.5.19 Teoreminin hipotezine ek olarak (i) sarti saglasin. O halde T
nin herhangi iki x,y sabit noktasi icin (z,x) G 72 ve (z,y) G 72 olacak sekilde bir
z E TX noktas! vardir. 72, T-kapali oldugundan her n E H U {0} icin (Tnz,x) G 72 ve
(Tnz,y) E 72 dir. T nin blzulme sarti kullanilarak

to(Tnz,x) = w(Tnz,Tnx) < Ancu(z,x)
ve

co(Tnz,y) = co(Tnz, Tny'") < Anco(x0,y)
elde edilir.

un = An+lco(z,x) ve vn = An+10)(z,y) olsun. Acikcasi (un) ve (vn) sifira
yakinsayan reel sayilarin iki dizisidir. Bu nedenle 2.5.18 Lemmasindaki (i) ile x =y

elde edilir, yani T nin bir tek sabit noktasi vardir.

35



2. Durum: 2.5.19 Teoreminin hipotezine ek olarak (ii) sarti saglasin. T nin iki
sabit noktasi X,y olsun. O halde (x,y)Gft ya da (Y,xX)G77? elde edilmelidir.
(x,y) e 7? igin co(x,y) = 0)(Tx,Ty) < Aco(x,y) < co(x,y) elde edilir ki bu bir celis-

kidir. Bu nedenle x =y elde edilir. Benzer metodla (y,Xx) e 7? ise X = y elde edilir.

2.5.21. Ornek X = [1,3) olmak iizere (X, d) bir metrik uzay ve d, X iizerinde
tanimlanan alisiimis metrik olsun. 72 = {(X,y) EX2:><> y) ikili badintisi tanimlansin.

T-.X -> X doénusumi
T™x = (? M1,2),
12, x e [2,3),

seklinde tanimlansin. 2.5.10 Teoremindeki verilen hipotezlere gére kontrol edilirse;

1. T = [1,2] olsun. O halde TX QY ve (Y, d) nin 72-tam oldugu aciktir.

2. (X, TX)ER olacak sekilde x =1 icin Tx=" dir, yani X(T,72) bostan

farkhdir.

3. (xn), x e yakinsayan bir 72-koruyan dizisi olsun. Bu nedenle her n e W ic¢in
(xn>xn+1) e # dir, yani her n e M icin xn > xn+1 ve bu yiizden (xn), X e yakinsayan

azalan bir dizidir. Bu nedenle hern G M i¢in (xn,x) e 72 elde edilmelidir.

4. 2.5.10 Teoreminde verilen biiziilme prensibinin bu 6érnege uygulanamayacagi
gosterilirse, Ornegin x = 2,y = 1 olsun. O halde (x,y) e 72 ve Tx = 2, Ty = | oldugu
aciktir. O halde

d(Tx,Ty) — d ~2,]) = | ve d(x,y) = 1 dir. Bu nedenle d(Tx, Ty) < kd(x,y)

olacak sekilde herhangi bir k G [0,1) bulunamaz. Ancak bir w, w- uzaklik fonksiyonu
w(x,y) = |X| + |y| olarak alinirsa o halde (Xx,y) G 7? olacak sekildeki her x,y G X ve

2 G [0,1) icin a)(Tx, Ty) < Aco(x,y) ve elde edilir.

Bundan dolayi 2.5.20 Teoreminin butiin sartlari saglanir ve x = 2, T nin bir tek

sabit noktasidir (Senapati ve Dey, 2017).

36



Not. x =2, y=1I i¢in MT = max fd(2,1),d (1,0, c/(2,2),—2)O™ .

elde edilir. 2.3.4. Tanimindaki Ip  fonksiyonunun  tanimindan  d(

d(Tx, Ty) < 1h(Mr(x,y)) olacak sekilde herhangi bir fonksiyonu bulunamaz.

Bundan dolayi bu 6rnekte 2.5.12 Teoremi kullanilamaz (Senapati ve Dey, 2017).

2.5.22. Ornek X = [0,2] olmak tizere (X, d) bir ahsiimis metrik uzay olsun
Xy<<X veya Xy <Yy baglantisi (X,y)G72 olarak tanimlansin. Bir co:XxX->X

vv-uzaligi fonksiyonu m(x,y) =y seklinde tanimlansin. T:X -> X doénusim

T- 0O< X< -,

seklinde tanimlansin.

(x,y) e 7?7 ise 0 halde Xy < x veya xy <y dir. Xy < x olsun. Bu nedenle

asagidaki durumlar ortaya cikar:

1. Durum: x = 0 olsun. O halde herhangi bir y e [0,2] icin (X,y) e Tl. Bu nedenle,

asagidaki durumlar vardir:
() 0<y<-icin Tx =0 ve Ty = | dir. Bu nedenle a)(Tx, Ty) = Ty = nqg

dolayisiyla w(7x,Ty) = < [w(X,Y);

(i) | <y < 1lise, butaktirde Ty e (0,]) ve m(Tx, Ty) =1 -y <y = a)(X,y)

dir. Ozellikle k E [|, 1) ahindiginda a)(Tx,Ty) < ka=>(x,y) dir;
(iii) y = 1 olsun. O halde m(TO, TI) = | < | w(0,1) dir.

(iv) y > 1 icin k E [|, 1) olmak Uzere a)(Tx, Ty) =y —"<< ky = ka)Cx,y)
elde edilir.

2. Durum: Hery E [0,2] x = 0 ve her k e [0,1) i¢in

m(Ty,Tx) = 0 = /cm(y,X)
elde edilir.
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3. Durum: x =A 0 olsun. Bu taktirde y <1 dir. Bu nedenle, asa§idakiler elde

edilir.

() 0 <y <jicin 0)(Tx, Ty) < |w(X,Y);

(W) <y<1liginke [|, 1) alindiginda a)(Tx,Ty) < ki)(X,y);

(iii) y = 1 ve herx e X i¢in (u(Tx,T1) = 2 < ZCO(X' 1);
(iv) y<1 ve x>1ig¢in KE [|],1) alindiginda a)(Ty,Tx) < ka)Cy,x} elde
edilir.

Yukaridaki ¢ durumda da T, 2.5.12. Teoremindeki (v) sarti saglar. Simdi

2.5.20. Teoreminin diger hipotezleri kontrol edilirse:

(i) Y = [4,][] olsun. O halde TX <= Y ve Ji | Y 7"-tamdr.

(i) Y(T,#) O0dr.
(iii) JI, T-kapalidir.
(iv) T, x = 1 ve x = | de Ti- surekli degildir. Ancak xn  x olacak sekildeki her

~-koruyan (xn) dizisinin her k E M U {0} icin (xn/c,x) E  olacak sekilde bir (xnJ alt

dizisi bulunabilir.

(v) Herhangi bir x,y EY igin (z,X), (z,y) G 7? olacak sekilde her zaman bir
z E Y bulunabilir.

Onceden T nin bizilme sartini sagladigi elde edilmisti. Bu nedenle 2.5.20.

Teoremindeki bittn sartlar saglanmistir. X = 0, T nin bir tek sabit noktasidir (Senapati

ve Dey, 2017).
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3. ARASTIRMA BULGULARI

3.1. w-a-Uzaklik Yontemi ile Sabit Nokta Sonuglari

3.1.1. Tanim (X,d) bir metrik uzay vea:XxX -> [0,00) bir déniisim olsun.
X E X g yakinsayan ve her n G M i¢in a(xn,xn+1) > 1 sartini saglayan her (xn) dizisi
icin

limn_>0 inf/(xn) > /(x)
sartl saglaniyorsa bu taktirde f:X -> R U {—o0, 00} fonksiyonu x noktasinda a-alttan

yari sureklidir denir.

3.1.2. Tanim (X, d) bir metrik uzay vza:X xX  [0,co) bir déniusiim olsun.
&):XxX -> [0,00) fonksiyonu asadidaki 6zellikleri sagliyorsa &) ya X Uzerinde bir

Iv-a-uzaklik denir.
(i) Herhangi bir x,y,z G X igin co(x,z) < to(x,y) + a)(y,z) dir,

(ii) Herhangi bir x EX igin a)(x,."):X -> [0,00) doénlusumu bir a-alttan yari

streklidir,

(iii) Herhangi bir s > 0 icin co(z,x) <5 ve 0)(z,y) <5 iken d(x,y) <s

olacak sekilde en az bir 6 > 0 vardir.

3.1.3. Tanim (X,d) bir metrik uzay olsun. X {zerinde bir gj:X xX -> [0,co0)
w-a-uzaklik fonksiyonu her x G X i¢in co(x,x) = 0 ise a) ya bir w0-tz-uzaklik denir.
3.1.4. Ornek X = [0, 00) olsun. T:X -> X ve a: X X X -> [0, co) doniistimleri

. xyel®)

10, diger durumlarda

a(x,y) =

ve

seklinde tanimlansin. Acikc¢asi T fonksiyonu ne a- sureklidir ne de alttan yari sureklidir.

Fakat bu fonksiyon a- alttan yari sureklidir.
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Gercekten (xn), X = - noktasina yakinsayan sabit olmayan bir dizi olsun. Eger
xn 2 ise hern e M icin Txn — - olur. Eger xn % ise bu durumda hern E M igin
Txn = xn ve bu ylzden lim~ Txn =] olur. Dolayisiyla infTxn >
safglanamaz. Bu yizden T fonksiyonu X = | noktasinda alttan yari strekli degildir.
Simdi (xn), x =" noktasina yakinsayan ve a(xn,xn+1)= 1 sartini saglayan sabit

olmayan bir dizi olsun. Bu taktirde (xn) ¢ [0,]) oldugundan Txn=~ dir. Ancak

TxXn 2 2 =5 olmasi nedeniyle T fonksiyonu - noktasinda «-strekli degildir.

Bununla beraber T fonksiyonu x = | noktasinda «-alttan yari sudreklidir. Gercekten

| = lim™oo InfTxN=T" =~ dir.

3.1.5. Lemma (X,d) bir metrik uzay, a:X XX  [0,00) seklinde bir doniisiim
ve X X -> [0, 00) bir w-«-uzaklik olsun. (xn) ve (yn), sirasiyla a(xn,xn+1) > 1 ve
a(yn>yn+1) 1 sartlarini saglayan X de iki dizi ve X,y,z E X olsun. (un) ve (vn)
sifira yakinsayan pozitif reel sayilarin dizileri olsun. O halde asagidaki ozellikler

saglanir:

(i) Her n E W igin 0>(xn,y) < un ve co(xn,z) < vn ise y = z dir. Ozellikle

w(Xx,y) = 0 ve «>(x,z) = 0isey = z dir.
(i) Her n e N icin «1(xn,yn) < un ve co(xn,z) < vn ise o halde yn -* z.

(iii) Her n,m EN i¢in m > n olmak lzere «)(xn, xm) < un ise, o halde (xn), X

de «(xn,xn+1) > 1 sartini saglayan bir Cauchy dizisidir.

(iv) Her n E H igin co(xn,y) < un ise, (xn) X de a(xn,xn+l) > 1 sartini
saglayan bir Cauchy dizisidir.

ispat. Tspati 2.4.7. Lemmanin ispatina benzerdir.

3.1.6. Tanim (X, d) bir metrik uzay ve a:X xX -> [0, 00) ve T:X CI(X)
verilen iki dontisim olsun. Eger A E (0,1) ve X Uzerinde bir a): X X X -> [0, 00)

w0-«-uzakligi mevcut dyle ki her X,y E X icin ve u E Tx igin
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olacak sekilde bir vE Ty var ise T kime degerli donisimine genellestirilmis

vv-a-rasyonel buzilme denir.

3.1.7. Tanim (X,d) bir metrik uzay, X Uzerinde bir X X-> [0,c0)

Wg- a-uzaklik ve T:X -> C7(X) bir donisim olsun.

M(X, y) = max {m(x, (@b Tx)  a)(y.Ty)  a)yx,Ty)+co(y,Tx)
1+0>(%, TX)'l+a>(y, Ty)' 2

olsun. O halde A e (0,1) olmak tizere her x,y E X igin
a(x,y) > 1= a)(Tx,Ty) < A M(x,y)
ise T ye bir kiime degerli w-a-rasyonel biziilme déniisimi denir.

3.1.8. Teorem (X,d) bir metrik uzay, a:X xX  [0,00) verilen bir fonksiyon
ve C7(X) bir genellestirilmis kiime degerli vv-cr-rasyonel bizilme dénisimi

olsun. Kabul edelim ki asagidaki sartlar saglansin:
(i) T(X) ¢ YileY ¢ X vardir dyle ki (K, d), a-tamdir;
(i) T bir a-gecisli dontstumddr;
(iii) a(x0, %1) > 1 olacak sekilde x0 E X ve xx e Tx0 vardir;
(iv) T, cr-strekli

ya da

(iv)) Her ne M icin a(xn,xn+1) =1 ve xn ->x e X olacak sekildeki (xn)

dizisinin her k E N U {0} icin a(xnk, x) > 1 olacak sekilde bir (xnJ alt dizisi vardir;
O halde F(T) * O dur.

ispat, (ii) den dolay! a(x0,x1) > 1 olacak sekilde x0 E X ve xr E Tx0 vardir. T

bir genellestirilmis w-a-rasyonel biiziilme donistimi oldugundan

ce(x1,x2)m(x1,x2) < Amax[w(x0,x1), co(x0,rx0)  (6(x1,Tx1)
140)Cx0,Tx0Y 1+0aj(x1,Tx1)’

| [w(x0- 1) + <a(xi, Tx0)]j (20)
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olacak sekilde x2 ETxr bulunabilir. T bir «-gecisli donisim ve «(x0, Xi) > 1 olacak

sekilde xr ETx0 oldugundan
a(%1,x2) =1 (21)
elde edilir. (20) ve (21) deki denklemlerinden

<o(x1;x2) < a(xl1,x2)a)(x1,x2) < /.max L>(x0,X%j, ,
| x  1+ct(x0,Tx0) I+CICXUTx1y

I [M(x0, TxL) + m(x1; 7x0)]]

elde edilir.

Tekrardan T bir genellestirilmis w-«-rasyonel bizilmesi oldugundan

0t(x2,X3)w(x2,x3) < Amax 0)Cx1Ix2), Ci(X1,TX1)  (a(x2TX2)
I+a>(x1,Tx1)’ 1+(a(x2,Txz)’

I [a>(xx, Tx2) + w(x2, TZi)]} (22)

olacak sekilde x3 E Tx2 vardir. «(Xx1;x2) > 1 ve T bir «-gecisli déntisim oldugundan
«(%x2,x3)=1 (23)
elde edilir. (22) ve (23) deki denklemlerinden

<u(x2,x3) < a(x2,x3)w(x2,x3) < Amax(a>(xl1, x2),
| I+w(x1,Tx1)" I+co(x2,rx2)’

I [w(x1( Tx2) + O)(x2; Txx)]j

elde edilir. Bu islemler devam ettirilirse her n e W icin xn E Txn_1,
«(xn,xn+i)=1 (24)

ve

v(xn>xn+1) < Amax[v(xn_1l,xn)  (xn-1'Txn-1)  tefan'Tz-n)
" 1+()Cxn-1,Txn-1) | I+a){xn,Txn) "'

2 [«>(xn_t, Txn) + «i1(xn, Txn_1)]j
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elde edilir. Simdi her n e M i¢in

AVVN—+1) < "max”N(xn_1,xn), (@™n-1"n-j)  wexn,Txn)
1+aj(xn_1,Txn_1) ' I+co(xn,Txn) "’

0j(xn,xn+2)

Amax|m(xn_1,xn),
1+0)(xn_1,Xn) 1+w(xnXn+1)

[IP(Xn_1,Xn+1) + *>(xn,xn)]
— Xiriax “cu(xn_1, xn), w(xn, xn+1),- [co(xn_1,~n+1)]j
— Amax <w(xn_1, xn),a)(xn, xn+1),- [w(xn_1; xn) + a)(xn, xn+1)]j

< Amax[a)Cxn_I>xn), O)(xn, xn+1)). (25)

elde edilir. O halde co(xn,xn+1) < Amax{w(xn_1,xn), m(xn,xn+1)} elde edilir. Bazi
fceM icin  max{to(xk_1,xk);m(xk,xk+1)} = m(xk,xk+1) ise bu taktirde
w(xk>xk+1) =0 ve bu yizden m(xk 1,xk) =0 elde edilir, w- «-uzakliginin

Ozelliginden
(I (Xk-1= xk+1)  w(xk-i, xk) + ~(xk>xk+1) =0
elde edilir.

N(.xk-1>xk) — 0 ve 0)(xk_1, xk+1) — 0 oldugundan 3.1.5 Lemmasi kullanilarak
Xk = xk+1 bulunur. Bu ise xk e Txk ve bu ylzden xk nin, T nin bir sabit noktasI oldugu

anlamina gelir. Simdi kabul edelim ki her n e M igin

max{m(xn_1, xn), ci)(xn, xn+1)} = &)(xn_I, Xn)
olsun. (25) den her n e M icin

tu(xn, xn+1) < Aco(xn_1;xn) (26)
elde edilir. TUmevarim yontemiyle her n e W igin

X)(xn, xn+1) — Ald)(xn_1, xn)
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< AnQ)(x0,x1)
elde edilir.
Her n, m e N icin m > n olsun. Bu taktirde
< co(xn,xn+1) + a)(xn+1,xn+2) + — + 0)(xm_1,Zm)
< Znco(x0,xx) + An+1to(x0 - + e + Am_1U)(x0, xx)

N v (<0, XT)

elde edilir.

0 <A <1 oldugundan n co iken -> 0 dir. 3.1.5 Lemmadan

<z(xn,xn+1) > 1 sartini saglayan (xn) nin Y de bir Cauchy dizisi oldugu bulunur. (24)
den her n e M igin a(xn,xn+1) > 1 oldugunu biliyoruz. (Y, d), a-tam oldugundan bazi
z E Y icin ti -> co iken xn -> z elde edilir. Simdi z nin T nin bir sabit noktasi oldugunu

gosterelim. ilk olarak T nin a-siirekii oldugunu géz éniine alalim. Bu taktirde
dCz.Tz) = \imn~md(xn+1,Tz) = IimMm~™d(Txn.Tz) = d(Tz,Tz) =0
elde edilir. Bu da z nin T nin bir sabit noktasi oldugunu gosterir.

Simdi kabul edelim ki (iv') sarti saglansin. Bu taktirde her k e N U [0] igin

olacak sekilde (xn) nin bir (xn/c) alt dizisi vardir. Bu durumda

w(Xn,xm) <A_n esitsizliginden wvv-a-uzakhgin alttan yari surekliligi kulla-
nilarak
"(Xnk+1,z) < lim~co infa>(xnk+1,xnk+m) < inf a>(xo, =0 (27

dir. Ayrica T genellestirilmis 1v-a-rasyonel bizilme dénusimu ve a(xnfe,z) > 1 oldu-

gundan
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~ANk+1>Tz) = 0)(TXnk, Tz)< Xmax j a) (xnje z), <alynferfern) - @)(2T2)
I+co(xnk,xnk+1) ’ 1+0>(z,Tz)'

[[G) (xnfc,7'z) + co(z,xnk+1)]}

— Xmax jm(xnfc,z), M){xnk,xnk+1), coCz, Tz~),-[a)(xnklTz) + w(z,xnfc+1)]J
— "max[a)Cxnk, z w[xnk, xnk+1" w(jz, xnk+1) + o)(xnfc+l, Tz)}
< Amax pimk_,, inf—a>(x0,X1 —» == m——m —#F "a>(x0,X1) +

G<(xnt+1, Tz)}

dir. Eger Q)(xnjt+1, Tz) > 0 ise O)(xnt+1, Tz) < Aa)(xnk+1, Tz) olur ki bu bir geliskidir.

O halde

0)(xnk+1,Tz) =0 (28)

dir. (27) ve(28) birlestirilirse 3.1.5. Lemmadan z = Tz elde edilir.

3.1.9. Teorem {X, d.) bir metrik uzay, a\X x X  [0,00) verilen bir fonksiyon

ve T:X-> CI(X) bir kime degerli vv-a-rasyonel bizilme doénusimi olsun. Kabul

edelim ki asagidaki sartlar saglansin:
(i) T(X) ¢ Tile T ¢ X vardir 6yle ki (Y, d), a-tamdir;
(ii) T bir a-gecisli dontstumdur;
(iii) a(x0,x1) > 1 olacak sekilde x0 e X ve xr e Tx0 vardir;

(iv) T, a-surekli
ya da

(iv’)) Her n G N icin a(xn,xn+1) =1 ve xn ->x G X olacak sekildeki (xn)

dizisinin her k G hl U {0} icin a(xnfc,x) > 1 olacak sekilde bir (xnfc) alt dizisi vardir;
O halde F(T) O dur.

iSpat. ispati 3.1.8. Teoreminin ispatina benzerdir.
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X(T,R") — {XE X: (X,¥) E R,y E Tx} olarak tanimlansin.

3.1.10. Sonu¢ Bir tu, w-7?-uzakhigi ile (X,d) bir metrik uzay, seklinde bir
donisum ve 72, X de herhangi keyfi ikili baginti olsun. T:X-+CI(X) doénusimu

asagidaki sartlar1 saglarsa, bu taktirde F(T) * O dir.
(i) TCX) C Yile Y Q X vardir 6yle ki (Y, d~), #-tamdir;
(ii) X(T,R) =£ OvgR, T-kapalidir;
(iii) T, ~-surekli
ya da

(iii’) Her n E M icin (xn,xn+1) e ve xn -> X E X olacak sekildeki (xn) dizi-

sinin her k e H U {0} icin (xnfc,x) e 7? olacak sekilde bir (xnJ alt dizisi vardir;

(iv) x,yER olacak sekilde her x,y EX i¢in bir A E [0,1) vardir dyle ki
a)(Tx,Ty) < AM(x,y) dir.

M(X,y) = max™m(Xx,y), "~(xTx) co(y,Ty)  co(x,Ty")+cl(yTx’)
1+a)(x, TXY I+a)(y, TyY 2

vardir.

(xy) ER

Ispat. a(x,y)
P diger durumlarda

seklinde tanimlanan bir donusim olsun. a(x0,x1) > 1 olacak sekilde x0 E X ve
X1 Tx0 varsa, bu taktirde X(T,R") # 0 oldugundan (x0ITx0) E R olacak sekilde bir
X0 EX(T,R") noktasi vardir. (x0,x1) ER ve R, T kapal oldugundan (xx,x2) ER
olacak sekilde bir x2 ETxr vardir, a nin tanimindan dolayi da a(x1,x2) > 1 olur. Bu
isleme devam edilirse xn = Txn_1 olacak sekilde a(xn,xn+1) > 1 elde ederiz. Yani T,
~N-gecislidir, a nin tanimindan dolayi ve (Y, d), 7°-tam oldugundan ayni zamanda (T, d)
a-tamdir. (iii) ve (iii") sartlari 3.1.8. Teoreminin (iv) ve (iv') hipotezlerini gerektirir.

Simdi a(x,y) > 1 olsun. Bu taktirde (X, y) E R dir. Hipotez (iv) den dolayi da

tu(Tx, Ty) < 2M(X,y)

olacak sekilde bir bir A E [0,1) vardir. Bu yiizden 3.1.8. Teoreminin bitiin sartlari

saglandigindan T nin bir sabit noktasi vardir. Ayrica 1v-~-uzakligr vv-a-uzakhgi
gerektirir.
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3.1.11. Sonu¢ (X,d) bir tam metrik uzay, a: X X X -> [0, 00) verilen bir

fonksiyon ve T:X -> CI(X) bir kime degerli genellestirilmis vv-a-rasyonel biiziilme

dondstimi olsun. Kabul edelim ki asagidaki sartlar saglansin:
(i) T bir «-gegisli dénusumdr;
(i) a(xo, > 1 olacak sekilde x0 e X ve xr E Tx0 vardir;

(iii) T, «-surekli ya da her n e M icin a(xn,xn+1) > 1 ve xn -> x E X olacak

sekildeki (%n) dizisinin her k e W U {0} i¢in a(xnk,x) > 1 olacak sekilde bir (xnJ alt

dizisi vardir;
Bu taktirde F(T) # O dir.

Ispat. (X, d) tam metrik uzay cr-tami sagladigindan 3.1.8. Teoreminin ispati
kullanilarak istenilen sonug elde edilir.

3.1.12. Ornek X = (-1,00) ve d:X xX  [0,00) metrigi her x,y E X icin

d(x,y) = X — y\ seklinde tanimlansin. a:X X X -> [0, o0) dénusuimu

«fey) = [*2+y2
(O, diger durumlarda,

ile tanimlansin. T: X — CI(X) kiime degerli déntsimi

[x + 21}, diger durumlarda,
ile tanimlansin.

Simdi T nin, A—- ve her X,y EX icin <u(x,y) = max(|x|, |y|J olarak
tanimlanan at:X X X -> [0, oo) 1v-a-uzakhgi ile bir kiime degerli vv-a-rasyonel bizilme

donusim oldugunu gosterelim. x,y E [0,1] icin u E Tx = ~x2] olsun. Yani u = +x2

ve
aCu.v"Cu.v-) =
=(&a+S)Gmaxfe2-5,21)
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< (1 + Dimax{x2,y2}
< [max{|x|, |yl}

= Aw(xy)

< AM(x,y)
olacak sekilde bir v = |y2 e Ty bulunabilir. Yani cc(u, v)a)(u, v) < AM(X,y) dir. Bu
nedenle T bir kiime degerli vv-a-rasyonel bizilme déntsimdar.

Acikcasi (Y, d) bir tam metrik uzay degildir. Fakat (Y, d) bir a-tam metrik
uzaydir. Gercekten (xn), her n E M icin a(xn,xn+1) > 1 olacak sekilde Y de bir
Cauchy dizisi olsun. Béylece her n E M i¢in xn E [0,1] dir. ([0,1], d) tam metrik uzay
oldugundan n -> oo iken xn -> z olacak sekilde z E [0,1] vardir. Bu nedenle (Y,d) bir

tf-tam metrik uzaydir.

«(X,y) > 1 olsun; o halde x,y E [0,1] dir. Diger taraftan her c e [0,1] icin
7c G [0,1]. O halde aCTx,Ty")=l olur. Yani T, bir a-gecisli dontusumdir.

Xl =~E Tl ve a(x0,x1) = a (1,”) > 1 olacak sekilde x0 = 1 vardir.

n -> 00 iken xn -» x ve her n E W icin (xn) dizisi «(xn,xn+1) > 1 esitsizligini
saglasin. Buradan hern G M icin (xn) C [0,1] ve bu yizden (Txn) ¢ [0,1] dir. T, [0,1]

Uzerinde surekli oldugundan, n ->co iken Txn -> Tx dir. Yani T bir a-sirekli

doénusumdur.

Alternatif olarak a(xn,xn+1) > 1 ve xn -> z E X olsun. Bu durumda xn G [0,1]

ve xnk  z olacak sekilde bir (xnfc) alt dizisi vardir. Dolayisiyla a(xnk, z) > 1 dir.
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4. TARTISMA ve SONUC

Tam olmayan metrik uzaylarda bazi sabit nokta teoremlerini inceledik. Sabit
nokta kavrami, Banach buzilme prensibi ve a-tam metrik uzaylarda kiime degerli
genellestirilmis ~-blzilme doénisumleri icin sabit nokta teoremlerini Uzerinde
durulmustur. w-uzaklik yéntemi ile ~-bagintili kimeler lizerinde sabit nokta sonuglarini
inceledik. w-a-uzaklik ve kiime degerli genellestirilmis w-a-rasyonel buziilme ve kiime
degerli w-a-rasyonel buzilme tanimini verdik, teoremlerini ispatladik ve bir dérnekle

gosterdik. Literatirdeki bazi sabit nokta teoremlerinin bu sekilde ¢6zim kimelerinin

var oldugunu séyleyebiliriz.
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