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PASCAL DiZi UZAYLARININ AGIRLIKLI ORTALAMALARI

Kemal BAYRAM

Mus Alparslan Universitesi
Fen Bilimleri Enstittisu
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Prof. Dr. Harun POLAT

Bu tez dort bolimden olusmaktadir. Birinci bolimde bu calismada gegen temel tanim ve
teoremler verildi. ikinci béliimde Pascal dizi uzaylarmin agirlikli ortalamalari tanimlandi. Pascal dizi
uzaylarinm agirlikli ortalamalarnin [, ¢ ve ¢, dizi uzaylarina izomorf olduklari gosterildi. Uglincii
boliimde Pascal dizi uzaylarmin agirlikli ortalamalarinin a—, § — ve y — dualleri hesaplandi. Dordiincii
bolimde ise Pascal dizi uzaylarmm agirlikli ortalamalarindan bilinen bazi uzaylara matris donisimii
karakterize edildi.
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1. GIRIS

Pascal'n 1654'teki calismalariyla iliskili Pascal Uggeni iizerinden Pascal
matrisini olusturacagiz. Pascal matrisi, daha sonra modern matematikte, 6zellikle lineer
cebir ve matris teorisi i¢inde, Pascal iiggenindeki katsayilarin kare bir matris olarak

yazilmasiyla tanimlandi.

H. W. Gould, binom serileri ve Pascal dizileri lizerinde bir¢ok caligmaya imza
atmis ve Pascal matrisinin Ozellikleriyle ilgili ¢aligmalar yapmistir. Gould’un
calismalari, binom katsayilarina dayali yapilarin ters matrisleri gibi konularla 1ilgilidir ve
Pascal matrisinin tersinin binom katsayillarmin isaretli bir dizilimiyle ifade
edilebilecegini gostermistir. Bu, Pascal matrisinin yapisin1 kavramsal olarak

derinlestirmistir.

Polat (Polat, 2018) de p, ile sifira yakinsak Pascal dizi uzaymn p, ile yakinsak
Pascal dizi uzaymi ve p,, ile smirl Pascal dizi uzayini olusturdu. Bizde bu Pascal dizi

uzaylarinin agirlikli ortalamalarini hesaplayacagiz.

1.1 Temel Tanim ve Teoremler

Bu boliimde ¢alismada gegen bazi tanim ve teoremler hakkinda bilgi verildi.
Tamim 1.1: X # @ ve C kompleks sayilarin cismi olsun. Eger +: XxX — X ve
-+ CxX — X fonksiyonlar1 her x, y, zeX ve A, ueC skaleri icin;

LlLx+y=y+x

L2 (x+y)+z=x+(y+2)

L3. x + e = x olacak sekilde bir e € X vardir
L4. x + (—x) = e olacak sekilde —x € X vardir
L5 x.1=x

L6. A(x +y) =Ax + Ay

L7. A+ wx =Ax + ux

L8. A(ux) = (Auw)x

sartlarin1 sagliyorsa X kiimesine C cismi tUzerinde bir lineer uzay denir (Maddox, 1988).

Tamm 1.2: Bos olmayan bir X kiimesi ve d:Xx X - R (x,y) = d(x,y) doniisiimii

verilsin. Eger bu d doniisiimii her x, y, zeX i¢in;



M1 d(x,y) =0 &x=y

M2. d(x,y) = d(y,x)

M3. d(x,y) < d(x,z) +d(zy) (iiggen esitsizligi)

ozelliklerini saglhiyorsa (X.d) ikilisine bir metrik uzay denir (Maddox, 1988).

Tamm 1.3: X, K cismi (K = R veya K = C) {lizerinde bir vektor uzay1 olsun. ||.]|: -

R* x - ||x|| doniisiimii her x, yeX ve her aeK igin;
Nl1.|x]| =0 © x=0

N2.|[ax]|| = |alllxl

N3.[lx + yll < |lx|l + llyll (tiggen esitsizligi)

Ozelliklerini saghyorsa || || ye X uzerinde norm ve (X,||.||) ikilisine de bir normlu

uzay1 denir (Musayev ve Alp, 2000).

Tamm 1.4: Reel sayilarin bir x = (x;,) ey dizisi icin M > 0 reel sayisi vardir yle ki
her neN icin |[x,| < M ise (x,)ney dizisine smirh dizi denir (M6ricz ve Rhoades,
1988).

Tamm 1.5: Her n dogal sayisi igin S,, < M olacak sekilde bir M reel sayisi1 varsa (S,,)
dizisine stten smirhidir denir, M sayisma da bu dizinin st sinir1 denir. Her n dogal
sayisi i¢in S,, = m olacak sekilde bir m reel sayisi varsa (S,,) dizisine alttan smirhdir
denir, m sayisina da bu dizinin {ist siir1 denir. Hem alttan hem de tistten sinirli dizilere

smirlt dizi denir (Balc1, 1997).

Tamm 1.6: A c R, f:A — R bir fonksiyon ve a € A olsun. f fonksiyonu a noktasinda
streklidir & her ¢ > 0 icin en az bir § > 0 vardir. Oyle ki |x — a| < § bagmtisini
saglayan her x € A icin |f(x) — f(a)| < € dir (Balci, 1997).

Tanmm 1.7: Bir metrik uzayda her Cauchy dizisi yakimnsak ise uzaya tam uzay denir

(Harun ve Feyzi, 2007).

Tanim 1.8: X bos olmayan bir kiime, 7, X’in elemanlarindan olusan ailelerin bir sinifi
olsun. Asagidaki sartlar1 saglayan 7’ya X Uzerinde bir topoloji ve (X, t)’da topolojik
uzay denir (Orlicz, 1992).

T1.X, €T

T2.7'nun sonlu sayidaki elemanin kesisimi, yine 7’dadur.



T3.7 ‘ nun keyfi sayidaki elemanlarmm birlesimi, yine 7’dadur.

Tamm 1.9: ) bir topolojik uzay olsun. Her ieN i¢in p;(x) = x; bi¢iminde tanimlanan
p;: A = C doniisiimii siirekliyse A’ya bir K — uzay1 denir. tam lineer metrik bir K —
uzayina bir FK — uzayi, normlu FK — uzayma da bir BK — uzayi denir (Altay ve Basar,
2005).

Tamm 1.10: (X,d) ve (Y,d') metrik uzaylar1 verilsin. f : X - Y doniisiim ve xyeX
olsun. Her £ > 0 icin en az bir § > 0 sayis1 var oyleki her xeX icin d(x,x,) <&
oldugunda d’(f(x),f(x,)) < & oluyorsa f doniisiimii x, noktasinda siireklidir denir
(Musayev ve Alp, 2000).

Tamm 1.11: A = (a,;) reel ya da kompleks sayilarin bir sonsuz matrisi olsun. k > n
olan her n, keN icin a,;, = 0 ise A = (a,;) matrisine tcgensel matris denir. A = (a,;)
ucgensel matrisinde her neN i¢in a,, # 0 ise A’ya normal matris denir (Altay ve
Basar, 2005).

Tamm 1.12: A = (a,,;) reel ya da kompleks sayilarin bir sonsuz matrisi olsun. k > n
olan her n, keN icin a,;, = 0 ise A = (a,;) matrisine alt (icgensel matris, k < n olan
her n, keN igin a,, =0 ise A = (a,,) matrisine Ust t¢gensel matris denir (Boos,
2000).

Tamm 1.13: (X, g) bir paranormlu olsun. X’in elemanlarindan olusan bir (by) dizisi

eger, her x € X icin;

X = Z Akbk
k=0

olacak sekilde bir tek (A;) dizisi mevcut ise, (by) dizisine X i¢in bir Schauder tabani

denir (Harun ve Feyzi, 2007).

Tanmm 1.14: (X,||.]]) normlu uzay ve x = (x,)’de X uzaymnda bir dizi olsun. Eger
her ¢ > 0 icin Vn > n, iken ||x,, — x,|| < & olacak sekilde bir ny(£)eN sayisi varsa

x = (x,,) dizisi x,’a yakinsaktir denir (Bilgen, 1994).

Tamm 1.15: (a,) bir dizi olsun. Ve > 0 icin | a,, — a I< € olacak sekilde bir N(¢) > n

say1s1 varsa a, dizisi a noktasina yakinsak denir. a,, = a ya da lim a,, = a ile gosterilir
n—-oo

(Maddox, 1988).



Tamm 1.16: X herhangi bir normlu uzay olmak Gzere X den C’ye tanimli tiim sinirh
lineer fonksiyonellerin olusturdugu uzaya X’in dual uzayr (veya siirekli duali) denir
(Maddox, 1988).

Tamm 1.17: X = (x, d) bir metrik uzay ve (x,) bu uzayda bir dizi olsun. her £ > 0 igin
m,n > ng oldugunda d(x,,,x,) < & olacak sekilde bir n, = ny(e) sayisi varsa, {x,}

dizisine Cauchy dizisi denir (Musayev ve Alp, 2000).
Tamm 1.18: (S,,) reel terimli bir dizi olsun. (S,,) dizisinin Cauchy dizisi olmast igin;

(S,) Cauchy dizisi © Ve > 0 icin INeN 6yle ki vn,m € N, |S,, — S,,| < € olmalidir
(Maddox, 1988).

Tamm 1.19: (X,||.]]) normlu lineer uzaydaki her Cauchy dizisi X icinde bir limite

sahipse bu uzaya tam normlu uzay ya da Banach uzay1 denir (Suhubi, 2001).

Tammm 1.20: X ve Y iki lineer uzay ve T:X —» Y bir fonksiyon olsun. Eger T
fonksiyonu her x;, x,€X ve her A, u skalerleri icin T (Ax; + ux,) = T(Axy) + T (ux,)

sartin1 sagliyorsa T’ye lineer operator denir (Kreyszig, 1991).
Tammm 1.21: K = Rveya K = C olmak (zere;

w={x = (x;) Ew:x:N > K,k - x;, = (x;,)} kimesine bitiin dizilerin kiimesi denir.

w kiimesi,

((Xk); () = (g + i) ve (A, (xk)) - (Axk))

ikili iglemleri ile K iizerinde bir vektor uzayidir. w’nin herhangi bir alt vektér uzayina

bir dizi uzayi denir (Boos, 2000).

Tanim 1.22: W uzayy, bir V uzayinm alt uzay olmasi i¢in gerek ve yeter sart;
i. W=0,(veyad e W),

ii.  w, vektorlerin toplama iglemine gore kapalidir.

W, vektorlerin skalarla ¢arpma islemine gore kapalidir

Teorem 1.1: T doniisiimii birebir bir doniisiimdiir ancak ve ancak ker(T) = 0 (Axler,
2015).

Teorem 1.2: Bir uzayin Banach uzay1 olmasi i¢in lineer uzay, bu uzayda normlu olmasi

ve tam olmas1 gerekir (Kreyszig, 1991).



2. MATERYAL ve YONTEM

2.1 Pascal Matrisi

Biitiin kompleks ve reel degerli dizi uzaylarmin kimesini w ile gosterilir.
Swrasiyla sifira yakinsak dizilerin uzay1 ¢y, yakinsak dizilerin uzay1 c, smirlt dizilerin
uzayi ly, biitiin smirl serilerinin kiimesi bs, yakinsak serilerinin kiimesine cs, mutlak
yakinsak serilerin kiimesi [; ve p- mutlak yakmsak serilerinin kiimesi [, ile gosterilir.

Bu dizi uzaylari,

Co = {x = (x) Ew: lim x;, = 0},
k— oo

c= {x = (xp) E w: Ilim Xy mevcuttur.},
—00

x = (x,) € w: Sup|x,| < 00},
K

n
5] <o}
k=0

n
cs = {x = (xp) Ew: lim ) xy mevcuttur.},

bs = {x = (x;) € w: Sup

n—->oo
k=0
n
l, = {x = (xp) E w: lekl < 00}
k=0
ve

n
lpz{xz(xk)EW:Zka|p<00, 1Sp<00}

k=0

ile tanimlanir (Kizmaz, 1981).

P ile gosterilen Pascal matrisi her n, k € N icin;

(W) 0sks
P=[pnk]={n—k' =r=n
0, k>n

ile tanimlanir (Lawden, 1972). Buradan;

[pnk] = [pno: Pn1,Pn2,Pn3s -+ Pnks ]



Poo Por Poz DPoz - Pon
Pio P11 P12 P13 - Pin
P20 P21 P22 P23 - D2n
P=1p30 P31 P32 P33 - D3n
pnO pnl pnz pn3 pnn

Poo 0 0 0 0

Pio P11 0 0 0

P20 P21 P22 0 0

= 0

=1iP30 P31 P32 D33

Pn1  Pn2 Pn3  DPna - DPnn

- O O O O

0
()
B @ o
) 00 O .
(2GR GR) G e ()

1 0 0 0 0

1 1 0 0 0

1 2 1 0 0
=|1 3 3 1 0 (1.1)

(Z) (n‘r—l 1) (nr—lz) (n1—13) 1

seklindedir.

2.2 Pascal Matrisinin Tersi

Teorem 2.1: A terslenebilir bir matris olmak tizere AX = Y ancak ve ancak X = A~'Y
dir (Basar, 2007).



P,”' = [pul~! ile gosterilen Pascal matrisinin tersi hern,k € N icin; yukaridaki

teoremden dolay1

(%07 Vo]
X1 V1
X3 V2

X, =lx3|veY, =ly;l (X,) =X ve(Y,,) =Y olmak lizere; PX =Y esitliginin her

Xn Yn

iki tarafina P~1 ‘i uygularsak ve (P~1P)X = P~1Y ise IX = P~1Y den X = P~1Y olur.
Burada I birim matristir. O halde; AX = Y’den

r 1 0 0 0 0 1r%01 Vo1
1 1 0 0 0 X3 Vi
1 2 1 0 0 X5 Vs
AX = 1 3 3 1 0 x3 = _’y3
G G Gr) Gl 1 | (Vo
Xo = Yo

Xo+X1 =W
Xo+2x1+XxX3 =Y,
Xo+3x;+3x, +x3=y;

Xo+4x, +6x; +4x3 +x4 =y,

oldugundan x;,’leri y,,’ler cinsinden bulursak,

Xo = Yo

X1==Yo t W1



Xy =Yo —2y1 + Y2
X3 ==Yo+3y;: =3y, +y;

Xo =Yo— 4y, + 6y, —4dys +y,

X, = (—=1)nk (Z) yo + (=) k (n ﬁ 1) yi + (=D k (n i 2) Yo+ o+ (-1 k (g) Y

v, nin katsayilar1 P Pascal matrisinin tersi olacagindan,

1 0 0 0 0 0 Tves oy
-1 1 0 0 0 0 f,‘l’ z‘l’
1 -2 1 0 0 0 1wl 1%
-1 3 -3 1 0 0 vl e
Py = 1 —4 6 —4 1 0 ARIE?
Z_ n n_l n H H H H n:_ n '
(—1)'k(n) (-1) k.(n_l) S (—1).k(0) Apa| |
oyleyse;
n
—1)nk ,0<k<
Pt =[pul™ = {( ) (n — k) n (2.1)
0, k>n

bulunur (Dutta ve Baliarsingh, 2014).

Siirl, yakimsak ve sifira yakinsak Pascal dizi uzaylar1 sirasiyla;

< oo},
n

Pe = {x = (xx) EW: &1_{2) (Z (n E k) xk) mevcut}

k=0

n

Z(nik)xk

k=0

P = {X = (xx) € w: sup
n

ve

po={x=(x1<)€w: A%( “ (nik)xk):o}

k=0

ile tanimlanir (Polat, 2018).



2.3 Pascal Dizi Uzaylarinin Agirhkh Ortalamalar

Bu boliimde yukarida tanimlanan Pascal dizi uzaylarinin agirlikli ortalamalarini
hesaplayacagiz. Yeni tanimladigimiz bu agirlikli ortalamalarin birer vektor uzayi,

normlu uzay ve tam uzay olduklarmi gosterecegiz.

w = (w,,) € w negatif olmayan bir dizi olmak tizere, sirasiyla sifira yakinsak
Pascal dizi uzaylarmin agirlikli ortalamasi, yakinsak Pascal dizi uzaylarmin agirlikli

ortalamasi ve sinirli Pascal dizi uzaylarmin agirlikli ortalamasin;

pow) = {x = (x,) € w: lim (Z w2 xk) = o},

k=0

n
) n
pc(w) =1x = (x,) E w: &1_{210 (Z wy, (n B k) Xk> mevcuttur.}

k=0
ve
<o

. n
Z Wn (n - k) Xk
k=0

Do (W) = {X = (x,) € w: sup

ile tanimlanir.

n
n
Vn = Z wy, (n B k) Xk, Vn€Nicin 0 < k <n olmakiizere (2.5)
k=0

n n n n
VYn = Wn(n)xo + wy, (n _ 1)x1 + wy, (n _ Z)xz + -+ w, (O)xn
n=0,1,2,3,...ic¢in;
Yo = WoXyp
Y1 = WiXo t WiX1 Y1
Vo = WyXg + 2WeXq + WX,
Y3 = W3Xo + 3wsx; + 3wzx, + waxg

y4_ = W4_X0 + 4W4x1 + 6W4x2 + 4W4x3 + W4x4

Vn :Wn(Z)xO+Wn(nﬁ1)x1+Wn(ni2)x2+"'+Wn(3)xn
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oldugundan bu x,,'leri y,,'ler cinsinden ¢ozersek,

_1
xo—WOYO

B 1 +1
X1 = WOYO lel

1 1 1
Xy =W_0y0_2W_1 Y1 +W_2Y2

B 1 +3 1 3 1 N 1
X3 = Woyo W, V1 Wzyz ws V3

1 1 1 1 1
X4 =W_03’0_4W_1}’1+6W_23’2_4W_33’3+W_43’4

1
W_o (rzl) y2

Xn=(-1)" — ( ot D (D) gy (12

Wo

+(=1)"+3 ;0 (3)}/3 4 e (=) — 1 (n Z k)y

= kzzo(_l)mk win (n ﬁ k) Vi (2.6)

bulunur.

Teorem 2.2: p,(w), p.(w) ve po(w) kiimeleri K = R ya da C cismi Uzerinde birer

vektor uzaylaridir.

Ispat: Once p, (W) ‘nm bir lineer uzay oldugunu gosterelim.

L1. Her x,y € p(w) ve a, B € K skalerleri icin x + y € p,,(w) olmalidir.

n n
z xk Yy = SUp Z yk € P (W)

Her x = Sup
n

olmak Uzere;



n
x+y=Sup z wy, ( k) (xx +yi)| (tggen esitsizliginden)
n
k=0
n n
< Sup ZWn( xk +Supz " kyk
[ = =0

X+ Y € po (W) oldugu goriiliir.
L2. x = Sup|X2., Wn(n’fk)xk| € Po (W) ve a € R icin;
n

ax € pe,(w) oldugunu gosterelim.

n n
ax = Sup an(nfk)axk —Sup Z "(nik)xk
" =0 k=0
n
= |a| Sup Zawn(nfk)xk < o
" =0

11

oldugundan ax € p,(w) olur. p,,(w) lineer uzaydir. p.(w) ve p,(w) benzer sekilde

lineer uzay olduklar1 gosterilebilir.
Teorem 2.3: p,, (W), p.(W) ve po(w) dizi uzaylari

n
n
1y = 1lbpey = Il = > w7 Y

k=0
ile birer normlu uzaylardir.

Ispat:

Peo (W) dizi uzayi [[x|le =

Z)Wn(nﬁk)xk

Nl |lx||=0&x=20

=: X € po,(w) olmak Uzere ||x||, = 0 ise

lIxlle; = Sup
n

ile normlu uzaydir.

(2.7)
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oldugundan,

|Wn (Z)xo +w, (nfl)xl +w, (niz)xz +w, (nig)xg + -+ w, (g)xn| =0
buradan x, = {0,0,0, ... } = 6 oldugu goriiliir.

&:x € p(W) ve x = 6 ise x,, = {0,0,0, ... } olur. Buradan;

n

Z(Wn) (Tl ﬁ k) Xk

k=0

x|l = Sup
n

= |Wn (Z)xo +w, (nﬁ 1)x1 +w, (nfz)xz +w, (nﬁ3)x3 + -+ w, (g)xn|

=|Wn(Z)O+Wn(ni1)0+Wn(nﬁ2)0+wn(ni3)0+---+Wn(g)0|=0

x, =1{0,0,0, ... } oldugundan ||x||, = 0 olur.

N2. [lax|l = lalllx]l, (a € C)

X € p(W) ve a € Colmak lizere

= lalllx]lo

olur.

N3. [lx + ¥l < llxIl + [yl

X,y € Po(w) olmak lzere;

NgE

n
Il +ylleo = Sup| ) w, (n _ k) (e + i)

=
I
o

= Sup

[+
5
~
S
[
==
~—
SIS
+
X
gM:
RS
~
S
| S
==
—
<
=

&
I
o
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Uggen esitsizliginden;

n n
n
< Sup z xk + Sup z (n _ k)yk
k=0 k=0
= [lxlleo + llyllo

Po(W) uzayr (2.7) normuna gore normlu uzaydir. Benzer sekilde p.(w) ve p,(w)

uzaylari da (2.7) normuna gore normlu uzay olduklar1 gosterilebilir.
Teorem 2.4: p,,(w), p.(w) ve py(w) uzaylari (2.7) normuna gére tam uzaydir.
Ispat: p,,(W) uzay1(2.7) normuna gére tam uzay oldugunu gosterelim.

Bu uzayda bir Cauchy dizisi alinarak yine bu uzayda bir noktaya yakinsak oldugu
gosterelim. p,,(w) uzay1 tam uzaydir. Yani p,,(w) ‘da alinan her cauchy dizisinin bu

uzayda yakinsak oldugunu gosterelim. her teN igin;

0 = {21, .} € P ()

bir Cauchy disizi olsun. O halde;

her € > 0 ve her t,r > n, igin |[x* — x"||,, < € olacak sekilde bir ny (&) vardir. Burada
keN dir.

|P(xt —x™)| < e.

Bu nedenle {Pxt} = {(Px®),, (Px1),, (Px3) ...} dizisi C karmasik sayilar kiimesinde
Cauchy dizisidir. C tam oldugundan, her keN icin (Pxt), dizisi C’'de yakinsak olup,

tlim (Px%) = (Px), ve lim (Px™), = (Px); dir.
—00 m-—0oo

O halde her n > n, igin;

lim |Pxt — Pxt| = |P(xf —x) — P(xf —x)| < €
m—oo

olur.

Buradan, k,teN ve m — oo igin |[x* — x™|| - o olur. x = (x) € poo (W) oldugundan

Pe (W) uzayi (2.7) normuna gore bir tam uzayidir.
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Buna gore p., (W) uzay1 2.2 Teorem, 2.3 Teorem ve 2.4 Teoremlerinden dolay1 Banach

uzayidir.

1.22 Tanimina gore, p.(w) ve p, (W) uzaylari, p,(w) uzaymn kapal alt uzaylaridir,
bu da p.(w) ve p, (W) uzaylar1 da ayn1 zamanda (2.7) normuna gore birer Banach

uzaylar1 olur.

Teorem 2.5: po, (W), p.(W) ve py (W) dizi uzaylar: sirasiyla [, ¢ ve ¢, dizi uzaylarina

lineer olarak izomorftur. Yani p,,(w) = I, p.(w) = c ve p, (W) = ¢, dur.

Ispat: p, (W) = ¢, oldugunu ispatlamak icin p, (W) Ve c, uzaylar1 arasinda bire bir ve

Orten bir lineer doniisiim oldugunu gostermeliyiz. Bunun igin T: py (W) — ¢, olsun.

n
n

x = (xx) ve y = (y) olmak tizere Tx = Z wy, (n _ k) Xy
k=0

ile tanimlarsak,
1. T lineerdir:her x,y € p, (W) ve a, B skalerleri i¢in;

T(ax + By) = aT(x) + BT (y) oldugunu gdsterelim.

n

T(ax + By) = Z Wy (n i k) (ax + Byx)

k=0
. n . n
:ZWn(n_k)axk-l'ZWn(n_k).BYR
k=0 k=0
n n N
:ang( _k)xk-l'.gzwn( _k)Yk
k=0 k=0

= aT(x) + BT (y)

2. T doniigiimii birebir bir dontisimdiir. 1.1 Teoremine gore;
her x € p, (w) icin Tx = 0 ise x = 0 oldugunu gosterelim.

n

y:Tx:ZW”(nik)Xk: [Wn(z)xo+Wn(nfl)x1+wn(nfz)x2+m

k=0
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+w, (3) X,| =0

olmasi i¢in x = 0 olmalidir. Dolayistyla T doniistimii birebirdir.

3. T doniisiimii 6rten bir doniistimdiir.

X € pg (W) ve y € ¢,0lmak Uzere;

n k

n 1 Lk
VYn = Z wy, (n ~ k) Xk Ve Xp = Zw_k(_l)k+] (k —j) y; olduguna gore ;

k=0 j=0

n

n k
n n 1 ( k
. — 1 o k+j
im > wa ()% rll‘f?ok OW”(n—k) Zowk( 2 (k—j)yJ
—3 ]=

k=0
n k

n 1 k
— § 1Y)kt
- Tlll_{?o Wn (n — k) Wy (=D (m) Yie-m

k=0 m=0

n n
n 1 k
— i _1\k+m
N Tlll—l;lc;lo Z Wn (n - k) Wy D (m) Yie—m

m=0k=m

I
3
RS

oldugundan x € p, (w) olur.

4. T doniisiimii norm korur. ||x|,,w) = ITx|[ oldugunu gésterelim.

n

an(nik)xk

k=0

e

T STAR) E TRUL o

”x“po(w) = Sup
n
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wn (5 )2 G0 () i

= Suplyal = llyllc, = ITx|]
n
olur. Dolayisiyla p, (W) = ¢, tir. p.(W) ve po(W) uzaylar1 sirasiyla c vel, dizi
uzaylarma izomorf olduklar1 benzer sekilde gosterilebilir.

Teorem 2.6: k € N igin ve b = {b,ﬁk)} buradan,

neN

0, (0<n<k)

br(lk) n—k 1
n=
=D Wn(n—k)’( k)
dur. Oyleyse

I. {b,gk)}, po (W) uzayi i¢in bir Schauder tabandir. x € py(w) igin

X = z Ab®) olmak iizere burada 1, = (Px),.
K

i. {e,b©®,pM, . b®, .} dizisi p.(w) uzay1 i¢in bir Schauder tabandr.

x € p.(w) icin;

x=le+ Z(/lk — 1)b® buradan lim (Px); ve Ay = (Px)g.
K

2.4p,(w), p.(w) ve po(w) Uzaylarmin a—, f — ve y — Dualleri

Bu bolimde p,Ww), p.(w) ve po(w) dizi uzaylarmm a—,f— vey —

duallerini hesaplayacagiz.

X ve Y dizi uzaylar1 igin S(X,Y) asagidaki gibi tanimlayalim:

S(X,Y) ={z = (z,) € w:xz = (x32;) €Y her x € X icin} (Garling, 1967).
A ={cy, ¢, 1} olmak lzere;

A’nm a—, § — ve y —dual uzaylari, sirasiyla A%, A8 ve A7 ile gosterilmekte olup,

A% =S4, 1), 8 = S(4,cs) ve &Y = S(A, bs)
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ile tanimlanir (Stieglitz ve Tietz, 1977).
Burada kullanacagimiz bazi lemmalar asagida verildi.

Lemma 2.1: A € (co: 1) = (c, ;) gerekli ve yeterli sart

2, o

k€EF

sup

KEeF
n

< oo, (3.1)

Lemma 2.2: A € (cy: ¢) igin gerekli ve yeterli sart
supZIankI < o (3.2)
n
k
lim Ank = Ay, (k € N)
n—->oo
Lemma 2.3: Ae(cy: l,) gerekli ve yeterli sart

supZIankI < oo, (3.3)
"%

Teorem 2.7: 1 = {poo (w), pc(w),po(w)} olmak Uizere bu dizi uzaylarinin @ — duali,

1
PN oG L

KEF
keF

D= {a = (ax) € w: sup < OO} kiimesidir.

n

Ispat: A dizi uzyinin a — duali;

A% = {a = (a) € w: Zlakxkl < 00}
k=0

= {a = (ay) € w: (axxy) € 11}

oldugundan;
n n
Z 1 n Z 1 n
— _1\n—k — _1\yn—-k
ApnXn = QAn k_o( 1) w, (n _ k) Yk k_o( 1) W, (Tl _ k) AnYk

n
= Z bpiyk = (BY)n
k=0
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olur. Dolayisiyla, x € p_(w), p (w)vep,(w) i¢in ax = (anx,) € l; olmasi i¢in By € [;

olmalidir. Dolayistile y € [, ¢ ve ¢, olur. Lemma 2.1’den;

1
Z(_l)n_k Wy, (n ﬁ k) tn

k€EF

sup < oo

KE€F

n

olur. Bundan dolay1 {p., (W)}* = {p.(W)}* = {po(W)}* = D olur.

<o

)aiherkEN}

Teorem 2.8: D;,D, ve D,

n n

Z(_l)i_kwin(i —l k) @

i=k

D, =4a = (ax) € w:Sup

eN
N =0

[
wy,\i —k

D, =3a = (a;) € w:i(—l)"‘ki(
i=k

ve
n o n .
o1 i
D; =ja = (a;) € w: lim ZZ(—l)‘_k—(, )ai
n—oo _ wy\i —k
k=0i=k

kiimeleri ile tanimlanirsa, bu durumda;

{Po(W)}¥ = D, N D,,

{pc W)} =D, N D, N D,
ve

{Po (W)} =D, N Dy
olur.

Ispat: Ispat1 sadece p,(w) uzay: i¢in yapahm. p,(W) Ve ps(w) uzaylari icin ispat

benzer sekilde yapilir.
n norn ; n cn L
’;akxk =’; [Z(—l)l"‘w—n(i _ k)}’i] a =kZO [Z(—nl-kw_n(l e
= (Dy)n (3.5)



:E: (=1)ik ( i )cp 0<k<n
D=dnk= i= Wn -k - T (Tl,k)EN

0 , (k>n)
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(3.6)

Boylece (3.2) ile (3.5)’den her x = (x;) € po(w) icin ax = (a,x;) € cs ancak ve

ancak her y = (y,) € ¢, icin Dy € c¢s olmasidir. Bu nedenle (3.2) ve (3.3)’ten k € N

icin
lim d,,; mevcut, (k € N)
n—->oo

olur ve

sup <

o7 e

Dolaystyla {po(W)}? = D, n D, olur.

Teorem 2.9: p(W), p.(W) ve py(w) dizi uzaylarinin y — duali D,’dir

Ispat: Ispat1 sadece po(w) icin verelim.
C 1/ k
—1)k-i .
2, o " olem )
k=0
( 1)k ( )ai
Wn

Z(_l)i_k%n(i ‘ k) %

i=k

Ay

Yk

k=0

|yl

her n € N icin
n

2, o

k=0

n

sup
neN

)

o1 i
—1)i—k__ .
k( D Wy, (i - k) 4

n

<sup Z
neN prrl
n
< IIylle,sup (Z
neN =0

olur. Buradan a = (ay) € {po(w)}* olur. O halde,

o1 i
—1)i—k__ .
k( D Wy, (i — k) 4

n

)<

i=

D; c {po(w)}".

(3.7)
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Tersine, x € po(w) icin a = (a;) € {po(w)}¥ olsun. Buradan;

BlEer20p)es

oldugundan ax = (a,x;) € bs dir. Bu, (3.6)’da verilen D matrisinin (cy: l,) Smifinda
oldugu anlamina gelir. Bu nedenle,
n

n
A | j
sup (Z (—1)L—kW_<i l k) a; ) < o
neN n -
k=0 li=k

olur. Burada a = (a,) € D; olur. Baska bir ifadeyle,

i=

{po(W)}¥ < D, (3.8)
Bu nedenle (3.7) ve (3.8)’den p,(w) dizi uzaylarinm y dualinin D; oldugu anlasilir.

2.5 Pascal Dizi Uzaylaryla Ilgili Bazi Matris Déniisiimleri
Matris doniigiimleri ispatinda kullanacagimiz bazi lemmalar1 verelim.

Lemma 2.4: BK- uzaylar1 arasindaki matris doniistimleri siireklidir (Stieglitz ve Tietz,
1997).

Lemma 2.5: A € (c:l,) olmasi igin gerek ve yeter sart

w2 [
KEF

n lkexK

P
< oo, 1 < p < oo (Stieglitz ve Titz, 1997). (4.1)

Teorem 2.10: A € (p.(w):1,) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

1 < p < oo, 0lmak Uzere;

n p
o1 [
up )2, ) DTG o] < (42)
KEF , 'y \i —
K liex i=k
n
o1 [
Z(—l)l_k o (i k) Ani her k € N igin, (4.3)
0 n -

i=k
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n
o1 i
z Z(—l)“k o (i _ k) a,; herk € N ig¢in yakinsak, (4.4)
Kk i=k n
m m .
ik L[

sup Z(—l) —( _ k) Api| <0 neN, (4.5)
meN =0 lizk W A

ve p = oo igin (4.3) ve (4.5) saglanmasi ve

)ik ¢ ) .
Z;( D Wn(i—k i
i=

olmasidir.

sup < oo, (4.6)

neN

n
k=0

Ispat: 1 < p < o olsun. (4.2) - (4.6) sartlarmin sagland1 kabul edilsin. Bu durumda

A€ (p.(W):1,) oldugu gosterilmelidir. Herhangi bir x € p.(w) alalim. O zaman

kabulden her k,n € N icin (a,;) € (pc(w))ﬁ olup, Ax mevcuttur. Simdi her k,n € N

icin G = (g,,,) matrisini tanimlayalim:

n
1 [
Ink = Z(_l)L_kW_n(i _ k) Ani-
i=

O zaman (4.1) kosulu G matrisi i¢in sagladigmmdan G € (c:1,) olur. Simdi Yy anxxy

serisinin s. kismi toplamindan elde edilen esitligi ele alalim:

N N

N e L[
Z AnkcXpe = Z Z(—l) o (i _ k) @y, ~ MNEN (4.7)
i=k n

k=0 k=01

bu nedenle (4.7)’den s — oo igin,

e} (o 9] n
o1 i
Z AppeXy = Z Z(—l)l"‘ W (i B k) AniVis neN (4.8)
olur. Buradan [, normu alinirsa,
lAxll,, = Gyl < o. (49)

olur. Dolayistyla A € (p.(w): 1)) olur.
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Simdi p = oo olsun. Herhangi x € p.(w) igin (4.2) ve (4.6) sartlarinin saglandig1 kabul

edilsin. O halde her k,n € N i¢cin a,; € (pc(w))ﬁ olup, Ax mevcuttur. Buradan

(4.8)’de ki l,, normu alinirsa;

z Ink
k

oldugundan A € (p.(w): 1) olur.

laxl,,, = sup < 1Y llisup ) Ignil < o0
neN neN T

Tersine, A € (p.(w): lp) olsun. O halde p. vel, BK- uzaylar1 olup, BK- uzaylar

arasindaki matris doniistimleri siirekli oldugundan;
”Ax”lp = Kllx|lp, (4.9

olacak sekilde x € p.(w) icin K > 0 sabiti mevcuttur.

Her x € p.(w) icin (4.10) esitligi

x=(0) = ) bW epe(w)

kEF

icin dogru olup burada,

0, 0<n<k
b® = (b} = (_Dn-ki( " ), n>k
w, \n — k/’

dir. O halde;

lAxll, = [z

n

n

k(_l)i_kwin<i —l k)

2,

1 /p
] < Kllxll,, = K,
keF i=

olur. Boylece (4.2) sart1 saglanmis olur.

Teorem 2.11: A € (p.(w): ¢) olmasi i¢in gerek ve yeter sart (4.3), (4.5) ve (4.6)

sartlarin1 saglamast,

her k € N icin;



23

n

o1 i
: _1)i—k___ -
tim > 0o () ani = a (4.11)
i=k
ve
n
o1 i

lim ZZ(—l)l‘k—(, )am- = a. (4.12)
n—-oo - Wp \l — k

k i=k
olmasidir.

Ispat: (4.3), (4.5), (4.6), (4.11) ve (4.12) sartlarinin saglandigmi kabul edilsin. Bu
durumda A € (p.(w):c) oldugu gosterilecektir. k — o i¢in x;, — [ olacak sekilde
x = (x;) € p.(w) olsun. O halde Ax mevcuttur ve x = (x;) ile y = (y) dizisinin
arasindaki iligkiden dolayr k — oo igin y, — [, olacak sekilde yakmsaktir. (4.6) ve

(4.11) sartlar1 goz Oniine alinirsa;

k

Z|a]-| < supz
neN 7

j=0

n

Z“”""W%(i ’ k) i

i=k

< oo

oldugu her neN igin, gorilir. Boylece a,, € [, olur. (4.8) gbz Oniine alindiginda

zk: Anic Xk =Zk: Z(—l)i—k Win (i _l k) o —D)
+ lzk:iz;:(—l)i—kwin(i ! ) anvic (4.13)

oldugu gorilir. Burada n — oo i¢in birinci kisim(4.6) ve (4.11)’e gore X, ar(yx — 1) ye
gider ve ikinci kisim (4.11)’den dolay1 la ya gider. O zaman n — o i¢in (4.13)’ten

dolayz;
(A0 = ) e =D +la
k

olur. Béylece A € (p.(w): ¢) oldugu goriiliir.

Tersine, A € (p.(w): ¢) oldugu kabul edilsin. Buradan ¢ c [, oldugundan (4.3), (4.5)
ve (4.6) kosullarinin gerekliligini asagidaki esitsizlikten dogrudan elde edilir:



< 0o,

n
o1 [
_1)i—k ___ .
1=

(4.11)’in saglandigin1 gostermek icin x = b = {b,(lk)} y € p.(w) dizisi,
ne

0, 0<k<n

ok ("), sk

p® = {pP} =
w, \n—k

tanimlanirsa, her x € p.(w) icin Ax yakisaktir. Yani her keN igin,

Ab®) = {Zn:(—l)i_kwi<i _l k) ani}
i=k "

neN

24

olur. Dolayisiyla (4.11) sart1 saglanir. Benzer sekilde x =e = (1,1,1,...) olarak

(4.8)’de alindiginda;

RTINS

olur. Dolayisiyla (4.12) sart1 saglanir.

neN
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3. ARASTIRMA SONUCLARI ve TARTISMA

Pascal matrisi Blaise Pascal tarafindan tanimlandi. (Polat 2018)’de sirasiyla
sifira yakinsak, yakinsak ve smirh dizi uzaylarmi tanimladi. Bizde bu Pascal dizi
uzaylarmin agirlikli ortalamalarini tanimladik. Bu ortalama ile olusturulan sifira
yakimsak, yakmsak ve smirli Pascal dizi uzaylarin agirlikli ortalamalarini tanimladik. Bu
olusturdugumuz yeni dizi uzaylarin birer Banach uzay olduklarini a, 8 ve y duallerini
hesapladik. Ayrica Pascal dizi uzaylar1 agirlikli ortalamalarmin matris doniigiimlerini
karakterize ettik. ileride bu dizi uzaylardan bilinen matrislere ve bilinen matrislerden bu
dizi uzaylarina matris doniisiimleri de yapilabilir. Ayrica bu Pascal dizi uzaylarmnin

agirlikli ortalamalarinin birinci mertebeden farklar1 hesaplanabilir.
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