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OZET

YUKSEK LiSANS TEZIi
GECIKMELI SINIR AGLARININ KARARLILIGI
Sakir CETIN

Mus Alparslan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dalh

Danigman: Dog¢. Dr. Erdal KORKMAZ

2019, 33 Sayfa

Jiiri
Damsman: Dog. Dr. Erdal KORKMAZ )
Jiiri Uyesi: Dr. Ogr. Uyesi Muhammed Recai TURKMEN
Jiiri Uyesi: Dr. Ogr. Uyesi Muaz SEYDAOGLU

Bu tez calismasinda; gecikmeli sinir aglarinin denge noktasinin karaliligi ele alindi. Birinci
bdliimde; sinir aglarinin denge noktasinin kararliligi hakkinda genel bir bilgi verilerek literatiirde yapilan
calismalar 6zetlendi. ikinci boliimde; bu calismada kullanilan temel kavramlar verilerek Lyapunov
metodu hakkinda bilgi verildi. Ugiincii boliimde; gecikmeli sinir aglarmin iki farkli modeli olan
diferansiyel denklem sisteminin denge noktasinin iistel kararlilif1 icin yeter sartlar Lyapunov’un ikinci
metodu kullanilarak elde edildi. Son bdliimde; arastirmacilar i¢in bazi denklem modellerinin denge
noktasinin kararliliginin aragstirilmasi tavsiye edildi.

Anahtar Kelimeler: Asimptotik Kararlilik, Gecikmeli Diferansiyel Denklemler, Lyapunov
Fonksiyon, Sinir Aglar1, Ustel Kararlilik.
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In this thesis; discussed the stability of the equilibrium point of delayed neural networks. In the
first chapter; general information about the adjustment of the balance point of neural networks. In the
second chapter; The basic concepts used in this study are given and information is given about Lyapunov
method. In the third chapter; sufficient conditions for the exponential stability of the equilibrium point of
differential equations systems, which are two different models of delayed neural networks, are obtained
using Lyapunov's second method. In the last chapter; it was recommended that researchers investigate the
stability of the equilibrium point of some equation models.

Keywords: Asimptotic Stability, Differential Equations with Delay, Exponential Stability,
Lyapunov Function, Neural Networks.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Simgeler

a : Alfa.

B : Beta.

I : Gamma.

% : Lyapunov Fonksiyonu.

A : Lambda

R : Reel sayilar kiimesi.

C"[a, b] : [a,b] araliginda n. mertebeden tiirevlenebilir siirekli fonksiyonlarin
kiimesi.

Kisaltmalar

GHSA : Gecikmeli Hiicresel Sinir Agi.

HSA : Hiicresel Sinir Ag1.
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1. GIRIS VE KAYNAK ARASTIRMASI

Lineer ve lineer olmayan sistemlerin ¢ozlimlerinin kararlilik davraniglarin
belirlemek i¢in Lyapunov'un ikinci metodu olarak bilinen bir teknigi verecegiz. Bu
metodun en biiyiik avantaji ¢dzlime yonelik herhangi bir bilgi sahibi olmaksizin genis
anlamda kararliligi elde edebilmektir. 1982°e¢ bu metodu bize tamigtiran A. M.
Lyapunov, bu metodu sadece basit kararlilik teoremlerini kurmak i¢in kullanmasina
ragmen onun basit diisiinceleri son 40 yil boyunca fizik ve miihendislikte yeni
problemlerin ¢oziimiinde etkili bir sekilde kullanilmistir. Bu metod sinir aglarinin
kararlilig1 arastirilirken Lyapunov’un ikinci metodu oldukca kullanislidir (Ahmad ve
Rao, 1999).

Son 15 yilda sinir aglarinin teorik anlayis1 oldukea ilerledi. Cogu sinir aglarinda
gecikme kacimilmazdir. Ornegin elektronik sinir aglarinda amplifikatorlerin sonlu
anahtarlama hizindan dolay1r zaman gecikmesi ortaya ¢ikacaktir. Marcus ve Westervelt
(1989) makalesinde, Hopfield’in (1982) makalesindeki modele benzer gecikmeli bir ag

i¢in bir model sunmustur. Bu model ¢t > 0 i¢in
n
. 1 .
Clul(t)=—R—lul(t)+ZTug1(u](t—T])), 1<i<n (11)
j=1

Burada u;(t) degiskeni i. néronun girdisi tizerindeki voltaji temsil eder. Her bir
noron igin C; girdi direncini, 7; zaman gecikmesini ve g;(u) transfer fonksiyonunu
temsil eder. Baglanti matrisinin T;; elemani, j. nronun tersinir olmayan ¢iktisinin i.
noronun girdisine R;; direnci ile baglandig: taktirde 1/R;; degerini alirken, j. néronun

tersinir ¢iktisinin i. ndéronun girdisine R;; direnci ile baglandig: taktirde - 1/R;; degerini
alir. Her bir noronun girdisindeki paralel direng R; = (Z}l:l |T; j|)_1ile tanimlanir.
Lineer olmayan g;(u) transfer fonksiyonu kivriktir, u = 0’°da maksimum egime sahip
+1°de doygunluga ulasir. Yani matematiksel ifadeyle, g;(u) azalmayan ve

lgi(w)| <1 A Bilul, herbir —oco < u < oo, (1.2)
Burada B;, g;(u) fonksiyonun u = 0’daki egimidir ve bu egim sonlu oldugu kabul

edilmistir.

biz_ aij=—

1 T,
CiR;’

olarak tanimlandiginda (1.1) denklemi



(0 = —bu(® + ) ayg;(w(t-7)), 1<isn (1.3)
j=1
seklinde veya
u;(t) = —Bu(t) + Ag(u. (1)), t=0 (1.4)

matris formunda yazilabilir. Burada
T
u(t) = (ul(t)) Uz (t)i Up (t)) )
T
u (t) = (u1 (t — 1), up(t — 72),+, up (t — Tn)) ,

B =diag(by, by, -+, by), A= (aij)nxn'

gu) = (91 (u1), g2(uz), -, gn(un))T'
Dahasi

n
bl=2|aul, 1Sl§n, (15)
=1

iliskisi vardir.

T < 5 < 0 i¢in u(s) = &(s) baslangi¢ degeri verildiginde (1.4) denkleminin t >
0 tizerinde tek bir global ¢oziimii vardir. Burada T = max;<j<,T; ve & = {§(s): —T <
s < 0} fonksiyonu C([—T=, 0]; R™) lizerinde reel degerli bir fonksiyondur.

Haykin (1994) makalesinde gercek sinir sistemlerinde sinaptik iletim
“Noroiletenlerinin birakilmasi ve diger olasiliksal sebeplerin etkisiyle olusan gelisigiizel
sapmalarin yol agtig1 giiriiltiilii slire¢” oldugunu ifade eder. Bu tiir etkilerin
matematiksel olarak ifade edilmesi i¢in kullanilabilecek bir yontem de olasiliksal esik
modelleri oldugunu sodyler. Blythe ve ark. (2001) makalesinde kullandiklar1 yaklagim
sinir aglar1 icinden gelen giriiltiiyli lineer olmayan bir dinamik sistem olarak
gormektedir. BoOylece norodinamikte var olan icten gelen stokastikligi temsil
etmislerdir. Le Cun ve ark. (1989) makalesinde giiriiltiiniin sadece ilk katmana dahil
edildigi aglar1 tanimlamistir ve hata tiirevlerini elde etmek i¢in kullanmistir. Boylece
geriye yayilmay1 onlemistir.

Blythe ve ark. (2001) makalesinde sinir aglarinda stokastik bir perturbasyon
oldugunu kabul ediyor ve perturbe edilmis bu agin gecikmeli stokastik diferansiyel
denkleminin

dx(t) = [-Bx(t) + Ag(x,())]dt + o (x(¢), x,(£), )dw(t), t =0,

x(s) =&(s), —-T<s<0

(1.6)



oldugunu  kabul ediyorlar. Burada w(t) = (W1 (), wy(t), -, Wy, (t))T, Fi =
o{w(s): 0 < s < t} dogal fitreli (Q, F, P) tam olasilik uzayinda m — boyutlu Brownian
hareketi, x(t) = (xl(t),xz(t),---,xn(t))T,xT(t) = (xl(t —19),x(t —15), -+,
x,(t — Tn))Tve 0:R™ X R* X R* fonksiyonu o(x,y,t) = 0;j(x,y, )nxm oOlarak
tanimlanmistir. Mao (1994) makalesinde o(x, y, t) fonksiyonu yerel Lipschitz siirekli ve
ayni zamanda lineer bliyiime sartin1 sagladigini kabul etmistir. Boylece t > 0 iizerinde
(1.6) denkleminin tek bir x(t; §) global ¢dziimii var oldugunu soyler.

Son zamanlarda gecikmeli stokastik diferansiyel denklemler oldukca
calisilmigtir (Arnold, 1972; Friedman, 1976; Has’minskii, 1981; Kolmanovskii ve
Myshkis, 1992; Mao, 1997). Ancak gecikmeli stokastik sinir aglarin kendi karakteristik
ozellikleri vardir ve biitlin bu karakteristik 6zelliklerin kararlilik kriterlerini elde etmek
cok istenen bir seydir. Liao ve Mao (1996a) makalesinde gecikmeli stokastik aglarin
kararlilig1 tizerine ¢alismislardir. Liao ve Mao (1996b) makalesinde gecikmeli stokastik
aglarin ortalama-kare iistel kararliligini tartismiglardir. Blythe ve ark. (2001)
makalesinde Semimartingale yakinsaklik teoremini kullanarak gecikmeli stokastik sinir
agin neredeyse kesin iistel kararliligini tartismiglardir.

Diger bir sinir ag1 modeli ise Hiicresel Sinir Ag1 (HSA) modelidir. Son
zamanlarda, HSA modellerinin teorik ve uygulamali ¢alismalar1 diinya ¢apinda yapilan
calismalarin odak noktast olmustur (Chua ve Yang, 1988a; Chua ve Yang, 1988b).
HSA’lar hiicresel otomat benzer, yani hiicresel sinir agindaki herhangi bir hiicre sadece
kendi komsu hiicre ile baglantilidir. Bir hiicre lineer ve lineer olmayan devre elemanlari
icerir. Bu elemanlar genel olarak lineer kapasitorler, lineer direngler, lineer ve lineer
olmayan kontrollii kaynaklar ve bagimsiz kaynaklardir. HSA’lar sinyal islemede de
uygulanabilir. Ayrica bazi resim isleme ve sekil tanima problemlerini ¢6zmek icin de
kullanilabilir. Fakat Gecikmeli Hiicresel Sinir Aglari (GHSA) yardimiyla bazi dinamik
resim isleme ve sekil tanima problemlerini ¢6zmek icin HSA gereklidir (Roska ve
Chua, 1992). GHSA diferansiyel denklemler ile tanimlhidir (fraksiyonel diferansiyel
denklemler). HSA siradan diferansiyel denklemler ile tanimlidir. HSA ve GHSA’nin
kararlilik caligmalar1 teoride 6nemli bir problemdir. HSA’ nin kararlilig1 iizerine bazi
sonuglar elde edilmistir (Chua ve Yang, 1988a; Roska ve Chua, 1992; Liao 1994). Fakat
cok az arastirmact GHSA nin kararlilig1 {izerine ¢alismistir (Civalleri ve Gilli, 1993; Lu
ve He, 1997; Cao, 1998). Cao ve Wan (1997) makalesinde GHSA ’nin global asimptotik

kararliligr i¢in Lyapunov fonksiyonel metodu ile gecikmeden bagimsiz bazi yeter



sartlar1 sunmustur. Civalleri ve Gilli (1993) makalesinde GHSA’nin kararlilig1 igin
gecikmeye bagl yeterli bir sart elde ettiler. Lu ve He (1993) makalesinde bazi
GHSA larin kararliligi i¢in yeterli bir kriter elde ettiler.



2. TEORIK ESASLAR

Bu béliimde arastirma sonuglar1 ve tartisma kisminda kullanilacak bazi temel

tanim ve teoremler verilecektir.

2.1. Temel kavramlar

Fizikte yaygin olarak kullanilan matematiksel modeller ya da denklemler

cogunlukla, x bir vektor olmak lizere

dx
at = fex) @.1)
x(to) = Xo

formundaki diferansiyel denklemlerdir. Burada t € I = [0, ) ve x € R™ dir. D, R™ de
acik baglantili bir kiime olmak tizere farz edelim ki f(t,x), I X D lizerinde (t,x) gore
stireklidir. C, D de kalan (2.1)'in ¢oziimlerinin bir sinifi olsun.

Genellikle tiim o6l¢iim tiirlerinde  kaynaklanan ilk verilerde hatalar
olabileceginden, ilk verilerdeki kii¢iik farkliliklarin (2.1) in ¢Ozlimlerinin istenen
davranisin1 ne kadar etkiledigini bilmek onemlidir. Ik verilerde yeterince kiigiik bir
degisiklik yapilmasi durumunda, ilgili ¢6ziimde 6nemli bir sapma gozlenirse, o zaman
verilen baglangic verilerinden elde edilen ¢oziim kabul edilemezdir, ¢linkii yaygin
kullanilan yaklasik olarak tanimlanamamaktadir. Coziimlerin kayda deger bir sekilde
istenen davranistan sapmasina izin vermeyecek kosullarin arastirilmasi problemi, bunun
icin 6nemlidir. (2.1) in ¢ézlimlerinin davranislariyla ilgili bu tiir problemlerle ilgilenen
matematik alan1 genellikle kararlilik teorisi olarak tercih edilir.

to> 0 saginda var olan (t,, xg) baslangi¢ noktasindan gegen (2.1) in ¢ézliimii
x(t) = x(t;ty, xo) olsun. Biz x(t) ¢6ziimi i¢in kararliligin temel kavramlarini
tanistirmadan Once t, ve x, baslangi¢ degerleri lizerine x(t;ty, xo) ¢Oziimlerinin
stirekli bagimliligina iligskin bir sonug ispatlayacagiz.

Teorem 2.1. F(t,x) fonksiyonu B = {(t,x):ty <t < ty +a,||lx —x0|| < b}
kiimesinde siirekli ve (t, x;), (t,x,) € B i¢in

| F(t,x1) = F (6 x)ll < K %y — x|
Lipschitz sartin1 saglasin. O zaman x,,— x, demek t € [tg,t, + a] igin x(t; ty, x,) =

x(t; to, xo) diizglin demektir (Ahmad ve Rao, 1999).



Ispat. Sirasiyla (to, xo) ve (to, x,,) den gegen (2.1)’in herhangi iki ¢oziimii x(¢; to, x,,)

ve x(t; ty, xo) olsun.

t

X(t; to;xn) = xn + fF(er(S; Lo, Xn )) ds,
to
t

X(t, tleO) = Xy + fF(S,X(S; t()lx() )) ds.
to

Lipschitz sartin1 kullanarak t > ¢t i¢in

t

|2 (t, to, x5) — x(t, to, x)I < [l — x0ll + fK ||xCs, to, x5) — x(s, to, x0)llds
to

olarak elde edilir. Bu da
(¢, £o, %) — x (&, to, x0) || < l[xn — xollexp(Ka)
oldugu sonucu ima eder.

Biz simdi (2.1)’in x(t;ty, xo) ¢Oziimii i¢in ¢esitli kararliik kavramlarini
tanimlariz ve bu kavramlarin esdeger olmadigini 6rneklerle gosterecegiz. Bundan sonra
kararlilikla biz [t,, o) aralig1 tizerinde kararliligi kastediyoruz.

Tanmim 2.1. x(t), (2.1)’in ¢6ziimii olsun. Eger her € > 0 igin bir § = §(e) > 0 sayisi
var Oyle ki (2.1)in herhangi bir x(t) = x(t;ty, xp) ¢Ozimii igin |Xg - xo| <
doldugunda ||x(t) — x(t)|| < € oluyorsa (2.1)’in x(t) ¢Oziimiine kararhidir denir
(Lyapunov, 1949).

Tanmim 2.2. x(t), (2.1) ¢oziimii kararli ve bir § = §(&) > 0 var |xy —X,| < dikent >
to icin ||X(t) — x(t)|| = 0 oluyorsa (2.1)’in x(t) ¢dziimiine asimptotik kararlidir denir
(Lyapunov, 1949).

Tanmim 2.3. Eger (2.1)’in x(t) ¢oziimii kararli degilse kararsizdir denir (Lyapunov,
1949).

Tamim 2.4. x(t), (2.1)’in ¢6ziimii olsun. Eger her &€ > 0 igin bir § = §(&) > 0 vardir
ki, (2.1) in herhangi bir x(t) = x(t; ty, X,) ¢6ziimili i¢in t; = t, ve ||x(t;) — x(t)|| <
6 iken Vit =>t; i¢in ||X(t) — x(t)|| < & oluyorsa (2.1) in x(t) ¢bziimiine diizgiin
kararlidir denir (Presidskii, 1933).

Tanim 2.5. x(t), (2.1)’in ¢6ziimii diizgiin kararli ve bir §, > 0 vardir ve herbirn > 0
icin bir T = T(n) > 0 vardir ki t; > t, i¢in ||x(t;) —x(t)|| < &, iken her t > t; +
T igin ||x(t) — x(t)|| < n oluyorsa (2.1) in x(t) ¢6ziimiine diizgiin asimptotik kararlidir
denir (Malkin, 1966).



Tamim 2.6. x(t), (2.1)’in ¢oziimi olsun. Eger her € > 0 i¢in bir § = §(¢) > 0 vardir
ki, (2.1)’in herhangi bir x(t) = x(t; to, Xy) ¢oziimii t; = t, icin ||X(t;) — x(t)]|| <
diken hert >ty icin |[X(t) — x(t)|| < € oluyorsa (2.1)’in x(t) ¢oziimiine kuvvetli
kararlidir denir (Ascoli, 1950).
Tamim 2.7. Bir A > 0 var ve verilen herhangi bir € > 0 i¢in Vt > ¢, igin
lIxoll < 8Ce), |lx(&; xo, to)l < €exp[—A(t — to)]
olacak sekilde bir 6(g) > 0 varsa (2.1)’in sifir ¢oziimii tistel asimptotik kararlidir denir
(Malkin, 1952).
Not 2.8. Tanim 2.1’deki & baslangic ani ty bagh iken Tanim 2.4’teki §, t, dan
bagimsizdir. Tanimlardan; kuvvetli kararli ise diizgiin kararli, diizgilin kararli ise kararli,
diizgiin asimptotik kararli ise asimptotik kararlt oldugu aciktir. Bu ifadelerin tersi
genellikle dogru degildir. Bununla birlikte otonom sistemler ve periyodik sistemler
(F(t+w,x) = F(t,x)) igin eger sifir (ya da herhangi bir sabit) ¢6ziimii kararli ise
diizgiin kararlidir, asimptotik kararli ise diizgiin asimptotik kararlidir (Ahmad ve Rao,
1999).
Farz edelim ki

x' = fx) (2.2)
otonom sisteminin x(t) = 0 sifir ¢oziimii kararhidir. (2.2) i¢in biliyoruz ki eger x(t),
t € [ty, o) bir ¢oziimii ve a > 0 ise 0 zaman x(t + a), t € [t, — a, ) aralifinda bir
¢Ozimdiir.

Not 2.1. x,(t), C’nin bir elemant olsun. (2.1) sisteminde x = y + x,(t) alinarak

2 = ey + %0®) - (L x0) e
denklemine doniisiir. Su halde (2.3) denkleminin sag tarafi G(t,y) ile gosterilirse
G(t,0) = 0 olur. Yani (2.3) denkleminin y(t) = 0 ¢oziimii (2.1) denkleminin x,(t)
¢ozlimiine Ozdestir. Bu nedenle x,(t)’nin yerine (2.3) denkleminin y(t) =0
kararliligini tartismak yeterlidir (Ahmad ve Rao, 1999).

Ornek 2.1.
i _
dt
x(0) =

—X

baslangi¢ deger problemi ele alinsin.



Inx —Inx, =t,—t
Inx =Ilnxy+ty;—t
x(t) — elnxoeto—t
x(t) = xgeto~t
x(t) = xgetot
|xg — x| < & iken

- _ |0 — X0l

lx(t) —x(t)| = |xge "t —xget*lo| = e~ t*lo|xy — x| < EPTETE s

Vt > t, i¢in § = € oldugunda x(t) ¢6ziimii kararlidir. Dikkat Edilirse & sayisi t, dan
bagimsizdir. Su halde x(t) ¢6ziimii diizgiin kararhidir. Ayrica t - o oldugunda
|xg — x¢| = 0 oldugu goriiliir. Dolayisiyla x(t) ¢6ziimii asimptotik kararli hatta diizgiin

asimptotik kararlidir.

Ornek 2.2.
dx B
acr "
x(0) = xg

baslangi¢ deger problemi ele alinsin.

xdx t
[ Z=a
X x to

0
Inx—Inxyg=t—t,
x(t) = xgetto
|xo — 0] < & iken
[x(t) — 0]= |xpe™ o] = e*~"o|x,| < Sef~*
Vt > tyicin |x(t)| < & olacak sekilde bir € sayisi yoktur. Dolayisiyla sifir ¢oziim

kararsizdir.

Ornek 2.3. % = 0 denkleminin sifir ¢6ziimii kararlidir ama asimptotik kararli degildir.

{x(O) =0 {Y(O) =c

x(t)=0" x(t)=c

|0 — c| < &iken |x(t) —x(t)] = |x(t)| = |c| < & oldugundan kararlidir.
tli_)rglx(t) —-x(t)| = girgloc =c+0

oldugundan asimptotik kararli degildir.

Ornek 2.4.

12t
u' = — |13 + 12sinlog(t + 1) + coslog(t + 1)] u (2.4)

t+1



denkleminin sifir ¢oziimii asimptotik kararlidir ama diizgiin kararli degil ve diizgiin
asimptotik kararli degildir.
(2.4)"iin genel ¢Ozlimii

u(t) = u(0) exp[—(13 + 12 sinlog(t + 1))t]
seklindedir.

lu(®| < lu(0)]e™*

olup t — oo alinirsa |u(t)| — 0 oldugundan (2.4) denkleminin sifir ¢6ziimii asimptotik
karalidir. Eger t,, = e@tVU™W2 — 1 ve £, = e@+3™/2 _ 1 alinirsa

= exp[—{f, + 25t,] = exp[(25 — e™)e+ VT2 — 24|

Uy,
n
olur. n - o oldugunda 25 > e™ oldugundan dolay1 2—71 — olur. (2.4) denkleminin sifir

¢ozlimii diizgiin kararli degildir. Dolayisiyla diizgilin asimptotik kararli degildir.
Ornek 2.5.
u'"+u=0 (2.5)
denkleminin sifir ¢éztimii diizgiin kararlidir ama asimptotik kararli degildir.
(2.5) denklemi sin t ve cos t ¢ozlimlerin temel bir sistemine sahiptir. Diyelim ki
u(t) = u(0)sint
olsun. t; > ticin
lu(t)] = [u(0)sint;| < [u(0)| =8
iken Vt = t; i¢in
lu(t)| = lu(0) sint| < |[u(0)| =8 < e
oldugundan sifir ¢éziim diizgiin kararhidir. Ama t — oo iken |u(t)| + 0 oldugundan
asimptotik kararli degildir.
Simdi

xX'(@t)=f(t,x), x,=({t+8), —r<0=<0,t=>0 (2.10)
otonom olmayan gecikmeli diferansiyel denklemi goz 6niine alinsin. Burada f: [0, 00) X
Cy — R™ stirekli bir doniisim, f(t,0) =0; (C,||.||) stirekli fonksiyonlarin Banach
uzay1; v > 0 olmak tizere ¢: [—r,0] —» R™;

Cy ={p € (C[-r,0],R™):¢p < H}

dir. Varlik teorisine gore, ¢ € Cy ve t = 0 ise, bu takdirde (2.10) denklem sisteminin
[to,to + @) arali@inda t > t, i¢in en az bir x(t; ty, ¢) ¢oziimii vardir 6yle ki x;(t, p)
olur. Burada a pozitif bir sabittir ve ||. ||sembolii ise R™ de bir norm olup

lbell = t_rgggstlcb(t)l
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seklinde tanimlidir (Burton, 1985).
Tanmmm 2.8. A ve h pozitif sabitler olmak tizere, x(ty, ¢) fonksiyonu [t, — h,t, +
A]’dan R™’ye taniml1 olsun. Bu fonksiyon t = t, (t, = 0) noktasinda ¢ € Cy baslangig

sartina sahip ve asagidaki 6zellikleri saglasin:

(i) Herty <t <ty,+ Aiginx(ty, ¢p) € Cy

(ii) x(to, ) = ¢
(iii) Her t, < t < ty + A igin x(ty, @), (2.6) denklemini saglar.

Bu takdirde x(t,, ¢) fonksiyonuna (2.6) denkleminin bir ¢6ziimii denir (Yoshizawa,
1966).

Teorem 2.2. Eger her t ve ¢ € Cy igin f(t, ) stirekli bir fonksiyon; H; < H, t,,0 <
to < c (burada c pozitif bir sabit) ise, bu takdirde (2.6) denkleminin t = t, noktasinda
¢ Dbaslangic degerine sahip bir ¢oziim var ve t >t, icin bu ¢oziim siirekli

tiirevlenebilirdir (Yoshizawa, 1966).

2.2. Lyapunov’un ikinci Metodu

Tamm 2.9. Q, R™ de agik bir kiime olmak tizere V: Q0 € R™ - R, 0 € olsun. V(0) =
0 ve Vx € Q, (x # 0) igin,

e V(x) > 0 ise V fonksiyonuna pozitif tanimlidir denir.
e V(x) <0 iseV fonksiyonuna negatif tanimlidir denir.
e V(x) = 0 iseV fonksiyonuna pozitif yar1 tanimlidir denir.

e V(x) <0 iseV fonksiyonuna negatif yar1 tanimlidir denir.

(Ahmad ve Rao, 1999).

Tanim 2.10. Siirekli pozitif tanimli W: R™ — [0, o) fonksiyonuna bir wedge denir
(Ahmad ve Rao, 1999).

Tanmm 2.11. Q, R™ de sifir vektoriinii igeren bir bolge olsun ayrica V: [0, ) X Q —

[0, ) fonksiyonu verilsin. Eger t = 0 i¢in V(t,0) = 0, V(t. x) fonksiyonu pozitif
taniml1 ve birinci mertebeden siirekli kismi tiirevlere sahip ise bu takdirde V' ye bir
Lyapunov fonksiyonu ad1 verilir (Ahmad ve Rao, 1999).

Teorem 2.3. (Lyapunov Kararlilik Teoremi): Q orjinin bir komsulugu olsun. Eger

V: Q — R diferansiyellenebilir bir fonksiyonu;

e V(0)=0
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o V(x), Q—{0}da pozitif taniml ise,

e V(x) da yar1 negatif tanimli ise,
bu sartlar1 altinda orijin ve 0 ¢6ziim kararlidir. Bu sartlara ek olarak
e V(x),Q — {0} da negatif tanimli ise,

sartin1 sagliyorsa orijin ve 0 ¢dziim asimptotik kararlidir (Burton, 1985).
Teorem 2.4. (Chetaev Kararsizlik Teoremi): () orjinin bir komsulugu olsun. Asagidaki

ozelliklere sahip bir V' (x) fonksiyonu ve Q’da bir Q; bolgesi verilsin.

e V(x), Q; bolgesinde birinci mertebeden siirekli kismi tiirevlere sahiptir.

e V(x)veV(x), Q depozitif tanimlidir.

e (), bolgesinin sinir noktalarinda V (x) = 0 dir. (V(x) = 0 saglayan tek ¢6ziim,
sistemin sifir ¢oziimidir. )

e Orijin ), bolgesinin bir sinir noktasidir.

Bu sartlar altinda orijin ve 0 ¢6ziim kararsizdir (Burton, 1985).
Tamm 2.12. Siirekli ve ¢’ye gore Lipschitz kosulunu saglayan bir V:[0, ) X Cy —
[0, ), fonksiyoneline, W bir wedge olmak tiizere asagidaki sartlar1 saglamasi halinde
(2.10) denklemi i¢in bir Lyapunov fonksiyoneli denir:

O WD <Vt ¢) V(t,0) =0

(i) Vip10)(t %) = lim i:qg% [V(t + h, X (to, d)) — V(£ x:(to, $))] < 0.

(Burton, 1985).
Teorem 2.5.V(t,d), (2.6) denklemi igin asagidaki sartlar1 saglayan bir Lyapunov
fonksiyoneli ve W;, W, birer wedge fonksiyonu olmak {izere

) WilleO)ID) <V (¢, ¢) < W,(llg (01D,

(i1) V('2'6)(t, x) <0,
ise, o zaman (2.6) denkleminin sifir ¢6ziimii diizgiin kararlidir (Yunfeng, 1992).
Teorem 2.6.V(t,$), (2.6) denklemi i¢in asagidaki sartlar1 saglayan bir Lyapunov
fonksiyoneli ve W;, W, ve W5 birer wedge fonksiyonu olmak iizere

) WilleO)ID) < V(¢ ¢) < W, (llg (01D,

(i) Vize (6 xe) < =Ws(|x(OD,

ise, 0 zaman (2.6) denkleminin sifir ¢6ziimii diizgiin asimptotik kararlidir (Sinha, 1973).
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3. ARASTIRMA SONUCLARI VE TARTISMA
3.1. Zaman Degisken Gecikmeli Stokastik Sinir Aglarinin Kararhhgi

Diyelim ki C%*(R™ x R*;R*),R™ x R* lizerinde tanimli negatif olmayan
V(x,t) fonksiyonlarin ailesini tanimlisin. Burada V(x,t) fonksiyonlar1 x —e gore iki
defa tlirevlenebilir ve t —ye gore bir defa tiirevlenebilir siirekli fonksiyonlardir. Her bir
V € C*1(R™ x R*; R*),bir LV operatdrii tanimlar. Bu operatdrler R™ X R™ X R*>den
R’ye

LV(x,y,t) = V(x,t) + Ve(x,)[-Bx + Ag(y)] + % iz[o" (x, y, )Vx (x, )0 (x, ¥, )]

ile tanimli (1.6) denklemindeki gecikmeli stokastik sinir agilar ile iliskilidir. Burada

aV(x,t) aV(x,t) aV(x,t)
Vt(xlt) = at ) V;c(x;t) = < axl yrry ax )
n
0%V (x, t))
Vi (x, t) = <— :
ol Oxiaxj y

V, R™ X Rt lizerinde tanimh iken stres LV, R™ X R™ X R lizerinde tanimli olsun.
R™den R*’ya siirekli fonksiyonlarin aile C(R™; R™) olsun.
Teorem 3.1. Kabul edelim kip € C(R™;R*),p; € C(R;RY), (1 <i<n), ve A\, >

A; = 0 i¢in

LV y,0) < A () + Ay Z &:(v), (y,6) € R" x R™ X R*, 3.1
i=1
V(x,t) < d(x), (x,t) €R™ xR (3.2)
Ve
Y ¢ <0, xer” (3)
i=1

olacak sekilde bir V € C*1(R™ x R*; R*) fonksiyonu var olsun. O zaman her & €
C([—T,0]; R™) i¢in (1.6) denklemi

1
lim sup?log(V(x(t; E),t)) < -y (3.4)
t—oo

ozelligine sahiptir. Buraday € (0,A; — ;)
M =v+2e", T=maxicinT; (3.5)

denkleminin tek kokiidiir (Blythe ve ark., 2001).
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Bu teoremin ispatt Liptser ve Shiryayev (1986) makalesinde kurulan semi martingale
yakinsaklik teoremine dayanir.
Lemma 3.1. A(t) ve U(t) siirekli fonksiyonlar1 A(0) = U(0) = 0 ve t > 0 iizerinde
uyarlanmig artan siiregler olsun. M(t), M(0) =0 ve reel degerli siirekli yerel
martingale olsun. §, E§ < oo ile negatif olmayan F, Ol¢iilebilir rastgele degisken olsun.
t > 0 i¢in
Xt)=¢+A(t) —U() + M(t)

ile tanimlansin. Eger X (t) negatif olmayan bir fonksiyon ise, o zaman

fim 4@) < o} < {Jim X(8) < o} 1 {Jim U(©) < o}
Burada Bc D, P(BND) =0. Ozel olarak, eger tli_)rgloA(t) < oo ise, 0 zaman

neredeyse biitiin w € Q igin

l{irgloX(t, w) <o ve fi’?o U(t,w) < oo,
Yani hem X (t) hem de U(t) sonlu degiskene yakinsar (Blythe ve ark., 2001).
Ispat. Sabit baslangi¢ verisini € € C([—7,0];R™) ve x(t;&) = x(t) olsun.(x,t) €
R™ x RYicin

U(x,t) = e"'V(x,t)
tammlansin. Burada U € C*1(R™ x R™; R*). (3.1) ve (3.2) sartlar1 kullanilarak,
LU(x,y,t) =eYyV(x,t) + LV(x,y,t)]

<evt [—(7\1 —Vdx) +24; Z OHED),
i=1

esitsizligi elde edilir. Herhangi bir t > 0 i¢in
t

etV (x(t),t) = V(x(t),t) +j LV (x(s), x:(s),s)ds
0

v IV, (x(5), ) ((8), %2 (5), ) Aw (s)
0

<V(E®©0),0) = (A — 1) f e7(x(s))ds
0
Ay | e”? i(xi(s —1;))d
+ Joe ;qb(x(s ‘r))s

+ fte”sl/x(x(s),s)a(x(s),x,(s),s)dw(s). (3.6)
0

Diger taraftan
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t t t
J. eysd)i(xl-(s))ds = f eysgbi(xi(s))ds —f eV(S‘Ti)q,’n(xi(s — Ti))dS
t—T1; -T; 0

t

< f eS¢ (x;(s))ds — e‘ﬁf eS¢ (x;(s — 7)))ds.
-z 0

(3.3) sartiyla birlikte

2[ )i < [ oo

LY
—e 17 Z J e¥S;(x;(s —7y))ds. (3.7)
i=1"0
(3.6) ve (3.7) esitsizliklerinden
LI
e’V (x(t),t) + Aze”T2f eS¢ (x;(s))ds
=1 t—T;

0 t
< V(E0),0) = (A —7) j $(£())ds — (A — y — Ape™) j €75 (x(s))ds
-7 0

t
+ f eV V. (x(s),s)o(x(s), x.(s),s)dw(s).
0

(3.5) kullanildiginda

L

e?'V(x(t),t) + AzeﬁZf e”sqbi(xi(s))ds < X(t). (3.8)

=1 t—T;

Burada

0 t
X() = V(E(0),0) + f (£(s))ds + f €75V, (x(5), )0 (x(), x:(5), 5)dw(s)
-7 0
negatif olmayan bir martingaledir. Lemma 3.1°den
tlim X(t) <o
oldugu goriiliir. (3.8)’den
tlim sup [eY'V (x(t),t)] < o

oldugundan
1
L!im sup?log(V(x(t), t)) < -y
olmasin gerektirir. Buda ispati tamamlar. ]

Teorem 3.2. (1.2) saglansin. Her (x,y,t) € R™ X R™ X R* igin
iz[o"(y, )o(x,y, )] < x"Cix + g" (1 Cg9(y) + y" C3y (3.9)
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olacak sekilde negatif tammli olmayan simetrik C;,C, ve C3 = diag(64,:++,8,)
matrisleri var olsun.

(—ZB+Cl+Cg+5 A )
H= r
A -D+C,

negatif tamimlhi simetrik matrisi olacak sekilde pozitif tanimli diyagonal bir D =
diag(d,,---,d,,) matrisi var olsun. Burada D =diag(d,p?,-,d,p3?). —A=
Amax(H)H’nin en bliyiik 0z degeri olsun. Boylece A > 0. O zaman her bir & €

C([—T,0]; R™),(1.6) denkleminin ¢Oziimiiniin basit {istel Lyapunov fonksiyonu

1
tlim sup?log(lx(t; O < —% (3.10)
Olarak kurulabilir. Buraday > 0
A=Y+ MAeMt (3.11)
denkleminin tek kok,
8; + (d; — M)B?
— i , R2 _ i i i
A= 1r;13£r}£(7x+ 8; +d;B;) ved, max Nt 6, +dpE (3.12)

Diger bir degisle, (1.6) gecikmeli stokastik sinir ag1 neredeyse kesin iistel kararlidir
(Blythe ve ark., 2001).
Ispat. V(x,t) = |x|? olsun. O zaman
LV (x,y,t) = 2xT[-Bx + Ag(y)] + iz[oT (x,y, t)o(x, y, t)].
Hipotezden
LV(x,y,t) < —-2x"Bx+x"Ag(y) + g"(MATx +x"Cix + g (y)C,g(y) + ¥y C3y
=xT(=2B+C;+C3+D)x +xTAg(y) + gT(y)ATx
+9" (=D + C)g(¥) —x"(Cs + D)x +y"C3y + g" (¥)Dg(y)
(7 9" O)H (4(yy) = ¥ (Cs + D)x +¥7Cy + 4" (DD ()

< —A(xI2+ 1gOI®) —x"(Cs + D)x + y"C3y + g" (W)Dg (y)

= = > G+ 8+ difDxi+ ) [8:7 + (di = DgE]
i=1 i=1

elde edilir. H’nin yapisindan her 1 <i <n i¢in A <d; oldugu gorilir. (1.2)

kullanilarak

V(5,0 < = ) (A48 + i)+ ) [8;+ (di = DBy 2.13)
i=1 i=1

elde edilir. Teorem 3.1’i uygulamak i¢in ¢ € C(R™;R*) ve ¢; € C(R;R")

fonksiyonlarini
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1w 1
P(x) = Z;“ Ho DX ve i) =5+ 8+ Ay

seklinde tanimlayalim.

G = X =V(6t) ve G0 =) dilx)

oldugu agiktir. Dahasi

8; + (d; — Vp?

LV(xy,t) < x1¢<x>+z T g 0

< Mo + ks Z diD).
Teorem 3.1°den her £ € C([—T,0]; R?) icin (1.6) denkleminin ¢dziimii
1
tlim sup?log(lx(t; %) < —vy

ozelligine sahiptir. Buda ispati tamamlar. |

Teorem 3.3. (1.2) saglansin. Her (x,y,t) € R™ X R™ X R™ igin

n

iz[0" (x,%,00(x,%, 01 < ) [hix? +8ig? () + 837 (3.14)

i=1
olacak sekilde negatif olmayan p;, 8; ve §; sayilari mevcut olsun.
T-(%0 %)

negatif tanimli simetrik matrisi olacak sekilde pozitif tanimli diyagonal bir D =
diag(d,,--,d,) matrisi var olsun. Burada D = diag(d,£?, -, d,$?), —A = Appax (H).
Boylece A > 0. Eger

(L +8)ve; <A 1<i<n, (3.15)
ise, o zaman (1.6) gecikmeli stokastik sinir ag1 neredeyse kesin iistel kararlidir. Ayrica
(3.12)’deki A

A= f?iisr;l[)_\— ( +8,) v 6 (3.16)
ile tanimlandiginda basit iistel Lyapunov fonksiyonu (3.10) denklemindeki gibi
kurulabilir (Blythe ve ark., 2001).
Ispat.
C; = diag(uy, -+, un), C; = diag(0y,+++,6,), C3 = diag(6,,---,0y),

alinsm. O zaman (3.14) denklemi

iz[o" (x,y, )0 (x,y, )] < xTCix + g" (¥)C9(y) + ¥y  Cay
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olarak yazilabilir. Teorem 3.2°’den dolayr negatif tanimli bir H matrisinin mevcut

oldugunu gostermek yeterlidir. Bunun igin herhangi bir x,y € R™ igin

(xT,yT)H (;) =T, y"H (;) + (T, )(Cl b COZ) (;)

< x|+ [yl?) + Z[(ui +8)x7 + 6,771 < =A(Ix|* + yI*)

oldugu goriiliir. Burada A (3.16) ile taniml1 ve (3.15)’den dolay1 pozitiftir. Buda
ispat1 tamamlar. ]
Simdiye kadar gecikmeli aglarin neredeyse kesin kararlilif1 i¢in birka¢ genel
kriter elde edildi. Bu kriterlerin kullanim1 V' Lyapunov fonksiyonunun yapisina veya d;
pozitif sayilarin se¢cimine bagliydi. Sadece b; ve [3; gibi sistemin parametrelerine bagl
bazi kriterlere sahip olmak daha uygundur. Ayrica (1.2) ve (1.5) denklemleri sinir
aglarinin ozellikleridir, ama su an kadar sadece (1.2) 6zelligini kullanarak bu kriterleri
sunduk. Simdi daha iyi sonuclar elde etmek i¢in (1.5) 6zelligini kullanilacaktir.

Sonug 3.1. (1.2), (1.5) ve (2.14) denklemleri saglansin. Tim 1 < i < nigin

n
b; > BiZZ|aji| (3.17)
j=1
Ve
3 b: — B2Y"™ |a:
A= min — hi ’jl ”l. (3.18)
1<i<n 1+.Bi
Eger

(L +8)ve; <A 1<i<n, (3.19)
ise, o zaman (1.6) gecikmeli stokastik sinir ag1 neredeyse kesin listel kararlidir (Blythe
ve ark., 2001).

Ispat. 1 <i <nigin
b+ Xa|al
' 1+ p7
olsun. Sonra Teorem 3.3’deki gibi H simetrik matrisi tammlansin. Herhangi x,y € R™

icin (1.5) sartindan dolay1

(x ,yT)H Z( 2b; + d;BH)x? + 2 Z a;jx;y; — Zdlyl

i,j=1

Z( 2b; + dBP)x? +Z|au|(x +y?) — Zdlyl

i,j=1
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n n n
= —Z(Z i — diBf)x? _Z d; _Z|aji| i
i=1 i=1 j=1
oldugu goriiliir. Ayrica
n
bi + Z’Lllaﬁl —
b; — di} = d; _;la}'il = fﬁf = A.

Boylece
X —
T T _ 2 2
T,y () < =A0xI2 + 1y12)
olur ki buda A4 ( H) < —2 oldugunu ima eder. Teorem 3.3’iin sonucu ispat
tamamlar. ]
Ozel olarak aglar cogu zaman |aij| = |aﬁ| anlaminda simetriktirler. Boyle

simetrik aglar i¢in bu sonug olduk¢a dnemlidir.

Sonug 3.2. (1.2), (1.5) ve (3.14) sartlar1 saglanmis olsun. Tim 1 < i,j < n i¢in

|aij| = |az, (3.20)
tim 1 < i < nigin
B:i<1 (3.21)
Ve
_ b;(1 — B?
A = min i ;) (3.22)
1sisn 1+ ﬁi

olsun. Eger (3.19) saglanirsa, o zaman (1.6) gecikmeli stokastik ag1 neredeyse kesin
kararlidir (Blythe ve ark., 1999).
Ispat. (1.5), (3.20) ve (3.21)’den dolay1 tim 1 < i < n

n n
B?Z|aji| < Z|aij| = b;.
=1 =1

Ayrica
- bi — BEXj-a|aii| i bi(1 = B?)
1<isn 1+ '812 " isisn 14 '[312
oldugu goriiliir. Sonug 3.1°den ispat tamamlanur. [

Bir A matrisinin norm operator ||A|| ile tantmlayalim. Yani
I|A]| = sup{|Ax|:x € R™, |x| = 1}.
Sonug 3.3. (1.2) ve (3.14) saglansin. Tim 1 < i < n i¢gin
2b; > [|AII(1 + BD) (3.23)

Ve
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X = min ——— |4l (3.24)

1+ /32
olsun. Eger (3.19) saglaniyorsa, o zaman (1.6) gecikmeli stokastik ag1 neredeyse kesin
kararlidir (Blythe ve ark., 1999).
Ispat.1 <i < nicin
b 2

Y14 p7

olsun. Sonra Teorem 3.3’deki gibi H simetrik matrisi tammlansmn. Herhangi x,y € R™

i¢in

(x ,yT)H Z( 2b; + d;BH)x? + 2xT Ay — Zdlyl
n
< Z(—Zbi + D + AN + Y1) = ) diy?

n n
=) @b — i — 14D = ) (d; - 4IDy?
i=1 i=1

oldugu goriiliir. Ayrica

2b; — di; — 1Al = d; — llAll = — 1Al = &

l)’l
elde edilir. Bu da A (H) < —X oldugunu ima eder. Teorem 3.3’iin
sonucu ispatt tamamlar. ]

Ornek 3.1. Reel degerli w(t) Brownian hareketi, T, ve T, pozitif sayilari igin
_ — x(t—1
d(xl(t)) _(* )<x1(t)>dt+(2 2) <91( 1 ( ﬂ))dt
xZ(t) 0 xZ(t) 1 gz(xz(t - Tz))

0.2x,(t — Ty)
* (O.Sxi(t - Ti)) dw(t)

(3.25)
Gecikmeli stokastik agin1 g6z oniine alalim. Burada
1—e™™
1+eu
B1 = B, = li¢in(1.2) sartinin saglandig1 agiktir. Teorem 3.2° uygulamak igin
o(x,y,t) = (0.2y,,0.5y,)T, ol (x,y,t)o(x,y,t) = 0.25y2 + 0.04y>

oldugu goriilir. C; = C, =0 ve C3 = diag(0.25,0.04) i¢in (3.9) sart1 saglanir. D =

gi(w) =

diag(d,, d,) alinirsa,

—2b+C3+D = —D yani (_08 _04) + (0'35 o.(())4)
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__<2d1 0)
~"lo 24

d, = 3.875 ve d, = 1.98 elde edilir. Teorem 3.2’deki H matrisini tanimlarsak,

—3.875 0 2 —2
g o -198 1 1
2 1 -3875 0

—2 1 0 -198

Elde edilir. Su halde A,,,,(H) = —1.9578 oldugundan H negatif tanimhidir. Teorem
3.2’e gore (3.25) gecikmeli ag1 neredeyse kesin iistel kararlidir. (3.12)’de Ustel
Lyapunov fonksiyonunu kurmak i¢in A; = 2.21578 ve A, = 0.9094 alinirsa (3.11)
denklemi
2.21578 =y + 2.015eYT (3.26)
olarak yazilabilir. Eger t; ve 1, biliniyorsa, 6rnegin t; = t, = 0.1 ise, o zaman T = 0.1
olur ve (3.26)
2.21578 =y + 2.015e°%1Y

olarak yazilir. Buradan da y = 0.1668 elde edilir. Boylece Teorem 3.2 (3.25)
denkleminin ¢o6ziimiiniin istel Lyapunov fonksiyonu —0.0834 sayisindan biiyiik
degildir.
Ornek 3.2. iki boyutlu (Wl(t),wz(t))Brownian hareketi, B;, 3 X 3 tipinde sabit
matris, 6;’ler reel sayilar ve t; pozitif sayililar1 i¢in
dx(t) = [Bx(t) + Ag(x(1))]dt + Byx(£)dw,(t)

+(01 sin(x, (t — 71)), 0, sin(x, (¢t — 7)), 05 sin(x3(t — r3)))wa2(t) (3.27)
tic boyutlu gecikmeli stokastik sinir agin1 goz oniine alalim. Burada

0 -1 1
B =diag(—2,-3,-4), A= <—1 1 1 ).
1 1 -2
9iv) = ByiAnDV(-1), B;=04p,=05p;5=06,
90 = (9101, 920720, 95(3)) -

Acikcast (1.2) ve (1.5) saglanir ve ag simetrik oldugundan (3.20) saglanir. (3.22) ‘den
dolay1

S (201047 301059 4(1-06%)
ST 042 14052 0 14062

} = 1.448.

Diger taraftan

a(x,y,t) = (B1x, (8, siny,,0, siny,,0; siny;)")
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2 9 (y)
sin?y; < (A V(- 1)) =@ ((Bl -
l
Sonug olarak
92 2
iZ[O'T(x;Y; t)G(X,y, t)] S ”B1”2|x|2 + O 16g1 (yl) O 25 gZ(yZ)
2
3.28
0 36 93 (3). ( )
Sonug 3.2°den
IB1]|? < 1.448, 0% <0.23168, 035 < 0.362, 03 < 0.52128. (3.29)

Su halde (3.27) gecikmeli stokastik agi neredeyse kesin iistel kararlidir. Elbette ki
alternatif bir sonu¢ elde etmek icin iz[o” (x,y,t)o(x,y,t)] farkli bir sekilde
hesaplanabilir. Ornegin
IB.]I?=0.5 6,=06,=06;=1 (3.30)
Alindiginda (3.29) saglanmaz. Ayrica
iz[oT (x,y,t)o(x,y,t)] < 0.5|x|? + sin?(y;) + sin?(y,) + sin?(ys)
< 0.5|x|? + 0.8]y|? + 0.2[sin?(y;) + sin?(y,) + sin?(y3)]
< 0.5[x|* + 0.8]y|* + 1.25g7 (y1) + gi (1) + 97 (1)
(3.19) saglandigindan ve Sonug¢ 3.2°den dolay1 (3.27) gecikmeli stokastik ag1 yine de
(3.30) sart1 altinda neredeyse kesin tistel kararlidir.
Ornek 3.3. Skaler w(t) Brownian hareketi, B;, 3 X 3 tipinde sabit matris,
dx(t) = [Bx(t) + Ag(x:(©))]dt + B1g(x.(£) )dw(t) (3.31)
ic boyutlu gecikmeli stokastik sinir agin1 goz 6niine alalim. Burada
-1 0 2
B = diag(—3,—4,—-3), A= <—1 -2 1 )
1 -1 -1

ebBivi — o= Bwi

9 = 2B 1 o—Bi’ . =0.4,B, =0.53; =04,

9 = (91010, 92072, 95)) -
Acikeast (1.2) ve (1.5) saglanir. o(x,y,t) = B;g(y) ve herhangi bir € > 0 i¢in
o’ (x,y,)0(x,y,t) < IIB1lI*lg)I?
< IB111?[eBiyf + eB3ys + eB5y3 + (1 — &)lg(M)I?]
< 11B4117[0.25¢ly]* + (1 — &)|g(NI?].
€ = 0.8 alindiginda
o’ (x,y,t)a(x, y,t) < 0.21B,11*(IyI* + |g ) I?).
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Yani y; = 0 ve 8; = §; = 0.2]|B,|? icin (3.14) saglanir. Sonug 3.1°i uygulamak icin
(3.18)’den

T = mi {3—0.16x3 4—-0.25%x3 E’>—O.16><4}_2034
MM 016 T 14025 0 14016 0T
Boylece (3.19)
0.2IBLlI2 < 2.034, yani ||B,|| < 3.189 (3.32)

olarak yazilabilir. Sonug 3.3 geregince ||B;|| < 3.189 oldugu takdirde (3.31) gecikmeli

ag1 neredeyse kesin tistel kararlidir.
3.2. Gecikmeli Hiicresel Sinir Aglarinin Kararhhgi

i=12,,nig¢in
n n
j=1 j=1

diferansiyel denklemi ile tanimli GHSA modelini goz 6niine alinsin. Burada n bir sinir
agindaki birim sayisi, x;(t) t anindaki i. birimin durum vektori, fj(x(])) t anindaki j.
birimin ¢iktisidir. a;;, byj, I; ve ¢; sabitlerdir. a;j, t anindaki i. birimin Uzerindeki j.
birimin giliciinii tanimlar. b;j, t — 7; anindaki i. birimin tizerindeki j. biriminin giictini
tanimlar. I; , i. birim lizerindeki dis onyargidir. 7;, j. birimin akson boyunca aktarma
gecikmesidir ve negatif olmayan bir sabittir. ¢;, i. birimin bir ag ve dis girdiden
baglantist kesilirken kendini yenileme oranini temsil eder. f;(i = 1,2,-:-,n) hiicre
¢iktist ile hiicre durumu arasindaki iligki su 6zelliklere sahiptir:

(H,) R tizerinde f;(i = 1,2,---,n) siirhdir;

(H,) Herhangi u, v € R i¢gin

Ifi() = fi(w)| < pilu — vl

olacak sekilde p; > 0 sayis1 vardir.
(Hy)den f;, R iizerinde siirekli bir fonksiyondur. Hiicre c¢iktisi ile hiicre durumu
arasindaki iliski 6zel olarak f;(x) = (1/2)(|]x + 1| — |x — 1]) ile tanimlanirsa, o zaman
W =1 icin (H;) ve (H,) sartlarin1 sagladigr goriiliir. (3.33) denkleminin devre
uygulamasi yapilmistir (Chua ve Yang 1998a; Roska ve Chua 1992).

Bu bolimde Cao ve Zhou (1998) makalesinde ¢alismis olduklar: (3.33) GHSA

modelinden farkli olarak, i = 1,2,--,n olmak iizere, |a;;(¢)| < &, &; = 0 i¢in
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6(®) =~ + ) ay@® f; (5©) + Y by f; (5t =1)) + I >0, (3.34)
j=1 =1

diferansiyel denklemi ile tanimli GHSA modelinin ¢6ziimiiniin global asimptotik
kararlilig1 incelendi.

Lemma 3.2. Hiicre fonksiyonunun ¢iktisi f;(i = 1,2,---,n) (H;) ve (H,) sartlari
sagliyorsa, o zaman (3.34) GHSA ig¢in bir denge noktas1 vardir.

Ispat. Eger x* = (x}, x5, -, x5,)7(3.34) GHSA icin bir denge noktast ise, o zaman x*

j=1

1| C
6 (0 = | ) ay Of () + ) by i)+
L j=1

1 I

IIM3

lineer olmayan denklem sistemini saglar.
= [(1/c)(a;; (@) + bij)]nxna I=(U/c), Uz/cy),+, Unfcn))  ve f(x*) =
(D, 03), -, fu (x;‘l))Tolsun. O zaman (3.35) denklemi
x*=Fx*)=Bf(x*)+1 (3.36)
formunda yazilabilir. x*, F: R™ - R™ doniisiimiiniin sabit noktasidir. F doniisiimiiniin
bir sabit noktasinin varligt Brouwer’in sabit nokta teoremi yardimiyla gosterilebilir.

Gergekten F(x) fonksiyonun i. bileseni x = (x1,x,*+,x,)T ve M = max sup| fj(s)|
sisn g

i¢in
(Fe) | =D [%(au(t) +by)| () +£—
j=1

j=1

SZ": Cl (a;(®) + bu)| M +—

l

Jj=1
ozelligini saglar.
<L |1
- “(q. N Al
K= max| Y [ (ay@ + by M+

=
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olsun. O zaman F(R™) c Q = {(x1,%2,***,xp) € R™: |x;| < K,i = 1,2,-+-,n}. Su halde
F’nin siirekli oldugu goriiliir. F’yi Q {izerinde smirlayalim. Yani F|,: Q — Q. F|q siurh
kapali ve konveks bir Q kiimesi lizerinde kendi i¢ine doniisiimdiir.
Not 3.1. Brouwer’in teoremi sabit noktanin tekligini garanti etmez. (3.33) denklem
sisteminin denge noktasinin hem tekligi hem de global asimptotik kararlilig1 i¢in bazi
kriterler sunulacaktir (Cao ve Zhou, 1998).
Lemma 3.3. (3.34) GHSA i¢in f;(i = 1,2, -+, n) hiicre fonksiyonlarinin ¢iktilari (H;) ve
(Hy) sartlarim1 saglasmn. O zaman (3.34) GHSA denkleminin tiim ¢oziimleri
[0, +0) lizerinde sinirlidir.
Ispat. GHSA denkleminin tiim ¢dziimleri

—cix;i(t) —a; < x;' < —cixi(t) + (3.37)

diferansiyel esitsizligi saglar. Burada

n
a; = Z(fij + |by;|) sup|f; ()| + 111
. SER
j=1
(3.37) esitsizliginden (3.34) GHSA denkleminin tim ¢6ziimleri [0, +oc0)

tizerinde sinirlidir. Bu da ispati tamamlar. ]
Teorem 3.4. (3.34) GHSA i¢in f;(i = 1,2,-:-,n) hiicre fonksiyonlarinin ¢iktilar1 (H,)

ve (H3) sartlarini saglasin. Ayrica sistemin parametreleri &;;, by

n
) M

(i) ﬁz(fif +|by|) < 1;
L
1 n

(ii) ;Z[#j(fij + |byj]) + w(&i + |bia])] < 25
lj=1
1 n

(ii) ;Z(#Jz'fij + & + byl + il bi]) < 25
lj=1
1 n

(iv) ZZ(fij + i + pylby | + il bii]) < 2;
lj=1

n
1
v) ZZ(MEU + i + w5 by | + [Bi) < 2;
lj=1

Sartlarii saglasin. Burada p;(j = 1,2, -+, n), (H,) hipotezindeki katsayilardir. O zaman

(3.34) GHSA denkleminin denge noktasi gecikmeye bagli olmaksizin global asimptotik

kararhdir.
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Ispat. Eger x* = (x7,x5,--,x;)7(3.34) GHSA icin bir denge noktas1 ise, o zaman

(3.34) denkleminde y;(t) = x;(t) — x; (i = 1,2,---,n) alinrsa,

yi() = —cyi() + Z a;;(t) (f] (Xf + yl-(t)) — f](x]*)>
=1

2 by (1 (5 + 3= 1) = £(x)) (339)
j=1

saglanir. Agikcas1 (0,0,---,0)T, (3.38) denkleminin bir denge noktasidir. (3.34)
denkleminin x* denge noktasinin global asimptotik kararliligini gostermek icin (3.38)
denklemini (0,0,---,0)7 denge noktasinin global asimptotik kararhigmi gostermek
yeterlidir. (3.34) ve (3.38) denklemlerinin ¢oziimlerinin varligi asagidaki analizin bir
sonucudur.

(D (1) sart1 saglansin. Lyapunov fonksiyonu

n ¢

WO =0© =y (@1 + Y byl [ nsdlds (339
= t-7;

i=1
olarak tanimlansin. (3.38) denkleminin ¢6ziimii boyunca V; fonksiyonunun sag iist

D*V, tiirevi alinsin.

n

n n
D'V, < Z —cily: ()] + Zﬂjfijb’j(tﬂ + Zﬂj|bij||3’j(t - 1)
i=1 j=1 j=1
n
+ ) il (@ = (e = 1))
j=1

= [ —en®14 D wigyly @]+ byl @)
' j=1 j=1

= z —cily: (O] + Z(#jfij + by )|y (®)
: =

=1
= —z Ci — Z(Hifji I IAG]
i=1| =1
= —z Ci — HiZ(fji A DAGCIESZ Z|Yj(t)| (3.40)
i=1] j=1 =1

elde edilir. Burada
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1<isn

n
: Hi
Y1 = ming;| 1 —ﬁZ(Eji + |bji|) > 0.
l j=1
(3.40) denkleminin bir sonucu

t n
AOIGESN IYMOTEAGIO (341
0 =1

olarak elde edilir. (3.41) esitsizliginden

fomzn:'yi(t)'dt < 4o (3.42)
i=1

elde edilir. Lemma 3.3’den x;(t), (0,+0) tlizerinde smirhdir. Bu da y;(t) ve y(t),
(0, +0) tizerinde sinirli oldugu anlamma gelir. Boylece y;(t), (0,+o0) iizerinde

diizgiin stireklidir. Su halde Yi=,|y;(t)|, (0, +o0) {izerinde diizgiin sinirhdir. (3.42)’den

n
lim Zm(tn =0 (3.43)
i=1

(3.43) denkleminden (3.38) denkleminin sifir ¢éziimii herhangi bir gecikme i¢in global
asimptotik kararlidir, dolayisiyla (3.34) GHSA denkleminin denge noktasi global
asimptotik kararlidir.

(I) (i1), (ii1), ve (iv) sartlar1 saglansin.

n n
1 1 t
V(1) =V,(»)(@) = Z Eyiz(t) + EZ .ujlbijlf yi(s)ds (3.44)
i=1 j=1 t=rj
(3.38) denkleminin ¢6ziimii boyunca V,’nin degisim oranini1 géz oniine alalim.
dV n n
2= 1@ | e + Y ay © (£ (35 +30) - /()
i=1 j=1
n
+ Z bij (fj (x5 +y(c 1)) - fj("f))
j=1
1 n
+§Z uj|bij|(yj2(t)—yj2(t—rj)) . (3.45)
j=1

(3.45) denkleminin sag tarafinda 2ab <a?+b? ve |fi(u)—fi(v)| < y;lu-—

v| esitsizlikleri kullanilirsa,



dav,
dt

27

<

'M=

Il
=

i j=1

[ ciyf () + Z ijlyi(@)| |f] (Xf + Yi(t)) — fi(xf

M:

+

> 1oyl |7, (x5 + 3 (e =) = £,

1

~.
1l

+
N =
'M=

1l
[

wi|bijl (}’jz ()—y/ (t— 7}))]

J

'M=

Il
Juy

l—clyl (t) + ZMJEUIyL(t)I ly; (@]

l

+

'M=

Wb [y O]y (£ = 1)
1

J

+
N =
(NgE

~
1l
Y

w;|byjl (yjz (O)—y} = 7}))

1 n
—CiYi (t) Ez El] yl(t)+y](t))

IA
1=

~.
Il
=

+
N -
(NgE

~
1]
oy

wilbii] (Y20 + y2(t = 17))

'M=

1
t3 by (3’1 () yjz(t—r]))]

1

J

= Zn: [ ciyf (t) + ZZu,Euyl (t)

4

1 - 2 1 N 2 1 C 2
+3 E i$Yf (O +5 E MIAHG) +5 E M HO,

n [ 1 n

= _Z Ci — EZ[.“]EU +nul€:]l+nu]|bl]|+:u'l| |] Xyiz(t)
i=1 j=1
n [ 1 n

== fei=5 ) s+ [byl) + il + 1)1 | < 2
i=1 j=1
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<Y, Z yi(®. (3.46)

Burada

1<isn

n
1
Y, = ming; |1 _Z_C-Z[Mj(fij + |bij|) +.“i(‘>;ji + |bji|)] > 0.
l}.=1

wy Iy O] < 1/2) (my?®©) +y2©)  ve  wlyi@lly; (0] < (1/2) (y2(©) +
ujyjz(t)). Bu esitsizlikler (3.45) denkleminin sag tarafi hesaplandiginda |f;(u) —

fi(w)| < pilu — v| oldugundan

av.
—2 < -vs Z yi(® (3:47)
elde edilir. Burada
n
1 2
Y3 = lmmcl 1- Z—Z[ﬂjfij + &+ ﬂjlbijl + ”ilbji” > 0.
<isn Ci 4 4
]=
dv. -
d_tz < _V4z yE() (3.48)
i=1

elde edilir. Burada

1<isn

1 < ,
Y4 = ming; —EZ[fij+llifji+Hj|bij|+lli|bji|] > 0.
L

(3.44) ve (3.46) denklemlerinden veya (3.44) ve (3.47) denklemlerinden veya (3.44) ve
(3.48) denklemlerinden teoremin onermeleri altinda (I)’deki islemlere benzer islemler
yapildiginda sonu¢ dogrudur.

(ITI) (v) sart1 saglansin.

n

1 n
Va0 = OO = Y (5320 + EZ byl [ viords (3.49)

i=1 t=r;j
(3.38) denkleminin ¢6zliimii boyunca V3 ’nin degisim oranini goz dniine alalim. (II)’deki

gibi sadelestirme yapildiginda

n n

av. 1

d_t3 < —Z [Ci —EZ[#jfij + i€ + w2 by | + |bil]| x 2@
i=1 =



29

<-v5 ) y2® (3.50)
i=1

elde edilir. Burada

1<isn

. 1 c 2
vs = minc1—-— E i85 + iy + by + [byi]]| > o
l}.=1

(3.49) ve (3.50) denklemlerinden teoremin Onermeleri altinda (I)’deki islemlere benzer
islemler yapildiginda sonug¢ dogrudur. Yani (i)-(v) sartlarindan herhangi birini saglayan
(3.34) GHSA denkleminin denge noktasi gecikmeye bagli olmaksizin global asimptotik

kararhidir.
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4. SONUCLAR VE ONERILER
4.1 Sonuclar

Bu ¢alismada i,j = 1,2, -+, n olmak {izere a; j(t) siirlt fonksiyonlari i¢in

xi(®) =~ + ) ay® £ (5©) + ) by f (x5t = 1)) + 1
=1 j=1

diferansiyel denklemin ile tanimli GHSA modelini diferansiyel denkleminin
¢Ozlimlerinin kararli olmasi i¢in Lyapunov'un ikinci metodu kullanilarak yeter sartlar

arastirilmistir.
4.2 Oneriler

Bu calismada i,j =1,2,---,n olmak {lizere herhangi a;;j(t) ve b;;(t)

fonksiyonlar1 i¢in
Xi(®) =~ + ) ay® f(5©) + Y by f; (e =) + I
j=1 j=1

ile tanimli GHSA modelinin ¢6zlimlerinin kararlilig1 ve sinirlilig1 arastirilmasi onerilir.
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> Kontrol Edilecek Hususlar

Sayfa yapisi uygun mu?

Sekil ve ¢izelge baslik ve icerikleri uygun mu?

Denklem yazimlar1 uygun mu?

Ic kapak, onay sayfasi, tez bildirimi, ozet, abstract, 6nsoz
ve/veya tesekkiir uygun yazildi mi?

Tez yazimi; Giris, Kaynak Arastirmasi, Materyal ve Yontem (veya
Teorik Esaslar), Arastirma Bulgulari ve Tartisma, Sonuglar ve
Oneriler siralamasinda midir?

Kaynaklar soyad: sirasina gore verildi mi?

Kaynaklarda verilen her bir yayina tez icerisinde atifta bulunuldu mu?
Kaynaklar a¢iklanan yazim kuralina uygun olarak yazildi m?

Tez igerisinde kullanilan sekil ve cizelgelerde kullanilan ifadeler
Tiirkce’ye ¢evrilmis mi? (Latince ve Ozel kelimeler harigtir)

Tezin icindekiler kismi, tez igerisinde verilen bagliklara uygun
hazirlanmig m1?

"Tez Onerisi Formunun (FBE Form 22) ilk sayfasi ile birlikte
materyal ve yontem kisimlarim igeren sayfalarin fotokopisini
tezinizin i¢indekiler sayfasindan &nce telli zimbali formda koydunuz
mu?

=
-
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Yukaridaki verilen cevaplarin dogrulugunu kabul ediyorum.

Unvani Adi SOYADI

Ogrenci : Ogr. Gor. Sakir CETIN

Damisman : Doc. Dr. Erdal KORKMAZ

Tez tesliminde enstiti web sayfas1 veri tabaninda yayinlanmasina izin
veriyorum /vermiyorum.
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