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SİMGELER VE KISALTMALAR 

 

Simgeler 

𝒉(𝑨, 𝑩)       : 𝐴 ve 𝐵 kümeleri arasındaki Haussdorff uzaklık 

∆𝑨𝒏        : 𝐴𝑛 küme dizisinin fark dizisi 

𝜹        : Delta 

ℕ        : Doğal sayılar Kümesi 

𝒊𝒏𝒇        : En büyük alt sınır 

𝒔𝒖𝒑        : En küçük üst sınır 

𝜺        : Epsilon 
𝑭
→        : Fisher anlamında yakınsak 
𝑯
→        : Haussdorf anlamında yakınsak 
𝑲
→        : Kuratowski anlamında yakınsak 
𝑴
→        : Mosko anlamında yakınsak 

ℝ        : Reel Sayılar Kümesi 

𝑩(𝒙, 𝒓)        : 𝑥 merkezli 𝑟 yarıçaplı kapalı yuvar 

𝑺(𝒙, 𝒓)         : 𝑥 merkezli 𝑟 yarıçaplı açık yuvar 

𝑫(𝑿)        : 𝑋 metrik uzayın alt kümeleri 

𝑪𝑳(𝑿)        : 𝑋 metrik uzayının boştan farklı kapalı alt kümeleri 

𝑪𝑪(𝑿)         : 𝑋 metrik uzayının boştan farklı kapalı, konveks alt kümeleri 

𝒅(𝒙, 𝑨)        : 𝑥 noktasının 𝐴 kümesine olan uzaklığı  

𝒃𝒐𝒚(𝑿)       : 𝑋 uzayının boyutu 

𝑿′        : 𝑋 uzayının duali 
𝑾
→                 : Wijsman anlamında yakınsak 

⇀        : Zayıf yakınsaklık
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1. GİRİŞ VE KAYNAK ARAŞTIRMASI 

     Matematiğin günlük hayatımızı kolaylaştıran yönü tartışılamaz derecede büyük. 

Bu kolaylık çoğu kez soyut olan düşüncelerin somut bir şekilde kendini göstermesiyle 

gerçekleşir. Günlük yaşantımızda, hayatımızın birçok alanında karşımıza çıkan, 

matematiğin kullanıldığı alanlardan biri de dizilerdir. Diziler başlangıçta sayı dizleri ile 

ortaya çıkmış ve belli bir düzene göre hareket eden sıralı sayıları ifade etmiştir. 

Matematiğin günlük hayatı kolaylaştıran ve hayatta sıklıkla kullanılan bir diğer konusu 

da kümelerdir. Gerek bir gruplaşma gerek bir topluluğu ifade eden kümeler matematiğin 

temel konularından olup, diğer birçok konuyla ilgilidir. 

Bu çalışmada diziler ve kümelerin birleşiminden oluşan küme dizileri ve bu küme 

dizilerinin bazı yakınsaklık çeşitleri ele alındı. Yakınsak bir küme dizisinin fark dizisinin 

de yakınsak olup olmadığı incelendi. Literatürde yakınsak küme dizileri ile ilgili birçok 

çalışma vardır.  

 Dizilerin yakınsaklık kavramı. Wijsman (1964), Effros (1965), Holmes (1966), 

Mosco (1969), Salinetti ve Wets (1979), Beer (1985), Baronti ve Pappini (1986), 

Uthayakumar (1999), Wills (2007), Nuray ve Rhoades (2012),  Papini ve Wu (2015) 

tarafından küme dizilerinin yakınsaklığı kavramına büyükletildi. Küme dizilerinin 

yakınsaklığı fikri Archimed’ e kadar dayanır. 1910’da Haussdorff iki küme arasındaki 

uzaklığı tanımladı. 

 Konveks küme dizilerinin ve konveks fonksiyonların yakınsaklığı 1960 larda 

birçok kişi tarafından çalışıldı. Wijsman 1964 yılında “Konveks küme dizilerinin 

yakınsaklığı, koniler ve fonksiyonlar” adlı makalesinde bir Öklid m-uzayındaki konveks 

fakat sınırlı olması gerekmeyen küme dizilerini çalıştı. Effros 1965’te bir topolojik 

uzayda kapalı alt kümelerin yakınsaklığını çalıştı. Holmes 1966 yılında “En iyi 

yaklaşımlara yaklaşma” adlı makalesinde normlu uzayda yakınsaklık türlerinden 

bazılarının sağlanması için uzayın sonlu boyutlu olması gerektirdiğini gösterdi. 

 Salinetti ve Wets 1979 yılında “Sonlu boyutlarda konveks küme dizilerinin yakınsaklığı 

üzerine” adlı makalesinde noktasal yakınsaklığı içeren konveks fonksiyonların dizisi için 

çeşitli yakınsaklık türleri arasındaki ilişkiyi çalıştı. 1985 yılında Beer tarafından kapalı 

olmayan bir 𝑋 metrik uzayının alt kümelerinden oluşan {𝐶𝑛} küme dizisinin Kuratowski 

anlamında 𝑋 metrik uzayının boştan farklı kapalı bir 𝐴 altkümesine yakınsak olduğu ve 

Wijsman ile Kuratowski anlamında yakınsaklıklar arasındaki ilişki gösterildi. 1986 da 
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Baronti ve Pappini “Küme dizilerinin yakınsaklığı” isimli çalışmalarında Kuratowski, 

Haussdorff, Fisher, Mosco ve Wijsman yakınsaklıkları arasındaki ilişki gösterildi. 

Uthayakumar 1999 yılında “Optimizasyon problemlerinin yakınsaklığı üzerine çalışma” 

çalışmasında sonlu boyutlu uzaylardaki küme dizilerinin yakınsaklıklarının çeşitli 

notasyonları arasındaki ilişkiyi bir ağ şeklinde sundu ve çalıştı. 2007 yılında Wills 

“Haussdorff uzaklık ve konveks kümeler” makalesinde normlu bir uzayda alınan sınırlı, 

kapalı, boştan farklı ve konveks iki kümenin Haussdorff uzaklığının, bu iki kümenin 

sınırları arasındaki Haussdorff uzaklığı ile aynı olduğunu gösterdi. 2012 de Nuray ve 

Rhoades tarafından küme dizileri için sınırlı dizi kavramı verildi. Papini ve Wu 2015 

yılında “İç içe küme dizileri, yuvarlar, Haussdorff yakınsaklık” adlı makalelerinde 

Kuratowski ve Haussdorff anlamında yakınsaklık çeşitlerini çalıştı.  
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2. MATERYAL VE METOD 

2.1. Temel Tanımlar 

 

Tanım 2.1 İyi tanımlı nesneler topluluğuna küme denir (Dönmez, 1987). 

Tanım 2.2 Tanım kümesi doğal sayılardan ibaret olan fonksiyona dizi denir. 

Tanım 2.3 (𝑥𝑛) bir dizi olsun. Her 𝜀 > 0 ve 𝑘𝜖ℕ için |𝑥𝑛 − ℓ| < 𝜀 olacak şekilde 𝑛(𝜀) >

𝑘 doğal sayısının olması halinde (𝑥𝑛) dizisi ℓ sayısına yakınsar denir. 

Tanım 2.4 (𝑥𝑛) bir dizi olsun. Her 𝜀 > 0 için 𝑚, 𝑛 > 0 olduğunda |𝑥𝑛 − 𝑥𝑚| < 𝜀 olacak 

şekilde 𝑛 = 𝑛(𝜀) sayısı varsa (𝑥𝑛) dizisine bir Cauchy dizisi denir (Knopp, 1954). 

Tanım 2.5 (𝑥𝑛) bir dizi olsun. Eğer her 𝑛, 𝑚𝜖ℤ+için 𝑛 < 𝑚 iken 𝑥𝑛 < 𝑥𝑚 ise (𝑥𝑛) dizisi 

düzgün artan dizi, her 𝑛, 𝑚𝜖ℤ+ için 𝑛 > 𝑚 iken 𝑥𝑛 > 𝑥𝑚 ise (𝑥𝑛) dizisi düzgün azalan 

dizi denir. Bir dizi düzgün artan ya da düzgün azalan ise diziye düzgün monoton dizidir 

denir (Mostafazadeh, 2013). 

Tanım 2.6 (𝑥𝑛) bir dizi olsun. Her 𝑘𝜖ℕ için 𝑛𝑘 < 𝑛𝑘+1 olmak üzere (𝑛𝑘) bir dizi olsun. 

(𝑥𝑛𝑘
) = (𝑥𝑛1

, 𝑥𝑛2
, … ) dizisine (𝑥𝑛) dizisinin alt dizisi denir (Balcı, 2009). 

Tanım 2.7 𝑋 ≠ ∅ bir küme 𝐹 reel ya da kompleks sayılar cismi olmak üzere,+: 𝑋 × 𝑋 →

𝑋 ve ∙: 𝐹 × 𝑋 → ℝ dönüşümleri verilsin. Her 𝑥, 𝑦, 𝑧𝜖𝑋 ve 𝜆, 𝜇 skalerleri için aşağıdaki 

şartları sağlayan  𝑋 kümesine lineer(vektör) uzay denir. 

L1. 𝑥 +  𝑦𝜖 𝑋 

L2.  𝑥 +  ( 𝑦 + 𝑧 ) = ( 𝑥 + 𝑦 ) + 𝑧 

L3. 𝑥 + 𝜃 =  𝜃 + 𝑥 =  𝑥 olacak şekilde 𝜃𝜖𝑋 mevcut 

L4. 𝑥 +  ( −𝑥 )  =  ( −𝑥 ) + 𝑥 = 𝜃 olacak şekilde (– 𝑥)𝜖 𝑋 olmalı, 

L5. 𝑥 +  𝑦 = 𝑦 + 𝑥 

L6. 𝜆𝑥𝜖𝑋  

L7. 1𝑥 = 𝑥 olacak şekilde 1𝜖𝑋 vardır. 

L8. 𝜆(𝑥 + 𝑦) = 𝜆𝑥 + 𝜆𝑦 

L9. (𝜆 + 𝜇)𝑥 = 𝜆𝑥 + 𝜇𝑥  (Maddox, 1970). 
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Tanım 2.8 𝑋 ≠ ∅ bir küme 𝑑: 𝑋 × 𝑋 → 𝑋 uzaklık fonksiyonu olmak üzere her 𝑥, 𝑦, 𝑧𝜖𝑋 

için aşağıdaki şartları sağlayan 𝑑 fonksiyonuna 𝑋 te bir metrik (𝑋, 𝑑) ikilisine de bir 

metrik uzay denir. 

M1. 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 ⇔ 𝑥 = 𝑦 

M2. 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥) 

M3. 𝑑(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑧) (Bayraktar, 2006). 

Tanım 2.9 𝑋 bir lineer uzay olmak üzere 𝑥 noktasının ‖  ‖: 𝑋 → ℝ fonksiyonu altındaki 

değerini ‖𝑥‖ ile gösterelim. Her 𝑥, 𝑦𝜖𝑋 ve 𝛼𝜖ℝ için aşağıdaki şartları sağlayan ‖  ‖ 

fonksiyonuna 𝑋 üzerinde bir norm ve (‖  ‖, 𝑋) ikilisine de bir normlu uzay denir. 

N1. ‖𝑥‖ = 0 ⟺ 𝑥 = 0 

N2.‖𝛼𝑥‖ = |𝛼|‖𝑥‖ 

N3. ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖ (Maddox, 1970) 

Tanım 2.10 𝑋 bir metrik uzay olsun. 𝑋 de alınan her Cauchy dizisi 𝑋 uzayında bir noktaya 

yakınsıyorsa 𝑋 e tam uzay denir (Goldberg, 1976). 

Tanım 2.11 𝑋 bir lineer uzay olsun. 𝑋 üzerinde tanımlı olan norm metriğine göre tam ise  

𝑋 e Banach uzayı denir (Çakar, 2007). 

Tanım 2.12 (𝑋, 𝑑) ve (𝑌, 𝑑′) metrik uzayları verilsin. 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 dönüşüm ve 𝑥0𝜖𝑋 olsun. 

Her 𝜀 > 0 için en az bir 𝛿 > 0 sayısı var öyleki her 𝑥𝜖𝑋 için 𝑑(𝑥, 𝑥0) < 𝛿 olduğunda 

𝑑′(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥0)) < 𝜀 oluyorsa 𝑓 dönüşümü 𝑥0 noktasında süreklidir denir (Musayev ve 

Alp, 2000). 

Tanım 2.13 𝑋 boştan farklı bir küme ve 𝜏, 𝑋 in alt kümelerinden oluşan bir aile olsun. 

Eğer 𝜏 aşağıdaki özellikleri sağlarsa, 𝜏 ailesinin her elemanına, 𝑋 üzerinde topolojik yapı 

ya da kısaca topoloji, (𝑋, 𝜏) ikilisine de bir topolojik uzay denir 

T1. 𝑋, ∅𝜖𝜏 

T2. Her 𝑖𝜖ℕ için sonlu ya da sonsuz sayıda 𝐴𝑖 lerin birleşimi 𝜏 ya ait 

T3. Her 𝑖𝜖ℕ için sonlu sayıda 𝐴𝑖 lerin kesişimi 𝜏 ya ait (Yüksel, 2002). 
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Tanım 2.14 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay olsun. 𝑋 kümesinin alt kümelerinden oluşan bir 

(𝐴𝑖)𝑖𝜖𝐼 ailesi verilsin. Eğer 𝑋 = ⋃ 𝐴𝑖𝑖𝜖𝐼  ise, (𝐴𝑖)𝑖𝜖𝐼 ailesine 𝑋 kümesinin bir örtüsü denir 

(Yüksel, 2002). 

Tanım 2.15 𝑋 bir metrik uzay 𝑀 ⊂ 𝑋 olsun. 𝑀̅, 𝑀 nin kapanışını göstersin. Eğer  𝑀̅ = 𝑋 

ise 𝑀 kümesi 𝑋 de yoğun denir (Bayraktar, 2006). 

Tanım 2.16 𝑉 kümesi 𝑅 veya 𝐶 üzerinde bir lineer uzayı ve 𝐴 ⊂ 𝑉 olmak üzere 𝑥, 𝑦𝜖𝐴 

ve 0 ≤ 𝜆 ≤ 1 için 

 (1 − 𝜆)𝑥 + 𝜆𝑦𝜖𝐴 

gerçekleniyor ise 𝐴 kümesine bir konveks küme denir.  

Tanım 2.17 𝑋 bir metrik uzay olsun. 𝑋 deki her dizi yakınsak bir alt diziye sahipse 𝑋 

uzayı kompakttır denir (Çakar, 2007).  

Tanım 2.18 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay olsun. 𝑋 in her açık örtüsü sonlu bir alt örtüye 

sahipse, (𝑋, 𝜏) uzayına kompakt uzay denir (Yüksel, 2002). 

Tanım 2.19 (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay ve 𝐺 ⊂ 𝑋 olsun. Her 𝑎𝜖𝐺 için 𝐵(𝑎, 𝜀) ⊂ 𝐺 ise  𝐺 ye 

açık küme denir (Maddox, 1970). 

Tanım 2.20 𝑋 metrik uzayında tümleyeni açık olan kümeye kapalı küme denir (Maddox, 

1970).  

Tanım 2.21 (𝑋, 𝑑) ve (𝑌, 𝑑′) metrik uzayları verilsin. 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 dönüşümü uzaklıkları 

koruyorsa yani her 𝑥, 𝑦𝜖𝑋 için 𝑑′(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)) = 𝑑(𝑥, 𝑦) ise 𝑓 dönüşümüne izometrik 

dönüşüm denir (Musayev ve Alp, 2000). 

Tanım 2.22 (𝑋, 𝜏) bir topolojik uzay olsun. 𝑑 metriğine göre açık kümelerin ailesi 𝜏 

olacak şekilde 𝑋 de bir 𝑑 metriği tanımlanabilirse (𝑋, 𝜏) uzayına metriklenebilir uzay 

denir (Balcı, 2009).  

Tanım 2.23 𝑋, 𝐾 cismi üzerinde normlu uzay olsun. 𝑋 üzerinde tanımlı tüm sınırlı lineer 

fonksiyonellerin Banach uzayına 𝑋 in sürekli düali denir ve 𝑋′ ile gösterilir (Musayev ve 

Alp, 2000). 

Tanım 2.24. (𝑋, ‖ . ‖) uzayında bir  (𝑥𝑛) dizisi verilmiş olsun. Eğer her 𝑓𝜖𝑋′ için 

  𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑓(𝑥𝑛) = 𝑓(𝑥0) 
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olacak şekilde 𝑥0𝜖𝑋 elemanı varsa (𝑥𝑛) dizisi 𝑥0 noktasına zayıf yakınsar denir (Musayev 

ve Alp, 2000). 

Tanım 2.25 𝑋 normlu uzay ve 𝑋 = 𝑋′′ ise 𝑋 e yansımalı(yansımalı) uzay denir (Musayev 

ve Alp, 2000). 

Tanım 2.26 ℝ Reel sayılar kümesinin bir 𝐸 alt kümesinde tanımlı fonksiyonların dizisi 

(𝑓𝑛) olsun. Her 𝑥𝜖𝐸 için (𝑓𝑛(𝑥)) sayı dizisi yakınsak olsun. Bu takdirde her 𝑥𝜖𝐸 için 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑓𝑛(𝑥) = 𝑓(𝑥) 

şeklinde bir 𝑓 fonksiyonu tanımlanabilir. Bu durumda (𝑓𝑛) fonksiyon dizisi 𝐸 üzerinde 

noktasal yakınsaktır denir ve 𝑓 fonksiyonuna dizinin noktasal limiti denir (Çakallı, 2001). 

Tanım 2.27 𝑋 ≠ ∅ bir küme, 𝑃(𝑋) 𝑋 in kuvvet kümesi ve ℕ doğal sayılar kümesi olmak 

üzere 𝑓: ℕ → 𝑃(𝑋) şeklinde tanımlanan her 𝑓 fonksiyonu her n𝜖ℕ için  𝑃(𝑋) kümesinde 

bir 𝑓(𝑛) = 𝐴𝑛 kümesini gösterir. Bu şekilde tanımlı 𝑓 fonksiyonunun görüntü kümesini 

oluşturan 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, …  kümelerinden oluşan {𝐴𝑛} = {𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, …  } dizisine bir küme 

dizisi denir. 

Tanım 2.28 𝑋 bir küme ve (𝐴𝑛), 𝑋 in elemanlarından oluşan kümelerin bir ailesi olsun. 

   𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝑠𝑢𝑝 𝐴𝑛  = ⋂ (⋃ 𝐴𝑛
∞
𝑛=𝑚 )∞

𝑚=1  

   𝑙𝑖𝑚
𝑛

 𝑖𝑛𝑓 𝐴𝑛 = ⋃ (⋂ 𝐴𝑛
∞
𝑛=𝑚 )∞

𝑚=1  

kümelerine sırasıyla (𝐴𝑛) küme dizisinin üst limiti ve alt limiti denir. 

Tanım 2.29 (𝐴𝑛) küme dizisi eğer her 𝑛 için 𝐴𝑛 ⊆ 𝐴𝑛+1 ise (𝐴𝑛) artan küme dizisi, her 

𝑛 için 𝐴𝑛+1 ⊆ 𝐴𝑛 ise (𝐴𝑛) azalan küme dizisidir denir (Balcı, 2009).  

Tanım 2.30 𝑋 bir küme ve (𝐴𝑛), 𝑋 in elemanlarından oluşan alt kümelerinin bir küme 

dizisi olsun. Eğer 𝑙𝑖𝑚
𝑛

 𝑖𝑛𝑓 𝐴𝑛 = 𝑙𝑖𝑚
𝑛

 𝑠𝑢𝑝 𝐴𝑛 = 𝐴 ise (𝐴𝑛) küme dizisi 𝐴 kümesine 

yakınsar denir (Nuray ve Rhoades, 2012). 

Tanım 2.31 (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay ve 𝐴𝑛, 𝑋 in boştan farklı alt kümeleri olsun. Eğer her 

𝑥𝜖𝑋 için  

 𝑠𝑢𝑝
𝑛

𝑑(𝑥, 𝐴𝑛) < ∞ 

oluyorsa, (𝐴𝑛) küme dizisine sınırlıdır denir (Nuray ve Rhoades, 2012).  
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Tanım 2.32 𝑋 metrik uzayının sayılabilir yoğun alt kümesi varsa 𝑋 e ayrılabilir metrik 

uzay denir (Musayev ve Alp, 2000). 

Önerme 2.1 (Musayev ve Alp, 2000) Yansımalı bir Banach uzayının her alt uzayı da 

yansımalıdır. 

Önerme 2.2 𝐵𝑜𝑦(𝑋) < ∞ ise 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 olması için gerekli ve yeterli şart 𝑤 −

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 olmasıdır. 

 Kuvvetli ve zayıf yakınsaklığın denk olduğu sonsuz boyutlu normlu uzaylar da 

vardır. Bunlardan biri 1921 yılında I.Schur tarafından verilen 𝑙1 uzayıdır (Musayev ve 

Alp, 2000). 

2.2. Küme Dizilerinin Yakınsaklığı İle İlgili Örnekler 

 

Şimdi ilerideki çalışmalarımızda kullanacağımız yakınsak küme dizi örneklerini 

verelim (Balcı, 2009). 

1. a. (𝐴𝑛) artan bir küme dizisi ise 

  lim
𝑛→∞

𝐴𝑛 = ⋃ 𝐴𝑛𝑛𝜖ℕ  

olur. 

 Bunun için 𝑙𝑖𝑚
𝑛

 𝑖𝑛𝑓 𝐴𝑛 = 𝑙𝑖𝑚
𝑛

 𝑠𝑢𝑝 𝐴𝑛 = ⋃ 𝐴𝑛𝑛𝜖ℕ  olduğunu gösterelim. (𝐴𝑛) 

artan dizi olduğundan 

  𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝑠𝑢𝑝 𝐴𝑛  = ⋂ (⋃ 𝐴𝑛
∞
𝑛=𝑚 )∞

𝑚=1 = ⋂ (⋃ 𝐴𝑛
∞
𝑛=1 )∞

𝑚=1 = ⋃ 𝐴𝑛
∞
𝑛=1  

ve 

 𝑙𝑖𝑚
𝑛

 𝑖𝑛𝑓 𝐴𝑛 = ⋃ (⋂ 𝐴𝑛
∞
𝑛=𝑚 ) =∞

𝑚=1 ⋃ (𝐴𝑚 ∩ 𝐴𝑚+1 ∩ … ) =∞
𝑚=1 ⋃ 𝐴𝑚

∞
𝑛=1  

olur. 

 b. (𝐵𝑛) azalan bir küme dizisi ise 

  lim
𝑛→∞

𝐵𝑛 = ⋂ 𝐵𝑛𝑛𝜖ℕ  

olur. 
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 Bunun için 𝑙𝑖𝑚
𝑛

 𝑖𝑛𝑓 𝐵𝑛 = 𝑙𝑖𝑚
𝑛

 𝑠𝑢𝑝 𝐵𝑛 = ⋂ 𝐵𝑛𝑛𝜖ℕ  olduğunu gösterelim. (𝐵𝑛) 

artan dizi olduğundan 

   𝑙𝑖𝑚
 𝑛

𝑠𝑢𝑝 𝐵𝑛  = ⋂ (⋃ 𝐵𝑛
∞
𝑛=𝑚 )∞

𝑚=1 = ⋂ 𝐵𝑚
∞
𝑚=1  

ve 

   𝑙𝑖𝑚
 𝑛

 𝑖𝑛𝑓 𝐵𝑛 = ⋃ (⋂ 𝐵𝑛
∞
𝑛=𝑚 )∞

𝑚=1  

          = ⋃ (𝐵𝑚 ∩ 𝐵𝑚+1 ∩ … )∞
𝑚=1  

          = ⋃ (𝐵1 ∩ 𝐵2 ∩ … ∩ 𝐵𝑛 ∩ … )∞
𝑚=1  

          = ⋃ (⋂ 𝐵𝑛
∞
𝑛=1 )∞

𝑚=1 = ⋂ 𝐵𝑛
∞
𝑛=1  

olur. 

2. (𝐴𝑛), herhangi 𝑋 kümesinin alt kümelerinin ayrık bir dizisi ise 

lim
𝑛→∞

𝐴𝑛 = ∅ 

olur. 

 𝑚 ≠ 𝑛 olmak üzere her 𝑚, 𝑛𝜖ℕ için 𝐴𝑛 ∩ 𝐴𝑚 = ∅ dir. 𝑙𝑖𝑚
𝑛

 𝑖𝑛𝑓 𝐴𝑛 =

𝑙𝑖𝑚
𝑛

 𝑠𝑢𝑝 𝐴𝑛 = ∅ olduğunu gösterelim. (𝐴𝑛) dizisi ayrık olduğundan 

  𝑙𝑖𝑚
𝑛

 𝑖𝑛𝑓 𝐴𝑛 = ⋃ (⋂ 𝐴𝑛
∞
𝑛=𝑚 ) =∞

𝑚=1 ∅ 

sağlanır. 𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝑠𝑢𝑝 𝐴𝑛  = ⋂ (⋃ 𝐴𝑛
∞
𝑛=𝑚 )∞

𝑚=1 ≠ ∅ olsun. Bu durumda her 𝑚𝜖ℕ için en az bir 

𝑥0𝜖 ⋃ 𝐴𝑛
∞
𝑛=𝑚  vardır. Bu ise her 𝑚𝜖ℕ için en az bir 𝑚0𝜖ℕ (𝑚0 ≥ 𝑚) ∋ 𝑥𝜖𝐴𝑚0

 olmasını 

gerektirir. Arakesit işlemini 𝑚 = 𝑚0 + 1 için başlatırsak 𝑥 elemanı 𝑚0 + 1 ve daha 

sonraki indislere sahip bir kümenin elemanı olmak zorundadır. Bu ise (𝐴𝑛) dizisinin ayrık 

olmasıyla çelişir. Dolayısıyla 𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝑠𝑢𝑝 𝐴𝑛 = ∅ olmak zorundadır. Sonuç olarak lim
𝑛→∞

𝐴𝑛 =

∅ elde edilir. 

3. Genel terimleri ile verilen aşağıdaki küme dizilerinin yakınsaklığını inceleyelim. 

a. 𝐴𝑛 = [−
1

𝑛
,

1

𝑛
] olsun. 

Her 𝑛𝜖ℕ için − 1

𝑛
< −

1

𝑛+1
<

1

𝑛+1
<

1

𝑛
 olduğundan (𝐴𝑛) dizisi azalan bir dizidir. O halde 

 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝐴𝑛 = ⋂ 𝐴𝑛𝑛𝜖ℕ  
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olur. 

 ⋂ 𝐴𝑛𝑛𝜖ℕ = 𝐴1 ∩ 𝐴2 ∩ … ∩ 𝐴𝑛 ∩ … 

                  = [−1,1] ∩ [−
1

2
,

1

2
] ∩ … ∩ [−

1

𝑛
,

1

𝑛
] ∩ … 

                  = {0}   

olduğundan 𝑛 → ∞ için 𝑙𝑖𝑚 𝐴𝑛 = {0} elde edilir. 

b. 𝐵𝑛 = {−𝑛, … , −2, −1,0,1,2, … , 𝑛} ise 

Her 𝑛𝜖ℕ için 𝐵𝑛 ⊂ 𝐵𝑛+1 olduğundan {𝐵𝑛} dizisi artan bir dizidir. O halde 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝐵𝑛 = ⋃ 𝐵𝑛
∞
𝑛=1   

olur. 

 ⋃ 𝐵𝑛
∞
𝑛=1 = {−1,0,1} ∪ {−2, −1,0,1,2} ∪ … = ℤ 

olduğundan 𝑛 → ∞ için 𝑙𝑖𝑚 𝐵𝑛 = ℤ elde edilir. 

4.   𝐸𝑛 = {
(0, 1

𝑛
)  ;   𝑛 tek ise

 [1

𝑛
, 1)  ;   𝑛 çift ise

 

ile tanımlanan (𝐸𝑛) dizisinin yakınsaklık durumunu inceleyelim. 

              (𝐴𝑛) = (0,
1

2𝑛 − 1
) 

              (𝐵𝑛) =  [
1

2𝑛
, 1) 

olmak üzere (𝐴𝑛) ve (𝐵𝑛) dizileri (𝐸𝑛) dizisinin alt dizileridir. 

(𝐴𝑛) azalan dizi olduğundan 

 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝐴𝑛 = ⋂ 𝐴𝑛 = ∅∞
𝑛=1  

olur. 

(𝐵𝑛) artan dizi olduğundan 

   𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝐵𝑛 = ⋃ 𝐵𝑛
∞
𝑛=1 = (0,1) 

olur. 
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 (𝐸𝑛) dizisinin alt dizilerinin limiti birbirinden farklı olduğundan (𝐸𝑛) dizisinin 

limiti yoktur. 

5. (𝐸𝑛) herhangi bir dizi ve 𝐹 herhangi bir küme olsun. 

a. 𝐹 ∖ 𝑙𝑖𝑚
𝑛

 𝑠𝑢𝑝 𝐸𝑛 = 𝑙𝑖𝑚
𝑛

 𝑖𝑛𝑓 (𝐹 ∖ 𝐸𝑛) 

      𝐹 ∖ 𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝑠𝑢𝑝 𝐸𝑛 = 𝐹 ∖ (⋂ (⋃ 𝐸𝑛
∞
𝑛=𝑚 )∞

𝑚=1 ) 

   = 𝐹 ∩ {⋂ (⋃ 𝐸𝑛
∞
𝑛=𝑚 )∞

𝑚=1 }𝑡 

    = 𝐹 ∩ {⋃ (⋃ 𝐸𝑛
∞
𝑛=𝑚 )𝑡∞

𝑚=1 } 

  = 𝐹 ∩ (⋃ ⋂ 𝐸𝑛
𝑡∞

𝑛=1
∞
𝑚=1 ) 

   = ⋃ (𝐹 ∩ (⋂ 𝐸𝑛
𝑡∞

𝑛=1 ))∞
𝑚=1  

   = ⋃ ⋂ (𝐹 ∩ 𝐸𝑛
𝑡)∞

𝑛=𝑚
∞
𝑚=1 = 𝑙𝑖𝑚

𝑛
 𝑖𝑛𝑓 (𝐹 ∖ 𝐸𝑛) 

2.3. Küme Dizilerinin Bazı Yakınsaklık Türleri 

 

 Çalışmamızın bu kısmında Baronti ve Pappini’nin “Convergence of sequence of 

sets” makalesinde geçen, küme dizilerinin Mosco, Kuratowski, Wijsman, Haussdorff ve 

Fisher anlamında yakınsak çeşitleri çalışıldı.   

𝑋 bir metrik uzay ve 2𝑋 , 𝑋 in elemanlarından oluşan alt kümeleri göstermek üzere, 

2𝑋 deki küme dizilerinin sadece yakınsak olanları alınacaktır. Ayrıca küme dizilerinin 

terimleri ve limiti (mevcutsa) kapalı (boş küme dahil) kümeler olarak alınacaktır. 𝑥𝜖𝑋 ve 

𝑟 > 0 için, 

 𝐵(𝑥, 𝑟) = {𝑦𝜖𝑋|  𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑟} 

ve 

 𝑆(𝑥, 𝑟) = {𝑦𝜖𝑋|  𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝑟} 

kümeleri sırasıyla 𝑥 merkezli 𝑟 yarıçaplı kapalı ve açık yuvarları belirtir. Ayrıca ∅ ≠ 𝐴 ⊂

𝑋  ise 𝑥 noktasının 𝐴 kümesine uzaklığı  

 𝑑(𝑥, 𝐴) = 𝑖𝑛𝑓{𝑑(𝑥, 𝑦)|  𝑦𝜖𝐴} 

ve 
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 𝑑(𝑥, ∅) = ∞ 

ile tanımlanır (Baronti ve Pappini, 1986).  

 𝐴 ve 𝐵 boştan farklı iki küme olmak üzere  

 𝑑(𝐴, 𝐵) = 𝑖𝑛𝑓 {‖𝑎 − 𝑏‖|𝑎𝜖𝐴, 𝑏𝜖𝐵} 

ve her 𝜀 > 0 için  

 𝐴𝜀 = {𝑥𝜖𝑋|   𝑑(𝐴, {𝑥}) ≤ 𝜀 } 

yazılır. Daha kolay olarak, 

 𝐴 ⊆ 𝐵 ⇒ 𝐴𝜀 ⊆ 𝐵𝜀 

olur. 𝐴 ve 𝐵 kümeleri arasındaki Haussdorff uzaklığı 

 ℎ(𝐴, 𝐵) = 𝑖𝑛𝑓 {𝜀 > 0 |𝐴 ⊆ 𝐵𝜀 , 𝐵 ⊆ 𝐴𝜀} 

ile tanımlanır. 𝜕𝐴, 𝐴 nın sınırını göstermek üzere, 𝐴 ve B konveks ise, 

ℎ(𝐴, 𝐵) = ℎ(𝜕𝐴, 𝜕𝐵) 

olur. 𝐴 ve B konveks olmadığında bu yanlıştır. Son zamanlarda bu yeniden tartışılmakta 

(Wills (2007) ’ in çalışmasında bu durum detaylı şekilde çalışılmıştır) (Papini ve Wu, 

2015). 

2.3.1. Kuratowski yakınsaklık 

 

Şimdi 𝐷(𝑋), 𝑋 metrik uzayının alt kümelerini göstermek üzere küme dizileri için 

Kuratowski anlamında yakınsaklığı inceleyelim. 

Tanım 2.33 𝐴𝑛

𝐾
→ 𝐴 ya da 𝐾 − 𝑙𝑖𝑚 𝐴𝑛 ile gösterilen 𝑛𝜖ℕ olmak üzere {𝐴𝑛 } küme 

dizisinin 𝐴 ∈ 𝐷(𝑋) kümesine Kuratowski anlamında yakınsaklığı;  

𝑙𝑖𝑚
𝑛

 𝐴𝑛 = 𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝐴𝑛 = 𝑙𝑖𝑚
𝑛

 𝐴𝑛 

ile tanımlanır (Baronti ve Pappini, 1986). Burada  

      𝑙𝑖𝑚
𝑛

 𝐴𝑛 = {𝑥𝜖𝑋|𝑏𝑖𝑟 {𝑥𝑛} dizisi mevcut ∋ her 𝑛𝜖ℕ için 𝑥𝑛𝜖𝐴𝑛,  𝑥𝑛 → 𝑥} 

      𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝐴𝑛 = {𝑥𝜖𝑋|{𝐴𝑛𝑘
}, {𝑥𝑛𝑘

} diziler ve en az bir 𝑘𝜖ℕ için 𝑥𝑛𝑘
𝜖𝐴𝑛𝑘

, 𝑥𝑛𝑘
 → 𝑥} 
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ve 

𝑙𝑖𝑚
𝑛

 𝑠𝑢𝑝 𝐴𝑛 ⊂ 𝐴 ⊂ 𝑙𝑖𝑚
𝑛

 𝑖𝑛𝑓𝐴𝑛 

dır. 

Örnek 2.1 𝐴𝑛 = (−∞, −1 −
1

𝑛
] ⋃ [2 +

1

𝑛
, ∞)  ve 

     𝐴 = (−∞, −1]] ⋃[2, ∞) 

ℝ nin alt kümeleri ise,  

 𝐴1 = (−∞,−1 − 1 1⁄ ] ⋃[2 + 1 1⁄ , ∞), 

𝐴2 = (−∞,−3 2⁄ ] ⋃[5 2⁄ , ∞),  

𝐴3 = (−∞,−4 3⁄ ] ⋃[7 3⁄ , ∞), 

      ⋮ 

𝐴𝑛 = (−∞, −1 −
1

𝑛
] ⋃ [2 +

1

𝑛
, ∞)  

olur. 𝑛 → ∞ için  𝐾 − 𝑙𝑖𝑚 𝐴𝑛 = 𝐴 = (−∞,−1] ∪ [2, ∞) olur (Uthayakumar, 1999). 

2.3.2. Haussdorff yakınsaklık 

 

Şimdi 𝐶𝐿(𝑋), 𝑋 metrik uzayınındaki boştan farklı kapalı alt kümeleri göstermek 

üzere küme dizileri için Haussdorff anlamında yakınsaklığı inceleyelim. 

Tanım 2.34 𝐴𝑛

𝐻
→ 𝐴 ya da 𝐻 − 𝑙𝑖𝑚 𝐴𝑛 ile gösterilen 𝑛𝜖ℕ olmak üzere {𝐴𝑛 } ∈ 𝐶𝐿(𝑋) 

küme dizisinin 𝐴 ∈ 𝐷(𝑋) kümesine Haussdorff anlamında yakınsaklığı;  

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

h (𝐴𝑛, 𝐴) = 0 

ile tanımlanır. Burada, 

h(𝐴, 𝐵) = max(𝛿(𝐴, 𝐵), 𝛿(𝐵, 𝐴)) 

ve 𝛿(∅, 𝐵) = 0, 𝐴 ≠ ∅ ise 

𝛿(𝐴, 𝐵) =  𝑠𝑢𝑝
𝑥𝜖𝐴

𝑑(𝑥, 𝐵) 

olur (Baronti ve Papini, 1986). 
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 Boştan farklı kümelerin bir {𝐴𝑛 } dizisi için bir 𝐴 kümesine (boş olmayan) 

Haussdorff anlamında yakınsaklığı   

 𝑙𝑖𝑚
𝑛

 ℎ(𝐴𝑛, 𝐴) = 0 

ile tanımlıdır (Papini ve Wu, 2015). 

Örnek 2.2 𝐴𝑛 = {(𝑥, 𝑦)| 𝑛𝑥 + 𝑦 ≤ 0} ise, 

 𝐴1 = {(𝑥, 𝑦)| 𝑥 + 𝑦 ≤ 0}, 

 𝐴2 = {(𝑥, 𝑦)| 2𝑥 + 𝑦 ≤ 0}, 

 𝐴3 = {(𝑥, 𝑦)| 3𝑥 + 𝑦 ≤ 0}, 

        ⋮  

 𝐴𝑛 = {(𝑥, 𝑦)| 𝑛𝑥 + 𝑦 ≤ 0} 

olur. 𝜀 = (1,0) alınırsa ℎ(𝐴, 𝜀) = 0 olur. Ancak her 𝑛 ∈ ℕ için ℎ(𝐴𝑛, 𝜀) = ∞ dur 

(Wijsman, 1964). 

2.3.3. Wijsman yakınsaklık 

 

Şimdi küme dizileri için Wijsman anlamında yakınsaklık çeşidini inceleyelim. 

Tanım 2.35 𝐴𝑛

𝑊
→ 𝐴 ya da 𝑊 − 𝑙𝑖𝑚𝐴𝑛 ile gösterilen 𝑛𝜖ℕ olmak üzere {𝐴𝑛 } ⊂ 𝐶𝐿(𝑋) 

küme dizisinin 𝐴 ∈ 𝐶𝐿(𝑋) kümesine Wijsman anlamında yakınsaklığı her 𝑥 ∈ 𝑋için; 

𝑑(𝑥, 𝐴) = lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥, 𝐴𝑛) 

ile tanımlanır (Baronti ve Pappini, 1986). 

Örnek 2.3 𝐴𝑛 = {(𝑥, 𝑦)|𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑛𝑦 = 0} ve 𝐴 = {(𝑥, 0)|𝑥 ∈ 𝑅} ise, 

 𝐴1 = {(𝑥, 𝑦)|𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑦 = 0} = {(𝑥, 𝑦)|𝑥2 + (𝑦 − 1)2 = 1},    

 𝐴2 = {(𝑥, 𝑦)|𝑥2 + 𝑦2 − 4𝑦 = 0} = {(𝑥, 𝑦)|𝑥2 + (𝑦 − 2)2 = 22}, 

 𝐴3 = {(𝑥, 𝑦)|𝑥2 + 𝑦2 − 6𝑦 = 0} = {(𝑥, 𝑦)|𝑥2 + (𝑦 − 3)2 = 32}, 

                   ⋮   

  𝐴𝑛 = {(𝑥, 𝑦)|𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑛𝑦 = 0} = {(𝑥, 𝑦)|𝑥2 + (𝑦 − 𝑛)2 = 𝑛2}   
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olur. 𝑛 → ∞ için  𝑊 − 𝑙𝑖𝑚 𝐴𝑛 = 𝐴 = {(𝑥, 0)|𝑥 ∈ 𝑅} olur (Uthayakumar, 1999).  

Örnek 2.4 𝑋 = (0,2) reel eksenin alt uzayı olsun ve 𝐶𝑛 = (0,1]⋃{2 − 1 𝑛⁄ } olsun.  

𝐶1 = (0,1]⋃{2 − 1 1⁄ }=(0,1], 

𝐶2 = (0,1]⋃{2 − 1 2⁄ }=(0,1]⋃{3 2⁄ }, 

𝐶3 = (0,1]⋃{2 − 1 3⁄ }=(0,1]⋃{5 3⁄ }, 

      ⋮ 

𝐶𝑛 = (0,1]⋃{2 − 1 𝑛⁄ } 

olur. Açıkça 𝐶𝑛

𝐾
→ (0,1] dir. Buna karşılık 

 lim
𝑛→∞

𝑑(7 4⁄ , 𝐶𝑛) = 1 4⁄ < 3 4⁄ = 𝑑(7 4⁄ , (0,1]) 

olur (Beer, 1987). 

2.3.4 Mosco yakınsaklık 

 

𝑋, ℝ reel cismi üzerinde normlu lineer uzay olmak üzere Mosco anlamında 

yakınsaklığı inceleyelim.  

Tanım 2.36 𝐴𝑛

𝑀
→ 𝐴 ya da 𝑀 − 𝑙𝑖𝑚 𝐴𝑛 ile gösterilen 𝑛𝜖ℕ olmak üzere {𝐴𝑛 } dizisinin 𝐴 

kümesine Mosco anlamında yakınsaklığı   

 𝑙𝑖𝑚 
𝑛

𝐴𝑛 = 𝑤 − 𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝐴𝑛 = 𝑙𝑖𝑚
𝑛

 𝐴𝑛 

ile tanımlanır. Burada  

𝑤 − 𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝐴𝑛 = {𝑥𝜖𝑋|{𝐴𝑛𝑘
}, {𝑥𝑛𝑘

}diziler ve en az bir 𝑘𝜖ℕ için 𝑥𝑛𝑘
𝜖𝐴𝑛𝑘

, 𝑥𝑛𝑘
⇀  𝑥} 

dir. 𝑋 bir normlu uzay, 𝑏𝑜𝑦(𝑋) ≤ ∞ (sonlu boyutlu) ve bir konveks kümedir (Baronti ve 

Pappini, 2012). 

Örnek 2.5  𝑋 = ℝ2 ve 𝐴𝑛 = {(𝑥, 𝑦)|0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑛 ,   0 ≤ 𝑦 ≤
1

𝑛
𝑥} ise,  

 𝐴1 = {(𝑥, 𝑦)|0 ≤ 𝑥 ≤ 1 ,   0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥}, 

𝐴2 = {(𝑥, 𝑦)|0 ≤ 𝑥 ≤ 2 ,   0 ≤ 𝑦 ≤
𝑥

2
},  
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 𝐴3 = {(𝑥, 𝑦)|0 ≤ 𝑥 ≤ 3 ,   0 ≤ 𝑦 ≤
𝑥

3
}, 

        ⋮ 

 𝐴𝑛 = {(𝑥, 𝑦)|0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑛 ,   0 ≤ 𝑦 ≤
1

𝑛
𝑥} 

olur. 𝑛 → ∞ için  𝐴𝑛

𝑀
→ 𝐴 = {(𝑥, 𝑦)|𝑥 ≥ 0 , 𝑦 = 0} olur (Baronti ve Papini, 1986). 

Örnek 2.6 𝐴𝑛 = {(𝑥, 𝑦)|𝑦 = 𝑥
𝑛⁄ } ise, 

𝐴1 = {(𝑥, 𝑦)|𝑦 = 𝑥}, 

 𝐴2 = {(𝑥, 𝑦)| 𝑦 = 𝑥
2⁄ }, 

 𝐴3 = {(𝑥, 𝑦)|𝑦 = 𝑥
3⁄ }, 

       ⋮ 

𝐴𝑛 = {(𝑥, 𝑦)|𝑦 = 𝑥
𝑛⁄ } 

olur. 𝑛 → ∞ için 𝑀 − 𝑙𝑖𝑚 𝐴𝑛 = 𝐴 = {(𝑥, 0)|𝑥𝜖ℝ} olur (Uthayakumar, 1999). 

2.3.5. Fisher yakınsaklık 

 

Şimdi son zamanlarda tanımlanan yeni bir küme dizisi yakınsaklık çeşidi olan 

Fisher anlamında yakınsaklığı inceleyelim. 

Tanım 2.37 𝐴𝑛

𝐹
→ 𝐴, 𝐹 − 𝑙𝑖𝑚 𝐴𝑛 ya da Z−𝑙𝑖𝑚 𝐴𝑛  ile gösterilen 𝑛𝜖ℕ olmak üzere 

{𝐴𝑛 } ⊂ 𝐷(𝑋) küme dizisinin 𝐴 ∈ 𝐷(𝑋) kümesine Fisher anlamında yakınsaklığı (𝑍-

yakınsaklık) her 𝜀 > 0 için  

i. 𝑛 > 𝑛𝜀 için 𝑆(𝑥, 𝑟) < 𝜀 olacak şekilde bir 𝑛𝜀 sayısı, 

ve 

ii. 𝑥𝜖𝐴 için 𝑛 > 𝑛(𝜀, 𝑥) için  𝑆(𝑥, 𝐴𝑛) < 𝜀 olacak şekilde 𝑛(𝜀, 𝑥) sayısı vardır 

ile tanımlanır (Baronti ve Pappini, 1986). 

Örnek 2.7  ℝ de 𝐴𝑛 = [−𝑛, 𝑛] genel terimiyle verilen {𝐴𝑛} küme dizisinin terimleri 

 𝐴1 = [−1,1], 
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  𝐴2 = [−2,2], 

 𝐴3 = [−3,3], 

       ⋮ 

            𝐴𝑛 = [−𝑛, 𝑛] 

olur. Öyleyse {𝐴𝑛} küme dizisi Mosco anlamında  𝐴 =  ℝ  kümesine yakınsar. 

𝐴𝑛 = [−𝑛, 𝑛] küme dizisi 𝐴 = ℝ kümesine Haussdorff anlamında yakınsak 

değildir. Çünkü, 

              h([−𝑛, 𝑛], ℝ) = 𝑠𝑢𝑝
𝑥𝜖ℝ

|𝑑(𝑥, ℝ) − 𝑑(𝑥, [−𝑛, 𝑛])| 

olur. Burada 𝑥𝜖ℝ olduğundan 𝑑(𝑥, ℝ) = 0 olur. Supremum özelliği ve uzaklığın pozitif 

değerli olmasından dolayı  

 h([−𝑛, 𝑛], ℝ) = 𝑠𝑢𝑝
𝑥𝜖ℝ

𝑑(𝑥, [−𝑛, 𝑛])=∞ 

olur.  

 𝐴𝑛 = [−𝑛, 𝑛] küme dizisi 𝐴 = ℝ kümesine Fisher anlamında yakınsaktır. Çünkü, 

𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝐴𝑛 = 𝑙𝑖𝑚
𝑛

 [−𝑛, 𝑛] = ℝ olduğundan 𝑙𝑖𝑚
𝑛

 𝐴𝑛 ⊂ 𝐴 olur. Dolayısıyla 𝑖. şartı sağlanır. 

 𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝑑(𝑥, [−𝑛, 𝑛]) = 0 olduğundan 𝑖𝑖. şartı da sağlanır. 𝐴𝑛

𝐹
→ 𝐴 =  ℝ olur.  

Ayrıca 𝐴𝑛
′ = [𝑛, +∞)    alırsak, 

𝐴1
′ = [1, +∞), 

            𝐴2
′ = [2, +∞), 

                   ⋮ 

            𝐴𝑛
′ = [𝑛, +∞) 

olur.              

             h([𝑛, +∞), ∅) = 𝑠𝑢𝑝
𝑥𝜖ℝ

|𝑑(𝑥, ∅) − 𝑑(𝑥, [𝑛, +∞))| = 0 

olduğundan 𝐴𝑛
′ = [𝑛, +∞) küme dizisi 𝐴 = ∅ kümesine Haussdorff anlamında yakınsak 

olur. İleride ispatı verilen “Haussdorff yakınsak ⟹ Fisher yakınsak ⟹ Wijsman 

yakınsak ⟹ Kuratowski yakınsaktır” önermesinden dolayı 𝐴𝑛
′ 𝐾

→ ∅, 𝐴𝑛
′ 𝑊

→ ∅ olur 

(Baronti ve Pappini, 1986). 
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2.4. Küme Dizilerinin Yakınsaklık Çeşitleri Arasındaki İlişki 

 

 Bu kısımda Mosco, Kuratowski, Wijsman, Haussdorff ve Fisher anlamında 

yakınsaklık çeşitlerinin bazı özellikleri ve bu yakınsak çeşitleri arasındaki ilişki incelendi.   

1. Yakınsaklık normlu bir uzayda alınırsa boştan farklı 𝐴𝑛 ve 𝐴 kümeleri genelde  

(aksi belirtilmedikçe) sınırlı ve konveks kümeler olarak alınmayacak. 

2. Fisher veya Haussdorff yakınsaklıkları düşünüldüğünde, 𝐴𝑛 → ∅ yakınsaklığı,  

yeterli derecedeki büyük 𝑛 ler için 𝐴𝑛 = ∅ olduğunu gösterir. Açıkça bunun tersi 

doğrudur.  

{𝐴𝑛} küme dizisinin her bir terimi tek elemanlı ve tüm yakınsaklık çeşitleri, limiti 

boştan farklı ise alışılmış anlamda dizi yakınsaklığına indirgenir. Mosco, Wijsman, 

Kuratowski yakınsaklıklarına göre 𝑋 = ℝ ve 𝑥𝑛 → ±∞ ise {𝑥𝑛} → ∅ olur. 

3. Mosco yakınsaklığı özellikle konveks kümeler üzerinde incelenir. 

4. 𝐴 herhangi bir küme, 𝐴′ kümesi 𝐴 nın yığılma noktalarının kümesi ve 𝜀 > 0  

olmak üzere 𝐴𝜀 = {𝑥𝜖𝑋| 𝑑(𝑥, 𝐴) < 𝜀} dir.  

𝐴𝜀 ⊂ ⋃ 𝑆(𝑥, 𝜀)𝑥𝜖𝐴 ⊂ ⋃ 𝐵(𝑥, 𝜀) ⊂ {𝑥𝜖𝑋| 𝑑(𝑥, 𝐴) ≤ 𝜀}𝑥𝜖𝐴 = 𝐴′𝜀  

yazılabilir. 𝐴𝜀 konveks ise 𝐴′𝜀 de konvekstir. Ayrıca  

𝐴 = ⋂ 𝐴𝜀 = ⋂ 𝐴′𝜀
=𝜀>0𝜀>0 ⋂ 𝐴𝜀̅̅ ̅ =𝜀>0 (⋂ 𝐴𝜀

𝜀>0 )−  

yazılır. Herhangi 𝐵 ⊂ 𝑋 için 

𝛿(𝐵, 𝐴) = 𝑖𝑛𝑓{𝜀 > 0|𝐵 ⊂ 𝐴𝜀} = 𝑖𝑛𝑓{𝜀 > 0|𝐵 ⊂ 𝐴′𝜀
} 

dur. Açıkça 𝐴𝑛

𝐻
→ 𝐴 ve Fisher yakınsaklığın 𝑖. şartı olan 𝑛 > 𝑛𝜀 için 𝛿(𝐴, 𝐴𝑛) < 𝜀 olacak 

şekilde 𝑛𝜀 sayısının olması ve  

(j) Herhangi 𝜀 > 0, 𝑛 > 𝑛𝜀 için 𝛿(𝐴, 𝐴𝑛) < 𝜀 olacak şekilde 𝑛𝜀 sayısı vardır 

şartlarına denktir. 

5. 𝑥𝜖 𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝐴𝑛 olması 𝑙𝑖𝑚
𝑛

 𝑑(𝑥, 𝐴𝑛) = 0 limitine denk olduğunda 𝑥𝜖𝑙𝑖𝑚
𝑛

 𝐴𝑛 olması  

genelde 𝑙𝑖𝑚
𝑛

 𝑑(𝑥, 𝐴𝑛) = 0 olduğunu belirtir. Ayrıca  
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 ℎ(𝐴, 𝐴𝑛) = 𝑠𝑢𝑝
𝑥𝜖𝑋

|𝑑(𝑥, 𝐴) − 𝑑(𝑥, 𝐴𝑛)| 

olur. 

6.  {𝐴𝑛} küme dizisinin 𝐴 kümesine Fisher anlamında yakınsaklığı tanımındaki  

𝑖𝑖. şartı her 𝑥𝜖𝐴 için 𝑙𝑖𝑚
𝑛

 𝑑(𝑥, 𝐴𝑛) = 0 olduğunu gösterir. Yani 𝐴 ⊂ 𝑙𝑖𝑚
𝑛

 𝐴𝑛 olur. Ayrıca 

𝑖. şartından 𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝐴𝑛 ⊂ 𝐴 olur. Çünkü  𝑥𝜖 𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝐴𝑛 ve 𝑥𝑛𝑘
𝜖 𝐴𝑛𝑘

 ise 𝑙𝑖𝑚
𝑘

 𝑥𝑛𝑘
= 𝑥 olur. Bir alt 

dizi için  𝐴𝑛𝑘
⊂ 𝐴

1
𝑘⁄  şartını oluşturursak 𝑥𝜖 ⋂ 𝐴

1
𝑘⁄

𝑘
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

= 𝐴 olur. 

Önerme 2.3 (Baronti ve Pappini, 1986) Daima Haussdorff yakınsak ⟹ Fisher 

yakınsak ⟹ Wijsman yakınsak ⟹ Kuratowski yakınsaktır. Ayrıca normlu uzaylarda 

Mosco yakınsak ⟹Kuratowski yakınsaktır. 

İspat Haussdorff yakınsak ⟹ Fisher yakınsaktır: Yukarıdaki 4. maddede 𝐴𝑛

𝐻
→ 𝐴 

olması 

Fisher anlamında yakınsaklığın 𝑖. şartı ve 

(j) Herhangi 𝜀 > 0 için 𝑛𝜀 sayısı mevcuttur ki 𝑛 > 𝑛𝜀 için 𝛿(𝐴, 𝐴𝑛) < 𝜀 

şartını sağlar. Bu da Fisher anlamında yakınsaklığın tanımındaki 𝑖. ve 𝑖𝑖.şartlarına denktir. 

Bu durumda 𝐴𝑛

𝐻
→ 𝐴 ise 𝐴𝑛

𝐹
→ 𝐴 olur. 

Fisher yakınsak ⟹ Wijsman yakınsaktır: 𝐴𝑛

𝐹
→ 𝐴 olsun. 𝐴 = ∅ ise yeterli 

büyüklükteki her 𝑛 için 𝐴𝑛 = ∅ olur, istenen sağlanır. 𝐴 ≠ ∅ olsun. 𝜀 > 0 ve 𝑥𝜖𝑋 için 

𝑑(𝑥, 𝐴) = 𝑑 olsun. Her 𝑛 > 𝑛𝜀  için 𝐴𝑛 ⊂ 𝐴𝜀 olduğundan 

 𝑑(𝑥, 𝐴𝑛) ≥ 𝑑(𝑥, 𝐴𝜀) 

olur. Artık kolaylıkla herhangi bir 𝐴 kümesi, 𝑥𝜖𝑋 ve 𝜀 > 0 için  

 𝑑(𝑥, 𝐴𝜀) = 𝑚𝑎𝑥(0, 𝑑(𝑥, 𝐴) − 𝜀)       

olduğu görülür. Dolayısıyla her 𝑛 > 𝑛𝜀 için 𝑑 ≤ 𝑑(𝑥, 𝐴𝑛) + 𝜀 olur, buradan 

xϵ𝑙𝑖𝑚
      𝑛

 𝑑(𝑥, 𝐴𝑛) olur. 

Tersine; 𝑦𝜖𝐴 ve 𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝑑 + 𝜀 olsun. Öyle bir 𝑛 mevcuttur ki 𝑛 > 𝑛 için 

𝑑(𝑥, 𝐴𝑛) < 𝜀 olur. ε keyfi, 

 𝑑(𝑥, 𝐴𝑛) ≤  𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝐴𝑛) < 𝑑 + 2𝜀 
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ve 

 𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝑑(𝑥, 𝐴𝑛) < 𝑑 + 2𝜀 

olduğundan 𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝑑(𝑥, 𝐴𝑛) < 𝑑 olur. 

Wijsman yakınsak ⟹ Kuratowski yakınsaktır: 𝐴𝑛

𝑊
→ 𝐴 olsun. 𝐴 = ∅ ise her 𝑥 için 

𝑙𝑖𝑚
𝑛

 (𝑥, 𝐴𝑛) = ∞ olur. 𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝐴𝑛 = ∅ olup, 𝐴𝑛

𝐾
→ 𝐴 olur.  𝐴 ≠ ∅ ise 𝑥𝜖𝐴 var ve 0 =

𝑑(𝑥, 𝐴) = 𝑙𝑖𝑚
𝑛

 𝑑(𝑥, 𝐴𝑛) olur. Böylece yukarıdaki 5. maddedeki açıklamadan xϵ𝑙𝑖𝑚
      𝑛

 𝐴𝑛 

olur. Şu halde 𝐴 ⊂ 𝑙𝑖𝑚
𝑛

 𝐴𝑛 olur. 

 𝑥𝜖 𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝐴𝑛 alalım. Yine 𝐴𝑛

𝑊
→ 𝐴 olduğundan yukardaki 5. maddedeki açıklamadan 

𝑙𝑖𝑚
𝑛

 𝑑(𝑥, 𝐴𝑛) = 0. Eğer 𝑑(𝑥, 𝐴) = 𝑙𝑖𝑚
𝑛

 𝑑(𝑥, 𝐴𝑛) = 0 ise 𝑥𝜖𝐴 olur. O halde 𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝐴𝑛 ⊂ 𝐴 ⊂

𝑙𝑖𝑚
𝑛

 𝐴𝑛 olur, dolayısıyla 𝐴𝑛

𝐾
→ 𝐴 olur. 

Şimdi 𝑋 bir normlu lineer uzay olsun. 

Mosco yakınsak ⟹Kuratowski yakınsaktır: 𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝐴𝑛 ⊂ 𝑙𝑖𝑚
𝑛

 𝐴𝑛 ⊂ 𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝐴𝑛 ⊂ 𝑤 −

𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝐴𝑛 = 𝐴 = 𝑙𝑖𝑚 𝐴𝑛 olduğundan açıktır.   

2.5. Küme Dizilerinin Yakınsağı İle İlgili Bazı Özellikler 

 

𝑋 uzayına bazı özellikler ekleyerek, küme dizilerinin yakınsaklık çeşitleri 

arasındaki ilişkiler incelendi..  

Eğer 𝑛 = 1,2,3, …  için bir küme dizisindeki her 𝐶𝑛 kümesi konveks ise 𝑙𝑖𝑚
𝑛

 𝐶𝑛 

konvekstir.  

Önerme 2.4 (Baronti ve Pappini, 1986) 𝑋 bir yansımalı normlu uzay olsun. O zaman 

limiti ve kendisi boştan farklı olan kümelerin bir dizisi Mosko anlamında yakınsak ise 

Wijsman anlamında yakınsaktır. 



 20 
 

 

 

Önerme 2.5 (Baronti ve Pappini, 1986) {𝐶𝑛} bir 𝑋 normlu uzayının konveks bir alt küme 

dizisi olsun. Eğer {𝐶𝑛} küme dizisi Kuratowski anlamında 𝐶𝑛

𝐾
→ 𝐶 ise Fisher 

yakınsaklığın 𝑖. şartı sağlanırsa 𝐶𝑛

𝑀
→ 𝐶 sağlanır. 

İspat 𝐶𝑛

𝐾
→ 𝐶 ise 𝑙𝑖𝑚

𝑛

 𝐶𝑛 = 𝐶 olur. 𝑥𝜖𝑤 − 𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝐶𝑛 ise her 𝑘ϵℕ için 𝑥𝑛𝑘
 ⇀ 𝑥 olacak 

şekilde 𝑥𝑛𝑘
𝜖𝐶𝑛𝑘

  elemanlarından oluşan {𝑥𝑛𝑘
} dizisi vardır. 𝜀 > 0 ve yeterli derecede 

büyük her 𝑘 için 𝑖. şart sağlandığından 𝑥𝑛𝑘
𝜖𝐶𝜀 olur. Ama 𝐶𝜀 kapalı ve konveks 

olduğundan bu kapalılık zayıftır. Yani her 𝜀 > 0 için 𝑥𝜖𝐶𝜀 olur, buradan  𝑥𝜖 ∩
𝜀>0

𝐶𝜀 = 𝐶 

olur. Böylece 𝑤 − 𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝐶𝑛 ⊂ 𝐶 = 𝑙𝑖𝑚 
𝑛

𝐶𝑛 olduğundan 𝐶𝑛

𝑀
→ 𝐶 olur. 

Sonuç {𝐶𝑛},  𝑋 normlu uzaydaki konveks kümelerin bir dizisi olsun ve bir 𝐶 

kümesi için Fisher yakınsaklığın 𝑖. şartı sağlansın. O zaman 𝐶 kümesine olan 

yakınsaklıkla ilgili olarak 

         Fisher yakınsaktır ⟺ Kuratowski yakınsaktır ⇔ Mosco yakınsaktır ⇔ Wijsman 

yakınsaktır 

olur. Haussdorff anlamında yakınsaklık bu şartlar göz önüne alındığında diğer 

yakınsaklık çeşitlerinden farklıdır. 𝐶𝑛 = [−𝑛, 𝑛] küme dizisinin ele alındığı 2.7 Örneği 

buna örnek olarak gösterilebilir. Örnekte normlu lineer uzayda ele alınan {𝐶𝑛} küme dizisi 

Fisher yakınsaklığın 𝑖. şartını sağlar. {𝐶𝑛} Fisher, Wijsman ve Mosco anlamında ℝ ye 

yakınsak olmasına karşın, Haussdorff anlamında yakınsak değildir.  

2.6. Monoton Küme Dizileri İçin Yakınsaklık 

 

 {𝐴𝑛} azalan bir küme dizisi olsun. O halde Kuratowski anlamında  {𝐴𝑛} küme 

dizisinin yakınsaklığı 𝐴𝑛

𝐾
→ 𝐴 = ⋂ 𝐴𝑛

∞
𝑛=1  olur. Genelde Wijsman anlamında 𝐴𝑛

𝑊
→ 𝐴 

yakınsak değil ya da 𝑋 normlu uzayında Mosco anlamında 𝐴𝑛

𝑀
→ 𝐴 limiti mevcut değildir. 

Önerme 2.6 (Baronti ve Pappini, 1986) {𝐶𝑛} bir 𝑋 normlu uzayındaki konveks kümelerin 

herhangi bir azalan dizisi olmak üzere {𝐴𝑛} küme dizisinin Mosco anlamında 

yakınsaklığı, 

 𝐶𝑛

𝑀
→ 𝐶 =  ⋂ 𝐶𝑛

∞
𝑛=1   
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olur. 

Holmes (1966) çalışmasında normlu bir 𝑋 uzayında yakınsaklık türlerinden 

bazılarının sağlanması için normlu uzayının sonlu boyutlu olması gerektiğini göstermeye 

çalıştı. İspat aşağıdaki iki adıma dayanır: 

(𝑝) {𝐶𝑛} konveks, sınırlı ve boştan farklı kümelerin azalan bir dizisi olmak üzere, 

 𝐶𝑛

𝑊
→ 𝐶 =  ⋂ 𝐶𝑛

∞
𝑛=1  

olur. 

(𝑠1) Eğer 𝑏𝑜𝑦(𝑋) = ∞ ise her 𝑛, 𝑚 için ‖𝑥𝑛‖ = 1 − ‖𝑥𝑛 − 𝑥𝑚‖ olacak şekilde 

bir {𝑥𝑛} dizisi seçilebilir.  

(𝑠2) 𝐴 = {𝑥𝑛|𝑛𝜖ℕ} kümesi ve (𝑠1) deki gibi {𝑥𝑛} dizisi verilsin. 𝑥̅𝜖𝑋 ∖ 𝐵(𝜃, 1) 

alalım. 𝐴𝑛, 𝑆(𝑥̅, 1

𝑛
) ∪ (𝑥𝑖|𝑖 > 𝑛) kümesinin kapalı ve konveks örtüsünü belirtsin. O zaman  

 ⋂ 𝐴𝑛
∞
𝑛=1 = {𝑥̅} 

olur.  

Eğer (𝑠1) doğru ise her 𝑛, 𝑚 için ‖𝑥𝑛 − 𝑥𝑚‖𝜖[1,2] reel sayısı olacak şekilde 

𝐵(𝜃, 1) de {𝑥𝑛} dizisi seçmek mümkündür. 

Aksine 𝑋 yansımalı olduğunda (𝑠2) doğru olmaz. Çünkü bu Nilman’ ın aşağıdaki 

sonucu ile çelişir. 

(𝑠3) Bir Banach uzayı yansımalı olması için gerekli ve yeterli şart 𝑋 in boştan 

farklı kapalı konveks, sınırlı ve azalan bir dizisi boştan farklı bir kesişime sahip olmasıdır. 

(𝑠2) şartıyla ilgili Drop Teoremi olarak bilinen aşağıdaki teorem verildi. 

Önerme 2.7 (Baronti ve Pappini, 1986) Sonsuz boyutlu bir Banach uzayının yansımalı 

olması için gerekli ve yeterli şart (𝑝) nin sağlanmasıdır. 

İspat 𝑋 yansımalı Banach uzayı olsun. (𝑝) deki şartı sağlayan bir dizi için (𝑠3) 

ten  𝑋 yansımalı Banach uzayı 𝑋 in kapalı konveks, sınırlı ve boştan farklı azalan bir 

dizisi boştan farklı bir kesişime sahiptir. Önerme 2.6 dan 𝑋 bir normlu uzay olduğundan 

konveks kümelerin herhangi bir azalan {𝐶𝑛} dizisi için 

 𝐶𝑛

𝑀
→ 𝐶 =  ⋂ 𝐶𝑛

∞
𝑛=1   
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olur. Önerme 2.4 ten 𝑋 bir reflexif normlu uzayı için limiti ve kendisi boştan farklı olan 

kümelerin bir dizisi Mosco anlamında yakınsak ise Wijsman anlamında yakınsaktır. Ve 

 𝐶𝑛

𝑊
→ ⋂ 𝐶𝑛

∞
𝑛=1  

olur. Böylece (𝑝) sağlanır. 

Tersine, 𝑋 yansımalı olmasın. O zaman (𝑠3) ten kapalı konveks sınırlı ve boştan 

farklı kümelerin bir {𝐶𝑛} dizisi vardır ki ⋂ 𝐶𝑛
∞
𝑛=1 ≠ ∅ yazılabilir. Böylece verilen 

herhangi bir 𝑛𝜖ℕ ve 𝑥𝜖𝑋 için 

 𝑑(𝑥, 𝐶𝑛) ≤ 𝑑(𝑥, 𝐶1) + ç𝑎𝑝(𝐶1) < 𝑑(𝑥, ∅) = ∞ 

olur. 

Önerme 2.8 (Baronti ve Pappini, 1986) {𝐴𝑛} küme dizisi normlu bir 𝑋 uzayındaki 

konveks kümelerin artan bir dizisi ise  

 𝐴𝑛

𝑊
→ (⋃ 𝐴𝑛

∞
𝑛=1 )− 

dir. 

2.7. Yakınsak Küme Dizilerinde Kompaktlığın Rolü 

 

Şimdiye kadar çalışmalarda konveks, kapalı, monoton küme dizilerinin 

yakınsaklığı çalışıldı. Burada ise bu küme dizilerinin kompakt olması durumu incelendi. 

Önerme 2.9 (Baronti ve Pappini, 1986) Eğer 𝐴 kompakt ve Fisher anlamında 𝐴𝑛

𝐹
→ 𝐴 ise 

o zaman Haussdorff anlamında 𝐴𝑛

𝐻
→ 𝐴 dır. Eğer Fisher yakınsaklığın 𝑖. şartı sağlanır ve 

Kuratowski anlamında 𝐴𝑛

𝐾
→ 𝐴 ve 𝐴 kompakt ise Mosco anlamında 𝐴𝑛

𝑀
→ 𝐴 olur. 

Özellikle Fisher anlamında 𝐴𝑛

𝐹
→ 𝐴 ve 𝐴 kompakt ise Mosco anlamında 𝐴𝑛

𝑀
→ 𝐴 olur. 

İspat 𝐴𝑛

𝐹
→ 𝐴 ve 𝜀 > 0 olsun. Fisher anlamında yakınsaklığın 𝑖. şartından yeterli 

büyüklükteki her 𝑛 için 𝑆(𝐴𝑛, 𝐴) < 𝜀 dur. Sonsuz çokluktaki her 𝑛𝜖ℕ için 𝐴 ⊄ (𝐴𝑛)𝜀 

olduğunu kabul edelim. Herhangi bir 𝑛 için  𝑑(𝑥𝑛, 𝐴𝑛) ≥ 𝜀 olacak şekilde 𝑥𝑛𝜖𝐴 

seçilebilir. 𝐴 nın bazı 𝑥 elemanları için 𝑥𝑛𝑘
→ 𝑥 elde ederiz. Böylece yeterli derecede 

büyük 𝑘 lar için 𝑑(𝑥, 𝐴𝑛𝑘
) > 𝜀 2⁄  olur. Bu ise Fisher yakınsaklığın 𝑖𝑖. şartı ile çelişir. 
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Dolayısıyla yeterli derecede büyük 𝑛 ler için 𝐴 ⊂ (𝐴𝑛)𝜀 sağlanır. Böylece Haussdorff 

anlamında 𝐴𝑛

𝐻
→ 𝐴 olur. 

 Şimdi ikinci kısmı göz önüne alalım. Diyelim ki 𝑥𝑛𝑘
𝜖𝐴𝑛𝑘

 olsun. Yeterli derecede 

büyük 𝑛 ler için 𝐴𝑛𝑘
⊂ 𝐴𝜀 (𝜀 > 0) olduğundan ‖𝑥𝑛𝑘

− 𝑎𝑛𝑘
‖ → 0 olacak şekilde 𝑎𝑛𝑘

𝜖𝐴 

seçilebilir. Eğer 𝑎, (𝑎𝑛𝑘
) nın da bir küme noktası ise o zaman {𝑥𝑛𝑘

} nın da bir noktasıdır. 

Dolayısıyla 𝑤 − 𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝐴𝑛 ⊂ 𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝐴𝑛 = 𝐴 olur, böylece 𝐴𝑛

𝑀
→ 𝐴 dır.   

Aşağıda verilen (𝑎) ve (𝑏) varsayımları yukarıdaki sonuçların geçerli olması için 

yeterli değildir. 

(𝑎) 𝐶𝑛 kümeleri konveks ve kompakt ise  𝐶 ∪ ⋃ 𝐶𝑛
∞
𝑛=1  sınırlıdır. 

Limitin kompaktlığının başka imalara yol açtığı görülmez. Mosko 

yakınsak⇏Wijsman yakınsak, ayrıca konveks ve kompakt kümelerin dizileri için benzer 

varsayımlar altında Kuratowski yakınsak⇏Mosko yakınsak ve Wijsman 

yakınsak⇏Fisher yakınsak olur.  

 Diğer bir önerme farklı varsayımlar altında ispatlanabilir. 

Önerme 2.10 (Baronti ve Pappini, 1986) 𝐴𝑛

𝐾
→ 𝐴 olsun ve aşağıdaki şartın sağlandığını 

varsayalım. 

(𝑏) Kompakt 𝐾 ve her büyük 𝑛 için 𝐴𝑛 ⊂ 𝐾 dır. 

O zaman Haussdorff anlamında 𝐴𝑛

𝐻
→ 𝐴 dır. 

İspat Eğer Kuratowski anlamında 𝐴𝑛

𝐾
→ ∅ ise yeterli derecede büyük 𝑛 ler için 𝐴𝑛

= ∅ olur. Gerçekten (𝑏) nin anlamı: her 𝑘𝜖ℕ için 𝑥𝑛𝑘
𝜖𝐴𝑛𝑘

 olacak şekilde 𝐾 da bir 𝑥𝑛𝑘
 

dizisi vardır. Fakat 𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝐴𝑛 = ∅ kümesinde bir 𝑥𝜖𝐾 limit noktası olması gerekir. Bu ise 

bir çelişkidir. O halde Hausssdorff anlamında 𝐴𝑛

𝐻
→ 𝐴 olur. 

 Şimdi 𝐴 boştan farklı kompakt olsun ve (𝑏) sağlansın. 𝜀 > 0 olmak üzere, 𝐴 ⊂

⋃ 𝑆(𝑥𝑖 , 𝜀 2⁄ )𝑛
𝑖=1  olacak şekilde 𝐴 kümesinde sonlu bir {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … , 𝑥𝑛} alt kümesi 

alınsın. 𝑥𝑖𝜖𝐴 olduğundan 𝑙𝑖𝑚
𝑛

 𝑑(𝑥𝑖, 𝐴𝑛) < 𝜀 2⁄  olur (𝑖 = 1,2,3, … , 𝑛 ). Böylece her 𝑖 ve 

𝑛 > 𝑛̅ için 𝑑(𝑥𝑖, 𝐴𝑛) < 𝜀 2⁄  olacak şekilde 𝑛̅ vardır. Böylece 𝑛 > 𝑛̅ ve herhangi bir 𝑦𝜖𝐴 

için 𝑑(𝑦, 𝐴𝑛) < 𝜀 elde ederiz. Böylece yeterli derecede büyük 𝑛 ler için 𝐴 ⊂ (𝐴𝑛)𝜀 olur. 
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 Şimdi bazı 𝜀 > 0 ve sonsuz çokluktaki 𝑛 ler için 𝐴𝑛 ⊂ 𝐴𝜀 olmadığını kabul 

edelim. Böyle 𝑛 ler için 𝑑(𝑥𝑛, 𝐴) ≥ 𝜀 olacak şekilde  𝑥𝑛𝜖𝐴𝑛 alalım. {𝑥𝑛 } dizisinden 

başka 𝑥 e yakınsayan bir dizi vardır ((𝑏) den dolayı). Bu durumda 𝑥𝜖𝐴 olması 𝑑(𝑥, 𝐴) ≥

𝜀 olmasıyla çelişir. O halde Haussdorff anlamında 𝐴𝑛

𝐻
→ 𝐴 dır. 

Örnek 2.8 Eğer 𝑥1 ≠ 𝑥2,  𝐴2𝑛 = {𝑥2} ve 𝐴2𝑛+1 = {𝑥1}  ise  𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝐴𝑛 = ∅ olur ve (𝑏) 

sağlanır. Haussdorff anlamında 𝐴𝑛

𝐻
→ 𝐴 = ∅ olur. 

Şimdi 𝑋 normlu uzay ve 𝑏𝑜𝑦(𝑋) < ∞ olsun. O zaman basitçe Mosko yakınsak 

⇔Kuratowski yakınsaktır. 

Hatta böylece Kuratowski yakınsak⇔Wijsman yakınsak (Holmes, 1966, Teorem 5(b); 

Wijsman, 1966, Teorem3.1; Salinetti ve Wets, 1979, Teorem1; Beer, 1985, Teorem 1) 

Örnek 2.5 ve Örnek 2.7 gösterir ki diğer ifadelerin hiçbiri sağlamaz. 

Önerme 2.11 (Salinetti ve Wets,1979, Önerme 3) {𝐶𝑛}, sonlu boyutlu 𝑋 uzayının 

konveks alt kümelerinin bir dizisi olsun. Eğer 𝐶 kompakt ve 𝐶𝑛

𝐾
→ 𝐶 ≠ ∅ ise o zaman 

⋃ 𝐶𝑛
∞
𝑛=1  sınırsızdır. 

𝐶 nin kompaktlığı, boştan farklı olması ve her n için 𝐶𝑛 lerin konveks olması 

varsayımlarının hepsi yukarıdaki önermenin doğruluğu için gereklidir. Bu durum 

aşağıdaki örnekte görülebilir. 

Örnek 2.9 ℝ de aşağıdaki genel anlamda yakınsak küme dizileri alınsın. 

 𝐶𝑛 = [𝑛, 𝑛 + 1],     𝐶𝑛
′ = [0, 𝑛],    𝐶𝑛

′′ = {𝜃} ∪ [𝑛, 𝑛 + 1] 

Her durumda ⋃ 𝐶𝑛
∞
𝑛=1  sınırlıdır. 

Önerme 2.10 ve Önerme 2.11 sonucunda aşağıdaki önerme verilebilir. 

Önerme 2.12 (Salinetti ve Wets, 1979, Önerme 13) {𝐶𝑛} konveks kümelerin bir 

dizisi 𝐵𝑜𝑦(𝑋) < ∞ olsun. 𝐶 boştan farklı ve kompakt olmak üzere Kuratowski 

anlamında 𝐶𝑛

𝐾
→ 𝐶 ise, o zaman Haussdorff anlamında 𝐶𝑛

𝐻
→ 𝐶 dir. 

Yine 𝐶 = ∅ için Örnek 2.9 da görüldüğü gibi yukarıdaki önerme yanlıştır. Sonlu 

boyutlu uzaylarda bazı şartlar Kuratowski yakınsaklığına denktir (Salinetti ve Wets, 

1981, Teorem 2.2).  
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2.8. Bir Metrik Uzaydaki Kapalı Kümelerin Yakınsaklığı 

 

𝑋 metrik uzayındaki kapalı kümelerin uzayı 𝐶𝐿(𝑋) deki bir 𝐶 kümesi için uzaklık 

fonksiyonu 𝑑(. , 𝐶): 𝑋 → [0, ∞), 𝑑(𝑥, 𝐶) = 𝑖𝑛𝑓 {𝑑(𝑥, 𝑧)|𝑧𝜖𝐶} ile tanımlanır. Eğer 

𝐹1, 𝐹2𝜖𝐶𝐿(𝑋) ise 𝐹1 ve 𝐹2 arasındaki Haussdorff uzaklık  

ℎ𝑑(𝐹1, 𝐹2) = 𝑠𝑢𝑝 ({𝑑(𝑥, 𝐹1)|𝑥𝜖𝐹2} ∪ {𝑑(𝑥, 𝐹2)|𝑥𝜖𝐹1})  

ile tanımlanır. Bu şekilde tanımlanan uzaklık 𝐶𝐿(𝑋) üzerinde sonsuz değerli bir metrik 

belirler.  

Şimdi “Hangi uzaylarda 𝐶𝐿(𝑋) deki bir 𝐶𝑛 dizisinin boş olmayan bir 𝐶 kümesine 

noktasal yakınsaklığı, dizideki kümeler için uzaklık fonksiyonlarının 𝐶 için uzaklık 

fonksiyonuna denktir?” sorusuna cevap aranacaktır. 

 Burada kendine yakınsayan kümelerin dizilerinin yakınsaklığı ile uzaklık 

fonksiyonlarının bir dizisinin yakınsaklığı arasındaki ilişki incelenmiştir. 

Tanım 2.38 {𝐶𝑛}, 𝑋 metrik uzayında kapalı kümelerin bir dizisi ise  

𝑙𝑖𝑚 𝑖𝑛𝑓 𝐶𝑛(ya da 𝑙𝑖𝑚 𝑠𝑢𝑝 𝐶𝑛), limitine karşılık gelen 𝑦 deki tüm komşuluklarında 

bulunan noktaların kümesidir. Fakat {𝐶𝑛} kümelerinin çoğu sonlu (ya da sonsuz) 

çokluktadır. 

Açıkça  𝑙𝑖𝑚 𝑖𝑛𝑓𝐶𝑛 ⊂ 𝑙𝑖𝑚 𝑠𝑢𝑝 𝐶𝑛 dir. Hem 𝑙𝑖𝑚 𝑖𝑛𝑓 𝐶𝑛 hem de 𝑙𝑖𝑚 𝑠𝑢𝑝 𝐶𝑛 kapalı 

kümelerdir (boş olması mümkün). Eğer 

 𝑙𝑖𝑚 𝑖𝑛𝑓𝐶𝑛 = 𝑙𝑖𝑚 sup 𝐶𝑛 = 𝐶  

ya da denk bir ifadeyle  

𝑙𝑖𝑚 𝑠𝑢𝑝 𝐶𝑛 ⊂ 𝐶 ⊂ 𝑙𝑖𝑚 𝑖𝑛𝑓 𝐶𝑛 

olduğunda 𝐶𝑛 dizisi kapalı 𝐶 kümesine Kuratowski yakınsar denir (Beer, 1985). 

𝑋 yerel kompakt ve ayrılabilir ise Kuratowski yakınsaklığı 𝐶𝐿(𝑋) üzerindeki belli 

bir metriklenebilir topolojiye göre yakınsaktır.  

{𝐶, 𝐶1, 𝐶2, … } ⊂ 𝐶𝐿(𝑋) ve {𝑑(𝑥, 𝐶𝑛)}, 𝑑(𝑥, 𝐶) ye noktasal yakınsak olsun. Her 

𝑥𝜖𝐶 için 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑑(𝑥, 𝐶𝑛) = 0 şartı 𝑥𝜖𝑙𝑖𝑚 𝑖𝑛𝑓 𝐶𝑛 olduğunu gösterir, çünkü 𝐶 ⊂ 𝑙𝑖𝑚 𝑖𝑛𝑓 𝐶𝑛 

dir. 
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 Öte yandan eğer 𝑥𝜖𝑙𝑖𝑚 𝑠𝑢𝑝 𝐶𝑛 ise bir {𝑥𝑛} → 𝑥 dizisi ve her 𝑥 için tamsayıların 

artan bir {𝑛𝑘} dizisi vardır. lim
𝑘→∞

𝑑(𝑥, 𝐶𝑛𝑘
) = 0 sağlanır. Bu durum uzaklık 

fonksiyonlarının 𝑥𝜖𝐶 ye noktasal yakınsaklıklarından kaynaklanmaktadır. Yani, 

𝑙𝑖𝑚 𝑠𝑢𝑝 𝐶𝑛 ⊂ 𝐶 dir. Böylece {𝑑(𝑥, 𝐶𝑛)}, 𝑑(𝑥, 𝐶) ye noktasal yakınsaklığı 𝐶𝑛 in 𝐶 ye 

Kuratowski yakınsaklığını gerektirir (Tersi genelde yanlıştır). 

Örnek 2 .10 𝑋 = (0,2) reel eksenin altuzayı olsun ve 𝐶𝑛 = (0,1]⋃{2 − 1 𝑛⁄ } olsun.  

 Açıkça 𝐶𝑛

𝐾
→ (0,1] dir. Buna karşılık 

 lim
𝑛→∞

𝑑(7 4⁄ , 𝐶𝑛) = 1 4⁄ < 3 4⁄ = 𝑑(7 4⁄ , (0,1]) 

olur (Beer, 1987). 

Önerme 2.13 (Beer, 1985) (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay olsun. Aşağıdaki ifadeler denktir. 

(1) 𝑋 metrik uzayının kapalı ve boştan farklı altkümelerinin bir {𝐶𝑛} dizisi, kapalı 

ve boştan farklı 𝐶 kümesine Kuratowski yakınsak olduğunda o zaman {𝑑(𝑥, 𝐶𝑛)},

𝑑(𝑥, 𝐶) ye noktasal yakınsar. 

(2) Her 𝑝𝜖𝑋 için eğer {𝑥𝑛} dizisi 𝑋 de hiçbir küme noktası olmayan bir dizi ise o 

zaman her 𝑥𝜖𝑋 için 

 𝑑(𝑝, 𝑥) ≤ 𝑙𝑖𝑚 𝑖𝑛𝑓 𝑑(𝑝, 𝑥𝑛) 

 olur. 

İspat (1) ⇒ (2): Diyelim (2) yanlıştır. 𝑋 uzayında 𝑙𝑖𝑚 𝑖𝑛𝑓 𝑑(𝑝, 𝑥𝑛) < 𝑑(𝑝, 𝑥) 

ifadesini sağlayan 𝑝 ve 𝑥 noktaları ve 𝑋 de hiçbir küme noktası olmayan bir {𝑥𝑛} dizisi 

seçilsin. Bir alt diziye geçilerek bazı 𝜖 > 0 ve her bir 𝑛 için 𝑑(𝑝, 𝑥𝑛) < 𝑑(𝑝, 𝑥) = 𝜀 

olduğu varsayılabilir. Her 𝑛 için 𝐶𝑛 = {𝑥, 𝑥𝑛} olsun. Açıkça 𝑙𝑖𝑚 𝑖𝑛𝑓𝐶𝑛 = 𝑙𝑖𝑚 sup 𝐶𝑛 =

{𝑥} dir. Ancak 𝐶 = {𝑥} ile  

 𝑙𝑖𝑚 𝑖𝑛𝑓 𝑑(𝑝, 𝐶𝑛) = 𝑙𝑖𝑚 sup 𝑑(𝑝, 𝑥𝑛) <  𝑑(𝑝, 𝑥) − 𝜀 = 𝑑(𝑝, 𝐶) − 𝜀 

yazılır. Dolayısıyla {𝑑(𝑥, 𝐶𝑛)} dizisinin {𝑑(𝑥, 𝐶)} ye noktasal yakınsaklığı yanlıştır. 

(2) ⇒ (1): {𝐶𝑛}, 𝐶𝐿(𝑋) de bir dizi ve boştan farklı 𝐶 kümesine Kuratowski 

anlamında yakınsak ve 𝑝𝜖𝑋 sabit olsun. Çünkü 𝐶 ⊂ 𝑙𝑖𝑚 𝑖𝑛𝑓 𝐶𝑛 dir. Geriye 𝑑(𝑝, 𝐶) <

𝑙𝑖𝑚 𝑖𝑛𝑓 𝑑(𝑝, 𝐶𝑛) olduğunu göstermek kalır. Bunun için her 𝑛 için 𝑥𝑛𝜖𝐶𝑛 seçilsin öyle ki  

 𝑑(𝑝, 𝑥𝑛) < 𝑑(𝑝, 𝐶𝑛) + 1 𝑛⁄  
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olsun. O zaman 

 lim
𝑘→∞

𝑑(𝑝, 𝑥𝑛𝑘
) = 𝑙𝑖𝑚 𝑖𝑛𝑓 𝑑(𝑝, 𝐶𝑛) 

olacak şekilde  {𝑥𝑛} in bir {𝑥𝑛𝑘
} alt dizisi vardır. Eğer {𝑥𝑛𝑘

} bir 𝑥 küme noktasına sahipse 

o zaman 𝑥𝜖𝑙𝑖𝑚 𝑠𝑢𝑝 𝐶𝑛 = 𝐶 ve 𝑑 nin sürekliliği ile  

 𝑑(𝑝, 𝐶) ≤ 𝑑(𝑝, 𝑥) = 𝑙𝑖𝑚 𝑖𝑛𝑓 𝑑(𝑝, 𝐶𝑛) 

olur. Aksi halde her 𝑥𝜖𝑋 için 

 𝑑(𝑝, 𝑥) ≤ 𝑙𝑖𝑚 𝑖𝑛𝑓 𝑑(𝑝, 𝑥𝑛) = 𝑙𝑖𝑚 𝑖𝑛𝑓 𝑑(𝑝, 𝐶𝑛) 

dir. Özellikle bu her 𝑥𝜖𝑋 için doğrudur. Böylece 𝑑(𝑝, 𝐶) ≤ 𝑙𝑖𝑚 𝑖𝑛𝑓 𝑑(𝑝, 𝐶𝑛) olur.  

Kolayca gözlemlenir ki eğer 𝐶 yukarıdaki (2) şartını sağlarsa o zaman 𝑋 yerel 

kompakt ve tam olmalıdır. Ayrıca 𝑋 in her bir kapalı ve sınırlı alt kümelerinin kompaktlığı 

(2) yi garantiler. 

Önerme 2.14 (Papini ve Wu, 2015) {𝐴𝑛 } kapalı, konveks ve sınırlı kümelerin bir dizisi 

ve 

𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝑖𝑛𝑓 𝐴𝑛 = 𝐴 

ise 𝐴 konveks bir kümedir. 

İspat 𝑥 ve 𝑦, 𝐴 da iki nokta ve 𝜆𝜖(0,1) keyfi bir sayı olsun. O zaman her 𝑛𝜖ℕ için  

 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

 𝑥𝑛 = 𝑥 

 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

 𝑦𝑛 = 𝑦 

ve 𝑥𝑛, 𝑦𝑛𝜖𝐴𝑛  olacak şekilde {𝑥𝑛} ve {𝑦𝑛} gibi iki dizi mevcuttur. O zaman  

 𝜆𝑥 + (1 −  𝜆)𝑦 =  𝜆 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

 𝑥𝑛 + (1 −  𝜆) 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

 𝑦𝑛 

   = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

(𝜆𝑥𝑛 + (1 −  𝜆)𝑦𝑛) 

olur. Her 𝑛𝜖ℕ için 𝐴𝑛 konveks olduğundan 𝜆𝑥𝑛 + (1 −  𝜆)𝑦𝑛𝜖𝐴𝑛 yazılabilir. Dolayısıyla 

𝜆𝑥 + (1 −  𝜆)𝑦𝜖𝐴 olur. Böylece 𝐴 konvekstir. 
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3. ARAŞTIRMA BULGULARI VE TARTIŞMA 

3.1. Küme Dizilerinin Farklarının Yakınsaklığı 

 

𝜔 tüm sayı dizilerin kümesini göstermek üzere, 

 𝑙∞ = {𝑥 = (𝑥𝑘)𝜖𝜔|𝑠𝑢𝑝
𝑘

 |𝑥𝑘| < ∞} 

 𝑐 = {𝑥 = (𝑥𝑘)𝜖𝜔| 𝑙𝑖𝑚
𝑘→∞

𝑥𝑘 = 𝑙, 𝑙𝜖ℂ} 

 𝑐0 = {𝑥 = (𝑥𝑘)𝜖𝜔| 𝑙𝑖𝑚
𝑘→∞

𝑥𝑘 = 0} 

kümeleri sırasıyla sınırlı, yakınsak ve sıfıra yakınsak dizilerin kümesini belirtir. Bu 

kümeler birer vektör uzayıdır. Kızmaz (1981) yaptığı çalışmada 𝑋 = 𝑙∞, 𝑐, 𝑐0 olmak 

üzere, 

 𝑋(∆) = {𝑥 = (𝑥𝑘)𝜖𝜔| ∆𝑥𝑘𝜖𝑋 } 

kümesi ile fark dizi uzaylarını tanımladı. Bu dizi uzaylarının bazı topolojik yapılarını 

inceledi. Burada ∆𝑥𝑘 = 𝑥𝑘 − 𝑥𝑘+1 dir. Ardından Kızmaz (1981) ve Sarıgöl (1987) 

çalışmalarında 𝑋(∆) fark uzaylarını  

 𝑋(∆𝑟) = {𝑥 = (𝑥𝑘)𝜖𝜔| ∆𝑟𝑥 = {𝑘𝑟(𝑥𝑘 − 𝑥𝑘+1)}𝜖𝑋 , 𝑟 < 1 için} 

ile tanımlı uzaylara genişletti ve 𝑋(∆𝑟) uzayının 𝛼−, 𝛽−, 𝛾 − duallerini hesapladılar. 

Ahmad ve Mursaleen (1987) bu uzayları 𝑋(𝑝, Δ) uzaylarına genişlettiler. 

Malkowsky (1989) 𝑙∞(𝑝, Δ) ve 𝑐0(𝑝, Δ) kümelerinin Köthe-Toeplitz duallerini 

belirledi.  

Choudhary ve Mishra (1993) 𝑟 ≥ 1 için 𝑐0(∆𝑟) dizi uzaylarının bazı özelliklerini 

çalıştılar. Mursaleen ve diğerleri (1996)  

𝑙∞(𝑝, ∆𝑟) = {𝑥 = (𝑥𝑘)𝜖𝜔|∆𝑟𝑥𝜖𝑙∞(𝑝)} ,    (𝑟 > 0) 

dizi uzayını tanımladı ve bu dizi uzaylarının bazı özelliklerini incelediler. 

 Yine son zamanlarda 0 < 𝑝 < 1 durumu için Altay ve Başar (2003) ve 0 < 𝑝 ≤

∞ durumu için Malkowsky ve diğerleri (2004), (𝑥𝑘 − 𝑥𝑘+1) şeklindeki 𝑥 = (𝑥𝑘) 

dizilerinden oluşan 𝑝 −sınırlı değişkenli dizilerinin 𝑏𝑣𝑝
 fark uzaylarını tanımladı.  
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 𝑏𝑣𝑝
= {𝑥 = (𝑥𝑘)𝜖𝜔| ∑ |𝑥𝑘 − 𝑥𝑘+1|𝑝 < ∞𝑘 }, (0 < 𝑝 < ∞) 

 𝑏𝑣∞
= {𝑥 = (𝑥𝑘)𝜖𝜔| 𝑠𝑢𝑝

𝑘𝜖ℕ
|𝑥𝑘 − 𝑥𝑘+1| < ∞} 

Biz de bu çalışmada adı geçen sayı dizileri yerine yakınsak küme dizileri aldık. {𝐴𝑛 } 

bir küme dizisi olmak üzere bu küme dizisinin fark dizisini, 𝙿𝑛 = (∆𝐴𝑛) = 𝐴𝑛 − 𝐴𝑛−1 

ve 𝐴0 = {0} alacağız (𝑛 = 0,1,2,3, … ). Burada 

 𝙿1 = 𝐴1 − 𝐴0 

𝙿2 = 𝐴2 − 𝐴1 

𝙿3 = 𝐴3 − 𝐴2 

       ⋮ 

𝙿𝑛 = 𝐴𝑛 − 𝐴𝑛−1 

olur. 

{𝐴𝑛 } küme dizisi 𝐴 kümesine yakınsak iken  {∆𝐴𝑛 } küme dizisi 𝐴 kümesine yakınsak 

mıdır? Yani, 

𝑙𝑖𝑚
𝑛

 𝑠𝑢𝑝 𝐴𝑛 = 𝑙𝑖𝑚
𝑛

 𝑠𝑢𝑝 𝐴𝑛 = 𝐴 ise 𝑙𝑖𝑚
𝑛

 𝑠𝑢𝑝 ∆𝐴𝑛 = 𝑙𝑖𝑚
𝑛

 𝑠𝑢𝑝 ∆𝐴𝑛 = 𝐴 

mıdır? Acaba 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑃𝑛 mevcut mudur? Kuratowski, Haussdorff, Mosco, Wijsman ve Fisher 

anlamında yakınsak küme dizilerinin fark küme dizisinin de adı geçen anlamda nereye 

yakınsak olduğu çalışıldı. 

{𝐴𝑛 } küme dizisinin her bir terimi ayrık ise Bölüm 1’deki ayrık küme dizisi 

örneğinden 𝑙𝑖𝑚 𝑠𝑢𝑝 𝐴𝑛 = 𝑙𝑖𝑚 𝑖𝑛𝑓 𝐴𝑛 = ∅ idi. Şimdi {∆𝐴𝑛 } küme dizisini göz önüne 

alalım: 

       𝙿1 = 𝐴1 − 𝐴0=𝐴1 

      𝙿2 = 𝐴2 − 𝐴1 = 𝐴2 

  𝙿3 = 𝐴3 − 𝐴2 = 𝐴3 

       ⋮ 

 𝙿𝑛 = 𝐴𝑛 − 𝐴𝑛−1 = 𝐴𝑛 

ve 𝐴𝑛  ler ayrık olduğundan her 𝑛, 𝑚𝜖ℕ için 𝐴𝑛 ∩ 𝐴𝑚 = ∅ dir. Buradan, 
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       𝙿1=𝐴1 

      𝙿2 = 𝐴2 

 𝙿3 = 𝐴3 

       ⋮ 

 𝙿𝑛 = 𝐴𝑛  

bulunur. Yani {𝑃𝑛 } = {𝐴𝑛 } olur. O zaman 𝑙𝑖𝑚 𝐴𝑛 = 𝑙𝑖𝑚 𝑃𝑛 = ∅ dir. Gerçekten {𝑃𝑛 } 

dizisi ayrık olduğundan 𝑚 ≠ 𝑛 olmak üzere her 𝑚, 𝑛𝜖ℕ için 𝑃𝑛 ∩ 𝑃𝑚 = ∅ olur hatta daha 

genel bir yazılımla ⋂ 𝑃𝑛
∞
𝑛=𝑚 = ∅ ve buradan 

 𝑙𝑖𝑚
𝑛

 𝑖𝑛𝑓 𝑃𝑛 = ⋃ (⋂ 𝑃𝑛
∞
𝑛=𝑚 ) =∞

𝑚=1 ∅ 

olur.  

𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝑠𝑢𝑝 𝑃𝑛  = ⋂ (⋃ 𝑃𝑛
∞
𝑛=𝑚 )∞

𝑚=1 ≠ ∅ olduğunda ⋃ 𝑃𝑛 ≠ ∅∞
𝑛=𝑚  olur. Yani her 𝑚𝜖ℕ 

için en az bir 𝑥0𝜖 ⋃ 𝑃𝑛
∞
𝑛=𝑚  vardır. Bu ise her 𝑚𝜖ℕ için 𝑥0𝜖𝑃𝑚0

olacak şekilde en az bir 

𝑚0𝜖ℕ (𝑚0 ≥ 𝑚) vardır. Arakesit tanımından 𝑥 elemanı 𝑃𝑚0+1, 𝑃𝑚0+1, … terimlerinin 

elemanıdır. Bu {𝑃𝑛 } dizisinin ayrık kümelerin dizisi olmasıyla çelişir. Dolayısıyla 

𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝑠𝑢𝑝 𝑃𝑛 = ∅ olmak zorundadır. Yani  lim
𝑛→∞

𝑃𝑛 = ∅ olur. 

{𝐴𝑛 } küme dizisinin her terimi ortak bir kesişime sahip olsun. Bu durumda 

⋂ 𝐴𝑛 ≠ ∅𝑖𝜖ℕ  olur. Diyelim ki ⋂ 𝐴𝑛 = 𝑃𝑖𝜖ℕ  olsun. Bu şekildeki bir küme dizisinin limitini 

bulalım. 𝑘 > 𝑚 olmak üzere (𝑘, 𝑚, 𝑛𝜖ℕ), 

 𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝑠𝑢𝑝 𝑃𝑛  = 𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝑠𝑢𝑝 ∆𝐴𝑛 = ⋂ (⋃ (𝐴𝑛 − 𝐴𝑛−1)∞
𝑛=𝑚 )∞

𝑚=1   

            = ⋂ ((𝐴𝑚 − 𝐴𝑚−1) ∪ (𝐴𝑚+1 − 𝐴𝑚) ∪ (𝐴𝑚+2 − 𝐴𝑚+1) ∪ ⋯ ∪∞
𝑚=1

                            (𝐴𝑘 −  𝐴𝑘−1) ∪ ⋯ ) 

          = [(𝐴1 − 𝐴0) ∪ (𝐴2 − 𝐴1) ∪ (𝐴3 − 𝐴2) ∪ ⋯ ]     

∩ [(𝐴2 − 𝐴1) ∪ (𝐴3 − 𝐴2) ∪ (𝐴4 − 𝐴3) ∪ ⋯ ]

∩ [(𝐴3 − 𝐴2) ∪ (𝐴4 − 𝐴3) ∪ (𝐴5 − 𝐴4) ∪ ⋯ ] ∩ ⋯

∩ [(𝐴𝑘 − 𝐴𝑘−1) ∪ (𝐴𝑘+1 − 𝐴𝑘) ∪ (𝐴𝑘+2 − 𝐴𝑘+1) ∪ ⋯ ]

∩ ⋯                              
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       = [(𝐴1 ∪ 𝐴2 ∪ 𝐴3 ∪ ⋯ ) − ⋂ 𝐴𝑚
∞
𝑚=1 ] ∩ [(𝐴2 ∪ 𝐴3 ∪ 𝐴4 ∪ ⋯ ) −

             ⋂ 𝐴𝑚
∞
𝑚=2 ] ∩ [(𝐴3 ∪ 𝐴4 ∪ 𝐴5 ∪ ⋯ ) − ⋂ 𝐴𝑚

∞
𝑚=3 ] ∩ ⋯ ∩ [((𝐴𝑘 ∪ 𝐴𝑘+1 ∪

             𝐴𝑘+2 ∪ ⋯ ) − ⋂ 𝐴𝑚
∞
𝑚=𝑘 )] ∩ ⋯ 

        = [(𝐴1 ∪ 𝐴2 ∪ 𝐴3 ∪ ⋯ ) − ⋂ 𝐴𝑚
∞
𝑚=1 ] ∩ [(𝐴2 ∪ 𝐴3 ∪ 𝐴4 ∪ ⋯ ) −

                          ⋂ 𝐴𝑚
∞
𝑚=1 ] ∩ [(𝐴3 ∪ 𝐴4 ∪ 𝐴5 ∪ ⋯ ) − ⋂ 𝐴𝑚

∞
𝑚=1 ] ∩ ⋯ ∩ [((𝐴𝑘 ∪ 𝐴𝑘+1 ∪

                           𝐴𝑘+2 ∪ ⋯ ) − ⋂ 𝐴𝑚
∞
𝑚=1 )] ∩ ⋯                              

      = [(𝐴1 ∪ 𝐴2 ∪ 𝐴3 ∪ ⋯ ) ∩ (𝐴2 ∪ 𝐴3 ∪ 𝐴4 ∪ ⋯ ) ∩ (𝐴3 ∪ 𝐴4 ∪ 𝐴5 ∪ ⋯ ) ∩

                         ⋯ ∩ (𝐴𝑘 ∪ 𝐴𝑘+1 ∪ 𝐴𝑘+2 ∪ ⋯ ) ∩ ⋯ ] − ⋂ 𝐴𝑚
∞
𝑚=1                               

      = 𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝑠𝑢𝑝 𝐴𝑛 − 𝑃  =  𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝑠𝑢𝑝 𝐴𝑛 − ⋂ 𝐴𝑚
∞
𝑚=1   

Burada, 𝑃 = ⋂ 𝐴𝑚
∞
𝑚=1 = ⋂ 𝐴𝑚

∞
𝑚=2 = ⋂ 𝐴𝑚

∞
𝑚=3 = ⋯ = ⋂ 𝐴𝑚

∞
𝑚=𝑘 = ⋯ olur. 

Çünkü dizinin tüm terimleri aynı kesişime sahiptir. Yukarıdaki eşitlikteki her bir ifade 

yerine ⋂ 𝐴𝑚
∞
𝑚=1  yazdık. 

𝑙𝑖𝑚
𝑛

 𝑖𝑛𝑓 𝑃𝑛 = 𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝑖𝑛𝑓  ∆𝐴𝑛 = ⋃ (⋂ (𝐴𝑛 − 𝐴𝑛−1)∞
𝑛=𝑚 )∞

𝑚=1   

     = ⋃ ((𝐴𝑚 − 𝐴𝑚−1) ∩ (𝐴𝑚+1 − 𝐴𝑚) ∩ (𝐴𝑚+2 − 𝐴𝑚+1) ∩ ⋯ ∩∞
𝑚=1

                         (𝐴𝑘 − 𝐴𝑘−1) ∩ ⋯ ) 

     = [(𝐴1 − 𝐴0) ∩ (𝐴2 − 𝐴1) ∩ (𝐴3 − 𝐴2) ∩ ⋯ ]

∪ [(𝐴2 − 𝐴1) ∩ (𝐴3 − 𝐴2) ∩ (𝐴4 − 𝐴3) ∩ ⋯ ]

∪ [(𝐴3 − 𝐴2) ∩ (𝐴4 − 𝐴3) ∩ (𝐴5 − 𝐴4) ∩ ⋯ ] ∪ ⋯

∪ [(𝐴𝑘 − 𝐴𝑘−1) ∩ (𝐴𝑘+1 − 𝐴𝑘) ∩ (𝐴𝑘+2 − 𝐴𝑘+1) ∩ ⋯ ]

∪ ⋯                              

    = [(𝐴1 ∩ 𝐴2 ∩ 𝐴3 ∩ ⋯ ) − ⋂ 𝐴𝑚
∞
𝑚=1 ] ∪ [(𝐴2 ∩ 𝐴3 ∩ 𝐴4 ∩ ⋯ ) −

          ⋂ 𝐴𝑚
∞
𝑚=2 ] ∪ [(𝐴3 ∩ 𝐴4 ∩ 𝐴5 ∩ ⋯ ) − ⋂ 𝐴𝑚

∞
𝑚=3 ] ∪ ⋯ ∪ [((𝐴𝑘 ∩ 𝐴𝑘+1 ∩

          𝐴𝑘+2 ∩ ⋯ ) − ⋂ 𝐴𝑚
∞
𝑚=𝑘 )] ∪ ⋯  

    = [(𝐴1 ∩ 𝐴2 ∩ 𝐴3 ∩ ⋯ ) − ⋂ 𝐴𝑚
∞
𝑚=1 ] ∪ [(𝐴2 ∩ 𝐴3 ∩ 𝐴4 ∩ ⋯ ) − ⋂ 𝐴𝑚

∞
𝑚=1 ] ∪

         [(𝐴3 ∩ 𝐴4 ∩ 𝐴5 ∩ ⋯ ) − ⋂ 𝐴𝑚
∞
𝑚=1 ] ∪ ⋯ ∪ [((𝐴𝑘 ∩ 𝐴𝑘+1 ∩ 𝐴𝑘+2 ∩ ⋯ ) −

          ⋂ 𝐴𝑚
∞
𝑚=1 )] ∪ ⋯ 

    = [(𝐴1 ∩ 𝐴2 ∩ 𝐴3 ∩ ⋯ ) ∪ (𝐴2 ∩ 𝐴3 ∩ 𝐴4 ∩ ⋯ ) ∪ (𝐴3 ∩ 𝐴4 ∩ 𝐴5 ∩ ⋯ ) ∪

          ⋯ ∪ (𝐴𝑘 ∩ 𝐴𝑘+1 ∩ 𝐴𝑘+2 ∩ ⋯ )] − ⋂ 𝐴𝑚
∞
𝑚=1  
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    = ⋃ (⋂ 𝐴𝑛
∞
𝑛=𝑚 ) − ⋂ 𝐴𝑚

∞
𝑚=1

∞
𝑚=1  

      = 𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝑖𝑛𝑓 𝐴𝑛 − 𝑃 =  𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝑖𝑛𝑓 𝐴𝑛 − ⋂ 𝐴𝑚
∞
𝑚=1    

Sonuç olarak {𝐴𝑛 } küme dizisi yakınsak ve  𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝑠𝑢𝑝 𝐴𝑛 = 𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝑠𝑢𝑝 𝐴𝑛 = 𝐴 ise 

{𝐴𝑛 } küme dizisinin fark dizisinin limiti de mevcuttur. Bu limit 

 𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝑠𝑢𝑝 (𝐴𝑛 − 𝐴𝑛−1) = 𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝑖𝑛𝑓 (𝐴𝑛 − 𝐴𝑛−1) = 𝐴 − ⋂ 𝐴𝑛
∞
𝑛=1  

şeklindedir. 

Örnek 3.1 𝑋 = ℝ2 ve 𝐴𝑛 = {(𝑥, 𝑦)| 𝑦 =
𝑥

𝑛
, 𝑥𝜖ℝ, nϵℕ} ise,  

𝐴1 = {(𝑥, 𝑦)| 𝑦 = x, 𝑥𝜖ℝ}, 

𝐴2 = {(𝑥, 𝑦)| 𝑦 =
𝑥

2
, 𝑥𝜖ℝ },  

 𝐴3 = {(𝑥, 𝑦)| 𝑦 =
𝑥

3
, 𝑥𝜖ℝ }, 

        ⋮ 

 𝐴𝑛 = {(𝑥, 𝑦)| 𝑦 =
x

𝑛
, 𝑥𝜖ℝ } 

olur. 𝑛 → ∞ için  𝐴𝑛 → 𝐴 = {(𝑥, 𝑦)| 𝑦 = 0, 𝑥𝜖ℝ} olur. ⋂ 𝐴𝑛
∞
𝑛=1 = {(0,0)} olduğundan 

{𝐴𝑛 } küme dizisinin terimleri ortak bir kesişime sahiptir. 𝐴0 = ∅ olmak üzere {𝐴𝑛 } 

dizisinin fark dizisi olan {∆𝐴𝑛} küme dizisini bulalım. (∆𝐴𝑛) = (𝑃𝑛) = (𝐴𝑛 − 𝐴𝑛−1) 

olduğundan, 

𝑃1 = 𝐴1 − 𝐴0 = {(𝑥, 𝑦)| 𝑦 = x, 𝑥𝜖ℝ} − ∅ 

𝑃2 = 𝐴2 − 𝐴1 = {(𝑥, 𝑦)| 𝑦 =
𝑥

2
, 𝑥𝜖ℝ } − {(𝑥, 𝑦)| 𝑦 = x, 𝑥𝜖ℝ} 

𝑃3 = 𝐴3 − 𝐴2 = {(𝑥, 𝑦)| 𝑦 =
𝑥

3
, 𝑥𝜖ℝ } − {(𝑥, 𝑦)| 𝑦 =

𝑥

2
, 𝑥𝜖ℝ } 

   ⋮ 

𝑃𝑛 = 𝐴𝑛 − 𝐴𝑛−1 = {(𝑥, 𝑦)| 𝑦 =
x

𝑛
, 𝑥𝜖ℝ } − {(𝑥, 𝑦)| 𝑦 =

x

𝑛−1
, 𝑥𝜖ℝ } 

olur. Buradan, 

𝑃1 = {(𝑥, 𝑦)| 𝑦 = x, 𝑥𝜖ℝ} − ∅ = 𝐴1 

𝑃2 = {(𝑥, 𝑦)| 𝑦 =
𝑥

2
, 𝑥𝜖ℝ } − {(0,0)} = 𝐴2 − {(0,0)} 
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𝑃3 = 𝐴3 = {(𝑥, 𝑦)| 𝑦 =
𝑥

3
, 𝑥𝜖ℝ } − {(0,0)} = 𝐴3 − {(0,0)} 

   ⋮ 

𝑃𝑛 = 𝐴𝑛 − 𝐴𝑛−1 = {(𝑥, 𝑦)| 𝑦 =
x

𝑛
, 𝑥𝜖ℝ } − {(0,0)} = 𝐴𝑛 − {(0,0)} 

elde edilir. Şimdi (𝑃𝑛) fark dizisinin limitinin 𝐴 − ⋂ 𝐴𝑛
∞
𝑛=1 = {(𝑥, 0)| 𝑥𝜖ℝ} − {(0,0)} 

olduğunu küme dizilerinin limitini kullanarak bulalım.  

Bunun için 𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝑠𝑢𝑝 (𝐴𝑛 − 𝐴𝑛−1) = 𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝑖𝑛𝑓 (𝐴𝑛 − 𝐴𝑛−1) = 𝐴 − ⋂ 𝐴𝑛
∞
𝑛=1  

olduğunu göstermeliyiz. 

𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝑠𝑢𝑝 𝑃𝑛 = 𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝑠𝑢𝑝 (𝐴𝑛 − 𝐴𝑛−1)  = ⋂ (⋃ (𝐴𝑛 − 𝐴𝑛−1)∞
𝑛=𝑚 )∞

𝑚=1   

           = ⋂ ((𝐴𝑚 − 𝐴𝑚−1) ∪ (𝐴𝑚+1 − 𝐴𝑚) ∪ (𝐴𝑚+2 − 𝐴𝑚+1) ∪ ⋯ ∪∞
𝑚=1

                                        (𝐴𝑘 − 𝐴𝑘−1) ∪ ⋯ )  

                               = [(𝐴1 − 𝐴0) ∪ (𝐴2 − 𝐴1) ∪ (𝐴3 − 𝐴2) ∪ ⋯ ] ∩ [(𝐴2 − 𝐴1) ∪

                                        (𝐴3 − 𝐴2) ∪ (𝐴4 − 𝐴3) ∪ ⋯ ] ∩ [(𝐴3 − 𝐴2) ∪ (𝐴4 − 𝐴3) ∪ (𝐴5 −

                                        𝐴4) ∪ ⋯ ] ∩ ⋯ ∩ [(𝐴𝑘 − 𝐴𝑘−1) ∪ (𝐴𝑘+1 − 𝐴𝑘) ∪ (𝐴𝑘+2 −

                                        𝐴𝑘+1) ∪ ⋯ ] ∩ ⋯                              

        = [(𝐴1 − ∅) ∪ (𝐴2 − {(0,0)}) ∪ (𝐴3 − {(0,0)}) ∪ ⋯ ] ∩ [(𝐴2 −

                            {(0,0)}) ∪ (𝐴3 − {(0,0)}) ∪ (𝐴4 − {(0,0)}) ∪ ⋯ ] ∩ [(𝐴3 −

                            {(0,0)}) ∪ (𝐴4 − {(0,0)}) ∪ (𝐴5 − {(0,0)}) ∪ ⋯ ] ∩ ⋯ ∩ [(𝐴𝑘 −

                            {(0,0)}) ∪ (𝐴𝑘+1 − {(0,0)}) ∪ (𝐴𝑘+2 − {(0,0)}) ∪ ⋯ ] ∩ ⋯    

                   = [(𝐴1 ∪ 𝐴2 ∪ 𝐴3 ∪ ⋯ ) − {(0,0)}] ∩ [(𝐴2 ∪ 𝐴3 ∪ 𝐴4 ∪ ⋯ ) −

                           {(0,0)}] ∩ [(𝐴3 ∪ 𝐴4 ∪ 𝐴5 ∪ ⋯ ) − {(0,0)}] ∩ ⋯ ∩

                           [((𝐴𝑘 ∪ 𝐴𝑘+1 ∪ 𝐴𝑘+2 ∪ ⋯ ) − {(0,0)})] ∩ ⋯ 

                        = [(𝐴1 ∪ 𝐴2 ∪ 𝐴3 ∪ ⋯ ) − ⋂ 𝐴𝑚
∞
𝑚=1 ] ∩ [(𝐴2 ∪ 𝐴3 ∪ 𝐴4 ∪ ⋯ ) −

                                           ⋂ 𝐴𝑚
∞
𝑚=1 ] ∩ [(𝐴3 ∪ 𝐴4 ∪ 𝐴5 ∪ ⋯ ) − ⋂ 𝐴𝑚

∞
𝑚=1 ] ∩ ⋯ ∩

                                           [((𝐴𝑘 ∪ 𝐴𝑘+1 ∪ 𝐴𝑘+2 ∪ ⋯ ) − ⋂ 𝐴𝑚
∞
𝑚=1 )] ∩ ⋯                              

                   = [(𝐴1 ∪ 𝐴2 ∪ 𝐴3 ∪ ⋯ ) ∩ (𝐴2 ∪ 𝐴3 ∪ 𝐴4 ∪ ⋯ ) ∩ (𝐴3 ∪ 𝐴4 ∪ 𝐴5 ∪

                                        ⋯ ) ∩ ⋯ ∩ (𝐴𝑘 ∪ 𝐴𝑘+1 ∪ 𝐴𝑘+2 ∪ ⋯ ) ∩ ⋯ ] − ⋂ 𝐴𝑚
∞
𝑚=1             

          =  𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝑠𝑢𝑝 𝐴𝑛 − ⋂ 𝐴𝑚
∞
𝑚=1 = A − {(0,0)} = {(𝑥, 0)| 𝑥𝜖ℝ} −

                                         {(0,0)} 
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   𝑙𝑖𝑚
𝑛

 𝑖𝑛𝑓 𝑃𝑛 = ⋃ (⋂ (𝐴𝑛 − 𝐴𝑛−1)∞
𝑛=𝑚 )∞

𝑚=1  

      = ⋃ ((𝐴𝑚 − 𝐴𝑚−1) ∩ (𝐴𝑚+1 − 𝐴𝑚) ∩ (𝐴𝑚+2 − 𝐴𝑚+1) ∩ ⋯ ∩∞
𝑚=1

            (𝐴𝑘 − 𝐴𝑘−1) ∩ ⋯ ) 

      = [(𝐴1 − 𝐴0) ∩ (𝐴2 − 𝐴1) ∩ (𝐴3 − 𝐴2) ∩ ⋯ ] ∪ [(𝐴2 − 𝐴1) ∩ (𝐴3 −

                          𝐴2) ∩ (𝐴4 − 𝐴3) ∩ ⋯ ] ∪ [(𝐴3 − 𝐴2) ∩ (𝐴4 − 𝐴3) ∩ (𝐴5 − 𝐴4) ∩

                           ⋯ ] ∪ ⋯ ∪ [(𝐴𝑘 − 𝐴𝑘−1) ∩ (𝐴𝑘+1 − 𝐴𝑘) ∩ (𝐴𝑘+2 − 𝐴𝑘+1) ∩

                           ⋯ ] ∪ ⋯                              

                  = [(𝐴1 − ∅) ∩ (𝐴2 − {(0,0)}) ∩ (𝐴3 − {(0,0)}) ∩ ⋯ ] ∪ [(A2 −

                           {(0,0)}) ∩ (A3 − {(0,0)}) ∩ (A4 − {(0,0)}) ∩ ⋯ ] ∪ [(A3 −

                           {(0,0)}) ∩ (A4 − {(0,0)}) ∩ (A5 − {(0,0)}) ∩ ⋯ ] ∪ ⋯ ∪ [(Ak −

                           {(0,0)}) ∩ (Ak+1 − {(0,0)}) ∩ (Ak+2 − {(0,0)}) ∩

                           ⋯ ] ⋯                              

                  = [(𝐴1 ∩ 𝐴2 ∩ 𝐴3 ∩ ⋯ ) − {(0,0)}] ∪ [(𝐴2 ∩ 𝐴3 ∩ 𝐴4 ∩ ⋯ ) −

                           {(0,0)}] ∪ [(𝐴3 ∩ 𝐴4 ∩ 𝐴5 ∩ ⋯ ) − {(0,0)}] ∪ ⋯ ∪

                          [((𝐴𝑘 ∩ 𝐴𝑘+1 ∩ 𝐴𝑘+2 ∩ ⋯ ) − {(0,0)})] ∪ ⋯ 

      = [(𝐴1 ∩ 𝐴2 ∩ 𝐴3 ∩ ⋯ ) ∪ (𝐴2 ∩ 𝐴3 ∩ 𝐴4 ∩ ⋯ ) ∪ (𝐴3 ∩ 𝐴4 ∩ 𝐴5 ∩

                          ⋯ ) ∪ ⋯ ∪ (𝐴𝑘 ∩ 𝐴𝑘+1 ∩ 𝐴𝑘+2 ∩ ⋯ )] − {(0,0)} 

      = [(𝐴1 ∩ 𝐴2 ∩ 𝐴3 ∩ ⋯ ) ∪ (𝐴2 ∩ 𝐴3 ∩ 𝐴4 ∩ ⋯ ) ∪ (𝐴3 ∩ 𝐴4 ∩ 𝐴5 ∩

                          ⋯ ) ∪ ⋯ ∪ (𝐴𝑘 ∩ 𝐴𝑘+1 ∩ 𝐴𝑘+2 ∩ ⋯ )] − ⋂ 𝐴𝑚
∞
𝑚=1  

      = ⋃ (⋂ 𝐴𝑛
∞
𝑛=𝑚 ) − ⋂ 𝐴𝑚

∞
𝑚=1

∞
𝑚=1  

                    =  𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝑖𝑛𝑓 𝐴𝑛 − ⋂ 𝐴𝑚
∞
𝑚=1 = A − {(0,0)}   

Örnekten görüldüğü gibi 𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝑖𝑛𝑓 𝐴𝑛 = 𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝑠𝑢𝑝 𝐴𝑛 = 𝐴 = {(𝑥, 0)| 𝑥𝜖ℝ} iken 

𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝑖𝑛𝑓 ∆𝐴𝑛 = 𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝑠𝑢𝑝 ∆𝐴𝑛 = 𝐴 − ⋂ 𝐴𝑛
∞
𝑛=1 = {(𝑥, 0)| 𝑥𝜖ℝ} − {(0,0)} olur. 
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3.2. Monoton Küme Dizilerinin Fark Dizilerinin Yakınsaklığı 

 

Azalan küme dizilerinin fark fizilerinin limiti 

{𝐴𝑛} azalan küme dizisi olsun. O halde monoton azalan küme dizisi tanımından 

𝐴𝑛+1 ⊂ 𝐴𝑛 dir. 𝐴0 = ∅ ve 𝑃𝑛 = ∆𝐴𝑛 = 𝐴𝑛 − 𝐴𝑛−1 olmak üzere,  ⋯ ⊂ 𝐴𝑘 ⊂ ⋯ ⊂ 𝐴3 ⊂

𝐴2 ⊂ 𝐴1 olduğundan, 

𝑃1 = 𝐴1 − 𝐴0 = 𝐴1 

𝑃2 = 𝐴2 − 𝐴1 = ∅ 

𝑃3 = 𝐴3 − 𝐴2 = ∅ 

       ⋮ 

𝑃𝑛 = 𝐴𝑛 − 𝐴𝑛−1 = ∅ 

olduğundan 

 𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝑃𝑛 = 𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝐴𝑛 − ⋂ 𝐴𝑛 = ⋂ 𝐴𝑛
∞
𝑛=1 − ⋂ 𝐴𝑛 = ∅∞

𝑛=1
∞
𝑛=1   

olur.  

Örnek 3.2 Genel terimi 𝐴𝑛 = [−
1

𝑛
,

1

𝑛
] ile verilen küme dizisini göz önüne alalım. Bu 

azalan bir küme dizisi olup,  

𝐴1 = [−1,1] 

𝐴2 = [−
1

2
,
1

2
] 

                      ⋮ 

𝐴𝑛 = [−
1

𝑛
,
1

𝑛
] 

ve 𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝐴𝑛 = ⋂ 𝐴𝑛 =∞
𝑛=1 {0} olur. Şimdi 𝑃𝑛 = ∆𝐴𝑛 = 𝐴𝑛 − 𝐴𝑛−1 genel terimiyle verilen 

fark dizisinin limitini bulalım. 𝐴0 = ∅ olmak üzere, 

 𝑃1 = 𝐴1 − 𝐴0 = [−1,1] 

      𝑃2 = 𝐴2 − 𝐴1 = [−
1

2
,

1

2
] − [−1,1] = ∅ 

 𝑃3 = 𝐴3 − 𝐴2 = [−
1

3
,

1

3
] − [−

1

2
,

1

2
] = ∅ 
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      ⋮  

      𝑃𝑛 = 𝐴𝑛 − 𝐴𝑛−1 = [−
1

𝑛
,

1

𝑛
] − [−

1

𝑛−1
,

1

𝑛−1
] = ∅ 

olur. 𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝑃𝑛 = ∅ bulunur. 

Artan küme dizilerinin fark dizilerinin limiti 

{𝐴𝑛} artan küme dizisi olsun. O halde monoton artan küme dizisi tanımından 𝐴𝑛 ⊂

𝐴𝑛+1 dir. 𝐴0 = ∅ ve 𝑃𝑛 = ∆𝐴𝑛 = 𝐴𝑛 − 𝐴𝑛−1 olmak üzere,  𝐴1 ⊂ 𝐴2 ⊂ 𝐴3 ⊂ ⋯ ⊂ 𝐴𝑘 ⊂

⋯ olduğundan, 

𝑃1 = 𝐴1 − 𝐴0 = 𝐴1 

𝑃2 = 𝐴2 − 𝐴1 

𝑃3 = 𝐴3 − 𝐴2 

       ⋮ 

𝑃𝑛 = 𝐴𝑛 − 𝐴𝑛−1 

kümeleri ayrıktır. O halde her 𝑛, 𝑚𝜖ℕ için 𝑛 ≠ 𝑚 olmak üzere 𝐴𝑛 ∩ 𝐴𝑚 = ∅ dir. Şimdi 

dizinin limitini bulalım: 

 𝑙𝑖𝑚
𝑛

 𝑖𝑛𝑓 𝑃𝑛 = ⋃ (⋂ 𝑃𝑛
∞
𝑛=𝑚 )∞

𝑚=1 = ⋃ (𝑃𝑚 ∩ 𝑃𝑚+1 ∩ 𝑃𝑚+2 ∩ ⋯ )∞
𝑚=1  

         = ⋃ (∅)∞
𝑚=1 = ∅ 

Ayrık küme dizileri için 𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝑠𝑢𝑝 𝑃𝑛 = ∅ olduğunu göstermiştik. Dolayısıyla 

𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝑠𝑢𝑝 𝑃𝑛 = 𝑙𝑖𝑚
𝑛

 𝑖𝑛𝑓 𝑃𝑛 = ∅ olup {𝑃𝑛} fark dizisi için 𝑙𝑖𝑚
𝑛

 𝑃𝑛 = ∅ olur. 

Örnek 3.3 𝐴𝑛 = [−𝑛, 𝑛] artan küme dizisi için  

𝐴1 = [−1,1] 

𝐴2 = [−2,2] 

𝐴3 = [−3,3] 

                      ⋮ 

𝐴𝑛 = [−𝑛, 𝑛] 

ve 𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝐴𝑛 = ⋂ 𝐴𝑛 =∞
𝑛=1 {0} olur. 𝑃𝑛 = ∆𝐴𝑛 = 𝐴𝑛 − 𝐴𝑛−1 için 𝐴0 = ∅ olmak üzere, 
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             𝑃1 = 𝐴1 − 𝐴0 = [−1,1] 

       𝑃2 = 𝐴2 − 𝐴1 = [−2,2] − [−1,1] = [−2, −1) ∪ (1,2] 

  𝑃3 = 𝐴3 − 𝐴2 = [−3,3] − [−2,2] = [−3, −2) ∪ (2,3] 

      ⋮  

       𝑃𝑛 = 𝐴𝑛 − 𝐴𝑛−1 = [−𝑛, 𝑛] − [−𝑛 + 1, 𝑛 − 1] = [−𝑛, −𝑛 + 1) ∪ (𝑛 − 1, 𝑛] 

olur. Her 𝑛𝜖ℕ için 𝑃𝑛 kümeleri ayrık olduğundan 𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝑃𝑛 = ∅ olur. Gerçekten de  

  𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝑠𝑢𝑝 𝑃𝑛 = ⋂ (⋃ 𝑃𝑛
∞
𝑛=𝑚 ) =∞

𝑚=1 ⋂ (𝑃𝑚 ∪ 𝑃𝑚+1 ∪ 𝑃𝑚+2 ∪ ⋯ )∞
𝑚=1  

       = (𝑃1 ∪ 𝑃2 ∪ 𝑃3 ∪ ⋯ ) ∩ (𝑃2 ∪ 𝑃3 ∪ 𝑃4 ∪ ⋯ ) ∩ (𝑃3 ∪ 𝑃4 ∪ 𝑃5 ∪

              ⋯ ) ∩ ⋯ 

       = ([−1,1] ∪ ([−2, −1) ∪ (1,2]) ∪ ([−3, −2) ∪ (2,3]) ∪ ⋯ )

∩ (([−2, −1) ∪ (1,2]) ∪ (([−3, −2) ∪ (2,3]))

∪ ([−4, −3) ∪ (3,4]) ∪ ⋯ )

∩ (([−3, −2) ∪ (2,3]) ∪ ([−4, −3) ∪ (3,4])

∪ ([−5, −4) ∪ (4,5]) ∪ ⋯ ) ∩ ⋯ 

       = ∅         

 𝑙𝑖𝑚
𝑛

 𝑖𝑛𝑓 𝑃𝑛 = ⋃ (⋂ 𝑃𝑛
∞
𝑛=𝑚 )∞

𝑚=1 = ⋃ (𝑃𝑚 ∩ 𝑃𝑚+1 ∩ 𝑃𝑚+2 ∩ ⋯ )∞
𝑚=1   

                   = (𝑃1 ∩ 𝑃2 ∩ 𝑃3 ∩ ⋯ ) ∪ (𝑃2 ∩ 𝑃3 ∩ 𝑃4 ∩ ⋯ ) ∪ (𝑃3 ∩ 𝑃4 ∩ 𝑃5 ∩

                             ⋯ )    

                   = ([−1,1] ∩ ([−2, −1) ∪ (1,2]) ∩ ([−3, −2) ∪ (2,3]) ∩ ⋯ ) ∪

                             (([−2, −1) ∪ (1,2]) ∩ ([−3, −2) ∪ (2,3]) ∩ ([−4, −3) ∪) ∩

                              ⋯ ) ∪ (([−3, −2) ∪ (2,3]) ∩ ([−4, −3) ∪ (3,4]) ∩

                             ([−5, −4) ∪ (4,5]) ∩ ⋯ ) ∪ ⋯ 

        = ∅ 

olur. 𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝑠𝑢𝑝 𝑃𝑛 = 𝑙𝑖𝑚
𝑛

 𝑖𝑛𝑓 𝑃𝑛 = ∅ olup {𝑃𝑛} fark dizisi için 𝑙𝑖𝑚
𝑛

 𝑃𝑛 = ∅ olur. 
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Elde Edilen Bazı Genel Sonuçlar 

1. Genel olarak {𝐴𝑛 } küme dizisi bir 𝐴 kümesine yakınsak ise fark dizisi olan 

{∆𝐴𝑛} küme dizisi 𝐴 − ⋂ 𝐴𝑛
∞
𝑛=1  kümesine yakınsar. 

2. {𝐴𝑛 } artan yakınsak küme dizisi ise fark dizisi {∆𝐴𝑛} terimleri ayrık bir küme 

dizisi olduğundan boş kümeye yakınsar. 

3. {𝐴𝑛 } azalan ya da ayrık kümelerin yakınsak küme dizisi ise fark dizisi {∆𝐴𝑛} 

sonsuz sayıda terimi boş küme olan bir küme dizisi olduğundan boş kümeye 

yakınsar. 

3.3. Küme Dizilerinin Fark Dizileri İçin Bazı Yakınsaklık Çeşitleri 

Şimdiye kadar yakınsak bir {𝐴𝑛 } küme dizisinin fark dizisi olan {∆𝐴𝑛} küme 

dizisinin de yakınsak olup olmadığını inceledik. Eğer yakınsak ise bu yakınsamanın {𝐴𝑛 } 

küme dizisinin yakınsaklığına bağlı olup olmadığını inceledik. Şimdi bir 𝑋 metrik 

uzayında alınan {∆𝐴𝑛} fark küme dizisi için yakınsaklık çeşitlerini tanımlayacağız. Ve 

bunlar arasındaki ilişkileri inceleyeceğiz. 

3.3.1. Kuratowski yakınsaklık 

Tanım 3.1 ∆𝐴𝑛

𝐾
→ 𝑃 ile gösterilen {∆𝐴𝑛} küme dizisinin 𝑃 kümesine Kuratowski 

anlamında yakınsaklığı; 

𝑙𝑖𝑚
𝑛

 ∆𝐴𝑛 = 𝑙𝑖𝑚
𝑛

 ∆𝐴𝑛 = 𝑙𝑖𝑚
𝑛

 ∆𝐴𝑛 

ile tanımlanır. Burada, 

      𝑙𝑖𝑚
𝑛

 ∆𝐴𝑛 = {𝑥𝜖𝑋|𝑏𝑖𝑟 {𝑥𝑛} dizisi mevcut ∋ her 𝑛𝜖ℕ için 𝑥𝑛𝜖∆𝐴𝑛,  𝑥𝑛 → 𝑥} 

      𝑙𝑖𝑚
𝑛

 ∆𝐴𝑛 = {𝑥𝜖𝑋|{𝐴𝑛𝑘}, {𝑥𝑛𝑘} diziler ve en az bir 𝑘𝜖ℕ için 𝑥𝑛𝑘
𝜖∆𝐴𝑛𝑘

, 𝑥𝑛𝑘
 → 𝑥} 

ve 

𝑙𝑖𝑚
𝑛

 𝑠𝑢𝑝 ∆𝐴𝑛 ⊂ 𝑃 ⊂ 𝑙𝑖𝑚
𝑛

 𝑖𝑛𝑓 ∆𝐴𝑛 

dır. 

3.3.2. Haussdorff yakınsaklık 

 



 39 
 

 

 

Şimdi 𝐶𝐿(𝑋), 𝑋 metrik uzayınındaki boştan farklı kapalı alt kümeleri göstermek 

üzere küme dizileri için Haussdorff anlamında yakınsaklığı inceleyelim. 

Tanım 3.2 ∆𝐴𝑛

𝐻
→ 𝐴 ile gösterilen {∆𝐴𝑛 } ∈ 𝐶𝐿(𝑋) küme dizisinin 𝑃 ∈ 𝐷(𝑋) kümesine 

Kuratowski anlamında yakınsaklığı;  

      𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

h (∆𝐴𝑛, 𝑃) = 0 

ile tanımlanır. Burada  

       𝛿(𝑃, 𝐵) =  𝑠𝑢𝑝
𝑥𝜖𝑃

𝑑(𝑥, 𝐵)    ; 𝑃 ≠ ∅ ise 

      𝛿(∅, 𝐵) = 0    ; 𝑃 = ∅ ise 

ve 

      h(𝑃, 𝐵) = max(𝛿(𝑃, 𝐵), 𝛿(𝐵, 𝑃)) 

olur. 

3.3.3. Wijsman yakınsaklık 

Şimdi küme dizilerinin farkları için Wijsman anlamında yakınsaklık çeşidini 

inceleyelim. 

Tanım 3.3 𝐴𝑛

𝑊
→ 𝐴 ile gösterilen 𝑛𝜖ℕ olmak üzere {∆𝐴𝑛 } ⊂ 𝐶𝐿(𝑋) küme dizisinin 𝑃 ∈

𝐶𝐿(𝑋) kümesine Wijsman anlamında yakınsaklığı her 𝑥 ∈ 𝑋için; 

            𝑑(𝑥, 𝑃) = lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥, ∆𝐴𝑛) 

ile tanımlanır. 

3.3.4. Mosco yakınsaklık 

𝑋, ℝ reel cismi üzerinde normlu lineer uzay olmak üzere küme dizilerinin farkları 

için Mosco anlamında yakınsaklığı inceleyelim.  

Tanım 3.4 ∆𝐴𝑛

𝑀
→ 𝑃 ile gösterilen 𝑛𝜖ℕ olmak üzere {∆𝐴𝑛 } dizisinin 𝑃 kümesine Mosco 

anlamında yakınsaklığı   

 𝑙𝑖𝑚
𝑛

 ∆𝐴𝑛 = 𝑤 − 𝑙𝑖𝑚
𝑛

 ∆𝐴𝑛 = 𝑙𝑖𝑚
𝑛

∆𝐴𝑛 = 𝑃 

ile tanımlanır. Burada  
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𝑤 − 𝑙𝑖𝑚
𝑛

 ∆𝐴𝑛 = {𝑥𝜖𝑋|{∆𝐴𝑛𝑘}, {𝑥𝑛𝑘}diziler ve en az bir 𝑘𝜖ℕ için 𝑥𝑛𝑘
𝜖∆𝐴𝑛𝑘

, 𝑥𝑛𝑘
⇀  𝑥} 

dir. 𝑋 bir normlu uzay, 𝑏𝑜𝑦(𝑋) ≤ ∞ (sonlu boyutlu) ve bir konveks kümedir. 

3.3.5. Fisher yakınsaklık 

Şimdi son yakınsaklık çeşidi Fisher anlamında yakınsaklığı inceleyelim. 

Tanım 3.5 𝐴𝑛

𝐹
→ 𝐴 ile gösterilen 𝑛𝜖ℕ olmak üzere {∆𝐴𝑛 } ⊂ 𝐷(𝑋) küme dizisinin 𝑃 ∈

𝐷(𝑋) kümesine Fisher anlamında yakınsaklığı her 𝜀 > 0 için 

i. 𝑛 > 𝑛𝜀 için 𝑆(∆𝐴𝑛, 𝑃) < 𝜀 olacak şekilde bir 𝑛𝜀 sayısı vardır 

ii. 𝑥𝜖𝑃 için 𝑛 > 𝑛(𝜀, 𝑥) için  𝑆(𝑥, ∆𝐴𝑛) < 𝜀 olacak şekilde 𝑛(𝜀, 𝑥) sayısı 

vardır 

şartlarının sağlanması ile tanımlanır. 

 𝑖. şartı 𝑙𝑖𝑚
𝑛

∆𝐴𝑛 ⊂ 𝑃 olmasına, 𝑖𝑖. şartı ise her 𝑥𝜖𝑃 için 𝑙𝑖𝑚
𝑛

𝑑(𝑥, ∆𝐴𝑛) = 0 yani 

𝑃 ⊂ 𝑙𝑖𝑚
𝑛

∆𝐴𝑛 olmasına denktir. 
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4. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

 

 Küme dizilerinin yakınsaklık durumlarını, Kuratowski, Wijsman, Haussdorff, 

Mosco ve Fisher anlamında yakınsaklık çeşitlerini ve bu yakınsaklık çeşitleri arasındaki 

ilişkileri inceledik. Küme dizisindeki kümelerin özelliklerine göre yakınsaklık durumları 

üzerinde durulmuştur. Küme dizilerinin fark dizilerini tanımladık. Yakınsak olan küme 

dizilerinin arakesitlerinin boştan farklı olması, monoton artan ve azalan olması 

özelliklerine göre farkını alarak oluşan yeni fark dizilerinin de yakınsak olduğu gösterdik. 

Buradan fark dizileri için Kuratowski, Wijsman, Haussdorff, Mosco ve Fisher anlamında 

yakınsaklık çeşitlerini tanımladık.  
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