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OZET
Yiiksek Lisans Tezi
BiISHOP CATISI YARDIMIYLA FERMi WALKER TUREVi UZERINE
Cihat ARDIL
Tez Damismani: Dog. Dr. Talat KORPINAR
2018, 22 sayfa

Bu tez ¢alismasinda, Bishop c¢atisina gore elde edilen T,N; ve N, manyetik
egrilerinin Fermi-Walker tiirevleri hesaplanmis ve bazi dnemli sonuglar verilmistir. Bu
calisma dort boliimden olusmaktadir. 1lk boliim giris kismi olup, bu ¢alisma ile ilgili 6n
bilgiler verilmistir. ikinci bdliimde, materyal ve yontem baslig1 altinda konuya iliskin
temel kavramlar verilmistir. Daha sonra Fermi-Walker tiirevleri bashgi altinda
uyguladigimiz yontem tanitilmistir. Fermi-Walker tiirevi ve Fermi-Walker paralelligi
Bishop catisma gore calisilmistir. Ugiincii boliimde, ii¢ boyutlu Oklid uzaymnda
manyetik egrilerin Fermi-Walker tiirevleri elde edilmistir. Bishop catisina gore T, N; ve

N, manyetik egrileri karakterize edildi.

Son bolim olan tartisma ve sonu¢ bolimiinde, elde edilen sonuglar
yorumlanmustir. Sonuglar, Fermi-Walker tiirevinin geometride ve 06zellikle paralel

vektor alanlarinin hareketlerinde 6nemli bir uygulamasi oldugunu gostermistir.

Anahtar Kelimeler: Bishop catisi, Fermi-Walker tiirevi, Manyetik alan,

Manyetik egriler



ABSTRACT

Master’s Thesis

ON THE FERMI-WALKER DERIVATIVE BY THE BISHOP FRAME
Cihat ARDIL
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Talat KORPINAR
2018, Page: 22

In this thesis, Fermi-Walker derivatives of magnetic curves of magnetic curves
T,N;and N, obtained according to the bishop frame were calculated and some
important results obtained. This study consists of four parts. The first part is the
introduction part and the preliminary information about this work is given. In the
second chapter, basic concepts related to the subject are given under the title of Fermi-
Walker derivatives method was introduced. The Fermi-Walker derivation and the
Fermi-Walker parallels were studied according to the Bishop frame. In the third chapter
Fermi-Walker derivatives of magnetic curves are obtained in three dimensional
Euclidean space. According to the Bishop frame T, N; and N, are characterized.

In the final part of the discussion and conclusion, the results obtained here are
interpreted. The results show that the Fermi-Walker derivative is an important
application in geometry and especially in the motion of paralel vector fields.

Key Words: Bishop frame, Fermi-Walker derivative, Magnetic curves, Magnetic
field
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1. GIRIS

Diferansiyel geometride kullanilan ve 6nemli uygulama alanlar1 olan bir tiirev
Fermi-Walker tiirevi olarak bilinir. Bilinen adi tiirev tanimiyla elde edilen bir¢ok
kavram Fermi-Walker tiirevi ile tanimlandiginda farkli anlam ve uygulama alanlar1
ortaya ¢ikmistir. Bu yeni tiirevin geometride ve ozellikle paralel vektor alanlarinin
hareketlerinde 6nemli bir uygulamasi mevcuttur. Bir E" Oklid uzayinda verilen bir
uzay egrisinin tegeti T olmak {izere T nin egri boyunca paralel olmast E™ nin verilen
V konneksiyonu i¢in V7T=0 sartin1 saglamasi ile miimkiindiir. Bu egri bu sarti
saglamasi durumunda geodezik olarak adlandirilir. E™ de verilen biitiin dogrular
geodezikler olacaktir. E™ de verilen bir egrinin geodezik olup olmadigi ise Fermi-
Walker tiirevi ile bulunur. Fermi-Walker tiirevi, Fermi-Walker paralelligi ve bu tiirev ile
elde edilen donmeyen c¢atilar degisik uzay zamanlarinda farkli egriler i¢in elde
edilmistir.

Ayrica elastik olmayan egri ailelerinin akiginin Fermi-Walker tirevi ile
karakterizasyonu ve Fermi-Walker paralelligi (Korpmar vd., 2015) tarafindan
incelenmistir. Uzayda dikkate deger egri ailelerinin bir sinifi da manyetik egrilerdir.
Manyetik egriler manyetik alanlardaki hareketli ve yiiklii parcaciklarin izledigi
yoriingenin takibi ile elde edilen egrilerdir. n-boyutlu Riemann manifoldlarinda bir
manyetik alan D kapali bir 2- form olmak {izere 1-1 bir tensor alani1 olan ® Lorentz
denklemi ile tanimlanir. Ozel olarak bu tanim 3-boyutlu uzaylardaki bir B manyetik
alandaki bir o egrisi icin Vo o = ®(a’ ) olarak verilir. 3- boyutlu Riemann
manifoldlarinda Frenet catis1 yardimiyla bir manyetik alandaki manyetik egriler ile
elastik teorisi arasindaki iliski bircok yeni calismanin 6niinii agmustir. Ornegin 3-
boyutlu Riemann ve yar1 Riemann manifoldlarindaki bazi manyetik egriler ve bu
egrilerin akig1 yardimiyla tanimlanan Killing manyetik alanlar1 bulunmustur (Bozkurt
vd., 2014; Ozdemir vd., 2015). Yine 3- boyutlu Oklid uzayinda manyetik egriler Bishop
ve tip 2 —Bishop catisina gore tanimlanmistir (Kazan ve Karadag, 2017). Manyetik
egrilerin verilen manyetik alan igerisinde geodezik egrilerinin genellestirilmis bir hali
olmasindan dolay1 manyetik egriler i¢in Fermi-Walker tiirevinin hesaplanmasi dnemli
iliskileri ac¢iga cikaracaktir. Bu tez calismasinda Bishop catisima gore elde edilen
T, N{, N, manyetik egrilerinin Fermi-Walker tiirevleri hesaplanmis ve bazi 6nemli

sonuglar verilmistir.



2. MATERYAL VE METOT

2.1. Temel Kavramlar

Bu boliimde diger boliimlerde kullanilacak olan temel tanim ve kavramlar
aciklanmistir. Diger boliimlerde kullanilan kavramlarla ilgili baz1 teorem ve Onermeler
verilmistir.

Tamim 2.1.1. A bos olmayan bir ciimle ve K cismi tizerindeki vektor uzayr V
olsun. Asagida verilen 6nermeleri dogrulayan bir

fiAXA->V
fonksiyonu varsa, A ya V ile birlesen afin uzay denir.
() VP,Q,R € A igin
fP,Q) +f(Q,R) =F(P,R)
(i) vP,Q,R € Ave a € V i¢in
f(P,Q)=a
olacak sekilde bir tek Q € A noktasi vardir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamim 2.1.2. Bir reel afin uzay A ve A ile birlesen bir vektor uzayi da V olsun.
V vektor uzayinda, x = (xq,x3,...,x,) Ve ¥y = (¥1,¥2,. .., Vn) olmak iizere,

(BVXV->R
(x,y) = (x,y) =Xy Xy

seklinde bir i¢ ¢arpim tanimlanirsa, A afin uzayma Oklid uzay1 denir. (Hacisalihoglu,
2000).

Tanim 2.1.3. n-boyutlu Oklid uzay1r E* ve I, R nin irtibath agik alt ciimlesi

olmak tizere,

a:Ic R - E"

doniisiimii diferansiyellenebilir ise a(I) climlesine E™ de bir egri ve t € I degiskenine de
egrinin parametresi denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tammm 2.1.4. M egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilmis olsun. Bu
durumda ¥ = {a’,a”,a’

14

,...,a” } sistemi lineer bagimsiz ve Va®, k > r i¢in a® €
Sp{¥} olmak tizere ¥ den elde edilen {V;,...,V,.} ortonormal sistemine, M egrisinin

Frenet r-ayaklis1 alan1 ve m € M ig¢in {V,(m),...,V,.(m)} ye ise m € M noktasindaki
Frenet r-ayaklis1 denir. Her bir V;,1 <i <r ye Frenet vektorii denir (Hacisalihoglu,
2000).



Tamm 2.1.5. a:1 c R - E3 egrisi, t € I igin egrinin teget vektor alani
T(t) = a' (t)

egrinin asli normal vektor alani

N(t) = %4
lle (O

egrinin binormal vektor alani

B RGING)
la' (Ore” @I

B(t)

olmak {izere bu vektorlerden olusan {T,N, B} sistemine Frenet 3-ayaklisi1 denir.{T, N, B}
Frenet 3-ayaklisi ortonormal bir ¢atidir (Hacisalihoglu, 2000).

Tanmm 2.1.6. M egrisi (I, @) koordinat komsulugu ile verilmis olsun. s € I ya
karsilik gelen a(s) noktasindaki Frenet r-ayaklisi {V;(s),..., V,(s)} olsun. Buna

kil -»R1<i<r

s = ki(s) = (V; (5), Vir1(5))

seklinde taniml1 k; fonksiyonuna M egrisinin i-yinci egrilik fonksiyonu ve s € [ igin
k;(s) reel sayisina da a(s) noktasinda M nin i-yinci egriligi denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tanmm 2.1.7.
a:lcR - E?
s = a(s) = (a1(s), az(s), az(s))

s yay parametresi ile verilen bir egrinin a(s) noktasindaki Frenet 3-ayaklis1 {T,N, B}
olsun.

T'(s) = ky (SN(s)
N'(s) = —ky(S)T(s) + kz(s)B(S)
B'(s) = —ky(s)N(s)

denklemlerine Frenet formiilleri denir (Hacisalihoglu, 2000). Burada k; =k , k, =7

almabilir.

Tanim 2.1.8. a:1 c R - E3 egrisi i¢in
Kk(s) = kq(s) =l a” (s) I

3



degerine a(s) egrisinin s-noktasindaki egriligi denir (Carmo Monfredo, 1976).

Tamm 2.1.9. a:1 c R - E3 egrisi yay parametresi ile verilmis olsun. a” (s) # 0
olmak {izere

B'(s) = 7(s).N(s)

esitligi ile tanimli 7(s) sayisma a(s) egrisinin s-noktasindaki burulmasi denir
(Hacisalihoglu, 2000).

Tanim 2.1.10. E3 Oklid uzayinda bir a(s) egrisinin birim teget vektdr alani T =
a'(s) olsun. T vektor alam belirli bir u vektorii ile sabit a1 yapiyorsa a(s) egrisine
genel helis denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamm 2.1.11. X , s yay parametreli a: 1 ¢ R —» E™ uzay egrisi boyunca herhangi
bir vektor alani olmak iizere

ViX = VX — (T, X)A + (A, X)T

seklinde tanimlanan ViX tiirevine a(s) uzay egrisi boyunca vektér alaninin Fermi
Walker tiirevi denir (Benn ve Tucker , 1989).

Burada T = %% LA = T dir.
ds ds

Tammm 2.1.12. X , s yay parametreli a:/ c R - E" uzay egrisi boyunca
herhangi bir vektor alan1 olmak tizere egri boyunca vektor alaninin Fermi-Walker tiirevi

VX =0

ise X vektor alanmna a(s) uzay egrisi boyunca Fermi-Walker anlaminda paraleldir denir
(Benn ve Tucker, 1989).

Tamim 2.1.13. s yay parametreli a(s) uzay egrisi boyunca

VT =w*AT
ViN=w*AN
ViB=w*AB

olacagmdan
w*=1T

vektoriine {T, N, B} Frenet ¢atisina gére Fermi-Walker anlaminda Darboux vektori denir
(Karakus ve Yayl, 2012).



Tamm 2.1.14. a:I cR->E* birim hizli egrisinin Frenet elemanlari
{T,N,B,k, t} olsun.@ = 7T + kB vektor alanina y egrisinin Darboux vektor alani denir.

=) _

() = 12 = T TOT() + K(©)B())

K2(s)+t2

vektoriine is y egrisinin Darboux gostergesi denir (Karakus ve Yayli, 2012).

Tamm 2.1.15. E3 Oklid uzaymda birim hizli a:] c R » E3 egrisinin teget
vektor alani T olsun. Egri boyunca

(T,N;) =(T,N;) =(N;,N;) =0

sartin1 saglayan vektor alanlar1 N; ve N, = T AN; olmak iizere T,N;, N,vektor alanlar1
hareketli @ egrisi boyunca ortonormal bir ¢at1 olusturur. Bu {T,N;,N,} ¢atisina Bishop
Catist denir (Bishop, 1975).

Tanmm 2.1.16. ¢ birim hizli bir egri olsun. @ nin Frenet vektor alan1 {T,N, B}
olmak iizere a nin ikinci tiirevi sifir olsa bile, a egrisi boyunca hareketli bir ortonormal
cat1 asagidaki gibi ifade edilir:

T sinf(s) —cosB(s) 01[
N| = |cosf(s) sinO(s) Gl
B 0 0 111B
Bu catiya 2. tip Bishop catis1 adi verilir. @ egrisinin 2. tip Bishop catisinin
denklemleri
(1
= Zz

dir. Burada 8 = arctan— 6(s) = [° k(s)ds (Yilmaz ve Turgut, 2010).

0

Tamm 2.1.17. a = a(s), E3 te bir regiiler egri olsun. Eger S? birim kiiresinin O
merkezine 2. tip Bishop catisin1 drdiincii vektdr alanma doniistiiriiliirse ¢ = ¢(s,)

egrisinin kiiresel goriintiisii elde edilir. Bu egri binormal Bishop kiiresel goriintiisii
olarak adlandirilir (Bishop, 1975).

Tamim 2.1.18. M,E"™ Oklid uzaymda bir hiperyiizey ve a:lcR—M regiiler bir
egri olsun. Her t € I i¢in a'(t) noktasmnda M hiperyiizeyinin bir egrilik vektorii var ise
a egrisine , M hiperyiizeyi lizerinde bir egrilik ¢izgisi denir (Sabuncuoglu, 2006).

Tamm 2.1.19. E* Oklid uzaymnda yay parametresi ile verilen a'(s), egrisinin
burulmasi 7(s) = 0 ise a egrisine diizlemsel egri denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamim 2.1.20. M, E® Oklid uzayimda bir hiperyiizey ve a:IcCR—M regiiler bir
egri olsun. Her ¢t € I i¢in a'(t) noktasinda M hiperylizeyinin bir egrilik vektorii var ise a



egrisine, M hiperylizeyinin bir egrilik vektorii ise a egrisine M hiperyiizeyi lizerinde bir
asimptotik egri denir (Sabuncuoglu, 2006).

Tamm 2.1.21. E**! de M hiperylizeyi tizerindeki prametre egri a:l c R -» M
olsun. a:1 ¢ R = M egrisinin her noktasindaki ivme vektorii M hiperyiizeyine ortogonal
ise a egrisine M hiperyiizeyinde geodezik egri denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamm 2.1.22. U = (uq, uy,... u,) V& V = (v4,v,,...,1,) sifirdan farkli vektorler
olsunlar. U -V = (U,V) = uyvy+....u,v, ifadesine U ve V i¢carpim denir. Eger U -V =
0 ise o zaman bu vektdorler diktir (ortogonaldir) denir (Carmo, 1976).

Tamm 2.1.23. E" de bir P noktas: ve R de bir ¥ vektériinden olusan (P, V)
ikilisine bir tanjant vektor denir. Burada P tanjant vektoriin baslangi¢ noktasi ve V de
vektor kismidir. Bir tanjant vektor kisaca 17,, = (P, V) ile gosterilir, (Carmo, 1976).

Tanmm 2.1.24.U = (uy, Uy, ...up) € R® vektorii verilmis olsun. U - U vektoriiniin

karekokiine U vektoriiniin normu denir. || U = VU - U = Ju?+... +u2 seklinde gosterilir
(Carmo, 1976).

Tamm 2.1.25. Birim hizh a:1 - R3 egrisinin Frenet vektor alanlari, T,N,B
olmak tizere

:1 - R3,7(s) = —(B'(s),N(s))

fonksiyonuna, a egrisinin burulma fonksiyonu denir. ©(s) sayisma egrinin a(s)
noktasindaki burulmasi denir (Carmo, 1976).

Tamim 2.1.26. E3 uzayinda ¢ egrisinin, Frenet Serret catis1 {T, N, B} tarafindan

Frenet Serret formiilii asagidaki gibi gosterilir (Bishop, 1975).

T' 0 K 01T
N'|=|-x 0 <t||N|
B’ 0 —t 0J1B

Tanim 2.1.27.« birim hizli bir egri olmak tizere, a:1 - E3 egrisinin Frenet

vektor alani {T, N, B} olduguna gore;

T(s) = a'(s),

_ all(s)
N(s) = e (I’
B(S) _ a'(s)na'’(s)

'’ ()1l
dir (Hacisalihoglu, 2009).

Burada



(T, T) =(N,N) =(B,B) =1,
(T,N) = (T,B) = (T,N) = (N,B) = 0.

Burada egrilik fonksiyonlari k = k(s) =T (s) Il ve t(s) = —(N,B’) olarak
tanimlanuir.

Tanmmm 2.1.28. T(s),N(s),B(s) vektorlerine, a:I - R3 egrisinin a(s)
noktasindaki Frenet vektorleri denir.

{T(s),N(s),B(s)}

kiimesine, a egrisinin a(s) noktasindaki Frenet ¢atis1 denir. T, N, B vektor alanlarina, a
egrisi Uistiinde Frenet vektor alanlar1 denir (Carmo, 1976).

Tamm 2.1.29. M, E™ nin (n — 1) — boyutlu altmanifoldu olsun ve « egrisi sel
yay parametresi ile verilsin. a(s) noktasindaki i —yinci egrilik k;(s) ve Frenet (n—
1) —ayaklis1 {V;(s),V,(s),...V,_1(s)} olsun. Bu Frenet vektor alanlar1 paralel 6teleme ile

kiire merkezine tasindiginda, kiire iizerinde olusan egrilere kiiresel gdsterge egrileri
denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tanim 2.1.30. a nin tanjant dogrulari, sabit bir dogrultu ile sabit ag1 yapiyorsa
y va silindirik helis (Genel helis) denir. y(s) nin bir silindir helis olmas1 i¢in gerek ve
yeter sart (E) (s) nin sabit olmasidir. Eger t ve x sifirdan farkli sabitler ise helise

dairesel helis denir (Yilmaz ve Turgut, 2010).

Tamm 2.1.31. o:1 - E" birim hizh bir egri olsun. a egrisinin normali olan bir
sabit L dogrusu ile a sabit bir a¢1 yapiyorsa a egrisine bir slant helis ad1 verilir, (Yilmaz
ve Turgut, 2010).

Tamim 2.1.32. Yarigapi r > 0 ve merkezi orjin olan kiire E3 uzaymda asagidaki
gibi tanimlanir (Bishop, 1975).

5% = {p = (p1,P2.p3) € E3:(p,p) = r2}.

Tamm 2.1.33. U = (ug, uy,...uy) V& V = (v1,V,,..., 1) sifirdan farkl vektorler
olsunlar. U -V = (U,V) = uyv;+....u,v, ifadesine U ve V i¢arpimi denir. Eger U -V =
0 ise o zaman bu vektorler diktir (ortogonaldir) denir (Carmo, 1976).

Tamm 2.1.34. E" de bir P noktas: ve R" de bir V vektoriinden olusan (P, V)
ikilisine bir tanjant vektor denir. Burada P tanjant vektoriin baglangi¢ noktasi ve V de
vektor kismidir. Bir tanjant vektor kisaca Up = (P, V) ile gosterilir (Carmo, 1976).

Tanim 2.1.35. Frenet Egrisi: C" sinifinmn birim hizli egrisi f:1 — E™ bir Frenet
egrisi ise f (), B"(s),...,B™V(s) vektorleri egri boyunca her noktada lineer
bagimsizdir. {T,N,B} catis1 ile y:I c R —» E3 Frenet egrisi i¢in  V(s) = u(s)T(s) +
v(s)N(s) + w(s)B(s) ile verilen V vektor alanini1 diigiinelim. Burada u, v, w

7



u?(s) + v23(s) +w?(s) =1

I egrisine cevap veren fonksiyondur. O zaman V nin y(s) integral egrisi E3 de I tizerinde
bir birim hizli egridir (Hacisalihoglu, 2000).

2.2. Fermi-Walker Tiirevi

Bu boliimde de Fermi-Walker tiirevi Bishop catisina gore ifade edilen herhangi
bir vektor alani i¢in ve Fermi-Walker anlaminda paralel olmasi i¢in gerekli durumlar
incelendi.

Teorem 2.2.1. {T,N,,N,} Bishop ¢atisi, s yay parametreli a(s) uzay egrisi ve egri
boyunca herhangi bir vektor alan1 X olmak iizere, Bishop catisindaki egri boyunca X vektor
alaninin Fermi-Walker tiirevi

VX = VgX — k;(Ny AX) + k,(N; A X)
seklinde ifade edilir (Karakus ve Yayli, 2012).

Lemma 2.2.1. X vektor alaninin Bishop ¢atisindaki egri boyunca Fermi-Walker
tiirevi ile bilinen tlirevinin ¢akigsmasi i¢in gerek ve yeter sart

X = A(klNz - kle)
olmasidir. Burada A sabittir (Karakus ve Yayli, 2012).

Teorem 2.2.2. {T,Ny,N,} Bishop ¢atis1 ve 14, 1,, A3 sabitler olmak iizere s yay
parametreli biitiin a(s) uzay egrileri boyunca X = ;T + A;N, + A3N; vektor alam
Fermi-Walker anlaminda paraleldir (Karakus ve Yayli, 2012).

Teorem 2.2.3. Bishop ¢at1 vektorleri biitiin a(s) egrileri boyunca Fermi-Walker
anlaminda paraleldir (Karakus ve Yayli, 2012).

Sonu¢ 2.2.1. s yay parametreli biitiin a(s) egrileri boyunca {T,N;,N,} Bishop
catis1 non-rotating catidir.



3. ARASTIRMA BULGULARI

3.1. OKklid 3-Uzayinda Bishop Catisina Goére Manyetik Egriler

3.1.1. Oklid 3-Uzayinda Bishop Catisina Gore T-Manyetik Egrilerin Fermi-Walker
Tiirevi

Manyetik alamn T teget vektor alanint etkilemesi sonucunda elde edilen yoriingeleri T -
manyetik egriler olarak bilinir. Bu durumda, D manyetik alaninin T -manyetik egrileri asagidaki
Lorentz denklemini saglayan egrilerdir (Bozkurt vd., 2014).

®(T) =TxD = VT

Onerme 3.1.1.1. « egrisi, {T,N;, Ny, k;, k,} Bishop sistemi ile Oklid 3-uzaymnin
Bishop catisina gore T-manyetik egri olsun. O zaman

(D(T) = klNl + kzNz
dir (Kazan ve Karadag, 2017).

Teorem 3.1.1.1. « egrisi uzayda Bishop ¢atisina gére T-manyetik egri olsun.
®(T) nin Fermi-Walker tiirevi asagidaki gibi ifade edilir.

Vrd(T) = (k? + k% — (kg + k)T + k{ Ny + k;N,.
Ispat: ®(T) alan1 Fermi-Walker tiirevinde yerine yazilirsa
Vr®(T) = Vpd(T) — ky (N5 A D(T)) + ky(N; A B(T)) (3.1.1.2)
elde edilir. i1k olarak ®(T) ifadesinin tiirevi alinirsa
Ve ®(T) = ky Ny + k1VyNq + k, N, + k, VN,
olur. Burada V;N; ve V¢N, ifadeleri yerine yazilirsa
Ve ®(T) = k; Ny — k2T + ky N, — k2T
elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa
Ve ®(T) = —(k2 + k2T + ky Ny + kN,
esitligi bulunur. ikinci olarak N, ve ®(T) ifadesinin vektorel ¢arpimini bulalim.
N, A®(T) = N, A (kyN; + k;N,)
esitliginden
N, A®(T) = —k, T

ifadesi elde edilir. —k, ifadesiyle ¢arpilirsa



—k;(N; A ®(T)) = k2T (3.1.1.3)
bulunur. Son olarak N; ve ®(T) nin vektorel carpimi alinirsa

N; A ®(T) = N; A (k1 Ny + k3N5)
olur ve

N, A®(T) = k, T
ifadesi bulunur. N; ve ®(T) nin vektorel carpimini k, ile ¢arpilirsa

ko ( Ny A®(T)) = k5T (3.1.1.4)
olur. (3.1.1.2) denkleminde (3.1.1.3) ve (3.1.1.4) denklemleri yerine yazilirsa

Vr®(T) = —(k2 + k2)T + k{N; + kyN, + k2T + k2T
elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa
Vr®(T) = k; N; + k, N,

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug¢ 3.1.1.1. Eger ®(T) Fermi-Walker anlaminda paralel ise o zaman k; ve k,
egrilikleri sabittir.

Ispat: Teorem (3.1.1.1) den elde ettigimiz V;®(T) ifadesi sifira esit oldugunda
Fermi-Walker anlaminda paraleldir. Ayrica

Vr®(T) =0
esitliginde V;®(T) ifadesini yerine yazilirsa
k; Ny + k,N,=0

elde edilir. Denklemleri ayr1 ayr1 sifira esitledigimizde

k, =0k, =0
bulunur.

Onerme 3.1.1.2. « egrisi Bishop catisina gére T-manyetik egri olsun. O zaman

®(N;) = =k, T + pN,

dir (Kazan ve Karadag, 2017). Burada
p = g(®(Ny),Ny) dir.

Teorem 3.1.1.2. « egrisi uzayda T manyetik egri olsun. (3.1.1.2) tanimindan
@ (N;) manyetik egrisinin Fermi-Walker tiirevi asagidaki gibi ifade edilir.
10



Vr®(Ny) = (=k; — pk, + p)T +p Ny
Ispat: ®(N,) ifadesi Fermi-Walker tiirevinde yerine yazilirsa
Vr®(N;) = Ve ®(N;) — ky (N, A @(N;)) + k,(N; A D(Ny)) (3.1.1.5)
elde edilir. Ik olarak ®(N,) ifadesinin tiirevi alinirsa
Vi®(N;) = —k; T — Iy VqT + p Ny + pVgNy.
Gerekli diizenlemeler yapilirsa
Vr®(Ny) = —k; T — kZNy — kyk,Ny +p 'Ny — pk, T
esitligi bulunur. Ikinci olarak N, ve ®(N,) ifadesinin vektdrel carprmini bulalim.
N, A®(N;) = Ny A (=K, T + pN,)
esitliginden
N, A D(N;) = —k; Ny
ifadesi elde edilir. —k; ifadesi ile garpilirsa
—k;(Ny; A®(N;) = k2N, (3.1.1.6)
bulunur. Boylece N; ve ®(N;) nin vektorel carpimi alinirsa
N; A®(N;) = Ny A—k, T + pN,
olur ve
N; ADP(Ny) = —k1N;
ifadesi bulunur. N; ve ®(N;) nin vektorel carpimi
N; A®(N;) = Ny A (—k;N; AT + pN; AN,)
olur. N, ve ®(N,) nin vektorel garpimini k,, ile garpilirsa
ky(N; A ®(N,) = kyk Ny + pT (3.1.1.7)
bulunur. (3.1.1.5) denkleminde (3.1.1.6) ve (3.1.1.7) denklemleri yerine yazilirsa
Vr®(Ny) = (—k; — pk)T — kINy + (—kyky +p INy + kIN; + kykoN, + pT
elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa
Vr®(Ny) = (ki — pk; + p)T+p N,

bulunur.
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Sonug¢ 3.1.1.2. ®(N,) Fermi-Walker anlaminda paralel ise 0 zaman
p = sabit,
ki = —pk,
dir.
Ispat. V;®(N,) ifadesi kullanilirsa
(=ky —pky +P)T+p N, =0

elde edilir. Denklemleri ayr1 ayr1 sifira esitledigimizde

ki = —pk;
bulunur.
Onerme 3.1.1.3. a egrisi uzayda T -manyetik egrisi olsun. O zaman
®(N,) = —k,T + pN,
dir (Kazan ve Karadag, 2017). Burada
p = g(®(Ny),Nz)
dir.

Teorem 3.1.1.3. a egrisi uzayda T manyetik egri olsun. ®(N,) vektor alanimnin
Fermi-Walker tiirevi asagidaki gibi ifade edilir:

Vi ®(N,) = —k,T — p'N;.
Ispat: ®(N,) alanin1 Fermi-Walker tiirevinde yerine yazarsak
Vr®(Nz) = Vp®(Nz) — ki (Nz A @(N3)) + ko (N; A @(N3)) (3.1.1.8)
elde edilir. Ik olarak @®(N,) ifadesinin tiirevini alacak olursak
®(N;) = ~k, T~ koVrT —p Ny = pUrN,
olur. Burada V;T ve VN, ifadelerini yerine yazarsak
Vr®(N2) = —k, T — ky (ks Ny + k;N;) — p'Ny + pky T
elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa
Vr®(N2) = (—k; + k)T + (=kiky —p Ny — k5N,

esitligi bulunur. Ikinci olarak N, ve ®(N,) ifadesinin vektdrel carpimimi bulalim.
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N, A@(N,) = N, A( =k, T —pN,)
esitliginden
N, A ®(N,) = —k,N; + pT
ifadesi elde edilir. —k, ifadesi ile garpilirsa
—ky (N, A ®(N,)) = kyk,N; — kypT (3.1.1.9)
bulunur. Son olarakta N; ve ®(N,) nin vektorel garpimini aldigimizda
N; A®(N, = N; A (=k, T — pNy)
olur ve
N; A ®(N,) = k,N,
ifadesi bulunur. N; ve ®(N,) nin vektorel garpimi k, ile ¢arpilirsa
k,(Ny A ®@(Ny)) = kiN, (3.1.1.10)
olur. (3.1.1.8) denkleminde (3.1.1.9) ve (3.1.1.10) denklemleri yerine yazilirsa
Vr®(Ny) = (—kj + pky)T + (—k1k, — p )Ny — k3N, + kyk,Ny — kypT + k3N,
bulunur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa
Vrd(Nz) = —k;T —p'N,
elde edilir ve ispat biter.

Sonug¢ 3.1.1.3. ®(N,) vektor alan1 Fermi-Walker anlaminda paralel ise k, ve p
sabittir.

Ispat. Teorem (4.1.3) den elde ettigimiz ifade sifira esit oldugunda Fermi-
Walker anlaminda paraleldir. Boylece

Vr®(N;) =0
esitliginde V®(N,) ifadesini yerine koydugumuzda
—k,T—p'N; =0

elde edilir. Boylece

bulunur.
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3.1.2. Oklid 3-Uzayinda Bishop Catisina Gore N;-Manyetik Egrilerin Fermi-
Walker Tiirevi

Manyetik alanin N,vektor alanini etkilemesi sonucunda elde edilen yoériingeleri N;-
manyetik egriler olarak bilinir. Bu durumda, D manyetik alaninin N;-manyetik egrileri
asagidaki Lorentz denklemini saglayan egrilerdir (Bozkurt vd., 2014).

(D(Nl) = N1 xD= VTNl'

Onerme 3.1.2.1. « egrisi Bishop catisina gore N;-manyetik egri olsun. O zaman

®(T) = k;N; + uN,, (3.1.2.1)
®(N,) = =k, T, (3.1.2.2)
®(N,) = —uT, (3.1.2.3)

dir. Burada 4 = g(®(T),N,) dir (Kazan ve Karadag, 2017).

Teorem 3.1.2.1. a egrisi uzayda N;manyetik egri olsun. ®(T) nin Fermi-Walker

tiirevi
Vp®(T) = u(ky — k)T + k; Ny + 1 N,
dir.
Ispat. ®(T) alanin1 Fermi-Walker tiirevinde yerine yazarsak
Vi®(T) = V4 ®(T) — ky (N, A @(T)) + k,(N; A @(T)) (3.1.2.4)
bulunur.
I1k olarak (3.1.2.1) denkleminden &(T) ifadesinin tiirevi almirsa
Vi ®(T) = Vy(k;N; + uN,)
olur. Burada VN, ve VN, ifadelerini yerine yazacak olursak
Ve ®(T) = k;N; — k2T + i Ny — kyuT
elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa
Ve®(T) = —(k2 + kys)T + k; Ny + 1 N,
esitligi bulunur. N, ve ®(T) ifadesinin vektorel carpimini bulalim.
N, A @®(T) = N, A (k;N; + uN,)
esitliginden
N, A ®(T) = —k,T
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ifadesi elde edilir. —k; ifadesiyle ¢arpilinca
ki(N, AD(T)) = k?T (3.1.2.5)
bulunur. N; ve ®(T) nin vektorel ¢arpimini aldigimizda
N, A ®(T) = Ny A (k;N; + uN,)
olur.
N, A ®(T) = uT

ifadesi elde edilir. Boylece

ky(Ny A D(T)) = kouT (3.1.2.6)
bulunur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa

Vp®(T) = k Ny + 4t Ny + u(ky — k)T

olur.

Sonug¢ 3.1.2.1. ®(T) Fermi-Walker anlaminda paralel ise k; = k, = sabit ve u
sabittir.

Teorem 3.1.2.2.
Vr®(Ny) = —(k; + kDT + kZNy + kykiN,
Ispat: ®(N,) alanini1 Fermi-Walker tiirevinde yerine yazarsak
Vi®(Ny) = Ve ®(N;) — ky (N, AP(Np)) + k(N AP(Ny))  (3.1.2.7)
elde edilir. ( 3.1.2.2) denkleminde ®(N,) ifadesinin tiirevi alinirsa
Vr®(N;) = —k, T — k, V¢ T
olur. Burada VT ifadelerini yerine yazarsak
Vr®(N;) = —(ky + kDT
elde edilir. N, ve ®(N,) ifadesinin vektorel garpimini bulalim
(N2 A ®(Ng) = —k;Ng
ifadesi elde edilir. —k, ifadesiyle ¢arpilinca
—k;(N; A ®(Np)) = k?N,q (3.1.2.8)
bulunur. Son olarakta N, ve ®(N;) nin vektorel ¢arpimimni aldigimizda
N, A ®(N;) = Ny A (—k,T)
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olur ve
N, A ®(N;) = kN,
ifadesi bulunur. N; ve ®(N;) nin vektorel carpimini y ile ¢arpilirsa
ky(Ny A @®(Np)) = kokyN, (3.1.2.9)
olur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa
Vid(Ny) = —(ky +K2)T + kINg + koky Ny
bulunur.
Sonug¢ 3.1.2.2. ®(N,) Fermi-Walker anlaminda paralel ise k; = k, = 0 dir.

Teorem 3.1.2.3. a egrisi N; magnetik egri olsun. (3.1.2.3) denkleminden Oklid-
3 uzaymda Bishop catisina gére N, manyetik egrisinin Fermi-Walker tiirevi asagidaki
gibi ifade edilir:

Vp®(Ny) = —u T.
Ispat : ®(N,) nin Fermi-Walker tiirevinde yerine yazarsak
Vi ®(Ny) = Vr®(Ny) — k; (N A D(N3)) + ky(N; A P(Ny)) (3.1.2.10)

elde edilir. I1k olarak (3.1.2.3) denkleminde ®(N,) alanmin tiirevi almirsa

Vp®(N,) = — T — uVqT
olur. Burada VT ifadesini yerine yazarsak

Vp®(Ny) = — T — pk; Ny — kN,

esitligi bulunur. Ikinci olarak N, ve ®(N,) ifadelerinin vektorel ¢arpimmi bulalim.

N, A ®(N,) = N, A (—uT)
esitliginden

N, A ®(N,) = —uN;
ifadesi elde edilir. —k, ifadesiyle garpilirsa

—ky (N, A ®(N,)) = pk;Nq (3.1.2.11)
bulunur. Son olarakta N; ve ®(N,) ifadelerinin vektorel ¢arpimini aldigimizda

N; A®(N,) = —u(N; AT)

esitliginden
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N; A®(Nz) =uN;
ifadesi elde edilir. Boylece

bulunur. (3.1.2.10) denkleminde (3.1.2.11) ve (3.1.2.12) denklemleri yerine yazilirsa

!

de)(Nz) =—uT
olur.

Sonug¢ 3.1.2.3. ®(N,) Fermi-Walker anlaminda paralel ise 4 = sabit dir.

3.1.3. Oklid 3-Uzayinda Bishop Catisina Gore N,-Manyetik Egrilerin Fermi-
Walker Tiirevi

Manyetik alanin N, vektor alamint etkilemesi sonucunda elde edilen yériingeleri N,-
manyetik egriler olarak bilinir. Bu durumda, D manyetik alaninin N, -manyetik egrileri
asagidaki Lorentz denklemini saglayan egrilerdir (Bozkurt vd., 2014).

®(N,) = N, x D = VN,.
Onerme 3.1.3.1. a egrisi Bishop ¢atisma gore N,-manyetik egri olsun. O zaman
®(T) = wN; + k;N,,
®(N,) = —wT,
®(N,) = =k, T
dir. Burada u = g(®(T),N,) dir (Kazan ve Karadag, 2017).
Sonug 3.1.3.1.

i) ®(T) Fermi-Walker anlaminda paralel ise

w = sabit,
k, = sabit,
ky =~k
dir
ii) ®(N;) Fermi-Walker anlaminda paralel ise
w = sabit
dir.

iii) ®(T) Fermi-Walker anlaminda paralel ise

17



k, = sabit

dir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu ¢alismada Bishop ¢atisina gore elde edilen T,N;,N, manyetik egrilerinin Fermi-
Walker tiirevleri hesaplandi ve bazi 6nemli sonuglar verildi. Bu ¢alismanin temel amaci
bilinen adi tiirev yardimiyla elde edilen birgok kavram Fermi-Walker tiirevi ile
tanimladiginda farkli anlam ve uygulama alanlar1 ortaya ¢ikarmaktadir. Fermi-Walker
tiirevi geometride ve Ozellikle paralel vektor alanlarinin hareketlerinde onemli bir

uygulamasi mevcuttur.

Fermi-Walker tiirevi, Fermi-Walker paraleligi elde edilen déonmeyen catilar
degisik uzay zamanlarinda farkl egriler icin elde edilmistir. Uzayda dikkate deger egri
ailelerinin bir sinifida manyetik egrilerdir. Ugiincii boliimde Oklid 3-uzayinda Bishop
catisma gore T,N; ve N, manyetik egriler tanitilmistir. Manyetik egriler i¢cin Fermi-

Walker tiirevinin hesaplanmasi 6nemli ilgkileri ortaya ¢ikarmaktadir.

3. Boliimde Oklid 3-uzayinda Bishop catisina gore elde edilen manyetik

egrilerinin Fermi-Walker tiirevleri hesaplanmis ve bazi dnemli sonuglar elde edilmistir.
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