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OZET

YUKSEK LiSANS TEZI

BANACH DiZi UZAYLARINDA DIFERANSIYEL DENKLEMLER

Melik KARAKAYA

Mus Alparslan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Danisman: Prof. Dr. Harun POLAT
2019, 31 Sayfa

Jiiri
Baskgn: Doc¢. Dr. Muhammed CINAR
Jiiri Uyesi: Prof. Dr. Harun POLAT
Jiiri Uyesi: Dr. Ogr. Uyesi Nazhm Deniz ARAL

Bu ¢alisma dort béliimden olusmaktadir. i1k boliim giris kismi olup, bu calisma ile ilgili &n bilgiler
verilmistir. Ikinci béliimde konuya iligkin temel tamim ve teoremler verilmistir. Uciincii bliimde Banach
dizi uzaylar1 tizerinde sonsuz diferansiyel denklem sistemleri hakkinda gerekli teoremlere yer verilmistir.
Dordiincii boliimde sonsuz diferansiyel denklem sistemlerinin bir modelinin ¢6ziimiiniin varligi hakkinda
bazi sonuglar elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Banach Uzaylar1, Céziimler, Dizi Uzaylari, Diferansiyel Denklemler, Es
Smurlilik
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ABSTRACT

MS THESIS

DIFFERENTIAL EQUATION IN BANACH SEQUENCE SPACES

Melik KARAKAYA

THE GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCE OF MUS
ALPARSLAN UNIVERSITY
THE DEGREE OF MASTER OF SCIENCE
IN MATHEMATICS SCIENCE

Adpvisor: Prof. Dr. Harun POLAT
2019, 31 Pages

Jury
Supervisor: Do¢. Dr. Muhammed CINAR
Jury Member: Prof. Dr. Harun POLAT
Jury Member: Asst. Prof. Dr. Nazlim Deniz ARAL

This study consists of four chapter. The first chapter is the introduction part and the preliminary
informations about this work is given. In the second chapter fundamental definitions and theorems are
given. In the three chapter solution necessary theorems about the infinite systems of differential equations
on Banach sequence spaces are given. In the last chapter, some results are obtained about the existence of
a solution of a model of infinite differential equation systems.

Keywords: Banach space, Diferential equations, Equibounded, Sequence space, Solution
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1. GIRIS ve KAYNAK ARASTIRMASI

Biitiin dizilerin kiimesini w ile gosterecegiz. Bu kiime ayni1 zamanda bir vektor
uzayidir. Sifira yakinsak dizilerin kiimesi ¢y, yakinsak dizilerin kiimesi ¢, siirh dizilerin
kiimesi [, ile gosterilir. Bu kiimeler birer vektor uzaylaridir. Bu dizi uzaylarini ilk olarak
Maddox 1967 yilinda calisti. Birgok matematikg¢i bu dizi uzaylarini genellestirerek yeni

dizi uzaylar1 insa ettiler. Bu dizi uzaylari
Co = {x = (x): ll}:n X = 0},
c= {x = (x3): ll}:n kaevcut}

Ve
L, = {x = (00 suplag| < oo}
k

strastyla sifira yakinsak, yakinsak ve sinirli dizilerin kiimeleridir.

Diferansiyel denklemler 17. yilizyilda Isaac Newton (1665) ve Willhem
Leibnitz‘in (1673) ¢alismalariyla matematigin bir konusu olmustur. Newton diferansiyel
denklemleri formlarina gore siniflandirmis ve daha sonra Leibnitz bu formlar1 daha da
gelistirerek kullanmigtir. Ayni yiizyillda Bernoulli kardesler (1690) diferansiyel
denklemlerin ¢6ziim metotlar1 konusunda gelismeler saglamislar ve uygulama alanlarin
genisleterek mekanigin bir¢cok problemini diferansiyel denklemlerle modelleyerek
integral kavramini ilk defa kullanmislardir. 18. ylizyilin sonlarina dogru adi diferansiyel
denklemlerin ¢oziimleri icin basit metodlar bulmuslardir. Son yillarda diferansiyel
denklemler icin simetri metotlar1 énemli gelisme saglamistir. Riccati (1676 — 1754)
diferansiyel denklemlere y’' + by? = cx™ Riccati diferansiyel denklemini kazandirdi.
Daha genellestirilmis Riccati diferansiyel denklemi y' + p(x)y? + q(x)y = r(x)
seklindedir. Euler (1728) diferansiyel denklemlerin derecesini diisiirme yontemlerini
gelistirdi. Clairaut (1734) yilinda diferansiyel denklemlere y = xp + f(p), y degerine
gore ¢ozililmiis bir diferansiyel denklem tipini kazandirdi. Legendre (1753 — 1833) Fuche
diferansiyel ~ denklemleri diye adlandirilan (1 —x2)y—2xy+n(n+1)=0
diferansiyel denklemini kazandirdi. Bessel (1784 — 1846) diferansiyel denklemlere x2y +
xy + (x> —n?)y = 0 seklindeki denklemi kazandirdi. Diferensiyel denklemleri Leibniz
(1961) yilinda F(x) = f(x).g(y) seklindeki diferansiyel denklemin gelismesinde
biiyiik rol oynamistir (Goker, 1997).



[k olarak Banach uzaylarinda diferensiyel denklemlerini J6zef Bana$, Millenia
Lecko (2000) “Banach Dizi Uzaylarinda Diferansiyel Denklemlerin Sonsuz Cozimii”
adli calismayla yapti. Daha sonra Mursaleen 2015’te “Klasik Dizi Uzaylarinda
Diferansiyel Denklemler” adli ¢alismay1 yapti. J6zef Bana§ ve Mohammad Mursaleen
“Dizi Uzaylar, Diferansiyel Denklem ve Integral Uygulamalarmin Non-kompakt

Olgiileri” adl1 kitabinda 2017 yilinda calisti.



2. TEORIK ESASLAR

Bu boliimde, c¢alismamizda kullanacagimiz bazi temel tanim ve teoremler

verilecektir.

2.1. Temel Kavramlar

Tanmmm 2.1. Tanim kiimesi N = {1,2,3,...} dogal sayilar kiimesinden ibaret olan
fonksiyona dizi denir. Diziler deger kiimesine gore c¢esitli adlar alirlar. Eger dizinin deger
kiimesi R reel sayilar kiimesi ise diziye reel terimli dizi, Q rasyonel sayilar kiimesi ise
diziye rasyonel terimli dizi, C kompleks sayilar kiimesi ise diziye kompleks terimli dizi
adi verilir (Sarigol ve Jafarov, 2007).
Tanim 2.2. X # @ bir kiime ve K reel veya kompleks sayilar cismi olmak tizere
+HXXX-X, KXX->X
fonksiyonlar1 asagidaki 6zellikleri sagliyorsa, X kiimesine K cismi lizerinde bir vektor
uzay (lineer uzay) adi verilir. Her x,y,z € X ve her a, € K i¢in
Vix+y=y+x
V2.(x+y)+z=x+(y+2)
V3. Her x € X i¢in x + 6 = x olacak sekilde bir 6 € X vardir.
V4. Her bir x € X i¢in x + (—x) = 0 olacak sekilde bir (—x) € X vardr.
V5. 1.x =x
V6. a(x +y) = ax + ay
V7. (a+ B)x = ax + Bx
V8. a(Bx) = (ap)x (Sarigdl ve Jafarov, 2007).
Tamm 2.3. X, K cismi lizerinde bir lineer uzay olsun.
I.1[:X - R*
x = |l
dontistimii asagidaki sartlar1 sagliyorsa bu déntisiime bir norm ve (X, ||. ||) ikilisine de bir
normlu uzay denir. Her x, y € X icin
N1 ||x|| =0, ||x]l =0 x=20
N2. ||Ax]|| = |Alllx]| (A skaler)
N3. [lx + yll < [lxl + [ly]]
dir (Sar1gdl ve Jafarov, 2007).



Tamm 2.4. X # @ bir kiime ve d: X X X - R* fonksiyonu asagidaki sartlar1 saglarsa d
ye X tizerinde bir metrik ve (X, d) de bir metrik uzay denir. Her x,y, z € X i¢in
D1.d(x,x) =0vex # yigind(x,y) >0
D2.d(x,y) = d(y,x)
D3.d(x,z) < d(x,y) + d(y, z) (Sarigol ve Jafarov, 2007).
Tamim 2.5. (X, ||. ||) bir normlu uzay ve x = (x,), X uzayinda bir dizi olsun. Eger Ve >
0 icin Vn > n, iken

I, — x|l < e
olacak sekilde bir n, = ny(€) € N sayisi varsa x = (x,,) dizisi x e yakinsaktir denir. x =

(x,,) dizisi x e yakinsak ise lim x,, = x veya x,, = x seklinde yazilir (Sar1igél ve Jafarov,
n

2007).
Tanmm 2.6. (X, [|.||) normlu uzayinda her Cauchy dizisi yakinsak ise bu normlu uzaya
tam normlu uzay veya Banach uzay ad1 verilir (Maddox, 1970).
Tanmm 2.7. A reel sayilarin bir alt kiimesi ve V' de bir vektdr uzayi olsun. A nin her bir
elemanina, V nin bir ve yalniz bir elemanini1 karsilik getiren fonksiyona bir vektor degerli
fonksiyon adi verilir (Bayraktar, 2006).
Tanim 2.8. A C R, ve f: A = R bir fonksiyon olsun. Verilen her € > 0 i¢in her x,x, € A
oldugunda ve |x — xy| < & iken |f(x) — f(xy)| < € olacak sekilde & = 6(g, xy) > 0
sayis1 varsa f fonksiyonu x, € A iizerinde siireklidir denir (Sar1gél ve Jafarov, 2007).
Tamim 2.9. A c R, f: A — R bir fonksiyon olsun. Verilen her € > 0 i¢in her x,y € A
oldugundave |x — y| < § iken |f(x) — f(y¥)| < € olacak sekilde bir § = 5(g) > 0 sayisi
varsa f ye A da diizgiin siireklidir denir (Sarig6l ve Jafarov, 2007).
Tamm 2.10. L bir vektor uzay1 ve X C L olsun. Her x, y € X ve a skaleri i¢in,
B={z€l:z=ax+(1-a)y,0<a<l}cX
oluyorsa X e konveks kiime denir. Bagka bir deyisle bos olmayan ve herhangi iki noktay1
birlestiren dogru parcasini igeren kiimeye konveks kiime denir (Bayraktar, 2006).
Tanmim 2.11. (X, d) ve (Y, ) iki metrik uzay olsun. F, X den Y ye olan fonksiyonlarin
bir ailesi olsun. Her f € F, her x € X i¢in f(x) € B olacak sekilde Y nin sinirli bir B alt
kiimesi varsa, F ailesine es sinirlidir denir (Banas ve Lecko, 2001).
Tamm 2.12. X bos olmayan bir kiime ve T, X in elemanlarindan olusan alt kiimelerinin
bir ailesi olsun. Asagidaki sartlar saglaniyorsa T ya X lizerinde bir topoloji ve (X, T) ya
da bir topolojik uzay denir.

Tl.O,X€ET



T2. t nun keyfi elemanlarinin birlesimi T nun bir elemanidir.

T3. t ya ait sonlu sayidaki elemanlarin kesisimi T ya aittir (Bizim, 2013).

Tanmm 2.13. (X,t) topolojik uzayinin herhangi iki farkli noktasi verildiginde bu
noktalarin birbirlerinden ayrik birer komsuluklar1 varsa; yani x,y € X, (x # y) i¢in,
U €v(x) ve AV ev(y)aUNV = @ ise, (X, 1) uzayma T,- uzay1 ya da Hausdorff
uzay1 denir (Bizim, 2013).

Tamim 2.14. A € R™ ve a € R™ olsun. Eger a nin her bir komsulugunda, A kiimesinin a
elemanindan farkli en az bir eleman1 varsa a ya A kiimesinin bir y1gilma noktasidir denir
(Balci, 2009).

Tanmm 2.15. F vektor degerli bir fonksiyon t, da F nin tanim kiimesinin bir yigilma

noktasi olsun. Eger

F(t) — F(to)
m ——
t—-tg t—t,

o - : g d :
limiti varsa bu limite F fonksiyonun t, noktasindaki tiirevi denir. F'(t,) veya d—lz (to) ile

gosterilir (Balct, 2009).
Tanim 2.16. A € R olsun. Her a € A i¢in a < M olacak bi¢imde bir M € R sayis1 varsa
A kiimesine tstten sinirlt kiime, M sayisina da A kiimesinin st sinir1 denir. Benzer
sekilde, her a € A i¢in m < a olacak bigimde bir m € R sayis1 varsa A kiimesine alttan
siirli kiime, m sayisina da A kiimesinin alt sinir1 denir. Eger A kiimesi hem alttan hem
de tistten siirl ise A kiimesine sinirli kiime denir (Balci, 2009).
Tamim 2.17. A € R ve f(A) da A iizerinde tanimli reel degerli fonksiyonlarin kiimesi
olsun.

s:N - f(A4)
seklinde tanimlanan s fonksiyonuna bir fonksiyon dizisi denir (Balci, 2009).
Tanmim 2.18. Ve > 0 ve her bir x € A i¢in n = n, oldugunda |f,,(x) — f(x)| < € olacak
sekilde In, € N varsa (f,,) dizisi A tizerinde f fonksiyonuna noktasal yakinsaktir denir.
Genelde bu ng sayis1 € ve x e baglhdir (Balci, 2009).
Tamim 2.19. Ve > 0 ve n > ny oldugunda her x € A igin |f,(x) — f(x)| < € olacak
sekilde sadece € na bagl (fakat x e bagli olmayan) bir n, varsa (f,) dizisi f
fonksiyonuna 4 iizerinde diizgiin yakinsaktir denir (Balc1, 2009).
Tanim 2.20. Tanim kiimesi dogal sayilar olan fonksiyona dizi denir. (a,,) dizisi verilmis
olsun. Genel terimi; S,, = a4, a,, as, ..., a, seklinde tanimlanan (S,) dizisini géz 6niine

alalim. ((a,), (S,)) ikilisine seri denir. a,, terimine serinin genel terimi, (S,) dizisine de



serinin kismi toplamlar dizisi denir. Eger (S,,) kismi toplamlar dizisi bir S sayisina
yakinsak, yani limS, = S ise ((ay), (S,)) serisi yakinsak ve serinin toplami S olur
(Balci, 2009).

Tamim 2.21. Terimleri ), a,, serisinin mutlak degerlerinden olusan )|a,,| serisi yakinsak
ise, ), a,, serisine mutlak yakinsaktir denir (Balci, 2009).

Tamim 2.22. C, F cismi lizerinde bir lineer uzay olsun. Her x,y,z € C ve her @ € F igin
(vektorler arasinda ¢arpma denilen) .: CxC — C islemi asagidaki sartlar1 sagliyorsa C ye
F lizerinde cebir denir

Cl.a(x.y) = (ax).y = x.(ay)
C.x.(y+z)=xy+xzve(x+y)z=x.2z+y.2

C3. x.(y.z) = (x.y).z (Bayraktar, 2006).

Tamm 2.23. A, X kiimesi iizerinde tanimli bir cebir ve u de A iizerinde tanimlanan
genisletilmis reel degerli bir fonksiyon olmak iizere

i.u(@ =0

iil. VA€ Aicinu(A) =0

iii. A nm ikiser ikiser ayrik her {A,} dizisi igin Ujy-;A, € A olacak sekilde
Uy Ay € A) = Yo—1 u(A,) oluyorsa o zaman u ye A iizerinde bir 6l¢iim denir
(Mukherjea ve Pathoven, 1984).

Tanim 2.24. X; herhangi bir topolojik uzay ve A, X in baz alt kiimelerinin bir ailesi olsun.

GCUA

A€X

G < X olmak lizere

ise A ailesine G kiimesinin bir ortiisii denir. Eger A ailesinin her bir eleman1 agik kiime ise
A ailesine G kiimesinin bir agik ortiisti denir (Bizim, 2013).

Tamm 2.25. Bir K sinifin1 ihtiva eden o- cebirlerin en kii¢iigiine K nin tirettigi o-cebiri
denir ve D(K) ile gosterilir. R% deki biitiin (a, b) agik araliklarinin dogurdugu o-cebirine
Borel cebir denir (Eroglu, 2007).

Tamm 2.26. X bos olmayan bir kiime ve <, X de bir bagint1 olsun. Asagidaki sartlar
saglaniyorsa < bagintisina kismi siralama bagintis1 denir.

S1. Her x € X i¢in x < x dir. (Yansima)

S2.x <yvey <xisex =y dir. (Ters simetrik)

S3.x < yvey < zisex < zdir. (Gegisme)



x < y ifadesi “x Once gelir ¥y diye okunur. X de kismi siralama bagintis1 tanimlanmigsa
X e kismi sirali kiime denir ve (X, <) ile gosterilir (Bayraktar, 2006).

Tamim 2.27. (X, <) kismi siral1 bir kiime, A € X ve A nin alt sinirlarinin kiimesi A, olsun.
a € A; olmak iizere her x € A; i¢in x < a ise @ ya A nimn en biiyiik alt sinir1 veya
infimumu denir ve inf A ile gosterilir. A nin iist sinirlariin kiimesini ise A, ile gosterelim.
B € A, olmak iizere her y € A, i¢in f < y ise f ya A nin en kii¢iik {ist sinir1 veya A nin
supremumu denir ve sup A4 ile gosterilir (Bayraktar, 2006).

Tanimm 2.28.5 > 0ve § > 0 ve A € R olsun. O halde

ve her biri i¢in {|E;| < 8} Ol¢iisiine Hausdorff olglisii denir. Burada infimum tiim
sayilabilir §-ortiiler izerinde alinmaktadir (Bandt ve Graf, 1992).
Tanim 2.29. X topolojik uzay ve K € X olsun. Eger K kiimesinin her bir a¢ik ortiisiiniin
sonlu bir alt ortiisii var ise K kiimesine kompakt kiime denir. (Bizim, 2013).
Tanim 2.30. Lineer uzaylarda tanimli doniisiimlere operator denir (Bayraktar, 20006).
Tamim 2.31. T: L — L' lineer operator olsun. T altinda L' niin 6zdes elemanina doniisen
elemanlarin ciimlesine, T nin sifir uzay1 veya cekirdegi denir ve CekT ile gosterilir
(Bayraktar, 20006).

CekT ={x € L:T(x) =03} =T"1(8)
Tamm 2.32. Iginde tiirev veya diferansiyeller bulunan ifadelere diferansiyel denklem
denir. Diferansiyel denklemler tip, mertebe ve lineerlige gore siniflandirilirlar (Bayram,
2009).
Tamm 2.33. Bir tek degiskene bagli bir fonksiyonun bu bagimsiz degiskene gore
tirevlerini iceren bir denkleme adi diferansiyel denklem denir. Bir adi diferansiyel
denklem genel olarak

F(t, v, ¥,y ., y(”)) =0
seklinde yazilir (Bayram, 2009).
Ornek 2.1. (y — x)dx + 7xdy = 0 denklemi bir adi diferansiyel denklemdir.
Tamm 2.34. Iki ya da daha fazla bagimsiz degiskene bagl bir fonksiyonun bu bagimsiz
degiskenlere gore tiirevlerini igeren bir denkleme kismi (pargali) diferansiyel denklem

denir.
ou B ou
dy  ox’



6u Ju
ax Y3y ay
birer kismi diferansiyel denklemlerdir (Bayram, 2009).
Tamim 2.35. Bir diferansiyel denklemin mertebesi, denklemde bulunan en yiiksek
mertebeden tiirevin mertebesine denir. x,y bagimsiz degiskenler olmak tiizere, z =
z(x,y) bilinmeyen fonksiyonu i¢in en genel kismi diferansiyel denklem
F(x,y,z,zx,zy,zxx., ) =0
seklinde yazilir (Bayram, 2009).
Ornek 2.2 dy = sin(x)dx ( Diferansiyel denklemi birinci mertebeden )
)2+ (¥)? + 6x = y® ( Diferansiyel denklemi ikinci mertebeden )

Tanim 2.36. x bagimsiz degiskenine gore

052 b a5 kot (+2) 4 a oy
=g()
seklinde yazilabilen ifadeye lineer diferensiyel denklem denir.
xdy —ydx =0,
y'=3y'+y=0
ve
x3y'" — x%y" + 2xy’ + 6y = e?*
diferansiyel denklemleri sirastyla birinci, ikinci ve {i¢iincii mertebeden lineer diferansiyel
denklemlerdir. Lineer denklemlerin iki 6zelligi vardir:
1. y bagiml degiskenin tiirevleri hep birinci dereceden ve y bagimli degiskeni bulunan
yerde bu y degiskeninin iissii hep bir olmalidir.
2. Her bir katsay1 yalnizca x bagimsiz degiskeninin bir fonksiyonu olmalidir.
Lineer olmayan diferansiyel denklemlere lineer olmayan (non-lineer) diferansiyel
denklem denir.
yy"' =2y —x=0
ve
d3y
dx3
denklemleri sirasiyla, ikinci ve {giincli mertebeden lineer olmayan diferansiyel

denklemlerdir (Bayram, 2009).

+y =0



Ornek 2.3. y = xe* fonksiyonu, tiim reel eksende y” — 2y’ +vy =0 diferansiyel
denklemin bir ¢oziimiidiir. Ciinkii tim x € R i¢in y' = xe* + e* ve y" = xe* + 2e*
biciminde olduklarindan

(xe* + 2e*) — 2(xe* +e*) +xe* =0
olarak bulunur (Bayram, 2009).
Tamm 2.37.

f&y.y,y" . y™) =0 2.1)
diferansiyel denklemi verilmis olsun. cq,c,, ..., ¢, birbirinden bagimsiz keyfi sabitler
olmak iizere,

F(x,y,¢1,.--,Cpn) (2.2)
bagintisiyla tanimlanan n parametreli bir fonksiyon ailesi gdz oniine alalim. Eger bu
ailedeki her fonksiyon (2.1) denkleminin bir ¢6zliimii ise, bu fonksiyon kiimesine (2.1)
denkleminin genel ¢6ziimii denir (Bayram, 2009).

Tanim 2.38. Keyfi sabitlere 6zel degerler verilerek genel c¢oziimden elde edilen
coziimlere 6zel ¢oziim denir (Bayram, 2009).

Ornek 2.4. y' = 2x denkleminin genel ¢6ziimiinii bularak bazi 6zel ¢oziimleri yazalim.

y' = % oldugundan verilen denklem dy = 2xdx seklinde yazildiktan sonra her iki

tarafin integrali alinirsa,

de=12xdx=>y=x2+c

genel ¢oziimii bulunur. Goriildiigii gibi genel ¢6ziim bir parabol denklemi olup ¢ = 0 ve
¢ = £1 degerleri i¢in bir 6zel ¢oziimdiir (Bayram 2009).
Tanmm 2.39. Keyfi sabitlere 6zel degerler verilerek genel ¢oziimden elde edilemeyen
fakat verilen diferansiyel denklemi saglayan ¢oziimlerde vardir, bu tiir ¢éziimlere singiiler
(tekil) ¢oziim denir (Bayram, 2009).
Tamim 2.40. Diferansiyel denklemin genel ¢dziimii yerine onun bazi yan kosullari
saglayan 0zel ¢oziimiiniin bulunmasi istenir.

y = foyy,y" .,y ) (2.3)
seklinde verilen bir diferansiyel denklem i¢in bu yan kosullar:

y(x0) = Y0, ¥' (%0) = Y1, Y"1 (X0) = Y1 (2.4)
seklinde verilir. Iste (2.3) denkleminin (2.4) yan kosullarmi saglayan ¢6ziimii bulma
problemine baglangi¢ deger problemi denir (Bayram, 2009).
Ornek 2.5. y' = 2x,y(0) = 1 baslangi¢ deger problemini ¢oziiniiz.
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Verilen denklem % = 2x = dy = 2xdx seklinde yazilir ve integral alinirsa,
y=x*+c¢
seklinde genel bir ¢oziim elde edilir. Genel ¢oziimde x =0, y =1 yazilirsa ¢ =1
bulunur. Bulunan bu ¢ = 1 degeri genel ¢6zlimde yerine yazilarak
y=x%+1
istenilen ¢6ziim elde edilir (Bayram, 2009).
Tanim 2.41. Bir diferansiyel denklemin, verilen bdolgenin sinirlarinda, dnceden
belirtilmis kosullar1 saglayan ¢oziimiinii bulma problemidir. Verilen [a, b] araliginda
y'=fxyy)
denklemi ve buna ilave olarak araligin sinirlarinda
¢(@) +¢'(a) =y, pb) +¢'(b) =y,
kosullarini saglayan ¢ (x) = y ¢oziimii bulunmasma y" = f(x,y,y’) denklemi i¢in bir
sinir deger problemi denir (Bayram, 2009).
Tanmm 2.42. Diferansiyel denklem y = f(x) seklinde bir ¢6ziimii varsa, buna agik
¢oziim, F (x,y) = 0 seklinde bir ¢6ziimii varsa buna kapali ¢6ziim denir (Bayram, 2009).

Ornek 2.6. ¢ € R olmak iizere x? + y? — ¢ = 0 bagntis

dy X

dx Ty
diferansiyel denkleminin kapal1 ¢ziimiidiir. Ciinkii x? + y? — ¢ = 0 bagintisinin kapal
tiirevinden,

d d d

a(x )+a()’ )—a(c) =0
veya

X+ yZ—i} =0

bulunur. Bu ifade her ¢ € R i¢in dogru oldugundan, bir diferansiyel denklemin bir¢ok
veya sonsuz tane ¢6ziimii bulunur (Bayram, 2009).
Tamim 2.43. A bos olmayan keyfi bir kiime ve D(A4), A da tamimli skalar degerli
dontistimlerin ciimlesi yani D(A) = {f: f: A - F} olsun. Toplama ve skalarla ¢arpma
islemleri sirasiyla,

f+9@) =fx) +gk)

(af)(x) = af (x)

olarak tanimlanirsa bu islemlere gore D (A) bir lineer uzaydir (Bayraktar, 2006).
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Tanim 2.44. L, F cismi iizerindeki bir lineer uzay ve M, L nin bir alt kiimesi olsun. Her
a € F ve her x,y € M i¢in,

).x+yeM
2).axeEM
sartlar1 saglaniyorsa M ye L nin altuzay1 denir (Bayraktar, 2006).

Tamim 2.45. Asagidaki sartlar1 saglayan p: Mg — [0, 00] fonksiyonuna non-kompakt
Olcti denir (Mg, E de bos olmayan smirli kiimeleri gostersin ve Ny de E nin relatif
kompakt kiimelerinin bir alt sinifi olsun).
i. ceku = {X € Mg : u (x) = 0} ailesi ve ¢ceku © Ng bos degildir.
ii.XcY=uY) <u®
iii. 4 (X) = u(X)
iv. u(ConvX) = u(X)
Vv.uAX+ 1A -A)Y) < AuX)+ A —-DHuy), A€ [0,1]
vi. Eger X, € Mg, X,, = X;, Xp41 © X, n = 1,2,3,...igin
Tllil?o#(x") =0ve Ny~ X, # O.

Buradaki ¢cekp, p olgiisiiniin ¢ekirdegi olarak adlandirilir (Srivastava ve ark., 2018).
Tanim 2.46. y non-kompakt Sl¢iiniin alt lineer 6l¢iisii olsun. Eger

u(X UY) = max{u(AX), u(AY)}
sartin1 sagladiginda ¢eku = Ng ye regiilerdir denir. E Banach uzayinin bos olmayan ve
sinirl X alt kiimesinin non-kompakt Hausdorff 6l¢iisii,

xX) =inf{e >0 :X,E nin € — agina sahip}
ile tanimlanir (Srivastava ve ark., 2018).
Tanim 2.47. X bir metrik uzay ve A € X olsun. Her x € A i¢in D(x;r) S A olacak
sekilde bir r pozitif sayis1 varsa A ya X in agik alt kiimesi veya A, X de agiktir denir. X in
B altkiimesinin X deki tiimleyeni yani B’ = X — B, X de ag¢iksa B ye kapali kiime denir
(Bayraktar, 2000).
Tanim 2.48. A, X metrik uzaymnin bir alt kiimesi ve x, € X olsun (Bu nokta A nin bir
noktasi olabilir de olmayabilir de). x, 1n her bir D' (x; €) delik civar1 A ya ait bir nokta
ithtiva ediyorsa bu x, noktasina A nin yigilma noktasi denir. A nin yi1gilma noktalarinin
A’ kiimesi ile A nin noktalarindan ibaret olan kiimeye A nin kapanisi denir ve A ile

gosterilir (Bayraktar, 2006).
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Tanim 2.49. E; ve E, iki banach uzay, p, ve u, de E;ve E, nin keyfi non-kompakt 6l¢timii
olsun. Bir f: E; = E, operatoriine (14, 4 )-condensing operator denir. Eger her D € E;
kapali kompaktligi ile,
2 (f(D)) < s (D)
ve f siirekli ise burada E; = E, ve pu; = u, = p ise f, u -condensing operatordiir
(Srivastava ve ark., 2018).
Tamim 2.50. (X, d) bir metrik uzay ve her € > 0 i¢in,
e<dx,y)<e+d8=2d(Tx,Ty) <e (Vx,y € X)
sartint1 saglayan bir § > 0 sayist bulunabiliyorsa T ye X iizerinde Meir-Keeler
kontraksiyonu denir (Srivastava ve ark., 2018).
Tamm 2.51. X bostan farkli bir kiime ve T: X — X bir donilisim olsun. Eger bir x € X
icin Tx = x ise, x noktasina T nin bir sabit noktasi denir (T'(x) = x) (Agarwal, 2007).
Ornek 2.7. f: R - R; f(x) = x? biciminde tanimlanan fonksiyonun sabit noktalar1 x =
1 ve x = 0 dir (Agarwal, 2007).
Tanim 2.52. C, E Banach uzayiin bos olmayan bir alt kiimesi ve ¢ de E nin non-kompakt
Olciisii olsun. Eger her € > 0 i¢in,
e<uX)<e+8=>pu(TX) <e
sartin1 saglayan bir § > 0 varsa T:C — C ye operatdriine Meir-Keeler condensing
operatorii denir (Srivastava ve ark., 2018).
Tanim 2.53. X bir topolojik uzay, A c C(X) = {f: X — X: fsiirekli} ve x € X verilsin.

Here > oi¢in sup |f(x) — f(y)| < € olacak bigimde x i igeren bir U agik kiimesi var
yeU,feA

ise, A kiimesi x noktasinda es stireklidir denir. 4 kiimesi her x € X noktasinda es siirekli
ise, A ya es suireklidir denir (Kreyszigi, 1989).
Tamm 2.54. ikinci mertebeden homojen olmayan lineer

y' +a(x)y +b(x)y = f(x)
diferansiyel denklemini ele alalim.

y(@) =0,y'(a;) =0
bu denklemin hareketli sinir deger kosullarini saglayan ¢éziimiiniin kurulmasinda Green
fonksiyonu dnemli rol oynar. Sinir deger problemi i¢in Green fonksiyonu,

v = [ G of@d

a

burada f(t) verilen bir fonksiyondur. Green fonksiyonu asagidaki kosullar1 sagliyorsa,

bu halde bu fonksiyona hareketli sinir deger probleminin Green fonksiyonu denir.
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G1. G fonksiyonu i¢in x saptanan t aralifinda a < t < a; diferansiyel denklemi y” +
a(x)y’ + b(x)y = 0 biitiin x # t saglyor.

G2. G fonksiyonu x e gore sinir deger problemini G(a,t) = Gy(a;,t) = 0 saglar.

G3. G fonksiyonu x =t i¢in a <t < a, araliksizdir, tirevli Gy(a,,t) bir degerine
sigrama yapar (Stakgold, 1979).

Teorem 2.1. (2, E Banach uzayimin bos olmayan, siirli, kapali ve konveks bir alt kiimesi
olsun. Ayrica f:02 — 2 ya u(f(X)) < ku(X), k € [0,1) sartin1 saglayan siirekli bir
dontisiim olsun. Bu takdirde f, u de sabit bir noktaya sahiptir (Srivastava ve ark., 2018).
Teorem 2.2. (X, d) tam bir metrik uzay olsun. Eger T: X — X Meir-Keeler kontraksiyonu
ise T tek bir sabit noktaya sahiptir (Srivastava ve ark., 2018).

Teorem 2.3. C, E Banach uzayinin bos olmayan, sinirli, kapali ve konveks bir alt kiimesi
ayrica u de E nin keyfi bir non-kompakt 6l¢iisii olsun. Eger T: C — C ye stirekli ve Meir-
Keeler condensing operatorii ise bu takdirde T en az bir sabit noktaya sahip ve T nin biitiin

sabit noktalarin kiimesi C de kompakttir (Srivastava ve ark., 2018).
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3. ARASTIRMA SONUCLARI VE TARTISMA

3.1. Banach Dizi Uzaylarinda Diferansiyel Denklemlerin Coziimii

Lineer olmayan analizde diferansiyel denklemlerin sonsuz ¢6ziimii énemlidir.
Mesela; Kismi diferansiyel denklemlerin niimerik metotlarla ¢oziimii ile adi diferansiyel
denklemlerin sonsuz ¢oziimleri elde edilir (Deimpling 1997). Parabolik kismi diferansiyel
denklemlere ait baz1 problemlerin ¢6ziimii i¢in kullanilan semidiskritizasyon metodudur.
Bunlarin disinda karsimiza c¢ikan bazi dogal problemlerin ¢6ziimii i¢in yine adi
diferansiyel denklemlerin sonsuz ¢oziimii kullanilir. Bu konu hakkinda bazi temel
ornekler su sekilde sinirlanabilir. Bu sistemler biyolojide dallanma prensibinde ve sinir
aglar1 teorisini anlamlandirmada ve polimerlerin ayrigtirma metotlarinin incelenmesinde
de kullanilir (Bellman, 1973).

Banach uzaylarindaki diferansiyel denklemlerin sonsuz ¢6ziim sistemlerini adi
diferansiyel denklemler teorisinin 6zel bir hali olarak diisiinebiliriz (Deimpling, 1997).

Aslinda diferansiyel denklemlerin herhangi ¢6zlimleri uygun Banach uzaylarinda
birer adi diferansiyel denklem olarak yazilir (Deimpling ark., 1997). Bu ¢alismalar lineer
olmayan analiz teorisindeki adi diferansiyel denklemleri anlamamiz i¢in ¢ok dnemlidir.
Bu metot ile diferansiyel denklemleri uygun bir kosul ile Banach uzaylarinda sonsuz
¢Ozlimleri arastirmak miimkiin olacaktir (Banas ve ark., 1987).

Bu boliimde diferansiyel denklemlerin sonsuz ¢6ziim sistemleri teorisi
nonkompakt Sl¢iim teknigi ile verilecektir. Ozellikle bazi sonsuz diferansiyel denklem
sistemlerinin ¢Ozlimiiniin varhi@i i¢in yeterli sartlar tanimlanacaktir. Bu sayede
nonkompakt dl¢tim teknigi yardimiyla Banach uzaylarindaki adi diferansiyel denklemler
icin varlik sartlar1 sunulacaktir. Boylece diferansiyel denklem sistemlerinin sonsuz
¢oziimil i¢in yeter sartlar1 ¢g, ¢ Banach uzaylarinda gosterilecektir.

E, ||| ile bir Banach uzay olsun. E de x, merkezli, r yaricapl bir kapali yuvar
B(xo,7) olsun. Eger X, E nin bos olmayan bir alt kiimesi ise o halde, X ve ConvX
sirastyla X in kapanisini ve konveks kapanisini gosterir. Mg, E de bos olmayan sinirh
kiimeleri gdstersin ve Ng de E nin relatif kompakt kiimelerinin bir alt sinifi olsun. I aralig1
[ =[0,T] olsun. Bir f fonksiyonu da E de bir yuvar olan B(x,,7) i¢in I X B(xy,7)
izerinde tanimlansin. O halde baslangi¢ deger sart1

x(0) = x, (3.1

olan adi diferansiyel denklem
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x' = f(t,x) (3.2)

olarak verilsin. Bu taktirde (3.1) ve (3.2) denklemlerindeki Cauchy problemlerinin
varlik sonucu i¢in asagidaki teoremi verelim (Banas ve Lecko, 2001).
Teorem 3.1. f fonksiyonu I X B(x,,1)’de diizgiin siirekli ve AT < r olmak tizere
Ilf (t,x)|| < A oldugunu varsayalim. Ayrica E de {x,} € ¢eku olmak iizere y niin non-
kompakt alt lineer dl¢iisii oldugunu kabul edelim. Bos olmayan X < B(x,,r) kiimesi
hemen hemen her t € [ i¢in verilen esitsizlik saglanir.

u(f (X)) < p(Ou(t) (3.3)
p(t), I da integrallenebilir bir fonksiyondur (Murseleen, 2017).
Teorem 3.2. f(t,x) fonksiyonu I X E lizerinde verilen degerler i¢in

If &)l <P+ Qllxll, x € E,
P ve Q da negatif olmayan sabitlerdir. Ayrica f,I; = [0,T;] € I,QT, < 1ver =
(PTy + QT |xoll) /(1 — QT,) olmak tizere I; X B(x,, ) de diizgiin siireklidir. Dahasi
fonksiyonun {x,} € ¢eku seklinde tanimlanan non-kompakt alt lineer 6lgiisii i¢in (3.3)
esitsizligini sagladigini kabul edelim. O halde (3.1) — (3.2) problemi {x(t)} € ¢ceku,t €
I; olacak sekilde bir x ¢oziimii vardir. Kabuliimiizden dolay1

A= (P +Qlixoll)/(1 - QTy)
icin ||[f(t,x)|| < A, t € I, ve x € B(x,,7) olur. Ustelik

ATy = (PTy + QTylIxol)/(1 = QTy) =71
Olur (Murseleen, 2017).

Uyar 3.1. Teorem 3.2, Teorem 3.1 in 6zel halidir. Eger u = y ise f lizerindeki diizgiin

stireklilik sartin1 daha zay1f olan siireklilik ile degistirebiliriz (Murseleen, 2017).

3.2. ¢g Uzayinda Diferansiyel Denklemlerin Sonsuz Sistemlerinin Co6ziimleri

Bu boliimde ¢, Banach uzayindaki x = (x;) reel dizilerini
Ixll = IGeDll = max{lx;|:i = 1,23,...}
standart maksimum normuyla sifira yakinsayan smiflar1 {izerinde ¢alisacagiz. c,
uzayindaki non-kompakt Hausdorff y dl¢iisii asagidaki gibi ifade edilir (Banas ve Lecko,
2001).
x(X) = lim{ sup {sup{|x;|:i = n}};, X € M,
M=o ((x;)ex

diferansiyel denklemlerin sonsuz bir sinifi
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x; = fi(t, xq, %2, %3,...) (3.4)
baslangic kosulu;

x;(0) = x (3.5)
olmak tizere ve t € I = [0, T] igin verilsin. f;(i = 1,2, ...) ler f; = I X R® — R lizerinde
tanimli reel degerli fonksiyonlar olmak iizere,
i.xo=(x)) €y
ii. f = (f1,f2 ...):1 X cy = ¢y fonksiyonu siireklidir.

iii. Dogal sayilarin 6yle bir artan (k,,) dizisi vardir ki Vt € I ve x = (x;) € ¢, i¢in
|fu(t, X1, %2, )| < P () + @ (8) sup{ |x;|: 1 = kn}
(n=123...)
saglanir. Burada (pi(t)),(ql-(t)) reel degerli fonksiyonlar olup I da siireklidirler. Ayrica
(pi(t)) fonksiyonu I da sifira diizgiin yakinsak fonksiyon ve (ql-(t)) de I lizerinde es
siirl bir fonksiyondur.
q(t) = sup{q,(t):n=1,23,..},
Q = sup{q(t):t €I}
ve
P =sup{p,(t):t€l,n=123,...}
olur (Banas ve Lecko, 2001).
Teorem 3.3. x;' = f;(t, x;, X3, X3, ... ) ve x;(0) = x denklemlerinde verilen baslangic
deger problemi I, = [0,T;], T; <1 ve QT; <1 iizerinde x = x(t) = (x;(¢)) olacak
sekilde en az bir ¢oziime sahiptir. Ayrica Vt € I; igin x(t) € ¢, dir (Banas ve Lecko,
2001).

Ispat Herhangi bir x = (x;) € ¢, alalim. Kabuliimiizden her t € I ve bir sabitn € N igin;

|fu (0] = |fu(t, %1, X2, ...
< pn(8) + gn(®) sup{lx;| : i = kn}
SP+Qsupflx;|:i =k, <P+Qlx|l (3.6)
elde edilir. Boylece ||f(t, x)|| < P + Q||x]|| olur. Teorem 3.1 deki haliyle bir B(x,, 1)
yuvarint se¢elim. O halde bu yuvarin bir X alt kiimesi ve t € I; icin asagidaki sonug

hesaplanir.

x(F(6,X) = lim {Sletg{sup{lﬁ(t. )i = n}}}
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= 7111_7)210 {sup{sup{lfi(t, X1, X9, )]0 = n}}}

x€EX

< lim {sup {sup{pi(t) + qi(t) sup[ x| :p = ki]}}}

xX€EX \ i=zn

< lim {Sup pi(t)} +q() lim {sg {Sgp{sup[ o :p = ki]}}}

n—00 i>n

< q(OxX) (3.7
(3.6), (3.7) esitlikleri Teorem 3.2 ve Uyar 3.1 den dolay1 (3.4) ve (3.5) deki Cauchy
probleminin x = (x,t) € ¢, ve t € I; olacak sekilde bir ¢oziimii vardir. Simdi bunu iki
ornek ile aciklayalim (Banas ve Lecko, 2001).
Ornek 3.1. {k,,} dogal sayilarin artan bir dizisi olsun. Diferensiyel denklemlerin bir sinifi,
x;(0) = xf (3.8)
baslangi¢ sartiyla

’ N 3.9
X i =fi(t,xl,x2,...)+ 2 alj(t)x] ( )

j=ki+1

tanimlansin. (3.8) - (3.9) denklemlerinin ¢6ziimii asagidaki varsayimlarla incelenecektir.
i. xg = (%) € ¢

ii. f;:1 xR% - R(i =1,2,...) fonksiyonlar1 diizgiin siirekli ve I iizerinde Vi € N igin
stirekli bir p;(t) fonksiyonu ayni zamanda I iizerinde diizgiin yakinsak olacak sekilde
mevcuttur. Ustelik t € I ve (xl, Xp, wees xki) € R¥i i¢in asagidaki esitsizlik saglanir (Banas
ve Lecko, 2001).

|fi (8, %1, %2, oo, X < i (E)

iii. I tizerinde tamimlanan a;;(t) siirekli fonksiyonu igin

o)

Z a;(t)

j=ki+1
fonksiyon serisi [ iizerinde a;(t) fonksiyonuna mutlak ve diizgiin yakinsaktir.
iv. (a;(t)) dizisi I iizerinde es smirlidur.
v.QT<1ve Q = sup{a;(t):i =1,2,..,t € I} olur.
(1) ve (v) kabiillerinden dolay1 Teorem 3.3 ispatlanir. Buda (3.8) ve (3.9) problemlerinin
bir sabit t € I igin ¢, uzayina ait bir x(t) = (xl- (t)) ¢Oziimiiniin oldugunu gosterir (Banas

ve Lecko, 2001).
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Ornek 3.2. Simdi  x(0) =x) ve x';y=fi(t,x1, % ...) + Xiik, 410550
problemlerinin daha 6zel bir halini g6z 6niinde bulunduralim. Yani kabul edelim ki, i =
1,2,...ve a;; = 0,Vij i¢in k; = i olsun. O halde x;(0) = x; denklemi

X1 = fi(t, x1),

Xy = fo(t,x1,x5),

x; = fi(t,x1, %2, 0, Xi), (3.10)
Buna da sonlu satir sistemi denir (Banas ve Lecko, 2001).
Ornek 3.1 deki sartlar saglansin. Ustelik Vt € I ve (x4, X5, ...) € R igin
Ifi(t:xpxz;---:xi)l Spi(t) (3'11)
saglayan siirekli p;(t), (t € I) olsun. Ayrica p;(t) lerin I lizerinde sifira diizgiin yakinsak

oldugunu kabul edelim. Dahasi | i,Ri de maksimum normu gostersin. f' =

(fi, f2, -, fi) alalim. O halde
|fi(t; x) |i = max{|f1 (¢, x|, |[/2(t, x1, X2, o, [ fi (&, X1, X2, o0, fil}
< max{p,(t), p2(t), ..., p: (O}

olur. Ozel olarak p;(t) = max{p,(t),p,(t),..,p;(t)} almirsa, yukaridaki ifade
| it x) |i < P,(t) halini alir. Dikkat edilirse u’ = P;(t),u(0) = x{ baslangic deger
problemi varsayimlarla beraber I {izerinde tek bir ¢oziime sahiptir. O halde (3.9) ve (3.10)
daki Cauchy probleminin tek bir ¢dziimii vardir ve bu ¢dziim Teorem 3.3 ve Ornek 3.1
den dolay1 ¢y uzayinda oldugu aciktir (Banas ve Lecko, 2001).

a,b € R, (coll-llc,) normu ile tanimlanan Banach uzaymnda y non-kompakt

Hausdorff 6l¢timii,

x(D) = lim| sup (max|ve]),

n-o | p=(py)ep  k2n
v(t) = (vi(£))iz1 € Co
t € [a,b] ve D € M, olur. Bu ¢alisma boyunca n = 2 dereceden diferansiyel
denklemlerin sonsuz sistemi i¢in asagidaki sartlar gecerlidir.
(0 + fit,v(©) = 0

ve sinir sartlar1 da,

vi(a) = vi(@) = v{(@) =...= ;" P (a) = vi(b) = 0,
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v(6) = WD) € Co
t € [a,b] ve I = [a, b] olmak lizere C(I, R) reel degerli siirekli fonksiyonlar1 gdstersin.
Ayrica C™(I,R) de I da n. dereceden tiirevlenebilir siirekli reel degerli fonksiyonlarin
sinifi olsun. v € C™(I, R) fonksiyonu vi(")(t) + f;(t,v(t)) = 0 denkleminin

¢coziimidiir. v € C™(I, R), ancak ve ancak

b
f K(t,s) f;(s,v(s))ds

ile verilen integral denkleminin sonsuz sisteminin ¢6ziimiidiir. Yukaridaki denklemin

Green fonksiyonu,

((b—s)"L(t —a)" ' — (b — a)"1(t — s)™!
(b —a)*1(n—1)! ,(a<s<t<bh)

K(t’ S) = < (b _ S)n_l(t _ a)n—l

b-—a)"n-1Dl(a<t<s<b) =

\

boylece,

b9
v](t) =j al((t,s)fi(s,v(s))ds,...,vi(”‘Z)(t)

b an—Z
= Jg gen—2 K(t, S)fi(sr V(S))ds

saglanir. Bu ¢alismanin kalaninda, [a, b] = I i¢in f; fonksiyonlarinin asagidaki iki sarti

sagladig1 varsayilmistir.
Al. f operatorii f:1 X cy = ¢

t,v) > (Fw®) = (h(tv), L2t v), (L v),...)
icin ((fv)(t))¢er de ¢ uzaymin her noktasinda es siireklidir.

A2.Hert € I ven € N i¢in v(t) € cq ise asagidaki esitlik saglanir.
|fu (&, 01 (8), 2 (), v3(0), .. )| < @ (£) + Bn(O)suplv; ()]

zn

olacak sekilde a,(t) ve B,(t), I dan R ye siirekli fonksiyonlari igin a,(t), I da sifira

diizgiin yakinsak ve 8, (t), I da es sinirhi dizileri vardir. Ayrica

A= sup {an(t)},

tel,neEN

B = sup {Bp(t)}

tel,neN
Teorem 3.4. (A1) ve (A2) sartlar1 saglansin. Eger
2B(b —a)"
—( ) <1
n!

saglanirsa, o zaman n > 2 igin
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v + fi(t,v() = 0

vi(@) = vj(@) = v}'(@) = v" (@) = v;(b) = 0
sonsuz diferansiyel denklem sisteminin en az bir ¢oziimii vardir (Srivastava ve ark.,
2018).
Ispat Sabit bir t € I ve her v(t) = (v;(t)) € ¢, icin,

sup|v;(t)| < My < o0
iEN

olacak sekilde bir M; > 0 reel sayis1 vardir. (A2) sartindan ve

b
v;(t) =f K(t,s)ﬁ-(s,v(s))ds

oldugundan

lv(@®lle, = max

b
f K(t,s) fi(s,v(s))ds

b
< max f K (t, )] 1fi(s, v(s))ds

b
< ngl |K(t,s)| {ai(t) + ﬁi(t)syp|vj(t)|} ds

j=i

b b
< max {AJ |K(t,s)|ds + BM1J |K(t,s)| ds}
12 a a

2(A+BM)(b—a)™
< ' =r
n.

bulunur. v°(¢t) = (voi(t))zl, t € I alalm. Ayrica D = D(v°,1y), v° merkezli ; < r
yarigapli kapali bir yuvar olsun. Boylece acik bir sekilde D, ¢, m bos olmayan, sinirls,

kapali ve konveks bir alt kiimesi olur. C(1, D) de taniml,

b
(Tv)(©) = {(Tim) (D)} = U K(t, S)fi(s,v(S))dS},

(Vt € I) ve T = (T;) operatoriinii gbz 6niine alalim.

v(t) = (i) €D
ve v;(t) € C(I,R), her t € I igin (f;(t,v(t))) € ¢, oldugundan,

b
ilirg(Tl-v)(t) = llirgf K(t, s)fi(s,v(s))ds
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b
=J. K(t,s) lli@fi(s,v(s))ds =0

dir. Boylece (T;v)(t) € ¢, olur. Ustelik (T;v)(¢),
(Tw)(@) = (Tyw) (@) = - = (Tw) " (a) = (Tyw)(b) = 0

sinir sartlarini saglar.

I(Tv) (&) = v°(Olle, <7
oldugundan dolay1 T, D de bir 6z déniisiimdiir. Ayrica (A1) kabuliinden dolay: T, C (I, D)
de siireklidir. Simdi T nin Meir-Keeler condensing operator oldugunu ispatlayalim. Her
e > 0igin

e<xyD)<e+65=>y(TD)<e
sartin1 saglayan bir § > 0 buluruz 6yle ki,

|

b
< lim | sup maxf |K(t,s)| | fi(s,v(s))|ds

n1-% |y(t)eb k=2n,

b
f K(t,s) fx(s,v(s))ds

x(T(D)) = nllilrgo sup {max

lv(t)ed | k2n1

k2n1

I b
< lim | sup maxf |K(t, s)I{ak(s)
a

N1 |y(t)ed kzn1

+ Br(s)suplvi(s) I} dsl
izk

b
< B)((D)j |K(t,s)|ds

a

< 2B - a)"x(D)
o n!

saglanir. Boylece

2B(b — a)"x(D) <e=x([D) <ZB(bn!——€a)”

X(T(D)) < ——

bulunur.
e -2B(b—-a)")
~ 2B(b-a)"

oldugunu kabul edersek,

e<uD)<e+§
elde edilir. Bu nedenle T, D < ¢, da Meir-Keeler condensing operatdr olarak tanimlanur.
Yani T Teorem 2.3 iin tiim sartlarini saglar. Buda T nin D de sabit bir noktasmin var

oldugunu ispatlar.
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Ornek 3.3. 5. dereceden diferansiyel denklemlerin bir sonsuz sistemi olarak asagidaki
Ornegi inceleyelim.

d®v, (t)
dts

+ futv() =0
ile

Un(@) = vp(a@) = vy (@) = vy’ (@) = v (b) =0
1

£t (D) = rtl_i + (et cos t) vy, (t)

m2

m=n

(neN;tel =|ab])vev(t) €Ecyiset €1 igin limf,(t,v(t)) = 0 olur. Bu nedenle,
n—->oo

( fu(t, v(t))) € ¢, bulunur. £ > 0 keyfi reel sayis1 icin 7(t) € ¢, kabul edelim. Oyleki

5(6) = (B(0)2

olur. Ayrica burada,

v = 5@, <6 = 55—

sart1 saglansin. Boylece

(6! €05 £) (U (£) — T ()
mZ

/ot v(®) — fu(t, 0()] =

bulunur. Bu nedenle (A1) deki siireklilik sart1 ¢y uzayinda saglanir. Ayrica

1 0o

v S 2+ Y (et cos (O

m=n
1

2, o 1
< $+ e‘sup|v;(t)| Z —

izn
m=n

1
tz etm?
<—+
3

sup|v;(t)]

izn

= an(t) + Bu(O)sup|v; ()|

zn
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1
etm?

(1) = = ve B (1) = =

dir. a, (t) ve B,(t), I da agikga siireklidir. Burada a,,(t), I da diizgiin yakinsak ve 3, (t)

de I da es sinirlidir. Tanim geregi a = 0 ve b = 1 degerleri i¢in B = 4,45 olacaktir. Buda
2B(b — a)®
( ”
5!

dSvy(t)
dts

1

anlamina gelir. Bdylece tanimdan + fn(t, v(t)) = 0 denkleminin ¢, uzayinda en

az bir ¢oziimii vardir (Srivastava ve ark., 2018).

Teorem 3.5.

{vi”(t) +v,(t) = fi(t,v(®))
vi(a) =v{(a) =0

sonsuz diferansiyel denklem sistemi (A1) ve (A2) sartlarini saglasin. Eger
B(b—a)<1

saglantyorsa, o zaman sonsuz diferansiyel denklem sisteminin en az bir

b
v;(t) =] K(t,s) fi(s,v(s))ds

¢Ozlimii vardir. Burada

sonsuz diferansiyel denklem sistemi i¢in Green fonksiyonudur.
Ispat Sabit bir ¢ € I ve her v(t) = (v;(t)) € ¢, igin,

sup|vi(t)] < My < oo
IEN

olacak sekilde bir M; > 0 reel sayis1 vardir. (A2) sartindan,

b
f K(t,s) fi(s,v(s))ds

lv(@®lle, = max

b
< max [ 1K@ IG5, v()lds

b
< rrilzale |K(t,s)| {ai(t) + ,Bl-(t)syp|vj(t)|}ds

j=zi

b b
< max {Af |K(t,s)|ds + Ble |K(t,s)| ds}
12 a a

<(A+BM)(b—a)=T
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bulunur. v°(t) = (voi(t)):il, t € I alalm. Ayrica D = D(v°, 1), v° merkezlir, <r

yarigapli kapali bir yuvar ise D, ¢, mn bos olmayan, smirli, kapali ve konveks bir alt

kiimesi olur. C(I, D) de tanimli,

b
(Tv)(®) = {(Tim) (D)} = U K(t, S)ﬁ(s,v(S))dS},

(Vt € I) ve T = (T;) operatoriinii goz 6niine alalim.

v(t) = (i) €D
ve v;(t) € C(I,R), her t € I igin (f;(t,v(t))) € ¢y oldugundan,

b
ilirorg(Tiv)(t) = lli@f K(t, s)fi(s,v(s))ds

b
= f K(t,s) llirgﬁ(s,v(s))ds =0

dir. Béylece (T;v)(t) € ¢, olur. Ustelik (T;v)(t),

(Tiv)(a) = (Tw)'(a) = 0
sinir sartlarini saglar.

ITw) () = v (©)lle, < 7
oldugundan dolay1 T, D de bir 6z déniisiimdiir. Ayrica (A1) kabuliinden dolay1 T, C (I, D)
de siireklidir. Simdi T nin Meir-Keeler condensing operator oldugunu ispatlayalim. Her
€ > 0igin

e<y(D)<e+d8=>x(T(D)<c¢
sartin1 saglayan bir § > 0 buluruz 6yle ki,

|

< lim | sup maxj |K(t,s)| |fi(s,v(s))lds

e |v(oeD

I b
x(T (D)) =nli1n sup {max f K(t,s) fr(s,v(s))ds

lv(t)eb  kz2m

kZTll

< lim [ sup maxf |K(t,s)] ak(s) +ﬁk(s)§1;tlglvi(s)|}dsl

N1 |y (t)ep k2N

< B)((D)f |K(t,s)|ds
a
< B(b—a)x(D)
saglanir. Boylece

x(T(D) <B(b—a)y(D)<e=y(D) < ﬁ



25

bulunur. Simdi

_e(1-B(b-a))
B(b—a)

oldugunu kabul edelim. Sonug olarak,

e<uD)<e+$é
elde edilir. Bu nedenle T, D c ¢, da Meir-Keeler condensing operatdr olarak tanimlanur.
Yani T Teorem 2.3 iin tiim sartlarini saglar. Buda T nin D de sabit bir noktas1 oldugunu
ispatlar.
Ornek 3.4. 2. dereceden diferansiyel denklemlerin bir sonsuz sistemi olarak asagidaki
Ornegi inceleyelim.

d*va (0)

T+ o (®) = fuE ()

ile

vn(a) = vp(a) =0

1 o
fo(t,v(t)) = %+ z (et sint)v,(t)

5m?

(neN;t el =|a,b]) vev(t) € cyiset €1 i¢in lim f,,(t, v(t)) = 0 olur. Bu nedenle,
n—-oo

( fu(t, v(t))) € ¢, bulunur. £ > 0 keyfi reel sayis1 icin 7(t) € ¢, kabul edelim. Oyleki

v(t) = (7:(t))i2

olur. Ayrica burada,

_ 30¢
v = 2@®)lle, <6 = 5

sart1 saglansin. Boylece

O (6! 5in 6) (U (t) — B (1))
5m?2

[fa(t,v(®) = fult, 0(0)] =

m=n

AN

o1
e’ Y —{vn(®) = In(®)]}

bulunur. Bu nedenle (A1) deki siireklilik sart1 ¢y uzayinda saglanir. Ayrica
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1 oo
2 1
(IS 5+ ) eol(et sintu (o)

1

2, o1
Sﬁ+e sup|v;(t)| Z T~
m=n

zn

1
tz elm?

<—+ sup|v;(t
R RG]

= an (1) + Bn(O)sup|vy(t)]

zn

1

() = 5 ve B(6) =

dir. a, (t) ve B,(t), I da agikga siireklidir. Burada a,,(t), I da diizgiin yakinsak ve 3, (t)

etm?
30

de I da es sinirhidir. Tanim geregi a = 0 ve b = 1 degerleri i¢in B = 0,89 olacaktir. Buda
B(b—a)<1

d?v, (1)

—2 fo(t,v(t)) = 0 denkleminin ¢, uzayinda en

anlamina gelir. Béylece tanimdan

az bir ¢oziimii vardir.
3.3. ¢ Uzayinda Diferansiyel Denklemlerin Sonsuz Sistemlerinin Coziimleri

Baslangic kosulu;

x;(0) =x),t el =10,T] (3.12)
olan

x'i=a;()x; + g;i(t, x4, x5,...) (3.13)
formundaki diferansiyel denklemlerin perturbed diagonal sistemlerin ¢éziime katkisi,
problem (3.12) ve (3.13) ¢ uzayinda ||x|| = sup{|x;|:i = 1,2, ...} klasik mutlak deger
normu ile tammli x = (x;) yakinsak dizileri i¢in incelenecektir. Bu uzaydaki en uygun
non-kompakt dl¢iilerden biri

u(X) = lim{ sup {sup{lx, — xnl:n,m =p}};,X € M,

D=0 | (x)EX

dir. Bu p 6l¢iisii regiiler ve non-kompakt Hausdorff dlgiisiine denktir (Banas ve Lecko,
2001). Simdi bu hipotezi (3.12) ve (3.13) problemlerinin ¢6ziimii i¢in formiiliize edelim.
Bunun i¢in asagidaki kosullarin saglandigini kabul edelim.

ixo=x))€EC
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ii. g = (91,92, -..) doniisiimii I X ¢ = ¢ de taniml ve diizgiin siireklidir.
iii. Sifira yakinsayan 6yle bir (b;) dizisi vardir 6yleki Vt € I = [0, T] ve x = (x;) € ¢
|gi(t, x1, x5, ... )| < b; saglanir.
iv. a;(t) fonksiyonlar1 I da stirekli ve (ai(t)) diziside I tizerinde diizgiin yakinsaktir.
Ustelik
a(t) =sup{a;(t):i=123,...},
Q = max{a(t):t €I}
ile gosterelim. Kabiillerden dolay1 a(t) fonksiyonunun [ iizerinde siirekli ve Q < oo dur
(Banas ve Lecko, 2001).
Teorem 3.6. (i) — (iv) kosullar1 saglansin eger QT<1 ise
x(t) = (xi(t)) EcveVtel
olacak sekilde (3.12) — (3.13) baslangi¢ deger probleminin bir ¢dziimii vardir.
Ispat Her t € I ve x(t) = (x;()) € c igin
fit,x) = a;(©)x; + 9;(t, x),
ft,0) = (fit,0), £t x),..) = (fi(t, %))
olsun. Herhangi iki m, n sabit dogal sayilari i¢in;
/o (8, %) = fin (6, X)| = lan(©)xn + gn(t, %) = @ () xm — g (L, X)|
< lan(®)xn = am(©xm| + 1gn (€, x) — gin (8, x)|
< lan(©xn — am(Oxm| + lan (O xm —
Am (x| + by + by,
< lan Ol 1xn = xm| + x| lan(®) — am (O] +
bybm,
< lan Ol [xn = xm| + llxl. [an () — am (O] + by,
+ by,
(iii) — (iv) dan (fj(t,x)) reel bir Cauchy dizisidir. Oyleyse (f(t,x)) € ¢ dir B =
sup{b;:i = 1,2, ...} olmak iizere;
Ifi (&, 0] < la; (O] |x;] + 1g: (¢, %)
< Qlxl+b; < Qlixll + B
olur. Boylece
lf (&0l < Qllxll + B (3.14)
bulunur. f(¢t, x)’in I X B(x,,r) de bir fonksiyon oldugunu kabul edelim. Buradaki r nin
secimi Teorem 3.3 ten dolay1

r = (BT + QTlIxol)/(1 = QT)
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dir. Ayrica t,s € I ve x,y € B(x,, ) olsun. Kabuliimiizden dolay1 sabit bir i i¢in;
f:(t, %) = fi(s, M| = lai(O)x; + g:(t, %) — ai($)y; — g:(s, y)I
< la;(®)x; — ai()yil + 19:(¢, %) — gi(s,¥)
< la;(®) — ai()|- x| + la; (). |x; — yil +
l9:(t, x) — gi(s,¥)
olur. Yukaridaki esitsizliklerden
If (&%) = f (s, 0 = sup{lfi(t, x) = fi(s, y)|:i € N}
< (r + lIxolD. sup{la;(t) — a;(s)|:i € N}
+Qllx —yll + llg(t,x) — g (s, y)
elde edilir. (a;(t)) nin[ iizerinde es smirl oldugunu ve g nin I X ¢ de diizgiin siirekli
oldugu goz oniine alinirsa f(t, x) in I X B(xg, ) de diizgiin siirekli olur. X, B(x,, ) bos
olmayan bir alt kiime ve t € I, x € X olsun. Herhangi iki n, m dogal sayis1 i¢in;
|fa(t, %) = fin (8, 0)| < |an (O] [x5 = xm| + |xm. |an () — am (O]
+gn(t, )| + |gm(t, x)]
< lan@®I- 10 = xm| + [xml. |an () — am (O]
+gn (&, )] + | gm (&, x|
< an (- 1% = x| + (lxoll + 7).
lan(t) = an (O] + by + by
olur. Dolayisiyla,
u(f(t,20) < a(®plx) (3.15)
bulunur Sonug¢ olarak (3.14) ve (3.15) denklemleri ve Teorem 3.3 ten dolay1
f,I X B(xg,7) de diizgiin siirekli oldugu gergeklerini dikkate alirsak (3.12) ve (3.13)
denklemlerinin ¢ de ¢ézlimiiniin oldugu goriiliir.

Yukarida tanimlanan non-kompakt p 6lciisii y Hausdorff Slgiisiine denktir (Banas ve

Lecko, 2001).
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4. SONUC

Bu calismada,

{vi”(t) +vi(t) = fi(t,v(©®)
vi(a) = vi(a) =0

diferansiyel denklemlerin sonsuz ¢dziim sisteminin ¢, uzayinda en az bir ¢éziimiiniin var

olmasi i¢in yeterli sartlar elde edilmistir. Aragtirmacilara,

{v{'(t) +av (6) + B (®) = fi(t,v(®))
v(a) = vj(a) = 0

sonsuz diferansiyel denklem sisteminin ¢dziimiiniin c,c,,l; ve l, dizi uzaylarinda

¢Oziimiiniin varliginin arastirtlmasi 6nerilir.
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EKLER

Ek-9

Kontrol Edilecek Hususlar

Sayfa yapisi uygun mu?

Sekil ve cizelge baglik ve icerikleri uygun mu?

Denklem yazimlari uygun mu?

Ic kapak, onay sayfasi, tez bildirimi, 6zet, abstract, ©nsdz
ve/veya tesekkiir uygun yazildi mi1?

Tez yazim; Giris, Kaynak Arastirmasi, Materyal ve Yéntem (veya
Teorik Esaslar), Aragtirma Bulgulari ve Tartisma, Sonuclar ve Oneriler
stralamasimda midir?

Kaynaklar soyadi sirasina gére verildi mi?

Kaynaklarda verilen her bir yayina tez icerisinde atifta bulunuldu mu?
Kaynaklar agiklanan yazim kuralina uygun olarak yazildi m1?

Tez igerisinde kullamlan sekil ve cizelgelerde kullamilan ifadeler
Tiirkce’ye ¢evrilmis mi? (Latince ve Ozel kelimeler harictir)

Tezin igindekiler kismi, tez igerisinde verilen bagliklara uygun
hazirlanmig m1?

“Tez Onerisi Formunun (FBE Form 22) ilk sayfasi ile birlikte materyal
ve yontem kisimlarmi igeren sayfalarin fotokopisini tezinizin
icindekiler sayfasindan 6nce telli zimbali formda koydunuz mu?

Hayir

SOPCOPSRNY SSKE

Yukaridaki verilen cevaplarin dogrulugunu kabul ediyorum.

Unvani Adi SOYADI

6grenci : M\LWJ@V
Damisman : P.(‘ Q.e »DﬁHmmf)(P@Mr

Tez tesliminde enstitii web sayfasi veri tabaninda yayinlanmasina izin veriyorum
/vermiyorum.

Fen Bilimleri Enstitiisti Onay1
Bu tez MSU Fen Bilimleri Enstitiisii Tez Yazim Kurallarina uygundur.

Onaylayan Adi SOYADI ‘ Tarih Imz
De. Sreden Lyppar Hacun ONLL) 12092219, T /1l

*Seminer, Yiiksek Lisans ve doktora tezleri FBE tez yazim kurailarina uygun olarak hazirlanmalidir. Tezler
FBE’ne teslim edilmeden ¢nce yukaridaki kontrol listesi 6grenci ve danisman tarafindan imzalanmalhidir.
Bu sayfa tez teslimi esnasinda en iist sayfa olarak verilmelidir.

*Tez ilk savunmaya sunulacaginda spiral cilt veya clip dosya formunda FBE teslim edilmelidir.
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