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Bu ¢aliGnanin amaci, ¢ift indisli kesirli fark dizilerinin istatistiksel yakinsakligi, (4,u) —
istatistiksel yakinsaklik ve Cesaro, kuvvetli p-Cesaro, De la Vallée-Poussin, kuvvetli p- De la Vallée-
Poussin toplanabilirlik tanimlarint vererek bunlar arasindaki iliCkileri incelemek ve istatistiksel
yakinsaklik kavramint geni(etmektir.

Bu tez beGboliimden oluGnaktadir. Birinci bolim giriGkismina ayrilmiGar. Bu boliimde tezin
konusu hakkinda genel bilgiler verilerek tezin amaci vurgulanmiGve sonraki boliimlerden bahsedilmi(ir.
Gkinci boliimde kaynak araGtrmasina yer verilmiGir. Ugiincii béliimde bulgular béliimiinii aydinlatmak
icin bazi temel tanim ve teoremler verilmiGir. Dordiincii bolimde cift indisli kesirli fark dizilerinin
istatistiksel yakimsakligi ve ¢ift indisli kesirli fark dizilerinin (4, u) — istatistiksel yakinsakligi tanimlari
yapilarak 6rnek ve teoremlere yer verilmiGir. Son boliimde bazi sonuglara ulaGlarak bu konu ile ilgili
ileride ¢aliGlabilecek alanlara 6neride bulunulmuGur.

Anahtar Kelimeler: 1 —Gtatistiksel yakinsaklik, Gtatistiksel yakinsaklik, Kesirli farklar
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The aim of this study is to explore the relationship between statistical convergence, double
A% — (2, w)-statistical convergence, Cesaro, p-strongly Cesaro, De la Vallée-Poussin, p-strongly De la
Vallée-Poussin summability in statistical convergence of difference double sequence of fractional order
via giving their definitions and to expand the definition of statistical convergence.

This thesis insists of five chapters. The first chapter is reserved for the introduction. In this
chapter, the aim of the thesis is given by giving general information about the subject of the thesis and the
following chapters are mentioned. In the second chapter, the source research is included. In the third
chapter, some basic definitions and theorems are given to illuminate the findings section. In the fourth

chapter, on statistical convergence of difference double sequences of fractional order and the double

A% — (A, 1) - statistical convergence definitions and examples and theorems are given. In the last

chapter, some results were reached and suggestions were made about the area that can be studied in the
future.

Keywords: A —Statistical Convergence, Fractional Difference and Statistical Convergence
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1. GGRGg

Gtatistiksel yakinsaklik Analizin ¢ok caliGlan konularndan biridir. Yillar
boyunca ve farkli isimler altinda Fourier analizi teorisinde, ergodik teoride, say1
teorisinde, Ol¢ii teorisinde, trigonometrik serilerde, Turnike teorisinde ve Banach
uzaylarinda istatistiksel yakinsama tartiGiniGdaha sonra dizi uzaylar1 ve toplanabilme
teorisine uygulanmuGir. Gtatistiksel yakisakhk Fast (1951), Steinhaus (1951),
Schoenberg (1959), Zygmund (1979), Salat (1980), Fridy (1985), Connor (1988), Rath
ve Tripathy (1994), Nuray ve SavaG(1995), Mursaleen (2000), SavaG(2000), Et ve
Nuray (2001), Duman ve Orhan (2004), Giingor ve Gokhan (2005) ve daha bir¢ok bilim
adam1 tarafindan ¢caliGuniGtr.

Bu ¢aliGmaninamaci, ¢ift indisli kesirli fark dizilerinin istatistiksel yakinsakligi,
(A, u) — istatistiksel yakinsaklik ve Cesaro, kuvvetli p- Cesaro, De la Vallée-Poussin,
kuvvetli p- De la Vallée-Poussin toplanabilirlik tanimlarini vererek bunlar arasindaki
iliGkleri incelemek ve istatistiksel yakinsaklik kavramini geniGétmektir.

Ozgiin olarak bu tezde “Cift Gidisli Kesirli Fark Dizilerinin Gtatistiksel
Yakinsaklig1” ve “Cift Gidisli Kesirli Fark Dizilerinin (4, u) —Gtatistiksel Yakisaklig1”
tanimlar1 verilmiGtr.

Tezin ikinci boliimiinde kaynak araGtrmasina deginilmiG.Ugiincii béliimde ise
dordiincii boliimdeki bulgular boliimiinti aydinlatmak icin gerekli olan temel tanim ve
teoremler verilmiGtr. Dordiincii boliimde ¢ift indisli kesirli fark dizilerinin istatistiksel
yakinsakligi, ¢ift indisli kesirli fark dizilerinde (4, u) — istatistiksel yakinsaklik, Cesaro,
kuvvetli p- Cesaro, De la Vallée-Poussin, kuvvetli p- De la Vallée-Poussin
toplanabilirlik tanimlar1 yapilarak 6rnek ve teoremlere yer verilmiGtr. Son boliimde bazi
sonuclara ulaGidrak bu konu ile ilgili ileride caliGidbilecek alanla ilgili Oneride

bulunulmuGar.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Gtatistiksel yakinsaklik fikri, 1935'te VarGow'da yayinlanan Zygmund (1979) un
monografisinin ilk baskisinda verildi. Gtatistiksel yakinsama kavrami, Steinhaus (1951)
ve Fast (1951) tarafindan kisa bir not olarak verildi ve daha sonra bagimsiz olarak
Schoenberg (1959) istatistiksel yakinsakligi toplanabilme metodu olarak inceledi.

Gtatistiksel yakinsaklik, yaklaGikelli yildan fazla bir siire dnce tanitilsa da, son
zamanlarda aktif bir araGtrma alani haline geldi. Farkli matematikgiler istatistiksel
yakinsakligin 6zelliklerini incelediler ve bu kavrami 6l¢lim teorisi, trigonometrik seri,
yaklaGimteorisi, lokal diGbkey uzaylar, sonlu toplamsal kiime fonksiyonlari, Banach
uzaylarinda ve dogal say1 kiimesinin Stone-Chech kompaktlaGtrmasinin alt kiimeleri
gibi ¢ceGili alanlarda uyguladilar.

Cift indisli diziler ilk kez Pringsheim (1900) tarafindan verildi ve Tiirkiye’de
Tiirkmenoglu (1993) tarafindan “Bazi Cift Gidisli Dizi Uzaylar1” baGlg: altinda doktora
tezi olarak caliGulli. Fark dizileri kavrami Kizmaz (1981) tarafindan tanimlandi. Et ve
Colak (1995) bu kavrami genelleGtrdi. Baliarsingh (2013) kesirli fark operatorlerini
kullanarak bazi dizi uzaylarimi genelleGtidi, daha sonra Baliarsingh ve Dutta (2015),
Baliarsingh (2016) konuya iliGkn ¢aliGmala yaptilar. Kesirli fark operatorii kullanilarak
dizilerin istatistiksel yakinsakligi Baliarsingh ve ark., (2018) tarafindan genelleGtrildi.

Yukarida verilenler kaynaklardan faydalanarak ¢ift indisli kesirli fark dizilerinin
istatistiksel yakinsakligi, (4,p) — istatistiksel yakinsakligi ve Cesaro, kuvvetli p-
Cesaro, De la Vallée-Poussin, kuvvetli p- De la Vallée-Poussin toplanabilirligi tanimlari
verilerek bunlar arasindaki iliGkler incelenmiG ve istatistiksel yakinsaklik kavrami

geniGetilmiGir.



3. MATERYAL VE YONTEM

Tezin bu boliimde, daha sonraki bolimlerde kullanilacak bazi temel tanim ve

teoremler verilmiGtr.

3.1. Temel Tanim ve Teoremler

Tanim 3.1. X boG ohayan bir kiime ve F’ de R veya C kiimelerinden birini gostersin.
+: XxX X, x,y) x+y,
: FxX X, (a,x) ax,

doniiGiinderi ile toplama ve ¢arpma iGémlerini tanimlayalim. Her x,y,z € X ve a,b € F

icin aGg1daki koGular saglansin:

—_

X+ y=y+x

X+ (y+2)=x+y) + 1z

. Herx € Xi¢inx + 0 = x eGiligini saglayan bir tek 0 € X vardir;
. Herx € Xi¢inx + (—x) = 0 eGiligini saglayan bir tek —x € X;

2
3
4
5. Herx € Xi¢cin1.x = x;
6. a(x + y) = ax + ay;
7. (a + b)x = ax + by;
8. (ab)x = a(bx).

Bu durumda X’ e F cismi lizerinde bir vektor uzayr denir. F = R alinirsa X* e
reel vektor uzayr ve F = C almirsa X’ e kompleks vektor uzay: adi verilir (Musayev ve
Alp., 2000).

Tanmm 3.2. X bir F cismi ilizerinde vektor uzayi olsun.
IlLll: X > R*, x> |lx]
doniiGiinii Vx,y € X ve Va € F igin
Nl. ||x]l = 0vellx]| =0 = x =0;
N2. [Jax|| = lalllx]l ;
N3. [lx + yll < lIx[l + Iyl (ticgen eGisizligi)

ozelliklerini sagliyorsa ||. || dontiGiinii X tizerinde bir norm admi alir ve bu durumda

(X, |I. I ikilisine bir normlu uzay denir (Musayev ve Alp., 2000).



Tammm 3.3. Bir (X, ||.]|) normlu uzaydaki her Cauchy dizisi X iginde bir limite
yakinsiyorsa, bu (X, || ||) normlu uzayma tam normlu uzay veya Banach uzayr adi verilir
(Musayev ve Alp., 2000).

Kompleks terimli tim x = (x;), (k=1,2,3,..) dizileri kiimesini w ile
gosterecegiz. x = (xi), ¥y = (V) € w ve a bir skaler olmak tizere

x+y = (X +¥i)
oax = (axy)

(gklinde tanimlanan iGémler altinda bir lineer uzaydir.

Bu ¢aliGmad sik sik kullanacagimiz

to ={x= (xk):Sl]':plxkl < oo}

sinirly,

c ={x=(x): lilzn X, mevcut}
yakinsak,

co = {x = (x3): lilgn X, = 0}

sifir dizileri uzay, ||x|| = supy |x| normu ile birer Banach uzayidir
(Musayev ve Alp., 2000).
Tamim 3.4. X boGolmayan bir kiime ve k € N *olmak iizere x;: N* — X fonksiyonuna
dizi denir. Diziler deger kiimesine gore isimlendirilirler; X = R oldugunda reel terimli
dizi, X = C oldugunda kompleks terimli dizi olarak sdylenir (Musayev ve Alp., 2000).
Tanmm 3.5. x = (x;) reel terimli bir dizi , L € R olmak iizere V € > 0 i¢in dyle bir
Ny € N var ve her k = Ny(¢) € N igin |x, — L| < € oluyorsa x = (x) dizisi L’ye
yakinstyor denir ve x, — L G&linde gosterilir (Musayev ve Alp., 2000).

Tamim 3.6. x = (x;,) dizi verilsin. Eger

1 n
lim—Zka Ll =0
n-on
k=1
ise x = (x) dizisi L’ye kuvvetli Cesaro toplanabilirdir. Tim kuvvetli Cesaro

toplanabilir dizi uzayini [C,1] Gklinde, yani
1 n
[C, 1] = {x = (x3): lim gZka —L| =0,bazt L ler igin
n—->oo
k=1

olarak tanimlayacagiz (Boss ve Cass, 2000).



Tanmm 3.7. N dogal sayilar kiimesi ve X boG omayan herhangi bir kiime olmak {izere
f:NxN X
(j, k) f(]l k) = xjk

(gklinde tanimlanan f fonksiyonuna “cift indisli dizi” denir. Cift indisli x = (xj)

dizisini
Xoo Xo1 - Yok
X10 X11 - Xk
Xjo X1 .. Xjk
Gklinde bir tablo olarak diiGiindiliriz (Burkill ve Burkill, 1980).
Bu ¢aliGmad

w? ={x = (xjx):Vj,k € Nigin (xj) € C}
ile tiim kompleks terimli ¢ift indisli dizi uzaylarini,

loo? ={x = (xjx): ¥ j, k € N igin sup | x| < oo}
J k21

ile ¢ift indisli sinirlt dizi uzaylarini,

c?={x=(x):Vjk €Nigin jllkimoo X mevcut}
ile ¢ift indisli yakinsak dizi uzaylarini,

co? = {x = (xjx): ¥ j, k € N igin j'lkimoo Xji = 0}

ile ¢ift indisli sifira yakinsayan dizilerin uzayini1 gosterecegiz (Tirkmenoglu, 1993).
Tanim 3.8. x = (x jk) ¢ift indisli bir dizi olsun. Eger V & > 0 i¢in dyle N, € N var ve
tim j, k = N, icin |xjk — L| < ¢ oluyorsa x = (xj;) dizisinin Pringsheim limiti L dir
denir (Pringsheim, 1900).
Tanim 3.9. x = (xjk) cift indisli bir dizi olsun. V € > 0 i¢in 6yle Ny € N ve My € N
sayilar1 var ve tim j,m >N, , k,n = M, i¢in |xmn - xjkl < ¢ oluyorsa x = (xi)
dizisine bir Cauchy dizisi denir (Pringsheim, 1900).
Tamm 3.10. x = (x)) ¢ift indisli bir dizi olsun. Tim j,k € N i¢in dyle bir M > 0
say1s1 var ve | xjk| < M oluyorsa x = (x;j)) dizisi simrhdir denir

(Mursaleen ve Edely, 2003).



3.2. Dogal Yogunluk Fonksiyonu ve Gtatistiksel Yakimnsaklik

Tamim 3.11 Dogal yogunluk fonksiyonu, K dogal sayilarin bir alt kiimesi olmak {izere
0:Kc N - [0,1]
olarak tanimlanir. |K(n)| dogal sayilarin bir K alt kiimesini n’ den biiylik olmayan

elemanlarinin sayisin1 gostermek iizere

|K ()|

6,(K) = lim inf ——
n—oo n
ifadesine K kiimesinin dogal yogunlugu ya da yogunlugu denir. (@) dizisinin limiti
mevcut ise K kiimesinin dogal yogunlugu,
|K ()]

§(K) = lim ——
(K) = lim —>

n-cw
Gklinde tanimlanir (Niven ve Zuckerman 1980).
Tamim 3.12 x = (x;,) bir dizi olsun. Her € > 0 i¢in
6({k EN:|xy — Ll =€}) =0
olacak Gékilde bir L sayis1 varsa x = (x;) dizisi L’ ye istatistiksel yakinsaktir denir.

st—limx, = L
k-

veya

Géklinde gosterilir (Fast, 1951).
Teorem 3.13. Bir dizi yakinsaksa ayn1 zamanda istatistiksel yakinsaktir (Fridy, 1985).
Gspt: x;, — L olsun. O halde V & > 0 icin Syle bir Ny € N var ve her k > Ny(¢) € N

icin |x;, — L| < € oluyor demektir. Fakat k < N, igin |x;, — L| = ¢ tir. Buda

1 1
lim ~|(k < n:|x — L| 2 &} < lim ~.Ng = 0
n—oo

n-oon

anlamina gelir ki x, — L(S) sonucuna bizi ulaGtrnir. Bu teoremin tersi dogru degildir

bunu aGa&daki 6rnekle gosterebiliriz.



Ornek 3.14.

meN

_ 2
xk:{\/E, k=m

1, k #= m?

(gklinde tanimlanan x = (x) dizisini inceleyelim. Her € > 0 igin,

1 1 1
lim —|{k < n:|x, — 1| = €}| < lim El{k <nx#1} < lim-—.vn=0
n—oo n

n-oon —oon

oldugundan st — lim x = 1 olur. Buna ragmen dizi ne sinirlidir ne de yakinsaktir.
Tamm 3.15. Ve > 0 ve h. h. k i¢in |xk — xN0| < ¢ olacak Gékilde bir Ny(€) € N varsa,

yani

i~ |(k < s = | 2 ] = 0
ise x = (x;) dizisine istatistiksel Cauchy dizi denir (Fridy, 1985).
Tanmim 3.16. Tiim pozitif reel sayilarin azalmayan, sonsuza giden ve
A1 S A, + 1, A1 =0
koGulinu saglayan A = (4,) dizilerinin kiimesini A semboliiyle gosterecegiz.
(Mursaleen, 2000).
Tezde ny € N = {1,2,3, ...} olmak lizere Ny kiimesini
Ny, = {ng,ng + 1,14 + 2,...} Gklinde tanimlayacagiz.
Tamm 3.17. A = (4,,) dizisi, pozitif reel sayilarin azalmayan, sonsuza giden ve
Antr S A, + 1, A1 =0
I, =[n—1, +1,n]
koGulinu saglayan bir dizisi olsun. GenelleGtrilmiG @ la Vallée-Poussin ortalamasi
) = = D x
" An j€ly J
Géklinde tanimlanir. n — oo iken t,(x) — L gidiyorsa x = (x; ) dizisi L’ ye
(V,A) — toplanabilirdir denir (Mursaleen, 2000).

Tanim 3.18. K € N olsun ve K’nin A —yogunlugunu
1
6, (K) = lim—|{k € I,:k € K}|
n—-oo ln

olarak tanimlanir. Burada A, = n olmasi durumunda K’nin A —yogunlugunu &;(K),
K’nin dogal yogunluguna doniiGiirHer K < N igin (4,/n) < 1ise §(K) < §;(K) olur
(Mursaleen, 2000).



Tamim 3.19. x = (x;) bir dizi olsun. Her € > 0 ve I, = [n — 1, + 1,n] igin

1
llmTI{k EL:|lx,—Ll>¢}=0

oluyorsa x = (x;) dizisi L ye A —istatistiksel yakinsaktir denir ve

st; —limx, = L
k—

Gklinde gosterilir. Tiim A —istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesini S ile gosterecegiz
(Mursaleen, 2000).
Tamim 3.20. x = (x;) bir dizi ve M > 0 olmak {izere
0 ({k <n:ilxx| >M}) =0

oluyorsa x = (x;,) dizisi A —istatistiksel sinirlidir denir (Mursaleen ve ark., 2010).
Tamim 3.21. K € NxN ve j <m, k < n olmak iizere K(m, n) kiimesinin elemanlarin
(Jj, k) olarak kabul edelim ve K (m, n) kiimesini

Kmmn)={j < mvek < n:(j, k) €K}

G&klinde tanimlayalim.

5,(K) = lim fM

m, n—>oo mn
ifadesi K kiimesinin dogal yogunlugudur — WO | imesinin limiti tek ise K kiimesinin

dogal yogunlugu aCagidaki Gekidle tanimlanir;

_ _ |K(m,n)|
62(K) = (P) = lim — ——

(Mursaleen ve Edely, 2003).
Ornek 3.22. K = {(j%,k?): j, k € N} olarak tanimlarsa K kiimesinin yogunlugu

8K) = lim —K(mm) < lim (Vi) = 0
olur (Mursaleen ve Edely, 2003).
Tanim 3.23. x = (xjk) reel terimli ¢ift indisli bir dizi olmak tizere,
5, ({G,Kk); j<mvek<n: |xjk—L| >e})=0
olacak Gékilde bir L sayisit varsa x = (xjk) dizisi L sayisina istatistiksel yakinsaktir

denir ve

Stz — lim xjk =L
jk—

Géklinde gosterilir. Tim ¢ift indisli istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi S, ile

gosterilir (Mursaleen ve Edely, 2003).



Ornek 3.24. x = (xjk) reel terimli ¢ift indisli dizisini aGg&idaki gibi tanimlayalim;

jk, jvektam kare
Xjke = { 1, diger durumda
cift indisli dizisi ne yakinsaktir ne de siirlidir. Fakat
VY & > 0igin
{G,K); j<mvek<n:|x; — 1| = &}| < Vmvn
ve
’lrilmoo%ﬂ(j,k); j<mvek<n:| Xjk — 1=} < mgilmoo\/Zf =
st; —lim xj = 1
J k=
olur.
Sonugclar 3.25.
i. Eger bir x = (xjk) cift indisli dizisi yakinsaksa ayni zamanda istatistiksel
yakinsaktir. Fakat tersi dogru degildir.
ii. X = (xjk) ¢ift indisli dizisinin satir ve siitunlar1 sonlu ise x = (xjk) dizisi
istatistiksel yakinsaktir. s; ve s, sonlu reel sayilar olmak {izere
K(m,n) < sym+s;n
i, Eger bir x = (x;j,) ¢ift indisli dizisi L ye istatistiksel yakinsaksa L tektir.

x = (xjk) dizisi istatistiksel yakinsaksa bu dizinin sinirl ya da yakinsak olmasina gerek
yoktur (Ornek 3.2.14. deki gibi) (Mursaleen ve Edely, 2003).
Tanmim 3.26. 1 = (1,,,) ve u = (u,) sonsuza giden, pozitif sayilarin azalmayan ve
Ami1 S An +1, A1=0
Pny1 Stn+1, =0

koGularii saglayan iki dizi olsun. K € NxN alalim ve K nin (4, u) yogunlugunu

1
Oy u(K) = (P)mlriﬁ} 7 {m—-A,+1<j<mn—u,+1<k<n:(,k) €K}

m:un

G&klinde tanimlayacagiz.

Ap =m, pp =n oldugu durumda &, ,(K) yogunlugu &,(K) yogunluguna
indirgenir. Her K € NxN i¢in A,/m <1 ve u,/n<1 ise §,(K) < &, ,(K) tir
(Mursaleen ve ark., 2010).
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Tamm 3.27. x = (xjy) ift indisli bir dizi, V € > 0 igin K € NxN
Kz{jEJm,kEIn:IXjk_LI ZE}
olarak tanimlandiginda &, , (K) = 0 oluyorsa x = (xj;) dizisi L’ ye (4, u) istatistiksel

yakinsaktir denir. Eger V € > 0 igin
1
Ambn

ise x = (xj) dizisi L sayisma (A,u) istatistiksel yakinsaktir denir ve

Su(K) = (P) lim |U € o e € In: |xjpe — L] = €} = 0

sty, — lim xp = L Gklinde gosterilir. Tim (4, 1) istatistiksel yakinsak ¢ift indisli

m,n—co
dizilerin kiimesini S , ile gosterilir.

Eger Ay, =m, pu, =niseS,,, S, ye indirgenir. 5,(K) < 8, ,(K) oldugu i¢in
Spu €S2 kapsamasi elde edilir (Mursaleen ve ark., 2010).
Tamm 3.28. x = (xjy) cift indisli bir dizi ve M > 0 olmak tizere;

Sau{G B || > M} =0

oluyorsa x = (xjy) dizisi (4, u) istatistiksel sinirhdir denir (Mursaleen ve ark., 2010).
Tamm 3.29. x = (xj;) cift indisli bir dizi, A, veu, €A , I, = [n—pu, +1,n] ve
Jm = [m — A,,, + 1, m] olmak {izere

1
tm,n(x) :/1 Iy § E Xik
mHn

J€Jm k€ly

toplamina ¢ift indisli diziler i¢in De la Vallée-Poussin ortalamasi denir (Mursaleen ve
ark., 2010).

Tamm 3.30. x = (x) ¢ift indisli bir dizi olmak tizere;
(P) = lim tmn(l = LI) = 0

ise x = (xj), L ye kuvvetli (V,A, ) toplanabilirdir denir. Tiim kuvvetli (V,A,p)
toplanabilir dizilerin kiimesini [V, A, p] ile gbsterecegiz.
Eger A,, =m, u, =n oldugu durumda kuvvetli (V,A, p) —toplanabilirlik, kuvvetli
Cesaro toplanabilirlige indirgenir (Mursaleen ve ark., 2010).
Teorem 3.31. A = (4,,,) ve u = (uy,) sonsuza giden, pozitif sayilarin azalmayan ve

Ami1 S Ap + 1, A1 =0

Pn+1 Stn+1, u =0

koGularini saglayan iki dizi olsun. Bu durumda;
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i Xjx = L [V, A, p] iken xj, = L (S,,,) tir. Fakat tersi dogru degildir.
ii. Eger xj € 1,° ve xj, = L (Sy,) ise xj — L [V, A, p] tir ve bdylece
xjx = L[C,1,1] tir.
iii. Sau” = [V, 4, u] 0 1% (Mursaleen ve ark., 2010).

3.3 Fark Dizileri

Fark dizileri kavram ilk kez Kizmaz (1981) tarafindan 1981 yilinda tanimlandi.
x = (xx) kompleks terimli dizi ve k € N olmak tizere
Ax = (Ax) = (Xx — X+1)
£ (A), c(A) ve cy(A) dizi uzaylar1 Kizmaz(1981) tarafindan
Lo (D) = {x = (x,): Ax € £}
c(A) = {x = (xy): Ax € ¢}
co(8) = {x = (x3): Ax € o}
olarak tanimlandi ve
lIxlla = lx1] + llAx |l
normuyla birer Banach uzay1 olduklar1 gosterildi.
x = (x;) kompleks terimli dizi ve k, m € N olsun. Et ve Colak (1995)
A%x = ()i, Ax = (g — Xper1)

A"x = (A™ 1x, — A™ 1x )

[ee]

@y = > 0 () e

=0

olmak iizere yukaridaki dizi uzaylarini

Lo (A™) = {x = (x): A™x € £}
c(A™) = {x = (x): A™x € c}
co(A™) = {x = (x1): A™x € ¢o}

uzaylarma genelleGtidiler ve bu uzaylarin

m
Ixlla = ) il + 1A™xl
i=1

normuyla birer Banach uzayi olduklarini gosterdiler.



3.4. Kesirli Fark Dizileri

Tanmim 3.32. Gamma fonksiyonu o € {0,—1,—2,—3, ...} ve areel say1 olmak iizere;

(0]

r(a) =f e~ttoldt
0

olarak tanimlanir ve

i o herhangi bir dogal say1 olursa I'(a¢+ 1) = !

Ornegin I'(1) = 1!,I'(2) = 1!,I'(3) = 2!,I'(4) = 3! ...

ii. a¢{0,—1,—2,-3,..} ve arecl say1 olursa I'(a+ 1) = a. ' () elde

edilir.

w tim reel degerli dizi uzaymi gostermek {iizere x = (x;) Ew,

12

o€

{0,—1,-2,-3,...} ve «a reel say1 olmak iizere fark operatorlerini aGagidaki gibi

tanimlayacagiz;
=  I'(a+1)
A%x)y = E ~1)! -
1=
I'o+1)

(A0 = ;(_1)i (o —i+1) ki

IR N . T(1-a)
(Ax), = ;(—1) T e

oy Ny A=)
(A0, = ;(—1) T L

ilk iki operatoriin agilimi yapilirsa;

a(a—1 ala—1)(a—2
(A" = X — A Xpey1 + %xk+2 Bt 3),( )xk+3 +
o(a—1 a(a—1)(a—2
(A(a)x)k =X, — a'xk—l+¥xk—2_ ( 3)'( )xk—3+“.
elde edilir (Baliarsingh, 2013). A% ve A® icin;
i. a =1 durumunda A“ operatorii Kizmaz (1981) tarafindan tanimlanan
(Ax) = (X — Xk+1)
operatdriine indirgenir.
ii. a =m (m € N) durumunda A% operatorii Et ve Colak (1995) tarafindan

verilen
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[ee)

@m0 = ) D () xen

i=0
operatoriine indirgenir.

Fark operatorlerinde kesirli olan alar & ile gosterilerek fark operatdrii aG@idaki

gibi tanimlanir.

N, ., @+
(A% _;(_1) NT(@—i+1) Kt

(Baliarsingh, 2013).

Kesir dereceli fark operatorii ¢ift indisli diziler i¢in aG#&idaki gibi tanimlanir.

Aa(x]k) Z Z( Hmm ~ re+ 1

mnr(@—-—m+Dr@—-n+1) Xj+mk+n
m=0n=

A(“)(xjk) Z z(_ ymn _ r@+ 1)>?

Xji—m k-
minll(@—m+1Dr@—n+1)"’ mk-n
m=0n=

(0]

c ra-a?
A7(x) =Z o -9

mn!llr'(l—a—m)'(1—a&—n) Xj+mk+n

0on=

o r(— a)?
A-@ _ —1)ymtn L
(%) Z ZO( ) m!n!F(l—&—m)F(l—o”z—n)x] m.k—n

a= % icin bu operatdriin agilimi yapilirsa

r (1 + 1)2
A2 (x]k) Z Z( )m+n 2 1 ) xj+m,k+n

m=0n= m!n!F(%—m+1)F(7—n+1

1 1 1 5 1
= Xk T 5% kt1 T gXjk+2 T T Xjk+3 T

mxj,kﬂ TS Xj+1,k

1 1 1 5 1
ij+1,k+1 + 1_6xj+1,k+2 + 3_2xj+1,k+3 + 2_56xj+1,k+4 + o= Exj+2,k
1
1_6xj+2,k+1 + 6_4xj+2,k+2 + Exj+2,k+3 + ﬁxj+2,k+4 +

elde edilir (Baliarsingh, 2016).
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3.5. Kesirli Fark Dizilerinin Gstaistiksel Yakinsakhg

Tamim 3.33. x = (x;) bir dizi olsun. Eger her € > 0 igin

liml|{kSn:|A5‘xk—L| 2£}| =0

n oon
olacak Gkilde bir L sayis1 varsa x = (x;) dizisi L ye A% — istatistiksel yakinsaktir
denir. AZ — istatistiksel yakinsak kiimeleri A%(S) ile gosterilir ve x,, L (Aa (S)) olarak
yazilir (Baliarsingh ve ark., 2018).
Ornek 3.34. x = (x;) bir dizi olsun ve y = (y;) = (A%x;) dizisini aGandaki gibi

tanimlarsak
1 ) k = nz
Ve =11 " n=01.23,..
P diger durumda

(yx) yakinsak olmamasina ragmen 0’ a istatistiksel yakinsaktir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI
4.1. Cift Gndsli Kesirli Fark Dizilerinin Gstaistiksel Yakinsakhig

Tamm 4.1. x = (xj,) reel terimli cift indisli bir dizi K € NxN ve olsun. Her € >0
icin

K(mmn) ={(,k);j<mvek<n:|A%(x;) —L| = &}
kiimesinin yogunlugu sifir yani;

P — lim i|{(j,k);j <mvek<n: |A‘7(xjk) —L=¢}|=0

mn comn
ise x = (xjk) cift indisli dizisi L’ye A% —istatistiksel yakinsaktir denir. Xj L (Aa (Sz))
ile gosterilir. Tiim A% —istatistiksel yakinsak ¢ift indisli dizilerin kiimesini A%(S,) ile
gosterecegiz.
Tamm 4.2. x = (xjk) dizisi kompleks terimli ¢ift indisli bir dizi olmak {izere tiim

j,k €N igin |Aa(xjk)| < M olacak G&ilde M > 0 var yani sup| Aaxjkl < oo ise
k=21

(A% (x jk)) cift indisli dizi sinirhdir denir. Biitiin A% —simirl gift indisli dizi uzaymi
12 (A%) = {x = (x;):V j, k € N igin sup | A%x;,| < oo}
jik=21

(eklinde gosterecegiz.

Yakinsak ¢ift indisli bir dizi aGikarolarak istatistiksel yakinsaktir fakat tersi
dogru degildir ancak c¢ift indisli dizilerin kesirli farklarindan oluGandizinin smirli ve
istatistiksel yakinsak olmas1 gerekmez. AG#&daki ornekleri inceleyelim.

Ornek 4.3. x = (x;,) ¢ift indisli dizi olsun ve y = (yjx) = (A%x;jy,) dizisini aGd@daki
gibi tanimlayalim.

1, j=m3k=n3

0 = 1 ,m=1,23,..
Yik —_ diger durumda mm
j+k

(¥ji) yakinsak olmamasina ragmen istatistiksel yakinsaktir, gercekten
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L 1 1 L 1

1+2 1+3 1+9

1 1 1 1 1

()"k): 2+1 242 2+3 2+8 249

g 1 1 1 1 1

3+1 342 343 3+8 349

olup
1 Ymi/n

im —|{(,K);j < <n:ly,—0|=>¢e} < Ii =
m‘l}lmoomn|{(],k),]_mvek_n |ka 0|_£}|_m¥111moo p— 0

dir. Dolayisiyla (yjk) , 0 a istatistiksel yakinsaktir, yani y;, 0 (Aa (Sz)) tir.

1+(-1)J

Ornek 44. x= (xjk) = dizisini géz Oniine alirsak x = (xjk) sinirlidir,

wraksaktir ve istatistiksel yakisak degildir. A% (xjk) dizisini aGgidaki gibi agarsak

. RN - r@a+1)?
A% (i) = Z (Z(_D I T (@ —m + D@ —n 1 1) Jmken)

m=0 n=0
A% (i) = ;0((_1)m+0 m!o! (@ —rrfjs)z(& Z0 + 1) Jrmkto
D™ m 11T (@ —Frf:S)rz(d 1 1) Utmikt
ED™ IS I (@ —FTEld++1;3—'2(d — 2 ¢ 1) drmk+2
4y r@+1)>? )

m!'3'r(@—m+10Dr@—-3+1) Xj+mk+3
m = 0 i¢in

130 r@+1)>? . PTS! r@+1)>? '
(-1) 0!0!r(a—0+1)r(a—0+1)x1+°'k+°+( D 0!1!r(a—o+1)r(a—1+1)x1+0'k+1+

(-D?

r(@+1)>2 3 r(@+1)2
X; +(—1 X;
0121M (@—0+ 1) (@—2+1) " JH0k+2 (-1 013! (@—0+1)r(@—3+1) " JHOk+3+

r@+n.r@+1 r@+1.r@+1)
T00Ir@+ D@+ 1) T 0@+ Dr@
r@+1.r@+1) r@+1).r@+1)
0121T (@ + DI (@ — 1) 7%*2 7 01311 (@ + DI(@ — 2) 7k+3

()0~ () D+ (P () E




m =1 i¢in
VTS r@+1)>? _ 182 r@+1)>? _
=D LT (@141 (@-0+1) I +1k+0 +(=D LT @14 D) (@-141) I +1k+1 +
183 r@+1)>? . 1N\4 r@+1)>? .
=D 11215 (@-1+1)r (@-2+1) Xzt (=1) 13IM @1+ DI @—3+1) J+Lk+3+:
r@@+unr@+1) ri@+uyr@+1)
-7 i & Xj+1k T ~ = Xj+1k+1
1olr@r@+1) 11 r@ra)
ri@+uyr@+1) r@@+unr@+1)

TTR2Ir @@ — 1) k2 T IBIr @ (@ = 2) ke

@y (@ @y (a a\ (a @\ (@
- (1) (o)xf“"‘ + (1) (1)"1“"‘“ - (1) (2)’9’“"‘“ + (1) (3)"1'*1"”3

m = 2 i¢in
132 r(@a+1)? _ \3 r(@+1)>2 _
=D 20T @2+ DI (@—0+1) "I +2k+0 +(=1 P @2+ DI (@—141) J+2k+1 +
1 4 r(@+1)? _ 1\ r(@+1)>2 .
=D 2R2ir(@-2+1)r@-2+1) Xjszjer2t (1) 231N (@24 1) (@-3+1) Xj2, e+ 34+
r@+ )@+ 1) r@+ D)r@+1)

r@+1)ra@+1)
20217 (@ — DI(@ — 1) T+k+2
r@+1)ra@+1)
- =~ ~ Xj+2,k+3
213IT(@— DI'(@ - 2)

T O Ty PR R T P

m = 3 i¢in

—1)3 r(@+1)? _ 4 r(@+1)? '
D Sor@srnra—orn 9+3k+0 T TV STy Goren Yske T

__1\5 r(@+1)?2 ' N6 r(@+1)? '
=1 3!2!r(a—3+1)r(a—2+1)x1+3"‘+2+( D 3!3!r(a—3+1)r(a—3+1)x1+3.k+3+

_ r@+nr@+1 r@+nr@+1)
T T310IT(@ - 2)T (@ + 1) I3k HETET ['(@—2)I(@) itk
r@+nr@+1 r@+nr@+1

17

- 32T @ - D@ - 1) Xj+3k+2 T 31317 (@ - 2)[ (@ —2) Xj+3,k+3 +

M (@ @\ (@ @\ (@ @\ (@
- (3) (0)’9’*3"‘ + (3) (1)"”3"‘“ N (3) (2)"”3"‘*2 + (3) (3)"1'*3"”3
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J + k cift oldugunda,

(6)0)+ () G+ () G+ (@) 6)+ =2 (o)
HO+QE+QE)+(6) =)
G0+ GG+ G+ Q)G+ =()
GO+ GE+ 6+ E)E) - =26)

(o)1)= GG -6)E)-6)G) =)
-(6)-0E)-00-0E)-=-=()
-R0)-QE)-G)6)-G)6) =)
()6 -GGG -G)E) - =-=C)

elde edilir. Yani

- 22&-1 itk cift
(o) ={ —2%E 1 4k tek

Géklinde ifade edebiliriz. Aa(xjk) dizisi sinirlidir fakat ne istatistiksel yakinsak ne de
yakinsaktir.

Ornek 4.5. x =(xj;) cift indisli bir dizi olsun ve A%(xj) aGgdaki gibi
tanimladigimizda

af, \_(jtk, j=mik=n>mnen
A%() { 0, diger durumda

A% (xj k) istatistiksel yakinsaktir fakat sinirlt degildir.

Gergekten,
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(Aaxjk) =

L OUIOCON -
OO O OO O
OO O Ul

SOOoOOoOO O

- OO R O

|{(i,k);j <mk<n: |Aax]-k - 0| > g}| < Vmvn

=0

1 o A age __ Amyn
m,lrllmooﬂl{(] k?),j<mvek<n:|A Xjk 0| =¢}| < "JrllmOo p—

Sonuclar 4.6. & kesirli bir reel say1 olmak iizere;
a. A%(S,) ve S, birbirini icermez.
b. A%(S,) ve looz(Aa) birbirini i¢cermez.
c. A%(c?) c A%(S,) ve bu kapsama kesindir.

Tamm 4.7. x = () cift indisli bir dizi olsun. Eger

1 _
1 %, _
lr}Lr,Ir}mnzzA Xjk = L

n
=1 k=1

-

ise x = (xjk) dizisi L’ye A% —Cesaro toplanabilirdir denir. Tiim ¢ift indisli A* —Cesaro

toplanabilir dizilerin kiimesini (C, 1,1) (A%) ile gosterecegiz.
Tamm 4.8. x = (xjk) cift indisli bir dizi ve p pozitif bir reel say1 olsun. Eger
m
lim — Z z A% LIP=0
i mn Ly 2\ L =
j=1k=1

ise x = (xjk) dizisi L’ye kuvvetli Ag — Cesaro toplanabilirdir denir. Tim kuvvetli

Ag — Cesaro toplanabilir ¢ift indisli dizi uzaylarini Wz(Ag‘) ile gosterecegiz.

Teorem 4.9. i. & kesirli bir reel saytr ve 0<p <oo olmak iizere eger

X L (w2(A%))ise xj,  L(A%(S,)) dir.
ii. Eger x;, L (A%(Sy)) ve (xj) € 15(A%) isexj, L (w?(AD)) dir.
Gspt:i. K.(p) ={(,k); j <mk<m |A5‘xjk — L|p > ¢} alalim.

>0 ve xj L(wz(Ag)) olsun. x = (xjk) dizisi L ye kuvvetli Ag— Cesaro

toplanabilir oldugundan;
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0 =lim
mmn

m n
1 _ 1 ~ ~
2 D M L =y AT =L 1A% L)
j=1k=1 (. k)EK(D) Uk) Ke(p)

> #H(j, k); j <m, k < n:|A%, — L|p > elle
Boylece x = (xjk) dizisi L’ ye istatistiksel yakinsaktir.

~ ’ 1
iil. M =sup|A%x]| + [L]| ve I.(p) = {(j, k); j<mk<n: |A“xjk - L| > (%)P} alalim.
x = (xjk) dizisi smurl istatistiksel yakinsak oldugundan Ve > 0 ve tim m,n > N,
i¢in Oyle bir Ny € N vardir ki;

€ €
2. (llA%x]| o +L)p 2.Mp

%{U;k);jSm,kSn‘lAaxJk L|>() }|

olur. gimdi tim m,n > N, ig¢in;

m n
1 ~ 1 " ~
— E E 1A% = LIP = —( E |A%xj — LI + E |A%x i — L|P)
J=1k=1 (J . k)El(p) U,k I(p)

elde ederiz.

Buda xj L (WZ(A;',‘)) anlamina gelir.
Sonu¢ 4.10. x = (xjk) € 1> (A%) ve Xjp L (A%(S,)) ise ayni zamanda
(C,1,1)(A%) dir. Fakat x = (xjk) yakinsak olmak zorunda degildir.

Ornek 4.11. x = (xjk) bir dizi ve her k € N i¢in Aaxjk = (—1)/ olarak tanimlarsak
m n
1 N
llm—z z A%x; ik = =0
mnmn
j=1k=1
olur. Ama x = (xjk) istatistiksel yakinsak degildir.

Tamm 4.12. x = (xj;) ¢ift indisli bir dizi olsun.V € > 0 i¢in dyle Ny € N ve My € N

sayilar1 var ve tim j > Ny, k = M, icin

lim —|{(] k);j <mk <n: |A (xjk — xNoMo)l > e}| =0

mn oomn

oluyorsa x = (x ) ¢ift indisli bir A% — istatistiksel Cauchy dizisidir.
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Teorem 4.13. Eger x = (xj;) ¢ift indisli bir A% — istatistiksel yakimsak bir dizi ise
X = (Xj), A% — istatistiksel Cauchy dizisidir.

Gspt: Varsayalmki V & > 0 ve Xj L (A%(S,)) olsun. Dogaldir ki hemen hemen tiim
j,k €N igin |A5‘(xjk) —L| <§ ve segilen Ny, My € N sayilart  igin

|Aa(xN0MO) —L| < %dir. gimdi biz hemen hemen tiim j, k € N i¢in

|Aa(xjk) - Aa(xNoMo)l = |Aa(xjk) —L+L- ACNZ(XNOMON

~ ~ & &
< 1A%(xp) = LI+ 1A% Congr) = LI < 5+ 5

2~ ¢

yazabiliriz. Boylece x = (xji), A% — istatistiksel Cauchy dizisidir.

4.2. Cift Gndsli Kesirli Fark Dizilerinin (4, u) —Gstaistiksel Yakinsakhg

Tamm 4.14. x = (xj;) cift indisli bir dizinin kesirli De la Vallée-Poussin ortalamasi
I, =[n—u,+1,n]ve J, =[m-— 21, +1,m] olmak lizere
tmn(X) = . Z Z A%y,
’ Ambin J€Jm kEL,

Gé&klinde tanimlanir.

Tamm 4.15. x = (xjy) ift indisli bir dizi olmak lizere

1 ~
[ _ Ay, —LIP =
)l 5o 2, 2, 18— =0

J€Jm k€ln

ise x = (xj), L ye kuvvetli Ag‘ — De la Vallée-Poussin toplanabilirdir denir. Tiim

kuvvetli (V, 2, 1) (A%) toplanabilir dizilerin kiimesini [V, A, ] (A%) ile gdsterecegiz.

Eger A, = m, u,, = n ise kuvvetli Ag‘ — De la Vallée-Poussin toplanabilirligi, kuvvetli

A% — Cesaro toplanabilirlige indirgenir, yani [V, 2, p] (Ag‘) = [C, 1,1](A;’,‘) dir.
Tamm 4.16. x = (x;; ) cift indisli bir dizi, V € > 0 i¢in K € NxN

K={j €Jmk€l:|A% —L| =€}
olarak tanimlandiginda &, , (K) = 0 oluyorsa yani;

1

Spu(K) = (P) lim = | € Jm k € I: |A%, — L] = €}| =0

m.un
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ise x = (xj;) dizisi L ye A% — (A, ) istatistiksel yakisaktir denir. x = (x jk) cift indisli

dizisi A% — (4, p) istatistiksel yakinsak ise Sty, — lim A“x]k = L Gklinde yazacagiz.

mn—oo
Tiim (A4, ) istatistiksel yakinsak ¢ift indisli dizilerin kiimesini A“(S,Lﬂ) ile gosterecegiz.
A, =m, W, = n olmasi durumda A% (Sz,u) yerine A%(S,) yazacagiz.
8,(K) < 6,,(K) oldugu igin Aa(S;w) c A%(S,) kapsamni elde ederiz.
Tamm4.17. x = (xj;) ift indisli bir dizi ve M > 0 olsun.
S, G, 0 | A% x| > M =0

oluyorsa x = (xi) dizisi A% — (4, ) istatistiksel sinirlidir denir.

Teorem 4.18. 1 = (4,,,) ve u = (u,), A kiimesine ait olan iki dizi olsun. Bu takdirde

i. Eger xj, = L ([V,A, u] (Ag)) ise  Xxjx — L(Aa(SLH)) tir, fakat tersi dogru
degildir,
ii. Bger xj € 1,”(A%) ve xj > L (A%(S;,)) ise xj  L([V, A, pn](A%)) ve

boylece x;;,  L([C, 1,1](A%)),
iii. 2%(S,,)" = [V,A, 1](A%) n 1,° (%)
tir.
Teorem 4.19. 1 = (4,) , 4 = (Un), 0 = (61n), ¥ = (V) dizileri tim m,n € N, i¢in

Am < O, Uy < ¥ koGulinu saglayan A kiimesinin dort elemani olsun. Bu durumda;

i Eger limm_n_)ooinfzm% >0 (4.1)
mrn
ise A%(Sp,) S A%(Sy,).
i, Eger Litty, ,coinf 3 = 1 ve limy scoinf 52 = 1 (4.2)
m n

ise A%(S;,) € A%(Sqy) .

Gsat: i. tim m,n€ Np, i¢in Ay < 0, Uy < ¥y koGular1 saglansin ve

Ambn

lim, poeoinf ——— > 0 oldugunu kabul edelim.

Om¥n
]m1 =[m-2A,+ Lm]a]mz =[m-0,+ 1,m],1n1 =[n—pu, +1,n],

I,, = [n — v, + 1,n] olarak tammlanirsa J,, < Jp,, ve I, € I, olur ve bu nedenle

biz her € > 0 i¢in
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{G,5):) € Jmy, Kk € I, |A%xy, — L] = €} 2 {(j, k):j € Jyu, k € L1 1A%, — L] = €}
elde ederiz. Buradan

Ambin
nz 1A% x}k_Ll >£}| 0_A_|{(] k): J E]mz kEInz |A% x]k_Ll >S}

yazabiliriz. Son eGisizlikte her iki tarafta Pringsheim limit alirsak (m,n — o)

A%(Sp,) S A%(S;,) elde ederiz.

ii. x= (xjk) € Aa(SML) ve limm_,ooinf;—m =1, limn_)ooinf‘;—" = 1 oldugunu kabul

edelim. /p,, C [, ve I, C I, oldugundan tim m,n € N, ve her € > 0 igin;

In,: |A%x;, — L| > €}

1

{m—0n+1<j<m—-2Apn—vy,+1<k<n—pu:|A%; —L| >¢€}|
Om¥n "

In: |A%x;, — L| > €}

< (em - Am) (Vn - .un) +
Om¥n Ambn

{G, K):j € Jmy, k € It |A%x, — L| > €}

Am U ~
(1 - _) (1 - _n> {G. k)2 ) € Jomy ke € Ly [A%5 — L] > €}
Bm yTl Am Tl

llmm_)oo;1 =1, limn_,ooinf% =1 vex= (xjk) € Aa(SA#) oldugundan eGisizligin

her iki tarafinin m, n — oo iken limiti almirsa A% (Szl,u) c A (Sgl-y) elde edilir.

Teorem 4.20. 1 = (1), u = (Un), 0 = (61r), ¥ = (yp) dizileri tim m,n € N, igin
Am < O, Uy < ¥ koGulinu saglayan A kiimesinin dort elemani olsun.

i. Eger (4.1) saglanirsa [V, 0,y] (Ag) c [V,A ] (A;‘,‘)’tir.

ii. Eger (4.2) saglanirsa 1, (A%) N [V, 2, u] (Ag) c[v,6,y] (Ag)’tir.
Gspt:i.m,n € Ny, i6in A,y < O, iy < ¥y koGular saglansin. [, C Jrp, ve I, © I,

oldugundan her € > 0 igin;
e 2 D Wt 2 g B
]E]m2 kely, jE]ml k€ln,

yazip eGisizligin sag tarafini A,,u,, ile ¢arpip bolersek
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— > D - 2 S
Om¥n HmVn mbn

]ejmz kEITLZ ]E]ml kelnl

yazabiliriz. Her iki taraftan limit alir ve (4. 1)’i kullanirsak [V, 8,7](A%) c [V, A, u](A%)
elde ederiz.

il. x = (x) € L7(AY) N[V, A p](A%) ise x = (xj) € 1,”(A%) tir. Bundan dolay:
tim J, k ler i¢cin Oyle bir M > 0 sayist vardir ki |A5‘xjk - L| <M olur. Jp,, € Jip, Ve

I, © I, oldugundan her € > 0 ve tim m,n € N, i¢in;

Y Y L =g Y L D D 8% = LIP
mn mn

j€Jmy, kEln, J€Jmy—Jmq KE€Iny—In, ]E]m1 k€ln,
O — A - 1 -
< (Om m) (Yn — Un) M+ z z |Aaxjk _ Llp
Om¥n Om¥n

jejml kEITll

Am Hn 1 & P
1——)(1——)+ Z Z Ay, — 1
( Om Yo/ Ambin 1456 = LI

je]m]_ kEITll

Bu nedenle ,”(A%) N [V, A, ] (Ag) c[v,6,y] (Ag) elde edilir.

Sonug¢ 4.21. 1= (4y) , 4= (Un), 0 = (61), ¥ = (¥n) dizileri tim m,n € N, i¢in
Am <O, Unp <yn koGulnu saglayan A kiimesinin dort dizisi olsun. Eger (4.2)
saglanirsa lzw(Aa) N[V, A ul (Ag) C lzoo(Aa) N[V, o,y] (A;‘,‘) kapsamasini elde ederiz.
Teorem 4.22. 1 = (Ay,) , 4 = (), 0 = (Or), ¥ = (¥n) dizileri tim m,n € Ny, igin
Am < O, U < ¥V koGulinu saglayan A kiimesinin dort dizisi olsun. Eger once (4.2)

sonra (4.1) saglanirsa;

x> L (V,0,71(8%)) = x4 = L(A%(S1,)) ve [V, 6,71(AF) € A¥(S;,) kapsama

kesindir.
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Gspt: € > 0ve xj, > L ([V, 6,v] (Ag)) olsun. Biz
Z Z A%x;, — LP > Z Z A%, — L[
J€Tmy, KEln, J€Tmy KEln,
@ p
= |A%xj — L
JE g K€Dy

|A%xj—L|ze
> (G, k)3 € Jmy k € In s |A%x; — L] = €}|.¢

eGisizligini elde ederiz. Buradan tiim m,n € N, i¢in

! Z Z ATx, — L|P >Am““L|{(j K)i) € Jpppok € Lyt 0% — LIP 2 €} .
gmyn ]k B men Amﬂn , ‘ ml, " Jk B .

jE€Jmy, KEln,

elde edilir ve (4.1)’den dolay1 x;; > L(A%(S;,,)) ulaGir.
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5.S0ONUC VE ONERGIER

5.1. Sonuclar

Bu tezde P. Baliarsingh (2016) tarafindan tanimlanan ¢ift indisli dizilerin kesir
dereceli fark operatorleriyle;

Cift indisli kesirli fark dizilerinin istatistiksel yakinsakligin1 (A% —istatistiksel
yakinsakligi), A% —sirhiligin,, A% —istatistiksel Cauchy dizisini, A% —Cesaro
toplanabilirligini, kuvvetli Ag‘ — Cesaro toplanabilirligini, A%* —De la Vallée-Poussin
ortalamasini, kuvvetli Ag‘ —De la Vallée-Poussin toplanabilirligini ve A% — (A, 1)
istatistiksel yakinsakligi tanimlari verildi.

A% —istatistiksel yakinsak ¢ift indisli bir dizinin ayn1 zamanda A% —istatistiksel
Cauchy dizisi oldugunu, kuvvetli Ag — Cesaro toplanabilir olan ¢ift indisli dizilerin
A% —istatistiksel yakmsak oldugunu ve kuvvetli Ag‘ —De la Vallée-Poussin

toplanabilirse A% — (A, p) istatistiksel yakinsak oldugu sonuglarma ulaGadh.

5.2 Oneriler
Bu tanimlar genelleGtrilerek ¢ift indisli kesirli fark dizilerinin . dereceden

agirlikli ve deferred istatistiksel yakinsakligi ¢caliGibbilir.
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