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YUKSEK LiSANS TEZi

GENISLETILMIS b-METRIK UZAYLARDA BAZI SABIT NOKTA
TEOREMLERI

Melisa UYSAL

Mus Alparslan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Dog¢. Dr. Hiiseyin ISIK

Bu tez ¢alismasinda, b-metrik, genisletilmis b-metrik ve a--biiziilme doniisiimii hakkinda gerekli
bilgiler verilmis olup, genisletilmis b-metrik ve genisletilmis dikdortgen b-metrik uzaylar {izerinde bazi
sabit nokta teoremleri incelenmistir. Ilk olarak, tez boyunca kullanilacak olan temel tanim ve teoremler
verilmigtir. Daha sonra, genisletilmis b-metrik ve genisletilmis dikdortgen b-metrik uzaylar kavramlari
verilerek bu uzaylar {izerinde bazi sabit nokta teoremleri incelenmistir. Ayrica ana teoremlerin etkinligini
gostermek i¢in bazi 6rnekler verilmistir.

2021, 37 Sayfa
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In this thesis, background information about b-metric, extended b-metric and a--contractive
mapping is given and some fixed point theorems on extended b-metric and extended rectangular b-metric
spaces are investigated. First, the basic definitions and theorems to be used throughout the thesis are given.
Then, some fixed point theorems on these spaces are examined by giving the concepts of extended b-metric
and extended rectangular b-metric spaces. In addition, some examples are given to demonstrate the
effectiveness of the main theorems.
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1. GIRIS

Analizde ve geometride oldugu gibi matematigin bircok dalinda soyut bir
kiimenin elemanlarina uygulanabilir bir uzaklik kavramina ihtiya¢ duyulmustur. Bos
olmayan bir kiimenin elemanlar1 arasindaki uzakligi ifade etmek igin Frechet (1906),
metrik ve metrik uzay kavramlarini tanimlamistir. Son ylizyilda metrik uzay ile beraber
sabit nokta teorisi de 6nem kazanmugtir. Metrik uzaylar ve sabit nokta; fonksiyonel analiz,
genel topoloji, soyut cebir, geometri, uygulamali matematik ve buna benzer matematigin
bir¢ok dalinda siklikla kullanilmastir.

Sabit nokta teorisi, diferansiyel denklemlerin, integral denklemlerin, kismi
diferansiyel denklemlerin ve diger ilgili denklemlerin ¢6ziimlerinin varligini ve tekligini
bulmada siklikla kullanilmaktadir.

X bos olmayan bir kiime ve T:X — X bir fonksiyon olsun. Eger Tx, = x,
oluyorsa, x, noktasina T nin bir sabit noktasi denir. Yani, T doniisimi altinda
degismeyen bir noktaya T nin bir sabit noktasi denir. Ornegin, T:[0,1] — [0,1]

fonksiyonu Tx = zx_o olarak tanimlansin. T0 = 0 oldugundan x, =0 noktas1 T nin bir

sabit noktasidir. Ancak Tx = % ile tanimlanan T: (0,1] = (0,1] doniistimiiniin bir sabit

noktasi yoktur. Ciinkii T doniisiimii x, =0 noktasinda tanimli degildir. Goriildiigii tizere
sabit noktanin varlig1 doniisiimiin tanimina bagli oldugu gibi doniisiimiin tanimlandig1
kiimenin yapisina da baglidir.

Lineer olmayan fonksiyonel denklemlerle tanimlanabilen fen ve miihendislikteki
sayisiz problem denk bir sabit nokta problemine indirgenerek ¢oziilebilir. Ornegin x? —

5x + 6 = 0 denklemini ele alalim. Burada x = 2 ve x = 3 bu denklemin birer kokiidiir.

Bu denklemi x = % olarak yazdigimizda Tx = L;G olmak iizere, bu denklem x = Tx

olarak yazilabilir. O halde x = 2 ve x = 3 noktalar1 T nin iki sabit noktasidir. Bu yilizden
Sx =0 olarak verilen bir denklem Sx = Tx —x seklinde yazilabileceginden bu
denklemin ¢6ziimiiniin bulunmasi ile Tx = x denkleminin sabit noktasinin bulunmasi
birbirine denktir.

Metrik uzaylarda sabit nokta teorisi Banach (1922) tarafindan baslatilmigtir. Tam
bir metrik uzaydaki her biiziilme doniisiimiiniin bir tek sabit noktasi oldugunu ifade eden
Banach sabit nokta teoremi, matematigin birgok dalinda ve diger disiplinlerde ¢esitli

uygulamalara sahiptir. Bu temel teorem iki ana yonde genellestirilmistir; ya doniisiimiin



tanim kiimesini genellestirerek ya biiziilme kosulunu zayiflatarak ya da bazen her ikisini
birden yaparak.

Metrik uzaylar1 genellestiren b-metrik fikri Bakhtin (1989) in ¢alismalarindan
ortaya c¢ikmistir. Daha sonra, Czerwik (1993) iicgen esitsizliginden daha zayif bir
aksiyom vererek Banach sabit nokta teoremini genellestirmek amaciyla b-metrik uzaylar
tanimladi. Kamran ve arkadaslari (2017) genisletilmis b-metrik uzaylar: tanitarak Banach
(1922) ve Czerwik (1993) in sonuglarini genellestirmistir. Son olarak, Asim ve
arkadaslar1 (2017) genisletilmis dikdortgen b-metrik uzay kavramini tanitarak yukarida
bahsedilen tiim ¢alismalar1 gelistirmistir.

Diger taraftan, Samet ve arkadaslar1 (2012), biiziilme sartin1 zayiflatarak o-y-
biiziilme doniisiimlerini tanimladi ve tam metrik uzaylarda bu doniistimlerin sabit
noktalarinin varligmi ve tekligini inceledi. Daha sonra birgok yazar genellestirilmis
metrik uzaylarda tanimlanan o-y-biiziilme doniisiimleri i¢in sabit noktanin varligini ve
tekligini arastirmistir. Son olarak, Wasfi ve arkadaslari (2018) genisletilmis b-metrik uzay
tizerinde a-y-biiziilme doniisiimlerini tanitarak bu doniistimlerin hangi sartlar altinda bir

tek sabit noktaya sahip olacagini arastirmistir.



2. TEORIK ESASLAR

Bu boliimde bilmemiz gereken ve lizerinde galisacagimiz konu i¢in gerekli tanim

ve teoremlere yer verilecektir.

2.1 Bazi Temel Tanim ve Teoremler

Tamm 2.1 X bos olmayan bir kiime olsun. d: X X X — R* fonksiyonu asagidaki sartlari
sagliyorsa d ye X tizerinde bir metrik ve (X, d) ikilisine de metrik uzay denir.

i) dx,y) =0 x =y;
i) Vx,y € X i¢ind(x,y) = d(y,x) (degisme ozelligi);

i)  Vx,y,z€ Xicind(x,y) <d(x,z) +d(z,y) (liggen esitsizigi)
(Bayraktar, 2006).

Ornek 2.1 d:R x R —» R* fonksiyonu d(x,y) = |x — y/| ile tanimlansin. Bu takdirde d,
R tlizerinde bir metriktir. Bu metrige alisilmis (standart) metrik denir (Bayraktar, 2006).

Ornek 2.2 X bos olmayan bir kiime ve d;: X X X — R* fonksiyonu

di(x,y) = {

ile tanimlansin. Bu durumda d,, X tizerinde bir metrik ve (X, d;) bir metrik uzaydir. Bu

0, x =yise
1, x #yise

metrige ayrik (diskret) metrik denir (Bayraktar, 2006).

Ornek 2.3 x = (x1,x,) € R? ve y = (v1,¥,) € R? olmak iizere;

1
da(x,y) = (Ix1=y11* + [x2—y,1%)2
ile tammml d,: R? x R? > R* fonksiyonu R? {izerinde bir metriktir. Bu metrige Oklid

metrigi denir (Bayraktar, 2006).

Tamim 2.2 (X, d) bir metrik uzay ve a € X olsun. r>0 olmak {izere,
B(a,r) ={x € X:d(a,x) <71}

kiimesine a merkezli r yarigapli agik yuvar (veya a nin r-agik komsulugu),
D(a,7v) ={x € X:d(a,x) <r}

kiimesine a merkezli r yarigapli kapali yuvar,
S(a,r) ={x € X:d(a,x)=r}



kiimesine de a merkezli r yarigaph yuvar yiizeyi denir (Bayraktar, 2006).

Ornek 2.4 (R, d) bir alisilmis metrik uzay, a € Rve € > 0 olsun. Bu takdirde
B(a, &) ={x € R:d(x,a) < &}
={xeR:|x—al| <¢e}
=(a—¢a+¢),
D(a, &) ={x e Rid(x,a) < &}
={xeR:|x—al| <¢€}
=[a—¢a+¢],
S(a,e) ={x e R:d(x,a) = €}
={x€eR:i|x—al|l =¢}
={x=a—¢cveyax =a+ ¢}

dir (Bayraktar, 2006).

Ornek 2.5 (X, d) bir ayrik metrik uzay, a € X ve £ > 0 olsun. Bu takdirde

_({a}, e<1lise
B(a,s)—{X' £>1lise
_({a}, e<1ise
D(a,s)—{X’ > 1lise

_(X\{a}, e=1ise
S(a.¢) _{ 0, e+ lise

olur (Bayraktar, 2006).

Ornek 2.6 R? uzayi iizerinde d, , d5 ve do, metrikleri x = (x;,x,) € R? ve

y=WwnYy2) € R? olmak iizere

da(x,y) = (=31 + Pep=yal?)e
d3(x,y) = |lx1=y1l + |x2—y2l;
do(x,y) = maks{|x;—y1l, [x2—=y2|};
ile tanimlansin (Bayraktar, 2006).
a) (R?,d,) oklid metrik uzayinda a=(a, a,) € R*merkezli r yarigapl agik yuvar, kapali
yuvar ve kiirenin grafigi;
B(a,r)={x € R%:d, (x,a) <71}
={(x1,%2) € R*: d, ((x1,X2), (a1, a2)) <7}

={(x1,x2) € R%: |xy—ay |* + |xy—ay|* < r?},



D(a,r)={x € R?:d, (x,a) <7}
={(x1,x2) € R%: d; ((x1,%2), (a1, a2)) <7}
={(x1,%2) € R%: [xy—aq|? + |x,—a,|* < r?},
S(a,")={x € R*:d, (x,a) =1}
={(x1, %2 ) € R%: d; ((x1,%2), (a1, a2)) =7}
={(x1,%2) € R%: [xy—aq|? + |x,—a,|* = r?},

olmak tizere asagidaki gibidir.

a a
a-B(a,r) ' b-D(a,r) . c-S(a,r)

Sekil 2.1. Oklid metrigi

b) (R?,d;) taksi-kap metrik uzayinda a=(a, a,) € R?merkezli r yarigapl agik yuvar,
kapal1 yuvar ve kiirenin grafigi;
B(a,7)={x € R*:d;(x,a) <1}
={(x1,x; ) € R?%:d5 ((x1,%2), (ay,a3)) <7}
={(x1,x2) € R%: |x1—aq| + |x;—az| <1},
D(a,7)={x € R*:d;(x,a) <1}
={(x1,%2) € R%:d3 ((x1,%2), (a1,a3)) <7}
={(x1,x2) € R%: |xy—aq| + |xp—az| < 713,
S(a,r)={x € R%*:d5(x,a) =1}
={(x1, %2 ) € R?: d3 (%1, %2), (ag,a3)) =7}
={(x1,%2) € R%: [xy—aq| + [x,—a,| =13,

olmak tizere asagidaki gibidir.



a; X X Xy

a-B(a,r) b-D(a,r) c-S(a,r)

Sekil 2.2. Taksi-kap metrigi

¢) (R?,d,) maksimum metrik uzaymda a=(a, a,) € R? merkezli r yarigapli agik yuvar,
kapali yuvar ve kiirenin grafigi,
B(a,r)={x € R*:d, (x,a) <7}
={(x1, %2 ) € R*: do, (%1, X2), (a1, a2)) < 1}
={(x1, x2) € R*:maks{|x;—a;l, |x,—a,|} <},
D(a,7)={x € R?:d (x,a) <1}
={(x1, %2 ) € R?*: do, (%1, %2), (ay,@2)) <7}
={(x1,x2) € R%: maks{|x;—a,|, |x,—a,|} <1},
S(a,7)={x € R%:d, (x,a) =71}
={(x1, %2 ) € R?: do, ((x1,%2), (a1, a2)) = 1}
={(x1, %) € R*:maks{|x;—a|, |x;—a,|} = 1},

olmak tizere asagidaki gibidir.

%2 X, X
35 B
X X X
al 1 al 1 al 1
a-B(a,r) b-D(a,r) c-S(a,r)

Sekil 2.3. Maksimum metrigi

Tamim 2.3 (X, d) bir metrik uzay ve A € X olsun. d metriginin A ya kisitlamas1 d4: A X

A - R, herx,y € Aigin dy(x,y) = d(x,y) ile tamimlansin. Bu takdirde dy4, A tizerinde



bir metriktir. d4 metrigine d den A {izerine indirgenmis metrik ve (A4, d,) uzayma da

(X, d) uzayinin alt uzayi denir (Balc1, 1997).

Tamim 2.4 (X, d) bir metrik uzay ve A € X olsun. Her x,y € A igin d(x,y) < r olacak
sekilde bir r > 0 sayis1 varsa A kiimesine sinirlidir denir. X uzay1 d ye gore smirli ise d

metrigine smirlt metrik denir (Balci, 1997).

Tanim 2.5 Bir metrik uzayda herhangi bir dizinin terimlerinin kiimesi sinirli ise, bu diziye
sinirli dizi denir. Yani, {x,} bir (X, d) metrik uzayinda bir dizi olmak tizere her n,m € N
icin d(x,, X,,) < M olacak sekilde bir M > 0 sayis1 varsa {x,} dizisine simirhdir denir

(Bayraktar, 2006).

Tamim 2.6 (X, d) bir metrik uzay, x € X ve A ile B, X in bos olmayan iki alt kiimesi
olsun. Bu durumda
d(A,B) = inf{d(x,y):x € A,y € B}
sayisina A ile B kiimeleri arasindaki uzaklik,
d(x,A) = inf{d(x,y):y € A}
sayisina x noktasinin A kiimesine uzakligi ve
6(A) = sup{d(x,y):x,y € A}

sayisina da A kiimesinin ¢ap1 denir (Balci, 1997).

Tanim 2.7 Bir metrik uzayda herhangi bir kiimenin ¢ap1 sonlu ise bu kiimeye sinirlidir

denir (Bayraktar, 2006).

Ornek 2.7 A =[1,3), B = (3,5] olmak iizere R de tamml d (alisilmis) ve d; (ayrik)
metrik uzaylarinda A ile B arasindaki uzaklik:

d(A,B)=inf{|lx —y|:x € A,y € B}

=lim |(3-3) - (3+5)|

e 2
=lim -
n-oon

=0
ve d,(A,B)=inf{d,(x,y):x € A,y € B} = 1 dir.



Tamim 2.8 (X, d) bir metrik uzay ve A, X in bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Eger x € A
icin B(x,r) € A olacak bigimde bir r > 0 varsa x noktasina A kiimesinin bir i¢ noktasi
denir. Eger her bir x € A noktasit A nin bir i¢ noktas1 ise A ya a¢ik kiime denir. U € X

olmak tizere eger U¢ = X\U agik ise U kiimesine kapali kiime denir (Bayraktar, 2006).

Lemma 2.1 (X, d) bir metrik uzay, x € X ve € > 0 olsun. Bu durumda
)} B(x, €) agik yuvari bir agik kiimedir;
i) D (x, €) kapali yuvari bir kapali kiimedir (Bayraktar, 2006).

Tamm 2.9 (X, d) bir metrik uzay ve {x,}, X de bir dizi ve x, € X olmak lizere, V € >

0,3 ny € N vardir dyle ki Vn > ny, d(x,,x,) < € oluyorsa, {x,,} dizisi x, noktasina

. . d . .o eqe
yakinstyor denir ve lim x,, = x, veya x,, = x, seklinde gosterilir.
n—-oo

d
Bir diger ifadeyle, x,, = x, ise dizinin belli bir terimden sonra biitiin terimleri x,

noktasimin uygun bir € komsulugunda bulunur (Bayraktar, 2006).

Ornek 2.8 (R, d) alisilmis metrik uzaymi ve X = (0,1) < R kiimesini géz dniine alalim.

(xp) = (1,1,1,1,---) dizisi R de yakinsaktir ve limx, = 0 dir. Fakat (x,), X’de

2°'3°4 n—oo

yakinsak degildir. Clinkii lim x, = 0 fakat 0 € X dir. Ancak X = [0,1) alinirsa (x,,) =
n—->oo

11
(1’_’_’
2’3

dizinin niteligine gore degistigi gibi dizinin tanimlandig1 araliga gore de degisir

(Bayraktar, 2006).

, ) dizisi X de yakinsak olur. Bu 6rnekte de goriildiigii lizere yakinsaklik

Ll

Ornek 2.9 Alisilmis metrige gore R de {x,,} = (1,2,3, ...) dizisi yakinsak degildir. Fakat
genel terimi x,, = ﬁ olan dizi yakinsaktir. Clinkii,

1
n+1

limd(x,,0)= lim | —0| =0
n—>oo n—»0

dir. Yani, ayn1 metrik uzay iizerinde tanimlanan iki diziden biri yakinsak, digeri ise

yakinsak degildir. Dolayistyla yakinsaklik dizinin tanimina gore de degisir (Isik, 2016).

Ornek 2.10 R? de genel terimi x,, = (1,%) olan (x,) dizisini gdz Oniine alalim. x =

(x5, Y1),y = (x2,¥2) € R?  olmak iizere, d(x, y) = maks{|x; — x5, |y1 — y21}

metrigini alirsak (x,) dizisi bu metrige gore (1,0) noktasina yakinsar. Yani,



1
X
n
olur. Fakat bu dizi ayrik metrige gore yakinsak degildir. Ciinkii d, R? de ayrik metrik ise,
lim d(x,,(1,0)) =1+ 0
n—->0oo

d(xn, (1,0)) =d <(1%) : (1,0)) = maks {|1 —1], |% -0

oldugu goriiliir. Yani, yakinsaklik metrige gore de degisir (Isik, 2016).

Teorem 2.1 Metrik uzayda yakinsak her dizinin limiti tektir ve yakinsak diziler simirlhidir
(Bayraktar, 2006).

Tamim 2.10 (X, d) bir metrik uzay ve {x,} < X olsun.k € N i¢in n; < n,,, olmak

iizere {x, } dizisine {x,,} dizisinin bir alt dizisi denir (Bayraktar, 2006).

Teorem 2.2 Bir metrik uzayda yakinsak bir dizinin her alt dizisi de yakinsaktir ve dizinin

kendisi ile alt dizileri ayn1 noktaya yakinsar (Bayraktar, 2006).

Tamm 2.11 (X,d) ve (Y,p) birer metrik uzay, x, € X ve f: X —» Y bir fonksiyon
olsun. Eger her bir € > 0 igin d (x,xy) < & oldugunda p(f (x), f (x0)) < & olacak
sekilde bir 6 > 0 varsa f fonksiyonu x, noktasinda siireklidir. Eger f fonksiyonu her x €

X noktasinda siirekli ise f ye X uzayinda siireklidir ya da kisaca siireklidir denir

(Bayraktar, 2006).

Tamm 2.12 (X, d) ve (Y, p) birer metrik uzay, x, € X ve T: X = Y bir fonksiyon olsun.
Eger her € > 0i¢in d (x,x,) <6 oldugunda p(T(x),T (x,)) < € olacak sekilde § =
8(€) > 0 sayisi varsa T fonksiyonu x, noktasinda diizgiin siireklidir (Bayraktar, 2006)

Ornek 2.11 Rde d(x,y) = |x — y| alisilmis metrigi i¢in T: R - R
x> Tx=x3

ile taniml1 fonksiyon siireklidir, fakat diizgiin siirekli degildir (Bayraktar, 2006).

Tamim 2.13 X bos olmayan bir kiime olsun. Asagidaki kosullari saglayan bir T € P(X)
ailesine X tizerinde bir topoloji denir. Burada P (X), X kiimesinin tiim alt kiimelerinin
ailesini gosterir.

(Tl) Q),X € T,
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(TZ) Gll Gz, “'an ET=> n?=1 Gi ET (n € N),
(t3) G; €1, i € I = U;je G; € T (I bir indis kiimesi) dir (Soykan, 2016).

Tanmm 2.14 (X, t) ve (Y, p) iki topolojik uzay, f: X — Y bir déntisiim ve x € X olsun. X
deki x, — x olacak sekildeki her (x,) dizisi i¢in f(x,) = f(x) oluyorsa f ye x
noktasinda dizisel siireklidir denir (Soykan, 2016).

Teorem 2.3
i) (X,7) ve (Y, p) iki topolojik uzay ve f: X — Y siirekli bir doniistim ise f dizisel
stireklidir. Fakat tersi dogru olmayabilir.
i) X veY iki metrik uzay ise f: X — Y nin siirekli olmasi igin gerek ve yeter sart f

nin dizisel siirekli olmasidir (Bayraktar, 2006).

Tamim 2.15 (X, d) metrik uzayinin tiim agik alt kiimelerinin olusturdugu
= {A:AC X,d— acik}
ailesi X tizerinde bir topolojidir. Bu topolojiye d metriginin irettigi topoloji denir

(Bayraktar, 2006).

Teorem 2.4 Metrik uzayda yakinsak her dizinin limiti bir tektir ve yakinsak diziler
sinirhdir (Bayraktar, 2006).

Tamm 2.16 Bir (X, d) metrik uzayinda herhangi bir dizi {x,} olsun. Eger € > 0 ve
vm,n € Niginm,n > nyoldugundad (x,, x,,) < € olacak sekilde bir n, € N var ise

{x,} dizisine bir Cauchy dizisi denir (Bayraktar, 2006).

Teorem 2.5 (X, d) metrik uzayinda
i) yakinsak her dizi bir Cauchy dizisidir;
i) her Cauchy dizisi sinirlidir (Bayraktar, 2006).

Ornek 2.12 X = (0, 1] bir alistlmis metrik uzay ve {xn = %: ne N}, X de bir dizi olsun.

Bu takdirde {x,} bir Cauchy dizisidir. Gerg¢ekten, her ¢ >0 ve m,n >§ icin
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d(Xp, X)) = E— %| < ¢ olur. Ancak x,— 0 ¢ X oldugundan {x,} dizisi X de

yakinsak degildir (Balc1, 1997).

Tammm 2.17 (X,d) metrik uzay olsun. X deki her Cauchy dizisi X in bir noktasina
yakinstyorsa (X, d) ikilisine tam metrik uzay denir (Bayraktar, 2006).

Teorem 2.6 Bir X tam metrik uzayinin bir M alt uzayinin da tam olmasi i¢in gerek ve

yeter sart M nin X de kapali bir kiime olmasidir (Bayraktar, 2006).

Tamim 2.18 (X, d) bir metrik uzay, x € X ve A € X olsun. Eger x noktasinin her
komsulugunda A nin X den farkli noktalar1 varsa, X noktasina A nin bir yigilma noktasidir
denir. A nin tiim y1g1lma noktalarimin kiimesi A’ ile gosterilir. Ayrica A U A’ kiimesine A

nim kapamg1 denir ve A ile gosterilir (Bayraktar, 2006).

Teorem 2.7 (X, d) bir metrik uzay ve A < X olsun.
1) Birx € X noktasinin A nin bir yigilma noktasi olmasi i¢in gerek ve yeter sart
A kiimesinde terimleri x den farkli ve x,, = x olacak sekilde bir {x,} dizisi
vardir;
i) A nin kapali olmasi igin gerek ve yeter sart A daki yakinsak her dizinin

limitinin A da olmasidir (Bayraktar, 2006).

2.2 Sabit Nokta ve Banach Teoremi

Tamm 2.19 X bos olmayan bir kiime ve T: X — X bir doniisiim olsun. Eger Tx, = x,
olacak sekilde bir x, € X varsa, bu x, noktasina T nin sabit noktasi denir. O halde Tx, =
Xo denkleminin ¢dziimii veya ¢oziimleri T nin sabit noktalaridir. T nin tiim sabit

noktalarinin kiimesi F (T) veya Fix(T) ile gosterilir (Goebel ve Kirk, 1990).

Ornek 2.13 X = (0,1] ve T: X — X déniisiimii verilsin. Tx = g doniislimiiniin bir sabit

noktast yoktur. x = 0 noktas1 bu doniigiimiin bir sabit noktas1 olabilirdi ancak 0 & (0,1]

dir.

Ornek 2.14 X = (0,8]veT:X - X, Tx = 8 — x doniislimiiniin sabit noktas1 vardir ve
F(T) = {4} dur.
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Ornek 2.15 X = [0,1] ve T:X - X , Tx = x3 doniisiimiiniin T0 = 0 ve T1 = 1 olmak
tizere iki tane sabit noktasi vardir ve F(T) = {0,1} dir.

Tamm 2.20 (X, d) bir metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. Her x,y € X igin
d(Tx,Ty) < Ld(x,y)
olacak sekilde L > 0 sayis1 varsa T ye Lipschitz donlisiimii denir. Bu esitsizligi saglayan
en kiigiik L sayisina T nin Lipschitz sabiti denir.
Eger T Lipschitz dontisiimii i¢in, L < 1 ise T ye bir biiziilme doniisiimii, L = 1 ise
T ye geniglemeyen doniisiim denir. Ayrica eger x # y olacak sekildeki her x,y € X i¢in
d(Tx,Ty) < d(x,y)
oluyorsa T ye biiziilebilir doniisiim denir. Bu tanimlardan her biiziilme doniisiimiiniin

biiziilebilir, biiziilebilir doniisiimiin de genislemeyen doniisiim oldugu agiktir (Goebel &

Kirk, 1990).

Ornek 2.16 X = [0, o) kiimesi d alisilmis metrigi ile verilsin. T:X — X fonksiyonu

Tx = E ile tanimlansin. Bu durumda her x,y € X icin,
d(Tx,Ty) = gd(x, y)

oldugundan T bir Lipschitz doniisiimiidiir ve L = § < 1 olmasi nedeniyle T bir biiziilme

dontigimiidiir (Goebel ve Kirk, 1990).

Teorem 2.8 (Banach Sabit Nokta Teoremi) (X, d) bir tam metrik uzay ve T: X — X, L
Lipschitz sabitine sahip bir biiziilme doniisiimii olsun. Bu durumda T bir tek z € X sabit
noktasina sahiptir. Ustelik, herhangi bir x, € X icin {T™x,} dizisi z € X noktasina
yakinsar ve

d(T"xy,z) < 1L—_nLd(TxO,x0)

esitsizligi saglanir (Banach, 1922).

2.3 b-Metrik Uzayr

Tamim 2.21 X bos olmayan bir kiime ve s > 1 olsun. d: XxX — R™ fonksiyonu asagidaki
sartlar sagliyorsa d ye X {izerinde bir b-metrik ve (X, d) ikilisine de b-metrik uzay denir.
i) d(x,y) =0 & x =y;
i) Vx,y € X icin d(x,y) = d(y, x);
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iii) Vx,y,z € X icind(x,z) < s[d(x,y) + d(y, z)] (Czerwik, 1993).

Ornek 2.17 0 <p <1 olmak iizere X =L,(R) olsun. Burada [,(R) = {{x,} €
R: Y poqlxy|P < 0o} dir. d: X x X - R* fonksiyonu x = {x,} € L,(R) ve y = {y,} €

L, (R) olmak iizere

0 1/p
d(x:y) = (len - yn|p>

n=1
ile tanimlansin. Bu takdirde (X, d), s = 2'/? katsayis1 ile bir b-metrik uzaydir (Berinde,
1993).

Ornek 2.18 0<p<1 olmak iizere X =L,[0,1] olsun. Burada L,[0,1] =

{x(t): follx(t)lp < o,t€ [0,1]} dir. d: X x X — R* fonksiyonu her x,y € L,[0,1] igin

1 1/p
d(x,y) = ( f () — (O dt)
0

ile tanimlansin. Bu durumda (X, d), s = 21/? katsayzsi ile bir b-metrik uzaydir (Berinde,
1993).

Yukaridaki 6rnekler b-metrik uzayin, metrik uzay sinifindan daha genis oldugunu
gosterir. Ciinkii s = 1 alindiginda b-metrik uzayi bir metrik uzay olur (Kamran ve ark.,
2017).

Ornek 2.19 X = [0,1] olsun. d: X x X —» R* fonksiyonu her x,y € X igin d(x,y) =
|x — y|? ile tammlansin. Agik bir sekilde (X, d), s = 2 katsayist ile bir b-metrik uzaydir,
ancak bir metrik uzay degildir (Qawagneh ve ark., 2019).

Ornek 2.20 X = {0,1,2} olsun ve d = X x X - R* fonksiyonu

d(0,1) =1, d(0,2) = % d(1,2) = 2,
her x € X igin d(x,x) = 0 ve her x,y € X i¢in d(x,y) = d(y, x) ile tanimlansin. Bu
takdirde, d(1,2) > d(1,0) + d(0,2) oldugundan d bir metrik degildir. Ancak, s 2%

katsayisi ile d nin bir b-metrik oldugu agiktir (Afshari ve ark., 2020).

Tamim 2.22 (X, d) bir b-metrik uzay ve {x,}, X de bir dizi olsun. Bu takdirde, {x;,,}
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i) Cauchy dizisidir ancak ve ancak n, m — o oldugunda d(x,, x,,) — 0 dir;
ii) yakinsaktir ancak ve ancak n —» o oldugunda d(x,, x) — 0 olacak sekilde bir

x € X vardir (Czerwik, 1993).

Tamim 2.23 (X, d) bir b-metrik uzay olsun. Eger X deki her Cauchy dizisi bu uzaydaki
bir noktaya yakinstyor ise X tamdir denir (Czerwik, 1993).
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3. ARASTIRMA SONUCLARI ve TARTISMA

3.1 Genisletilmis b-Metrik Uzay ve Banach Sabit Nokta Teoreminin Bu Uzaydaki

Genislemesi

Tamim 3.1 X bos olmayan bir kiime olsun ve 6: X x X — [1, 00) verilsin, dg: X X X —
R* fonksiyonu asagidaki sartlar1 sagliyorsa dg ya X lizerinde genisletilmis b-metrik
(kisaca, 8-metrik) ve (X, dg) ikilisine de genisletilmis b-metrik uzay (kisaca, 8-metrik
uzay) denir (Kamran ve ark., 2017).

) de(x,y) =0 & x=1y;

i) Vx,y € X igindg(x,y) = dg(y,x);

i)  Vx,y,z€ Xicindg(x,z) < 0(x,2)[dg(x,y) + do(y,2)].

Not: s > 1 igin, eger 6(x,y) = s alinirsa b-metrik uzay: elde edilir (Kamran ve ark.,
2017).

Ornek 3.1 X ={-1,1,2} kiimesini g6z Oniine alalim, X X X iizerinde tanimli 6
fonksiyonu 6(x,y) = |x| + |y| olsun. dy asagidaki gibi tanimlansin:

dg(2,2) = dg(1,1) = dp(-1,-1) =0,

dg(1,2) =5 = dg(2,1) ve

dp(1,—1) = dg(—=1,1) = dy(2,—1) = dp(~1,2) = %

O zaman dg nin Tanim 3.1 deki ilk iki sart1 sagladigi agiktir. Son sartin
saglandigin1 gostermek igin; her x,y, z € X i¢in;

de(x,2) < 0(x,2)[dg(x,y) + dg(y,2)]
oldugunu gostermek gerekir.

dg(12) =2 <3 E + %] = 0(1,2)[dg(1,—1) + dy(—1,2)],

oldugundan dg tanimin son sartin1 saglar. Bu yiizden de (X, dy) bir 8-metrik uzaydir
(Shatanawi ve ark., 2018).

Ornek 3.2 X ={1,2,3} olsun. 6:X X X — [1,0) Ve dg:X X X > R* fonksiyonlari

asagidaki gibi tanimlansin:
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O(x,y)=1+x+1y,
dg(1,1) = dg(2,2) = dy(3,3) =0,
de(1,2) =dg(2,1) =80 , dg(1,3) =dy(3,1) =1000, dg(2,3) =dg(3,2) =600
(Kamran ve ark., 2017).
Ispat: Tanim 3.1 deki ilk iki sartin sagladig agiktir. Uglincii sart igin,
de(1,2) = 80, 6(1,2)[dg(1,3) + dy(3,2)] = 4(1000 + 600) = 6400,
de(1,3) = 1000, 6(1,3)[dg(1,2) + dg(2,3)] = 5(80 + 600) = 3400
bulunur. Benzer hesaplamalar dgy(2,3) i¢in de yapilabilir. Bu nedenle her x,y, z € X i¢in
do(x,2) < 0(x,2)[dg(x,y) + dp(y,2)]
elde edilir. Dolayisiyla (X, dg) bir 8-metrik uzaydir.
Metrik uzaydaki yakinsaklik, Cauchy dizisi ve tamlik kavramlari 6-metrik

uzayina genisletilebilir (Kamran ve ark., 2017).

Tamim 3.2 (X, dg) bir -metrik uzay ve {x,}, X de bir dizi olsun.

i) Eger Ve > 0,3ny=ny(e) €N sayis1 vardir 6yle ki her n > n; igin

dg(x,, x) < € ise {x,,} dizisi x € X e yakinsaktir denir ve limdg(x,,x) =0
n—->0oo
yada lim x, = x ile gosterilir.
n—oo

i) Eger her € > 0 ve her m,n € N i¢gin m,n > n; oldugunda dg (x,,,, x,,) < €
olacak sekilde bir n; = n,(€) € N sayis1 varsa {x,,} dizisine Cauchy dizisi
denir (Kamran ve ark., 2017).

Tanmm 3.3 (X, dg) bir 8-metrik uzay olsun. Eger X deki her Cauchy dizisi X deki bir

noktaya yakinsiyor ise X e tamdir denir (Kamran ve ark., 2017).

Ornek 3.3 X: C([a, b], R), [a, b] iizerinde taniml1 tiim siirekli reel degerli fonksiyonlarin
kiimesi olsun. 8: X X X — [1,00) ve dg: X X X - R* foksiyonlar sirasiyla 8(x,y) =
lx(O)] + ly(®)| + 2 ve dg(x,y) = supiefqap)lx(t) — y(t)|?* ile tammlansin. Bu takdirde,
(X, dg) bir tam 6-metrik uzaydir (Kamran ve ark., 2017).

Genelde bir b-metrik siirekli bir fonksiyon olmadigr i¢in 6-metrik de siirekli
degildir.

Ornek 3.4 X = NU o olsun ve d: X X X - R* fonksiyonu
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0, m=nise
‘ 1 1‘ e g ]
_—— — = OO0
dexy) =m  nl’ m,n¢ift yadamn ise
5, m,ntek ve m #+ nise
k 2, diger durumlarda

ile tanimlansi. Bu takdirde (X, d), s = 3 sabitiyle bir b-metrik uzaydir fakat siirekli

degildir. Gergekten, her n € N i¢in {x,,} = {2n} dizisini géz 6niine alalm. Bu takdirde,

lim d(2n,) = lim LI 0,

n—-oo n—oo 2N
yani, x,, = oo fakat d(x,,1) = 2 » d(o,1) = 1 (n — ) oldugundan d siirekli degildir
(Hussain ve ark., 2012).

Lemma 3.1 (X, dy) bir tam 6-metrik uzay olsun. Eger dy siirekli ise her yakinsak dizinin
bir tek limiti vardir (Kamran ve ark., 2017).
Ispat: {x,}, X de bir dizi ve x,y € X noktalar1 {x,} dizisinin iki limiti olsun.

Yani, lim dg(x,,x) = 0ve lim dy(x,,y) = 0 olsun. Bu takdirde Tanim 3.10 daki (iii)
n—oo n—oo

sartindan;
do(x,y) < 6(x,¥)[de(x, X5) + dg (X, ¥)]
yazilabilir. Yukaridaki esitsizlikte n — oo i¢in limit alinirsa, dg(x,y) = 0 ve bu yiizden

de x = y elde edilir. Bu nedenle {x,,} dizisi bir tek noktaya yakinsar.

Teorem 3.1 dy siirekli bir fonksiyon olmak tizere (X, dg) bir tam 6-metrik uzay olsun.
T:X — X doniisiimii her x,y € X i¢in

do(Tx,Ty) < kdg(x,y) (3.1)
esitsizligini saglasin. Burada k € [0,1) ve her x, € X ve her n € N igin x,, = T"x,
olmak tlizere Limy o0 0 (Xn, X)) < % dir.

Bu takdirde T nin bir tek sabit noktas1 ¢ dir. Ayrica, her y € X ig¢in T"y — & dir
(Kamran ve ark., 2017).
Ispat: x, € X keyfi bir nokta olmak iizere {x,,} iterasyon dizisi

Xn =Tx_1 =T"x,
ile tanimlansin. Bu takdirde (3.1) esitsizligini uygulayarak

do (Xn, Xn+1) < k™dg(xg, x1) 3.2)
elde edilir. m > n igin iiggen esitsizligi ve (3.2) den

do (Xn, Xm) < 0 (xy, X )K" dg (X0, %1) + 8 (X, Xim) 0 (X1, X)) K™ g (0, 1) + -+

+9(xnr xm)g(xn+1' xm)g(xn+2' xm) H(xm—Zf xm)g(xm—l' xm)km_1d9 (xOr xl)
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< dg(xg, x)[0(x1, X ) 0 (%2, X)) - O (X1, X)) O (X, X ) K™
+ 0(x1, %) 0 (x5, %) o 0 (2, %) 0 (X, X )WL + -+
+ 0(xy, %) 0 (x5, X)) . 0 (X, X10) 0 (X1, X)) v O (X2, Xy )0 (X1, X ) K™ 1]
(3.3) yazilabilir.
limy moeo 0 (Xn+1, Xm)k < 1 oldugundan Vm € N igin Y71 k™ [T, 0(x;, x)

serisi oran testinden dolay1 yakinsaktir.

o n n J
S = Z k™ nﬁ(xi,xm) ve S, = Z k’ HG(xi,xm)
n=1 i=1 Jj=1 i=1

olsun. Boylece m > n igin (3.3) esitsizliginden
do (xn, Xm) < dg(xg, x1)[Sm—1 — Sl
yazilabilir. Yukaridaki esitsizlikte m, n — oo i¢in limit alinirsa, limy, ;e dg (Xn, X)) =
0 elde edilir. Bu ise {x,} in bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir. X tam oldugundan n —
o igin x,, = & olacak sekilde bir & € X vardir. Dolayisiyla, liggen esitsizligi ve (3.1) den
de(T$,§) < 0(T¢,§)[de(TE, xn) + dg(xxn, §)]

< 0(T¢, )kdy (&, xn—1) + dg (x5, )]
yazilabilir. Yukarida n — oo i¢in limit alinirsa, dg (T, &) = 0 ve bu yiizden T¢ = € elde

edilir. Sabit noktanin tekligi i¢in x ve y, T nin farkli iki sabit noktasi olsun. Bu durumda,
dg(x,y) = dg(Tx,Ty) < kdg(x,y)
ve bu da dg (x, y) = 0 olmasini gerektirir. Dolayisiyla x = y elde edilir (Kamran ve ark.,
2017).
Bu bolim boyunca T:X — X donlisimii ve x, €X igin, 0O(xy) =

{x0, T?x0, T3xy, ... } kiimesi x, 1n yoriingesini temsil eder (Kamran ve ark., 2017).

Tamm 3.4 T:X - X ve baz1 x, € X igin 0(x,) = {xo, T?x0, T3y, ... } kiimesi x, 1n
yoriingesi olsun. Bu takdirde G: X — R fonksiyonu, eger {x,} c 0(x,) ve x, — t iken
G(t) <liminf,_., G(x,) oluyorsa, t € X de T-orbital alttan yari-siireklidir denir
(Kamran ve ark., 2017).

Teorem 3.2 d siirekli bir fonksiyon olmak tizere (X, dy) bir tam 6-metrik uzay ve x, €
X olsun. T: X — X doniisiimii her y € 0(x,) igin
dg(Ty, T*y) < kdg (¥, Ty) (3.4)
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esitsizligini saglasin. Burada k € [0,1) ve her x, € X ve her n € N igin x,, = T"x,
olmak iizere limy, ;e O (X, X)) < % dir. Bu takdirde n = oo i¢in T"x, = & € X dir.

Ayrica &, T nin bir sabit noktasidir ancak ve ancak G(x) = d(x,Tx) fonksiyonu &

noktasinda T-orbital alttan yari-siireklidir (Kamran ve ark., 2017).

Ispat: x, € X icin {x, } iterasyon dizisi

X0, Txg = x1, X, = Tx; = T(Txo) = T?xy, ..., X, = T"xy, ...
seklinde tanimlansin. y = Tx, icin (3.4) esitsizligi uygulanirsa

do(T™x0, T"*1x0) = dg(Xy, Xp11) < k™dg(x0, X1) (3.5)
elde edilir.
Teorem 3.1 in ispatindaki ayni iglemler uygulanarak {x,} in bir Cauchy dizisi oldugu
goriiliir. X tam oldugundan x,, = T"x, — & olacak sekilde bir £ € X vardir.
Kabul edelim ki G fonksiyonu & € X noktasinda T-orbital alttan yari-siirekli olsun. Bu
takdirde,

dg(&,TE) < liminf dg(T™xy, T 1x,) (3.6)
n—oo

< liminf k™dg(xy,%x1) =0 (3.7)
n—-oo

olur ki bu ise & nin T nin bir sabit noktas1 oldugunu gosterir.
Tersine & = T¢ ve x,, = & olmak iizere x,, € O(x) olsun. Bu takdirde,
G(&) =d(§,TE) =0 < liminf G(x,,) = d(T™xo, T 1xq) (3.8)

n—oo

elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar (Kamran ve ark., 2017).

Ornek 3.5X = [0,00) olsun. 8: X x X — [1,00) ve dg(x,y): X X X > R* fonksiyonlari
O0(x,y) =x+vy+2vedy(x,y) = (x —y)? ile tammlansin. Bu takdirde dg, X iizerinde

bir tam 6-metriktir. T: X — X fonksiyonu Tx = ;—Cile tanimlansin. Bu durumda,

2 1
do(Tx, Ty) = (5 =%) <3 (=) = kdp(x,7)
olur. Her x € X i¢in T"x = zin oldugundan
lim 6(T™x,T"x) = lim (L+i+ 2) <3
mmn—oo ’ mn—oo \2M = 27

elde edilir. Boylece Teorem 3.1 in tiim sartlar1 saglandigindan T nin bir tek sabit noktasi

vardir (Kamran ve ark., 2017).
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Ornek 3.6 X = [0, %] olsun. 8: X x X - [1,) ve dg(x,y): X X X » R* fonksiyonlari

O0(x,y) =x+vy+2vedy(x,y) = (x —y)? ile tammlansin. Bu takdirde dg, X iizerinde

bir tam @-metriktir. T: X — X fonksiyonu Tx = x? ile tanimlansin. Bu durumda,
do(Tx,Ty) < 7dg(x,y)
olur. Her x € X i¢in T™x = x?" oldugundan
lim 6(T™x,T"x) < 4
m,n—oco
elde edilir. Teorem 3.1 in tiim sartlar1 saglandigindan T nin bir tek sabit noktas1 vardir
(Kamran ve ark., 2017).

3.2 Genisletilmis b-Metrik Uzaylarda a-y-Biiziilme Doniisiimleri icin Baz1 Sabit

Nokta Teoremleri

Y agagidaki sartlar1 saglayan tiim 1: [0, o) — [0, o0) fonksiyonlarinin bir kiimesi
olsun:
1) 1 azalandir;
i) Vt> 0iginy™, 3 ninn. kuvveti olmak tizere ), Y™ (t) < oo dir (Samet ve
ark., 2012)

Lemma 3.2 vVt € [0,0) icin Y € Wise Y(t) < t dir (Shatanawi ve ark., 2018).

Ispat: Aksini kabul edelim. Yani, 1 € W fakat baz1 t, > 0 icin Y (t,) = t, oldugunu
varsayalim. Bu takdirde 1 azalmayan bir fonksiyon oldugundan her n € N igin " (¢t,) =
to olur. Dolayisiyla ™ (t,) + 0 ve Y., Y™ (ty) < oo olur ki bu da ¥ nin tanimiyla gelisir.
Boylece her t € [0, ) i¢in Y (t) < t dir.

Tanmm 3.5 X bos olmayan bir kiime ve 6:X X X — [1,00) bir doniisiim olsun.
W, agagidaki sartlar1 saglayan tiim 1: [0, ) — [0, c0) fonksiyonlarinin bir kiimesi olsun:
i) 1 azalandir;
i) {x,}m=1, X de herhangi bir dizi ve 1™, ¥ nin n. kuvveti olmak tizere, her t > 0 ve

her m € N igin Y5, Y™ (¢t) [TiL, 6 (x;, x,n) < oo dir (Shatanawi ve ark., 2018).

Not: Eger Y € ¥ ise Vt>0 igin P"(t)[liz,;0(xi xm) = Y™(t) oldugundan
Yim=1 Y (t) < oo dir. Dolayisiyla Lemma 3.2 den ¢ (t) < t dir (Shatanawi ve ark., 2018).

Ayrica asagidaki ornekte gosterildigi gibi Wy bos olmayan bir kiimedir.
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Ornek 3.7
1) (X, dg), 8-metrik uzay1 Ornek 3.1 deki gibi tanimlansin. k < 1 olmak iizere (t) = %

doniisimii tanimlansin. Her x,y € X i¢in 6(x,y) <4 oldugu goriilir. O zaman
n - k"t n n
(s (t)l—le(xi,x)g4—n.4 = k"t
i=1

dir. Bu nedenle,

Zl[)“(t)lj@(xi,x) < Zk”t < ®

olur.

)X =[1,0)vel(x,y) =1+ |Ie verilen (X, dgy) 8-metrik uzaymi goz oniine

1+in (

alalim. k < 1 olmak {iizere Y (t) = ? doniisiimii tanimlansin. Her x,y € X igin 1 +

1
1+in(x+y) —

< 2 oldugundan 6 (x,y) < 2 dir. Buradan,

IlJ"(t)l_IH(xl,x) <50 on gy

olur. Bu nedenle,

iwn(t)ﬁe(xi,x) <o

ve dolayisiyla W bos olmayan bir kiimedir (Shatanawi ve ark., 2018).

Tamim 3.6 (X, dy) bir 6-metrik uzay olsun. Verilen bir T: X — X doniisimii a: X X X —
[0, ) ve P € ¥ olmak lizere, Vx,y € X i¢in

a(x,y)do(Tx, Ty) < Y(dg(x,)) (3.9)
esitsizligini sagliyorsa, T ye a-1-biiziilme doniisiimii denir.

Her x,y € X i¢in a(x,y) = 1 oldugunda a(Tx,Ty) = 1 ise, T ye a-gegisli bir

doniisiim denir (Shatanawi ve ark., 2018).

Teorem 3.3 (X,dg) bir tam 8-metrik uzay ve bazi Y € ¥, igin T: X - X bir a-y-
biiziilme doniisiimii olsun. Kabul edelim ki asagidaki sartlar saglansin:

1) T, a-gegislidir;

i) a(xg, Txy) = 1 olacak sekilde bir x, € X vardir;

i) T siireklidir.
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Bu takdirde, T nin bir sabit noktas1 vardir. Ayrica, her x € F(T) igin a(x,z) = 1
olacak sekilde bir z € X varsa, bu sabit nokta tektir (Shatanawi ve ark., 2018).
Ispat: a(x,, Tx,) =1 olacak sekilde bir x, € X mevcut olsun. x,, = Tx,_; dizisi
tanmimlansin. Eger x,, = x,41 olacak sekilde bir n sayis1 varsa, bu durumda x = x,, sabit
noktas: elde edilir. Kabul edelim ki her n€N i¢in x, # x,,; olsun. Bu ise
dg(Xp+1,Xn) >0 olmasini gerektirir. Teoremin ikinci sartindan, a(Txg, Tx;) =
a(xq1,%;) =1 dir. Her n €N igin tiimevarim uygulandiginda a(x,,x,4+1) = 1 elde
edilir. Bu durumda, (3.9) biiziilme sart1 uygulanirsa
dg(Xn, Xns1) < a(Xn-1, Xp)dg (Xn, Xny1)
= a(Xn-1, Xn)dg(Txn—1, Txn)
< P(do(Xn-1,%n))
< Y(a(xn-2, Xn-1)de (Xn-1,%n))
= Y(a(xn-2, xn-1)dg(Txn—2, Txy—1))
< Y (dg (Xn—2) Xn—1)

< P"((dg(x0,%1))
elde edilir. Boylece m > n olacak sekildeki her m,n € N igin,
do (X, Xim) < 0 (xn, X)) [dg (Xn, Xn+1) + do (Xns1, X))
= 0 (xn, Xm) do (X, Xn41) + 0 (Xn, X)) do (g1, Xm)
< 9(xn»xm)1/)n(d9 (xo,x1)) + 0 (xn, Xm) 0 (X1, X)) [dg (Xng1, Xni2) + dg (X2, X)) ]
< 0(xp, xm)lpn(da (X0, x1)) + 0 (X, X)) 0 (X 41, xm)¢n+1(d6 (x0, xl))

+ 0 (Xn, Xm)9 (Xn+1, xm)de (xn+Zr xm)

= I/Jn(de (xOr xl))e (xnf xm) + ¢n+1 (de (xO' xl))g (xnf xm)e(xn+1f xm)

+-t I/Jm_l(da (xO'xl))H(xn' xm)g(xn+1'xm) e(xm—lixm)

3

CHENES) ﬂemxm)

-
1l
S

S

(s o) 1_[ 6 iy o) Z W (do (0, ) 1_[ 6 iy tm)

~.
I
oy

= Sm-1—Sn-1

olur ki burada
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m-1 j
Smea = ) ¥ (dp o) | [ 00 %)
j=1 i=n

dir. € ¥ oldugundan dolay1 da
lim [Sp 1 —Sp1]1=0

n,m—oo
dir. Bu nedenle, {x,}n-, bir Cauchy dizisidir. (X, dgy) uzaymin tamhigindan n — oo igin
x, — x olacak sekilde bir x € X vardir. T doniisiimii siirekli oldugundan n — oo igin
Xp41 = Tx, = Tx olur. Bu yilizden de
do(x,Tx) < 6(x, Tx)[dg (X, Xp41) + dg (X1, TX)]
ve n — oo i¢in yukarida limit alinirsa,
dg(x,Tx) < 6(x,Tx)[0 + 0]

elde edilir. Bu nedenle x, T nin bir sabit noktasidir. Son olarak, sabit noktanin tek
oldugunu gosterelim. T nin u, v € X olmak tizere farkl iki tane sabit noktasi oldugunu
kabul edelim. Teoremin son hipotezinden a(u,z) = 1 ve a(v, z) = 1 olacak sekilde bir
z € X vardiwr. T, a-gecisli oldugundan her n € N i¢in,

a(T™u,T"z) = a(u,T"z) = 1ve a(T™v,T"z) = a(v,T"z) > 1
olur. Dolayistyla, a-y-biiziilme sart1 uygulanarak,

d(u,T"z) = d(Tu, T(T" 1z2))
< a(u, T" 12)d(Tu, T(T" 12))

< Y(d(w, T 12))

< Y"(d(u,2))
elde edilir. Y € ¥, oldugundan {y"(d(u, z))} dizisi 0 a yakinsar. Bu nedenle T"z, u ya
yakinsar. Benzer sekilde, T™z nin v ye yakinsadigi da gosterilebilir. Limitin tek olma

sartindan u = v dir (Shatanawi ve ark., 2018).

Ornek 3.8 (X, dg), 6-metrik uzay1 Ornek 3.1 deki gibi tanimlansin. a: XxX — [0, o)
fonksiyonu
1, (x,y) =(1,1) ise

(%) = (x,y) # (1,1) ise

50’
ile verilsin. X = {—1,1,2} lizerinde T: X —» X doniisimi T(1) =1, T(-1) =2, T(2) =

1 ile tamimlansin ve her t > 0 i¢in Y(t) =§ olsun. T nin Teorem 3.3 iin sartlarmi



24

sagladigim gosterelim. T nin siirekli oldugu agiktir ve xo =1 i¢in a(1,T(1)) =
a(1,1) = 1 oldugundan T, a-geg¢islidir. Simdi T nin a-y-biiziillme doniisiimii oldugunu
gosterelim. a(x,y) = a(y, x) olduguna dikkat edilmelidir.

Her x € X i¢in a(x,x)dg(Tx,Tx) =0 < l/)(dg(x, x)) =y(0) =0,

1

@(12)dg(T1,T2) = =dg(1,1) = 0 < P(dp(1,2)) =¥ (3) = =,

16
a(1,~1)dg(TL,T - 1) = - dg(1,2) = = < P(de(1,-1)) =¥ (5) = -,
@(2,~1)dp(T2,T = 1) = 5dg(1,2) = 5 < P(do(2,-D) =¥ (5) = 5;

oldugundan biiziilme sarti saglanir. Sonu¢ olarak, Teorem 3.3 iin tim sartlar

saglandigindan T nin bir tek x = 1 sabit noktas1 vardir (Shatanawi ve ark., 2018).

Sonug 3.1 (X, dy) bir tam 6-metrik uzay olsun ve T: X — X doniistimii asagidaki sartlar
saglasin:

1) T stireklidir;

i) herx,y € X ig¢indy(Tx, Ty) < P(dg(x,y)) olacak sekilde i € W vardir.

O zaman, T nin bir tek sabit noktasi vardir (Shatanawi ve ark., 2018).
Ispat: a: X x X - R* fonksiyonu a(x,y) = 1 esitligi ile tammlansin. Bu takdirde T, a-
gecislidir. Dahasi, Teorem 3.3 {in tiim sartlar1 saglandigindan T nin bir tek sabit noktasi

vardir.

Sonu¢ 3.2 (X,dg) bir tam 6-metrik uzay olsun ve T:X - X a-gecisli doniisimi
asagidaki sartlar1 saglasin:
1) T streklidir;
i) a(xg, Txy) =1 olacak sekilde bir x, € X vardir;
iii) X deki her {xn};f:l
Yo k™I, 6 (x,x) < oo dir;
iv) her x,y € X igin, a(x,y)de(Tx,Ty) < kdg(x,y) dir.

dizisi ve herx € X i¢in k € [0,1) vardir Oyle ki

Bu takdirde, T nin bir sabit noktas1 vardir. Ayrica, her x € F(T) i¢in a(x,z) = 1
olacak sekilde bir z € X varsa, bu sabit nokta tektir (Shatanawi ve ark., 2018).
Ispat: : R* x R* — R* fonksiyonu y(t) = kt ile tanimlansin. Bu durumda, T

doniistimii Teorem 3.3 in tiim sartlarini sagladigindan T nin bir tek sabit noktasi vardir.
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Sonu¢ 3.3 (X,dg) bir tam 6-metrik uzay olsun ve T:X - X a-gecisli doniisimi
asagidaki sartlar1 saglasin:

i) T siireklidir;

i) a(xq, Txy) =1 olacak sekilde bir x, € X vardir;

iii) X deki her {xn}:f:l dizisi ve her x € X igin k € [0,1) vardir Oyle ki
lim, 00 (x,, x) < %dlr;

iv) her x,y € X igin, a(x,y)de(Tx,Ty) < kdg(x,y) dir.

Bu takdirde, T nin bir sabit noktasi1 vardir. Ayrica, her x € F(T) i¢in a(x,z) = 1
olacak sekilde bir z € X varsa, bu sabit nokta tektir (Shatanawi ve ark., 2018).
Ispat: X deki bir {x,} dizisini géz oniine alalim ve lim,_0(x;, x) < % olacak sekilde
bir x € X mevcut olsun. Bu durumda,

. ?=+11 e(xi, xm)kn+1
lim - -
n-o Hi=1 0(x, xm)k

= lim 0(xppq, x)k < 1
n-—->oo

olduguna dikkat ediniz. Boylece oran testinden, X deki her {xn}:’:l dizisi ve her x € X

i¢in
(09} n
Z k”ﬂ@ (x;,x) <
n=1 i=1

elde edilir. Dolayistyla, T doniigiimii Sonug 3.2 nin tiim sartlarini sagladigindan T nin bir
tek sabit noktasi vardir.
Asagidaki sonug 8(x,y)=s = 1 sabit doniisiimii alinarak Teorem 3.3, Sonug 3.1

ve Sonug 3.2 den elde edilir (Shatanawi ve ark., 2018).

Sonug 3.4 (X, d) bir tam b-metrik uzay olsun ve T: X — X doniisiimii Teorem 3.3 iin tiim
sartlarin1 saglasin. Bu takdirde, T nin bir tek sabit noktas1 vardir (Shatanawi ve ark.,
2018).

Sonug 3.5 (X, d) bir tam b-metrik uzay olsun ve T: X — X doniistimii asagidaki sartlari
saglasin:

1) T siireklidir;

ii) herx,y € Xi¢in d(Tx, Ty) < ¥(d(x,y)) olacak sekilde p € W, vardir.

Bu takdirde, T nin bir tek sabit noktas1 vardir (Shatanawi ve ark., 2018).
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Sonug 3.6 (X, d) bir tam b-metrik uzay olsun ve T: X — X a-gegisli dontisiimii asagidaki
sartlar1 saglasin:

i) T siireklidir;

i) a(xq, Txy) =1 olacak sekilde bir x, € X vardir;

iii) her x,y € X i¢in a(x,y)d(Tx,Ty) < kd(x,y) olacak sekilde bir k € [0, %)

vardir.

Bu takdirde, T nin bir sabit noktas1 vardir. Ayrica, her x € F(T) i¢in a(x,z) > 1
olacak sekilde bir z € X varsa, bu sabit nokta tektir (Shatanawi ve ark., 2018).

Not: Bir sonraki sonugta T doniisiimiiniin siirekliligi bagka bir kosul ile degistirilebilir.

Tanmm 3.7 (X, dg) bir 6-metrik uzay ve {x,}n—; ;X de her n € N i¢cin a(x,, Xp41) =1

ve lim x, = x olacak sekilde bir dizi olsun. Bu durumda, her n € N i¢in a(x,,x) > 1

n—-oo

oluyorsa X uzayina a-regiilerdir denir (Shatanawi ve ark., 2018).

Teorem 3.4 (X, dg) bir tam 6-metrik uzay ve bazi ¢ € ¥ i¢in T: X - X a-i-biiziilme
doniisiimii olsun. Kabul edelim ki asagidaki sartlar saglansin:

i) T, a-gecislidir;

i) a(xq, Txy) =1 olacak sekilde bir x, € X vardir;

iii) X, a-regiilerdir.

Bu takdirde, T nin bir sabit noktas: vardir (Shatanawi ve ark., 2018).
Ispat: Sonucu ispatlamada, Teorem 3.3 iin ispatindaki ayni adimlar takip edilerek bir x €
X noktasina yakinsayan bir {x,, }n= dizisi olusturulabilir. Ayrica, elde edilen dizi her n €
N igin a(x,,%,4+1)=1 Ozelligine sahiptir. X in a-regiiler 6zelliginden dolayi da hern € N
icin a(x,, x) = 1 elde edilir. Son olarak x noktasmnin T nin bir sabit noktast oldugunu
gostermeliyiz. Uggen esitsizliginden,

do(x,Tx) < 0(x,Tx)[dg(x, Xp41) + dg(xpy1, TX)]

= 0(x, Tx)dg(x, xn11) + 0(x, Tx)dg(Xp41, Tx)
yazilabilir. {x,} dizisi x noktasna yakinsadigindan esitsizligin ilk terimi
0(x,Tx)dg(x,x,41), 0 a yakinsar. Ayrica esitsizligin ikinci terimi de
O(x, Tx)dg(xpt1,Tx) < 0(x, Tx)dg(Tx,, Tx)a(xy,, x)
< 0(x, TX)l/J(dg (%, x))
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< O(x,Tx)dg(x,,x)

olacagindan, 0 a yakinsar. Boylece dg(x,Tx) < 0 ve bu yiizden x, T nin bir sabit
noktasidir.
Not: Teorem 3.4 de sabit noktanin tekligi Teorem 3.3 iin son sart1 géz Oniine alinarak

ispatlanabilir. Teklik ispat1 Teorem 3.3 dekine benzerdir.

Sonug 3.7 (X, dy) bir tam 8-metrik uzay ve T: X — X bir dontigsiim olsun. Her x,y € X
icindg(Tx, Ty) < Y (dg(x,y)) olacak sekilde yp € W, var ise, 0 zaman T nin bir tek sabit
noktas1 vardir (Shatanawi ve ark., 2018).

Ispat: Teorem 3.4 de a(x,y) = 1 almirsa ispat tamamlanr.

Sonu¢ 3.8 (X,dg) bir tam 6-metrik uzay olsun ve T:X - X a-gecisli doniisimi
asagidaki sartlar1 saglasin:
i) X, a-regiilerdir;
i) a(xgy, Txy) =1 olacak sekilde x, € X vardir;
i) X deki her {xn}:f:l
Y= k™ ITi=q 0 (%) < 0o dir;

V) her x,y € X i¢in, a(x,y)dg(Tx, Ty) < kdgy(x,y) dir.

dizisi ve herx € X i¢in k € [0,1) vardir Oyle ki

Bu takdirde, T nin bir sabit noktasi vardir. Ayrica, her x € F(T) i¢in a(x,z) = 1
olacak sekilde bir z € X varsa, bu sabit nokta tektir (Shatanawi ve ark., 2018).

Sonu¢ 3.9 (X,dg) bir tam 6-metrik uzay olsun ve T:X - X a-gegisli doniisiimii
asagidaki sartlar1 saglasin:

i) X, a-regiilerdir;

i) a(xg, Txy) =1 olacak sekilde bir x, € X vardir;

i) X deki her {xn}:’:l dizisi ve her x € X i¢in k € [0,1) vardir dyle ki
lim,_0(x,, x) < %dlr;

iv) her x,y € X i¢in, a(x,y)dg(Tx, Ty) < kdgy(x,y) dir.

Bu takdirde, T nin bir sabit noktasi vardir. Ayrica, her x € F(T) i¢in a(x,z) = 1
olacak sekilde bir z € X varsa, bu sabit nokta tektir (Shatanawi ve ark., 2018).

Asagidaki sonu¢ 6(x,y)=s = 1 sabit donlisiimii dikkate alinarak Teorem 3.4,
Sonug 3.7 ve Sonug 3.8 den elde edilir (Shatanawi ve ark., 2018).
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Sonug 3.10 (X, d) bir tam b-metrik uzay olsun ve T: X — X doniisiimii Teorem 3.4 iin
tiim sartlarini saglasin. Bu takdirde, T nin bir tek sabit noktasi1 vardir (Shatanawi ve ark.,
2018).

Sonug 3.11 (X, d) bir tam b-metrik uzay olsun ve T: X — X doniisiimii asagidaki sartlari
saglasin:

1) X, a-regiilerdir;

ii) herx,y € X i¢ind(Tx, Ty) < ¥ (d(x,y)) olacak sekilde i € W vardir.

Bu takdirde, T nin bir tek sabit noktas1 vardir (Shatanawi ve ark., 2018).

Sonu¢ 3.12 (X,d) bir tam b-metrik uzay olsun ve T:X - X a-gecisli doniisimii
asagidaki sartlar1 saglasin:

1) X, a-regilerdir;

i) a(xy, Txgy) =1 olacak sekilde bir x, € X vardir;

iii) her x,y € X i¢in a(x,y)d(Tx,Ty) < kd(x,y) olacak sekilde bir k € [O,i)

vardir.

Bu takdirde, T nin bir sabit noktasi vardir. Ayrica, her x € F(T) i¢in a(x,z) > 1
olacak sekilde bir z € X varsa, bu sabit nokta tektir (Shatanawi ve ark., 2018).

3.3 Genisletilmis Dikdortgen b-Metrik Uzaylarda Sabit Nokta Teoremleri

Tamm 3.8 X bos olmayan bir kiime olsun. Bir r: X x X — R* fonksiyonu her x,y € X
ve farkli her u,v € X\{x,y} i¢in asagidaki sartlar1 sagliyorsa r ye X {izerinde bir
dikdortgen metrik ve (X, r) ikilisine de dikdoértgen metrik uzay denir:

i) r(x,y) =0 x=y,

i) r(x,y) =7r(y,x),

i) r(x,y) < r(x,u) + r(u,v) + r(v,y) (Asim ve ark., 2019).

Tamm 3.9 X bos olmayan bir kiime ve s = 1 olsun. Bir r,: X x X - R* fonksiyonu her
x,y € X ve farkli her u, v € X\{x, y} i¢in asagidaki sartlar1 sagliyorsa r;, ye X tizerinde
bir dikdortgen metrik ve (X, 13,) ikilisine de dikdortgen b-metrik uzay denir:

i) xy)=0ox=y,

i) n(x,y) =1 (v,%),
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i) r,(x,y) < s[r, (x,uw) + 1, (w,v) + 1, (v, y)] (Asim ve ark., 2019).

Tanmim 3.10 X bos olmayan bir kiime ve w: X X X — [1, o) verilen bir doéniisiim olsun.
Bir r,: X X X - R*fonksiyonu her x,y € X ve farkli her u, v € X\{x, y} i¢in asagidaki
sartlar1 sagliyorsa r,, ye X lzerinde bir genisletilmis dikdortgen b-metrik (kisaca, w-
metrik) ve (X, r,) ikilisine de genisletilmis dikdortgen b-metrik uzay (kisaca, w-metrik
uzay) denir:

i) r,(x,y)=0x=y,

i) r,(x,y) =1, (y,%),

i) , (x,y) < w(x, y)[r, (x,u) +71, (u,v)+1, (v,y)] (Asim ve ark., 2019).

Ornek 3.9 X = {1,2,3,4,5} olsun. w: X X X — [1, o) fonksiyonu her x,y € X i¢in
w(x,y) = x + y + 1 ile tamimlansin.
1,: X X X - R*fonksiyonu;
Vx € X icinr,(x,x) = 0,
Vx,y € X icinr,(x,y) =1, (y,x),
r,(1,3) = 1,(2,5) = 70, 1,(1,4) = 1000, 1,,(1,5) = 1200,
1,(1,2) =1,(2,3) =1,(3,4) = 60 ver,(3,5) =r,(4,5) =r,(2,4) = 400,
ile tanimlansin.

Simdi 7,, nin w-metrik oldugunu gosterelim. Burada, Tanim 3.10 daki (i) ve (ii)
sartlar1 kolayca gosterilebilir. Simdi,
r,(1,5) = 1200, w(1,5)[1,,(1,3) +1,,(3,2) + 1,,(2,5)] = 7(70 + 60 + 70) = 1400
ve
r,(1,4) = 1000, w(1,4)[1,(1,2) +7,(2,3) +1,(3,4)] = 6(60 + 60 + 60) = 1080
dir. Benzer sekilde diger durumlar da kolayca gosterilebilir. Boylece her x,y € X ve
farkli her u, v € X\{x, y} i¢in,
7,6, y) < w(x,y)[r, (x,u) +1, (wv) +1, (v,y)]
oldugundan (iii) sart1 saglanir. Dolayisiyla (X, 1,,) bir w-metrik uzaydir.

Tamim 3.11 (X,7,) w-metrik uzayinda bir {x,,} dizisi; eger lim 7, (x,, x,;) = 0 ise
n,m—oo

Cauchy dizisidir (Asim ve ark., 2019).
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Tamm 3.12 (X,7,,) w-metrik uzayinda bir {x,,} dizisi; lim r,,(x,,x) = 0isex € X
n—->0o

noktasina yakinsar (Asim ve ark., 2019).

Tamm 3.13 (X, 7,,) bir w-metrik uzay olsun. Eger X deki her Cauchy dizisi X deki bir
noktaya yakinsiyor ise X tamdir denir (Asim ve ark., 2019).

Lemma 3.3 (X, r;,) bir w-metrik uzay ve {x,}, m # n igin x,, # x,, olacak sekilde X de
bir Cauchy dizisi olsun. O zaman, {x,,} en fazla bir noktaya yakinsar (Asim ve ark., 2019).
Ispat: {x,}, X de bir dizi ve x,y € X noktalar1 {x,} dizisinin iki limiti olsun.
Yani, TlLl_ILlo 7, (%, x) =0 ve 711_{{)10 7o (X y) =0 olsun. m #n igin x, # x,, olacak
sekildeki {x,} bir Cauchy dizisi oldugundan Tanim 3.10 daki (iii) sartindan,

1w (X, ¥) < w(x,¥)[1, (6 xn) + 75 Con, X)) + 7o (Xm, ¥)]
ve yukarida n,m — oo igin limit alinirsa 7, (x,y) = 0 elde edilir. Bu yiizden de x =y

dir, yani, {x,,} dizisi bir tek limit noktasinda yakinsar.

Tamim 3.14 (X, 7,,) bir w-metrik uzay olsun. Verilen bir f: X — X dontisimi, x € X ve
n € N i¢in
00;n) ={x,fx, .., f"x}ve O(x; o) ={x, fx, ..., f*x, ... }
kiimeleri tanimlansin. O (x; ) ya da kisaca O(x) kiimesi f nin bir yoriingesi olarak
adlandirtlir (Asim ve ark., 2019).
Bu bolim boyunca, x € X ve f: X — X doniisiimii i¢in O(x) =

{x,fx, ..., f"x, ... } yoriingesi dikkate alinacaktir.

Tanmm 3.15 (X, ) bir w-metrik uzay olsun ve f: X — X dontstimii verilsin. Eger bazi
x € X igin ]lim f™x = x oldugunda Ilim f(f™x) = fx saglaniyorsa, f ye yoriingesel
stireklidir denir. Ayrica, baz1 x € X i¢in {x, fx, ..., f"x, ... } kiimesinden elde edilen her

Cauchy dizisi X de yakinsak ise (X, 1,,) f-yoriingesel tamdir denir (Asim ve ark., 2019).

Teorem 3.5 (X, 7,,) bir w-metrik uzay ve f: X — X bir doniisiim olsun. Kabul edelim ki
asagidaki kosullar saglansin:

i) 4 €[0,1) olmak iizere her x,y € X i¢in 1, (fx, fy) < Ar,(x,y),

i) lim @y, x,) < -,
n,m—oo A
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iii) (X,7,) f-yoringesel tamdir,

IV) f yoriingesel stireklidir.

Bu takdirde f nin bir tek sabit noktas1 vardir (Asim ve ark., 2019).
Ispat: x, € X baslangic noktas ile bir {x,} iterasyon dizisi
X1 = fXo, X3 = f2x9, X3 = [3%Xg, e, Xp = [ Xg) e
seklinde olusturulsun. Simdi 711_{1010 T (Xn, Xnt1) = 0 oldugunu gosterelim. (i) sartinda
X = X, Ve Yy = x, 4 olarak se¢ildiginde,
1o (F X0, f 1 %0) = 1 (f X, [ Xp41)
< A1 (n, Xp41)
< A, (%0, x1),
yazilabilir. Yukaridaki esitsizlikte n — oo i¢in limit alinirsa,
lim 7, (o, /™ x0) = 0
ve
lim 7, (g, %) = 0
elde edilir.
Simdi {x,,} dizisinin (X, r,,) de bir Cauchy dizisi oldugunu gosterelim. Bunun
icin asagidaki durumlari inceleyelim:
Durum 1. ilk olarak p bir tek say1, yani, her m > 1 i¢in p = 2m + 1 olsun. Simdi her
n € N i¢in Tanim 3.10 daki (iii) kullanilarak,
To (X Xnyame1) S © O Xnpzme1) [T (G Xn41) + 7o (ongr, Xng2) +
To (Xni2 Xni2ms1)]
< WX, Xngama )[4y (X0, X1) + A7, (X0, x1)] + @0 (X, Xpg2mar) X
Tw (Xnt2, Xnt2ms1)
= @ (X, Xns2me1) A" + A1, (X0, %) + © (X, Xpszms1) X
T (Xnt2) Xnyzme1)
< @ (X, Xnt2me1) (A" + A1, (X0, %) + © (X Xps2msr) X
@ (Xnt2) Xnsame) A2+ A1, (0, %0) + - +
W (Xn, Xns2me1) - © Xpyzm-2, Xnpzmer) (ATH772 + AMF2MT) ¢

An+2m

Tw (x0:x1) +w (xnr xn+2m+1) - (xn+2m—2rxn+2m+1) Tw (xo’x1)



m-—1 i

= A"(1 + D, (x0,x1) Z A% l_[ w(xn+2j;xn+2m+1)

m-—1

j=0

yazilabilir ve buradan

i

m-1 m-1

2i | | 2i | |
Z A w(xn+2j'xn+2m+1) < Z A w(xszn+2m+1)
i=0 i=0

i
j:O ]=O

elde edilir.
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(i) kosuluna gore lim w(x,, x,,)A < 1 oldugundan, oran testi kullanilarak, her m € N
n,m—oco

icin Y72 ,4% H;":o a)(xz It xn+2m+1) serisinin yakinsak oldugu sonucuna vartlir.
[eS) i
r 2i | |
S = Z A% w(ij;xn+2m+1)
i=0  j=0
ve

i

n
— 2Q | |
Sn = z A w(xzj'xn+2m+1)
i=0

j=0
olsun. Bu takdirde, yukaridaki esitsizliginden

Tw (xn: xn+2m+1) < An(l + A)Tw (xo'xl)[sm—l - Sn—l]

m-—1

FAmrem 1_[ w(xn+2jr xn+2m+1) T (X0, X1)
j=0

elde edilir. Son esitsizlikte n — oo igin limit alinirsa 7, (x,,, X4 2m+1) — 0 oOlur.
Durum 2. ikinci olarak, p bir gift say1, yani, her m > 1 i¢in p = 2m olsun. O zaman,
Too Ony Xngom) < 0 Op, Xpg2m) [T Ocny Xna1) + 7o (Cns 1, Xna2) + 70 (Knsz, Xnaom)]

< 0 (X, Xn2m) [A™ 7 (X0, X1) + A1, (X0, X1)] + @ (X, Xppg2m) X

Too (Xn42, Xns2m)

= 0 (Xn, Xpg2m) (A" + A1, (X0, %1) + @ (X, Xns2m) To (Xnrzs Xna2m)

< 0 (X, Xpp2m) A"+ A1, (X0, %1) + @ (X, Xpg2m) X

@ (Xpg2s Xpaom) A2+ 131, (X0, %1) + -+ +

@ (X, Xnyam) o @ Kng2m—2, Xgom) (ATF2M72 4 20271 10 (%0, 21) +

w (xn: xn+2m+1) Y (xn+2m—2'xn+2m+1)ln+2mrw (xo'xl)



33

m-—1 i

= U+ 1y (o) ) 2| | 0(tnsagtniam)

i=0 j=0

m-1

+ An+2m-2 1_[ U)(xn+2j' xn+2m) 1, (xg,%3)
j=0

dir ve bu yiizden

T Xy Xngo2m) < AL+ D1y (X0, X1) [Sne1 — Sn-1]

m—1

+An+2m—2 l_[ w(xn+2j’ xn+2m) Tw (xo’ xz)
j=0

elde edilir. Son esitsizlikte n — oo i¢in limit alindiginda 7, (x,, Xp42m) — 0 bulunur. Bu
nedenle, her iki durumda da
Tlll—>nt;IO rw(xn, xn+p) =0
oldugundan {x,}, (X,7,) uzayinda bir Cauchy dizisidir. X, f-yoriingesel tam
oldugundan, x,, — x olacak sekilde bir x € X vardir. f yoriingesel siirekli oldugu i¢in de
To (X, %) < w(fx, ) [ 1, (X, x%0) + 7 (n, Xn41) + T (Kn1, )]
< 0(fx, ) [ 7 (f %, xn) + 7o (FX—1, fXn) + 7o (K41, X)]

= w(fx, [ 1, (fx, 1) + A7, O, %) + 7 (g1, %)
olur. Son esitsizlikte n — oo i¢in limit alinirsa,
7,(fx,x) <0
ve bu ylizden de fx = x dir. Dolayisiyla x, f nin bir sabit noktasidir. Lemma 3.3 den
dolay1 da {x,,} dizisi tek bir x € X noktasinda yakinsar, yani sabit nokta bir tektir (Asim
ve ark., 2019).

Ornek 3.10 X = [0,1] olsun. Her x,y € X icin 7,,(x,y) = |x — y|? ve w(x,y) = x +
y + 3 olarak tanimlansin. Oyleyse, (X, 7,,) bir tam w-metrik uzaydir. f: X — X doniisiimii
fx= g ile tanimlansin.

Teorem 3.5 in tiim sartlarinin saglandigi ve x = 0 1 ilgili f donlisiimiin bir tek

sabit noktas1 oldugu agiktir.

Sonug 3.13 (X, r;,) bir w-metrik uzay ve f: X — X bir doniisiim olsun. Kabul edelim ki
asagidaki kosullar saglansin:

i) A €[0,1) olmak tizere her x,y € X i¢in 1, (fx, fy) < Ar,(x,y),
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i) lim w(x,, xmy) <2,
n,m-oo A
i) (X, ,) tamdir,
Iv) f siireklidir.

Bu takdirde f nin bir tek sabit noktas1 vardir (Asim ve ark., 2019).
Teorem 3.5 de her x,y € X i¢in w(x,y) = s = 1 alindiginda asagidaki sonug
elde edilir.

Sonu¢ 3.14 (X,7,), s = 1 katsayisi ile bir dikdortgen b-metrik uzay ve f: X — X bir
dontisim olsun. Kabul edelim ki asagidaki kosullar saglansin:
i) 1€][0, %) olmak tizere her x,y € X i¢in 1, (fx, fy) < Ar,(x,y),

i) (X,7p), f-yoringesel tamdir,

i) f yoriingesel stireklidir.

Bu takdirde f nin bir tek sabit noktasi vardir (Asim ve ark., 2019).

Teorem 3.5 de her x,y € X i¢in w(x,y) = 1 alindiginda asagidaki sonug elde
edilir.

Sonug 3.15 (X,r) bir dikdortgen metrik uzay ve f: X — X bir doniisiim olsun. Kabul
edelim ki asagidaki kosullar saglansin:

i) A€ [0,1) olmak tlizere her x,y € X igin r(fx, fy) < Ar(x,y),

i) (X,r), f-yoriingesel tamdir,

i) f yoriingesel stireklidir.

Bu takdirde f nin bir tek sabit noktas1 vardir (Asim ve ark., 2019).
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4. SONUCLAR ve ONERILER

4.1 Sonuclar

Bu calismada genisletilmis b-metrik uzay ve genisletilmis dikdortgen b-metrik
uzaylarin bazi topolojik 6zellikleri incelenerek bu uzaylarda tanimlanan doniisiimlerin
hangi sartlar altinda bir tek sabit noktaya sahip olabilecegi ifade ve ispat edildi.
Doéntistimiin tanimlandigi kiimeyi genellestirerek ya da biiziilme kosulunu zayiflatarak
literatiirde mevcut olan sonuglarin nasil gelistirilebilecegi, hangi ek sartlarin ortaya ¢iktigi

analiz edildi.

4.2 Oneriler

Gelecek calismalarda genisletilmis b-metrik uzay ve genisletilmis dikdortgen b-
metrik uzay kavramlar1 ya da bu uzaylarda ele alinan biiziilme dontisimleri

genellestirilerek ve daha zayif sartlar sunularak yeni sonuglar elde edilebilir.
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