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Bu tez çalışmasında, b-metrik, genişletilmiş b-metrik ve 𝛼-𝜓-büzülme dönüşümü hakkında gerekli 

bilgiler verilmiş olup, genişletilmiş b-metrik ve genişletilmiş dikdörtgen b-metrik uzaylar üzerinde bazı 

sabit nokta teoremleri incelenmiştir. İlk olarak, tez boyunca kullanılacak olan temel tanım ve teoremler 

verilmiştir. Daha sonra, genişletilmiş b-metrik ve genişletilmiş dikdörtgen b-metrik uzaylar kavramları 

verilerek bu uzaylar üzerinde bazı sabit nokta teoremleri incelenmiştir. Ayrıca ana teoremlerin etkinliğini 

göstermek için bazı örnekler verilmiştir. 

2021, 37 Sayfa 
 

Anahtar Kelimeler:  𝛼-𝜓-Büzülme Dönüşümü, b-Metrik Uzay, Genişletilmiş b-Metrik Uzay, 

Genişletilmiş Dikdörtgen b-Metrik Uzay, Sabit Nokta. 

 

  



 

 v 

ABSTRACT 

 

MASTER’S THESİS 

 

SOME FIXED POINT THEOREMS IN EXTENDED b-METRİC SPACES 

 

 

Melisa UYSAL 

 

Muş Alparslan University Natural and Applied Science 

Department of Mathematics 

 

 

Advisor: Assoc. Prof. Dr. Hüseyin IŞIK 

 

 

 
 

In this thesis, background information about b-metric, extended b-metric and α-𝜓-contractive 

mapping is given and some fixed point theorems on extended b-metric and extended rectangular b-metric 

spaces are investigated. First, the basic definitions and theorems to be used throughout the thesis are given. 

Then, some fixed point theorems on these spaces are examined by giving the concepts of extended b-metric 

and extended rectangular b-metric spaces. In addition, some examples are given to demonstrate the 
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1. GİRİŞ 

Analizde ve geometride olduğu gibi matematiğin birçok dalında soyut bir 

kümenin elemanlarına uygulanabilir bir uzaklık kavramına ihtiyaç duyulmuştur. Boş 

olmayan bir kümenin elemanları arasındaki uzaklığı ifade etmek için Frechet (1906), 

metrik ve metrik uzay kavramlarını tanımlamıştır. Son yüzyılda metrik uzay ile beraber 

sabit nokta teorisi de önem kazanmıştır. Metrik uzaylar ve sabit nokta; fonksiyonel analiz, 

genel topoloji, soyut cebir, geometri, uygulamalı matematik ve buna benzer matematiğin 

birçok dalında sıklıkla kullanılmıştır.  

Sabit nokta teorisi, diferansiyel denklemlerin, integral denklemlerin, kısmi 

diferansiyel denklemlerin ve diğer ilgili denklemlerin çözümlerinin varlığını ve tekliğini 

bulmada sıklıkla kullanılmaktadır. 

𝑋 boş olmayan bir küme ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 bir fonksiyon olsun. Eğer 𝑇𝑥0 = 𝑥0 

oluyorsa, 𝑥0 noktasına 𝑇 nin bir sabit noktası denir. Yani, 𝑇 dönüşümü altında 

değişmeyen bir noktaya 𝑇 nin bir sabit noktası denir. Örneğin, 𝑇: [0,1] → [0,1] 

fonksiyonu 𝑇𝑥 =
𝑥

20
 olarak tanımlansın.  𝑇0 = 0 olduğundan 𝑥0 =0 noktası 𝑇 nin bir 

sabit noktasıdır. Ancak 𝑇𝑥 =
𝑥

20
 ile tanımlanan 𝑇: (0,1] → (0,1] dönüşümünün bir sabit 

noktası yoktur. Çünkü 𝑇 dönüşümü 𝑥0 =0 noktasında tanımlı değildir. Görüldüğü üzere 

sabit noktanın varlığı dönüşümün tanımına bağlı olduğu gibi dönüşümün tanımlandığı 

kümenin yapısına da bağlıdır. 

Lineer olmayan fonksiyonel denklemlerle tanımlanabilen fen ve mühendislikteki 

sayısız problem denk bir sabit nokta problemine indirgenerek çözülebilir. Örneğin 𝑥2 −

5𝑥 + 6 = 0 denklemini ele alalım. Burada 𝑥 = 2 ve 𝑥 = 3 bu denklemin birer köküdür. 

Bu denklemi 𝑥 =
𝑥2+6

5
 olarak yazdığımızda 𝑇𝑥 =

𝑥2+6

5
 olmak üzere, bu denklem 𝑥 = 𝑇𝑥 

olarak yazılabilir. O halde 𝑥 = 2 ve 𝑥 = 3 noktaları 𝑇 nin iki sabit noktasıdır. Bu yüzden 

𝑆𝑥 = 0 olarak verilen bir denklem 𝑆𝑥 = 𝑇𝑥 − 𝑥 şeklinde yazılabileceğinden bu 

denklemin çözümünün bulunması ile 𝑇𝑥 = 𝑥 denkleminin sabit noktasının bulunması 

birbirine denktir. 

Metrik uzaylarda sabit nokta teorisi Banach (1922) tarafından başlatılmıştır. Tam 

bir metrik uzaydaki her büzülme dönüşümünün bir tek sabit noktası olduğunu ifade eden 

Banach sabit nokta teoremi, matematiğin birçok dalında ve diğer disiplinlerde çeşitli 

uygulamalara sahiptir. Bu temel teorem iki ana yönde genelleştirilmiştir; ya dönüşümün 
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tanım kümesini genelleştirerek ya büzülme koşulunu zayıflatarak ya da bazen her ikisini 

birden yaparak. 

Metrik uzayları genelleştiren b-metrik fikri Bakhtin (1989) in çalışmalarından 

ortaya çıkmıştır. Daha sonra, Czerwik (1993) üçgen eşitsizliğinden daha zayıf bir 

aksiyom vererek Banach sabit nokta teoremini genelleştirmek amacıyla b-metrik uzayları 

tanımladı. Kamran ve arkadaşları (2017) genişletilmiş b-metrik uzayları tanıtarak Banach 

(1922) ve Czerwik (1993) in sonuçlarını genelleştirmiştir. Son olarak, Asim ve 

arkadaşları (2017) genişletilmiş dikdörtgen b-metrik uzay kavramını tanıtarak yukarıda 

bahsedilen tüm çalışmaları geliştirmiştir. 

Diğer taraftan, Samet ve arkadaşları (2012), büzülme şartını zayıflatarak -ѱ-

büzülme dönüşümlerini tanımladı ve tam metrik uzaylarda bu dönüşümlerin sabit 

noktalarının varlığını ve tekliğini inceledi. Daha sonra birçok yazar genelleştirilmiş 

metrik uzaylarda tanımlanan -ѱ-büzülme dönüşümleri için sabit noktanın varlığını ve 

tekliğini araştırmıştır. Son olarak, Wasfi ve arkadaşları (2018) genişletilmiş b-metrik uzay 

üzerinde -ѱ-büzülme dönüşümlerini tanıtarak bu dönüşümlerin hangi şartlar altında bir 

tek sabit noktaya sahip olacağını araştırmıştır. 
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2. TEORİK ESASLAR 

Bu bölümde bilmemiz gereken ve üzerinde çalışacağımız konu için gerekli tanım 

ve teoremlere yer verilecektir. 

2.1 Bazı Temel Tanım ve Teoremler 

Tanım 2.1  𝑋 boş olmayan bir küme olsun. 𝑑: 𝑋 × 𝑋 → ℝ+ fonksiyonu aşağıdaki şartları 

sağlıyorsa 𝑑 ye 𝑋 üzerinde bir metrik ve (𝑋, 𝑑) ikilisine de metrik uzay denir. 

i) 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 ⟺ 𝑥 = 𝑦; 

ii) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥) (𝑑𝑒ğ𝑖ş𝑚𝑒 ö𝑧𝑒𝑙𝑙𝑖ğ𝑖); 

iii) ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 için 𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦) ( üç𝑔𝑒𝑛 𝑒ş𝑖𝑡𝑠𝑖𝑧𝑖ğ𝑖) 

(Bayraktar, 2006). 

Örnek 2.1  𝑑:ℝ × ℝ → ℝ+ fonksiyonu 𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| ile tanımlansın. Bu takdirde 𝑑,

ℝ üzerinde bir metriktir. Bu metriğe alışılmış (standart) metrik denir (Bayraktar, 2006). 

 

Örnek 2.2 𝑋 boş olmayan bir küme ve 𝑑1: 𝑋 × 𝑋 → ℝ+ fonksiyonu 

𝑑1(𝑥, 𝑦) = {
0,   𝑥 = 𝑦 𝑖𝑠𝑒
1,   𝑥 ≠ 𝑦 𝑖𝑠𝑒

 

ile tanımlansın. Bu durumda 𝑑1, 𝑋  üzerinde bir metrik ve (𝑋, 𝑑1) bir metrik uzaydır. Bu 

metriğe ayrık (diskret) metrik denir (Bayraktar, 2006). 

 

Örnek 2.3 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) ∈ ℝ
2 𝑣𝑒 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2) ∈ ℝ

2 olmak üzere; 

𝑑2(𝑥, 𝑦) = (|𝑥1−𝑦1|
2 + |𝑥2−𝑦2|

2)
1
2 

ile tanımlı 𝑑2: ℝ
2 × ℝ2 → ℝ+ fonksiyonu ℝ2 üzerinde bir metriktir. Bu metriğe Öklid 

metriği denir (Bayraktar, 2006). 

 

Tanım 2.2 (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay ve a ∈ X olsun. r>0 olmak üzere, 

𝐵(𝑎, 𝑟) = {𝑥 ∈ 𝑋: 𝑑(𝑎, 𝑥) < 𝑟} 

kümesine a merkezli r yarıçaplı açık yuvar (veya a nın r-açık komşuluğu), 

𝐷(𝑎, 𝑟) = {𝑥 ∈ 𝑋: 𝑑(𝑎, 𝑥) ≤ 𝑟} 

kümesine a merkezli r yarıçaplı kapalı yuvar, 

𝑆(𝑎, 𝑟) = {𝑥 ∈ 𝑋: 𝑑(𝑎, 𝑥) = 𝑟} 
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kümesine de a merkezli r yarıçaplı yuvar yüzeyi denir (Bayraktar, 2006). 

 

Örnek 2.4 (ℝ, 𝑑) bir alışılmış metrik uzay, 𝑎 ∈ ℝ ve ε > 0 olsun. Bu takdirde 

𝐵(𝑎, 𝜀) = {𝑥 ∈ ℝ: 𝑑(𝑥, 𝑎) < 𝜀} 

 = {𝑥 ∈ ℝ: |𝑥 − 𝑎| < 𝜀} 

              = (𝑎 − 𝜀, 𝑎 + 𝜀), 

𝐷(𝑎, 𝜀) = {𝑥 ∈ ℝ: 𝑑(𝑥, 𝑎) ≤ 𝜀} 

 = {𝑥 ∈ ℝ: |𝑥 − 𝑎| ≤ 𝜀} 

              = [𝑎 − 𝜀, 𝑎 + 𝜀], 

𝑆(𝑎, 𝜀) = {𝑥 ∈ ℝ: 𝑑(𝑥, 𝑎) = 𝜀} 

= {𝑥 ∈ ℝ: |𝑥 − 𝑎| = 𝜀} 

= {𝑥 = 𝑎 − 𝜀 𝑣𝑒𝑦𝑎 𝑥 = 𝑎 + 𝜀} 

dır (Bayraktar, 2006). 

 

Örnek 2.5 (𝑋, 𝑑) bir ayrık metrik uzay, 𝑎 ∈ 𝑋 ve ε > 0 olsun. Bu takdirde 

𝐵(𝑎, ε) = {
{𝑎}, 𝜀 ≤ 1 𝑖𝑠𝑒
𝑋, 𝜀 > 1 𝑖𝑠𝑒 

 

𝐷(𝑎, ε) = {
{𝑎}, 𝜀 < 1 𝑖𝑠𝑒
𝑋, 𝜀 ≥ 1 𝑖𝑠𝑒 

 

S(a, ε) = {
X\{𝑎}, ε = 1 ise

∅, ε ≠  1 ise 
 

olur (Bayraktar, 2006). 

 

Örnek 2.6 ℝ2 uzayı üzerinde 𝑑2 , 𝑑3 𝑣𝑒 𝑑∞ metrikleri 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) ∈ ℝ
2 ve  

𝑦 = (𝑦1, 𝑦2) ∈ ℝ
2 olmak üzere 

𝑑2(𝑥, 𝑦) = (|𝑥1−𝑦1|
2 + |𝑥2−𝑦2|

2)
1

2; 

𝑑3(𝑥, 𝑦) = |𝑥1−𝑦1| + |𝑥2−𝑦2|; 

𝑑∞(𝑥, 𝑦) = maks {|𝑥1−𝑦1|, |𝑥2−𝑦2|}; 

ile tanımlansın (Bayraktar, 2006). 

a) (ℝ2,𝑑2) öklid metrik uzayında 𝑎=(𝑎1,𝑎2) ∈  ℝ2merkezli r yarıçaplı açık yuvar, kapalı 

yuvar ve kürenin grafiği; 

𝐵(𝑎, 𝑟)={𝑥 ∈ ℝ2: 𝑑2 (𝑥, 𝑎) < 𝑟} 

={(𝑥1, 𝑥2 ) ∈ ℝ
2: 𝑑2 ((𝑥1, 𝑥2), (𝑎1, 𝑎2)) < 𝑟} 

={(𝑥1, 𝑥2) ∈ ℝ
2: |𝑥1−𝑎1|

2 + |𝑥2−𝑎2|
2 < 𝑟2}, 
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𝐷(𝑎, 𝑟)={𝑥 ∈ ℝ2: 𝑑2 (𝑥, 𝑎) ≤ 𝑟} 

={(𝑥1, 𝑥2 ) ∈ ℝ
2: 𝑑2 ((𝑥1, 𝑥2), (𝑎1, 𝑎2)) ≤ 𝑟} 

={(𝑥1, 𝑥2) ∈ ℝ
2: |𝑥1−𝑎1|

2 + |𝑥2−𝑎2|
2 ≤ 𝑟2}, 

𝑆(𝑎, 𝑟)={𝑥 ∈ ℝ2: 𝑑2 (𝑥, 𝑎) = 𝑟} 

={(𝑥1, 𝑥2 ) ∈ ℝ
2: 𝑑2 ((𝑥1, 𝑥2), (𝑎1, 𝑎2)) = 𝑟} 

={(𝑥1, 𝑥2) ∈ ℝ
2: |𝑥1−𝑎1|

2 + |𝑥2−𝑎2|
2 = 𝑟2}, 

olmak üzere aşağıdaki gibidir. 

 

Şekil 2.1. Öklid metriği 

b) (ℝ2, 𝑑3) taksi-kap metrik uzayında 𝑎=(𝑎1,𝑎2) ∈  ℝ2merkezli r yarıçaplı açık yuvar, 

kapalı yuvar ve kürenin grafiği; 

𝐵(𝑎, 𝑟)={𝑥 ∈ ℝ2: 𝑑3 (𝑥, 𝑎) < 𝑟} 

={(𝑥1, 𝑥2 ) ∈ ℝ
2: 𝑑3 ((𝑥1, 𝑥2), (𝑎1, 𝑎2)) < 𝑟} 

={(𝑥1, 𝑥2) ∈ ℝ
2: |𝑥1−𝑎1| + |𝑥2−𝑎2| < 𝑟}, 

𝐷(𝑎, 𝑟)={𝑥 ∈ ℝ2: 𝑑3(𝑥, 𝑎) ≤ 𝑟} 

={(𝑥1, 𝑥2 )  ∈ ℝ
2: 𝑑3 ((𝑥1, 𝑥2), (𝑎1, 𝑎2)) ≤ 𝑟} 

={(𝑥1, 𝑥2) ∈ ℝ
2: |𝑥1−𝑎1| + |𝑥2−𝑎2| ≤ 𝑟}, 

𝑆(𝑎, 𝑟)={𝑥 ∈ ℝ2: 𝑑3(𝑥, 𝑎) = 𝑟} 

={(𝑥1, 𝑥2 ) ∈ ℝ
2: 𝑑3 ((𝑥1, 𝑥2), (𝑎1, 𝑎2)) = 𝑟} 

={(𝑥1, 𝑥2) ∈ ℝ
2: |𝑥1−𝑎1| + |𝑥2−𝑎2| = 𝑟}, 

olmak üzere aşağıdaki gibidir. 
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c) (ℝ2,𝑑∞) maksimum metrik uzayında 𝑎=(𝑎1,𝑎2) ∈  ℝ2 merkezli r yarıçaplı açık yuvar, 

kapalı yuvar ve kürenin grafiği; 

𝐵(𝑎, 𝑟)={𝑥 ∈ ℝ2: 𝑑∞ (𝑥, 𝑎) < 𝑟} 

={(𝑥1, 𝑥2 ) ∈ ℝ
2: 𝑑∞ ((𝑥1, 𝑥2), (𝑎1, 𝑎2)) < 𝑟} 

={(𝑥1, 𝑥2) ∈ ℝ
2: 𝑚𝑎𝑘𝑠{|𝑥1−𝑎1|, |𝑥2−𝑎2|} < 𝑟}, 

𝐷(𝑎, 𝑟)={𝑥 ∈ ℝ2: 𝑑∞ (𝑥, 𝑎) ≤ 𝑟} 

={(𝑥1, 𝑥2 ) ∈ ℝ
2: 𝑑∞ ((𝑥1, 𝑥2), (𝑎1, 𝑎2)) ≤ 𝑟} 

={(𝑥1, 𝑥2) ∈ ℝ
2: 𝑚𝑎𝑘𝑠{|𝑥1−𝑎1|, |𝑥2−𝑎2|} ≤ 𝑟}, 

𝑆(𝑎, 𝑟)={𝑥 ∈ ℝ2: 𝑑∞ (𝑥, 𝑎) = 𝑟} 

={(𝑥1, 𝑥2 ) ∈ ℝ
2: 𝑑∞ ((𝑥1, 𝑥2), (𝑎1, 𝑎2)) = 𝑟} 

={(𝑥1, 𝑥2) ∈ ℝ
2: 𝑚𝑎𝑘𝑠{|𝑥1−𝑎1|, |𝑥2−𝑎2|} = 𝑟}, 

olmak üzere aşağıdaki gibidir. 

 

Şekil 2.3. Maksimum metriği 

Tanım 2.3  (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay ve 𝐴 ⊆ 𝑋 olsun. 𝑑 metriğinin 𝐴 ya kısıtlaması 𝑑𝐴: 𝐴 ×

𝐴 → ℝ , her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 için 𝑑𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑥, 𝑦) ile tanımlansın. Bu takdirde 𝑑𝐴, 𝐴 üzerinde 
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b-D(a,r) c-S(a,r) 

x
1
 x

1
 x

1
 

x
2
 x

2
 x

2
 

a
1
 

a
1
 a

1
 

a
2
 a

2
 a

2
 

a-B(a,r) 



 

 

7 

bir metriktir. 𝑑𝐴 metriğine 𝑑 den 𝐴 üzerine indirgenmiş metrik ve (𝐴, 𝑑𝐴) uzayına da 

(𝑋, 𝑑) uzayının alt uzayı denir (Balcı, 1997). 

 

Tanım 2.4 (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay ve 𝐴 ⊆ 𝑋 olsun. Her  𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 için 𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑟 olacak 

şekilde bir 𝑟 > 0 sayısı varsa 𝐴 kümesine sınırlıdır denir. X uzayı 𝑑 ye göre sınırlı ise 𝑑 

metriğine sınırlı metrik denir (Balcı, 1997). 

 

Tanım 2.5 Bir metrik uzayda herhangi bir dizinin terimlerinin kümesi sınırlı ise, bu diziye 

sınırlı dizi denir. Yani, {𝑥𝑛} bir (𝑋, 𝑑) metrik uzayında bir dizi olmak üzere her 𝑛,𝑚 ∈ ℕ 

için 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) ≤ 𝑀 olacak şekilde bir 𝑀 > 0 sayısı varsa {𝑥𝑛} dizisine sınırlıdır denir 

(Bayraktar, 2006). 

 

Tanım 2.6 (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay, 𝑥 ∈ 𝑋 ve 𝐴 ile 𝐵, 𝑋 in boş olmayan iki alt kümesi 

olsun. Bu durumda  

𝑑(𝐴, 𝐵) = 𝑖𝑛𝑓{𝑑(𝑥, 𝑦): 𝑥 ∈ 𝐴, 𝑦 ∈ 𝐵} 

sayısına 𝐴 ile 𝐵 kümeleri arasındaki uzaklık, 

𝑑(𝑥, 𝐴) = 𝑖𝑛𝑓{𝑑(𝑥, 𝑦): 𝑦 ∈ 𝐴} 

sayısına x noktasının 𝐴 kümesine uzaklığı ve 

𝛿(𝐴) = 𝑠𝑢𝑝{𝑑(𝑥, 𝑦): 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴} 

sayısına da 𝐴 kümesinin çapı denir (Balcı, 1997).  

 

Tanım 2.7 Bir metrik uzayda herhangi bir kümenin çapı sonlu ise bu kümeye sınırlıdır 

denir (Bayraktar, 2006). 

 

Örnek 2.7  𝐴 = [1,3), 𝐵 = (3,5] olmak üzere ℝ de tanımlı 𝑑 (alışılmış) ve 𝑑1 (ayrık) 

metrik uzaylarında 𝐴 ile 𝐵 arasındaki uzaklık: 

𝑑(𝐴, 𝐵)=𝑖𝑛𝑓{|𝑥 − 𝑦|: 𝑥 ∈ 𝐴, 𝑦 ∈ 𝐵} 

= lim
𝑛→∞

|(3 −
1

𝑛
) − (3 +

1

𝑛
)| 

= lim
𝑛→∞

2

𝑛
 

=0 

ve 𝑑1(𝐴, 𝐵)=𝑖𝑛𝑓{𝑑1(𝑥, 𝑦): 𝑥 ∈ 𝐴, 𝑦 ∈ 𝐵} = 1 dir. 
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Tanım 2.8 (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay ve A, X in boş olmayan bir alt kümesi olsun. Eğer 𝑥 ∈ 𝐴 

için 𝐵(𝑥, 𝑟) ⊆ 𝐴 olacak biçimde bir 𝑟 > 0 varsa x noktasına A kümesinin bir iç noktası 

denir. Eğer her bir 𝑥 ∈ 𝐴 noktası A nın bir iç noktası ise A ya açık küme denir. 𝑈 ⊆ 𝑋 

olmak üzere eğer 𝑈𝑐 = 𝑋\𝑈 açık ise U kümesine kapalı küme denir (Bayraktar, 2006). 

 

Lemma 2.1 (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay, 𝑥 ∈ 𝑋 ve ε > 0 olsun. Bu durumda 

i) 𝐵(𝑥, 𝜀) açık yuvarı bir açık kümedir; 

ii) 𝐷(𝑥, 𝜀) kapalı yuvarı bir kapalı kümedir (Bayraktar, 2006). 

Tanım 2.9 (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay ve {𝑥𝑛}, X de bir dizi ve 𝑥0 ∈ 𝑋 olmak üzere, ∀ 𝜀 >

0, ∃ 𝑛0 ∈ ℕ vardır öyle ki ∀ 𝑛 > 𝑛0, 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥0) < 𝜀 oluyorsa, {𝑥𝑛} dizisi 𝑥0 noktasına 

yakınsıyor denir ve 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥0 veya 𝑥𝑛
𝑑
→ 𝑥0 şeklinde gösterilir. 

Bir diğer ifadeyle, 𝑥𝑛
𝑑
→ 𝑥0 ise dizinin belli bir terimden sonra bütün terimleri 𝑥0 

noktasının uygun bir 𝜀 komşuluğunda bulunur (Bayraktar, 2006). 

 

Örnek 2.8 (ℝ, 𝑑) alışılmış metrik uzayını ve 𝑋 = (0,1) ⊂ ℝ kümesini göz önüne alalım. 

(𝑥𝑛) = (1,
1

2
,
1

3
,
1

4
, ⋯ ) dizisi ℝ de yakınsaktır ve 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞
𝑥𝑛 = 0 dır. Fakat (𝑥𝑛), 𝑋’de 

yakınsak değildir. Çünkü lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 0 fakat 0 ∉ 𝑋 dir. Ancak 𝑋 = [0,1) alınırsa (𝑥𝑛) =

(1,
1

2
,
1

3
,
1

4
, ⋯ ) dizisi 𝑋 de yakınsak olur. Bu örnekte de görüldüğü üzere yakınsaklık 

dizinin niteliğine göre değiştiği gibi dizinin tanımlandığı aralığa göre de değişir 

(Bayraktar, 2006). 

 

Örnek 2.9 Alışılmış metriğe göre ℝ de {𝑥𝑛} = (1,2,3, … ) dizisi yakınsak değildir. Fakat 

genel terimi 𝑥𝑛 =
1

𝑛+1
 olan dizi yakınsaktır. Çünkü, 

            𝑙𝑖𝑚
𝑛∞

𝑑( 𝑥𝑛, 0) = 𝑙𝑖𝑚
𝑛∞

|
1

𝑛 + 1
− 0| = 0 

dır. Yani, aynı metrik uzay üzerinde tanımlanan iki diziden biri yakınsak, diğeri ise 

yakınsak değildir. Dolayısıyla yakınsaklık dizinin tanımına göre de değişir (Işık, 2016). 

 

Örnek 2.10 ℝ2 de genel terimi 𝑥𝑛 = (1,
1

𝑛
) olan (𝑥𝑛) dizisini göz önüne alalım. 𝑥 =

(𝑥1, 𝑦1), 𝑦 = (𝑥2, 𝑦2) ∈ ℝ
2 olmak üzere, 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑎𝑘𝑠{|𝑥1 − 𝑥2|, |𝑦1 − 𝑦2|} 

metriğini alırsak (𝑥𝑛) dizisi bu metriğe göre (1,0) noktasına yakınsar. Yani,  
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𝑑(𝑥𝑛, (1,0)) = 𝑑 ((1,
1

𝑛
) , (1,0)) = 𝑚𝑎𝑘𝑠 {|1 − 1|, |

1

𝑛
− 0|} =

1

𝑛
→ 0 

olur. Fakat bu dizi ayrık metriğe göre yakınsak değildir. Çünkü 𝑑, ℝ2 de ayrık metrik ise, 

lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛, (1,0)) = 1 ≠ 0 

olduğu görülür. Yani, yakınsaklık metriğe göre de değişir (Işık, 2016). 

 

Teorem 2.1 Metrik uzayda yakınsak her dizinin limiti tektir ve yakınsak diziler sınırlıdır 

(Bayraktar, 2006). 

 

Tanım 2.10 (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay ve {𝑥𝑛}   𝑋 olsun. 𝑘 ∈  ℕ için 𝑛𝑘 < 𝑛𝑘+1 olmak 

üzere {𝑥𝑛𝑘} dizisine {𝑥𝑛}  dizisinin bir alt dizisi denir (Bayraktar, 2006). 

 

Teorem 2.2 Bir metrik uzayda yakınsak bir dizinin her alt dizisi de yakınsaktır ve dizinin 

kendisi ile alt dizileri aynı noktaya yakınsar (Bayraktar, 2006). 

 

Tanım 2.11 (𝑋, 𝑑) ve (𝑌, 𝑝) birer metrik uzay, 𝑥0 ∈ 𝑋 ve 𝑓 ∶  𝑋 →  𝑌 bir fonksiyon 

olsun. Eğer her bir  𝜀 >  0 için 𝑑 (𝑥, 𝑥0)  < 𝛿  olduğunda 𝑝(𝑓 (𝑥), 𝑓 (𝑥0))  < 𝜀 olacak 

şekilde bir δ >  0 varsa f fonksiyonu 𝑥0 noktasında süreklidir. Eğer f fonksiyonu her 𝑥 ∈

𝑋 noktasında sürekli ise f ye X uzayında süreklidir ya da kısaca süreklidir denir 

(Bayraktar, 2006). 

 

Tanım 2.12 (𝑋, 𝑑) ve (𝑌, 𝑝) birer metrik uzay, 𝑥0 ∈ 𝑋 ve 𝑇: 𝑋 →  𝑌 bir fonksiyon olsun. 

Eğer her  𝜀 >  0 için 𝑑 (𝑥, 𝑥0)  < 𝛿  olduğunda 𝑝(𝑇(𝑥), 𝑇 (𝑥0))  < 𝜀 olacak şekilde δ =

δ(ε) >  0 sayısı varsa T fonksiyonu 𝑥0 noktasında düzgün süreklidir (Bayraktar, 2006)  

 

Örnek 2.11 ℝ de 𝑑(𝑥, 𝑦)  = |𝑥 − 𝑦| alışılmış metriği için 𝑇:ℝ → ℝ  

𝑥 → 𝑇𝑥 = 𝑥3 

ile tanımlı fonksiyon süreklidir, fakat düzgün sürekli değildir (Bayraktar, 2006). 

 

Tanım 2.13 𝑋 boş olmayan bir küme olsun. Aşağıdaki koşulları sağlayan bir τ ⊂ 𝒫(𝑋) 

ailesine 𝑋 üzerinde bir topoloji denir. Burada 𝒫(𝑋), 𝑋 kümesinin tüm alt kümelerinin 

ailesini gösterir. 

(τ1) ∅, 𝑋 ∈ τ, 
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(τ2) 𝐺1, 𝐺2, ⋯ , 𝐺𝑛 ∈ τ ⇒ ⋂ 𝐺𝑖
𝑛
𝑖=1 ∈ τ (𝑛 ∈ ℕ), 

(τ3) 𝐺𝑖 ∈ τ, 𝑖 ∈ 𝐼 ⇒ ⋃ 𝐺𝑖𝑖∈𝐼 ∈ τ (𝐼 bir indis kümesi) dir (Soykan, 2016). 

 

Tanım 2.14 (𝑋, τ) ve (𝑌, ρ) iki topolojik uzay, 𝑓: 𝑋 → 𝑌 bir dönüşüm ve 𝑥 ∈ 𝑋 olsun. 𝑋 

deki 𝑥𝑛 → 𝑥 olacak şekildeki her (𝑥𝑛) dizisi için 𝑓(𝑥𝑛) → 𝑓(𝑥) oluyorsa 𝑓 ye 𝑥 

noktasında dizisel süreklidir denir (Soykan, 2016). 

 

Teorem 2.3 

i) (𝑋, 𝜏) ve (𝑌, 𝜌) iki topolojik uzay ve 𝑓: 𝑋 → 𝑌 sürekli bir dönüşüm ise 𝑓 dizisel 

süreklidir. Fakat tersi doğru olmayabilir. 

ii) 𝑋 ve 𝑌 iki metrik uzay ise 𝑓: 𝑋 → 𝑌 nin sürekli olması için gerek ve yeter şart 𝑓 

nin dizisel sürekli olmasıdır (Bayraktar, 2006). 

 

Tanım 2.15 (𝑋, 𝑑) metrik uzayının tüm açık alt kümelerinin oluşturduğu  

τ𝑑 = {𝐴 ∶ 𝐴 ⊆ 𝑋, 𝑑 − 𝑎ç𝚤𝑘}  

ailesi 𝑋 üzerinde bir topolojidir. Bu topolojiye 𝑑 metriğinin ürettiği topoloji denir 

(Bayraktar, 2006). 

 

Teorem 2.4 Metrik uzayda yakınsak her dizinin limiti bir tektir ve yakınsak diziler 

sınırlıdır (Bayraktar, 2006). 

 

Tanım 2.16 Bir (𝑋, 𝑑) metrik uzayında herhangi bir dizi {𝑥𝑛} olsun. Eğer ε >  0 ve 

∀ 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ için 𝑚 , 𝑛 ≥  𝑛0 olduğunda 𝑑 (𝑥𝑛, 𝑥𝑚)  < 𝜀 olacak şekilde bir 𝑛0 ∈ ℕ var ise 

{𝑥𝑛}  dizisine bir Cauchy dizisi denir (Bayraktar, 2006). 

 

Teorem 2.5 (𝑋, 𝑑) metrik uzayında  

i) yakınsak her dizi bir Cauchy dizisidir; 

ii) her Cauchy dizisi sınırlıdır (Bayraktar, 2006). 

Örnek 2.12 𝑋 = (0, 1] bir alışılmış metrik uzay ve {𝑥𝑛 = 
1

𝑛
: 𝑛 ∈ ℕ}, 𝑋 de bir dizi olsun. 

Bu takdirde {𝑥𝑛}  bir Cauchy dizisidir. Gerçekten, her 𝜀 > 0 ve 𝑚, 𝑛 >
1

𝜀
 için 



 

 

11 

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) =  |
1

𝑛
− 

1

𝑚
| < 𝜀 olur. Ancak 𝑥𝑛  0  𝑋 olduğundan {𝑥𝑛}  dizisi X de 

yakınsak değildir (Balcı, 1997). 

 

Tanım 2.17 (𝑋, 𝑑) metrik uzay olsun. X deki her Cauchy dizisi X in bir noktasına 

yakınsıyorsa (𝑋, 𝑑) ikilisine tam metrik uzay denir (Bayraktar, 2006). 

 

Teorem 2.6 Bir 𝑋 tam metrik uzayının bir 𝑀 alt uzayının da tam olması için gerek ve 

yeter şart 𝑀 nin 𝑋 de kapalı bir küme olmasıdır (Bayraktar, 2006). 

 

Tanım 2.18 (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay, 𝑥 ∈  𝑋 ve 𝐴 ⊆ 𝑋 olsun. Eğer x noktasının her 

komşuluğunda 𝐴 nın x den farklı noktaları varsa, x noktasına 𝐴 nın bir yığılma noktasıdır 

denir. 𝐴 nın tüm yığılma noktalarının kümesi 𝐴′ ile gösterilir. Ayrıca 𝐴 ∪ 𝐴′ kümesine 𝐴 

nın kapanışı denir ve Ā ile gösterilir (Bayraktar, 2006). 

 

Teorem 2.7 (X, d) bir metrik uzay ve A ⊆ X olsun. 

i) Bir 𝑥 ∈  𝑋 noktasının 𝐴 nın bir yığılma noktası olması için gerek ve yeter şart 

𝐴 kümesinde terimleri 𝑥 den farklı ve 𝑥𝑛 → 𝑥 olacak şekilde bir {𝑥𝑛}  dizisi 

vardır; 

ii) 𝐴 nın kapalı olması için gerek ve yeter şart A daki yakınsak her dizinin 

limitinin 𝐴 da olmasıdır (Bayraktar, 2006). 

2.2 Sabit Nokta ve Banach Teoremi 

Tanım 2.19 X boş olmayan bir küme ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 bir dönüşüm olsun. Eğer 𝑇𝑥0 = 𝑥0 

olacak şekilde bir 𝑥0 ∈ 𝑋 varsa, bu 𝑥0 noktasına 𝑇 nin sabit noktası denir. O halde 𝑇𝑥0 =

𝑥0 denkleminin çözümü veya çözümleri T nin sabit noktalarıdır. T nin tüm sabit 

noktalarının kümesi 𝐹(𝑇) veya 𝐹𝑖𝑥(𝑇) ile gösterilir (Goebel ve Kirk, 1990). 

 

Örnek 2.13 𝑋 = (0,1] ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 dönüşümü verilsin. 𝑇𝑥 =
𝑥

2
 dönüşümünün bir sabit 

noktası yoktur. 𝑥 = 0 noktası bu dönüşümün bir sabit noktası olabilirdi ancak 0 ∉ (0,1] 

dir. 

 

Örnek 2.14 𝑋 = (0,8] ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 , 𝑇𝑥 = 8 − 𝑥 dönüşümünün sabit noktası vardır ve 

𝐹(𝑇) = {4} dür. 
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Örnek 2.15 𝑋 = [0,1] ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 , 𝑇𝑥 = 𝑥3 dönüşümünün 𝑇0 = 0 ve 𝑇1 = 1 olmak 

üzere iki tane sabit noktası vardır ve 𝐹(𝑇) = {0,1} dir. 

 

Tanım 2.20 (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 bir dönüşüm olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için  

𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝐿𝑑(𝑥, 𝑦) 

olacak şekilde 𝐿 ≥ 0 sayısı varsa T ye Lipschitz dönüşümü denir. Bu eşitsizliği sağlayan 

en küçük 𝐿 sayısına T nin Lipschitz sabiti denir. 

Eğer T Lipschitz dönüşümü için, 𝐿 < 1 ise T ye bir büzülme dönüşümü, 𝐿 = 1 ise 

T ye genişlemeyen dönüşüm denir. Ayrıca eğer 𝑥 ≠ 𝑦 olacak şekildeki her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 

𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) < 𝑑(𝑥, 𝑦) 

oluyorsa T ye büzülebilir dönüşüm denir. Bu tanımlardan her büzülme dönüşümünün 

büzülebilir, büzülebilir dönüşümün de genişlemeyen dönüşüm olduğu açıktır (Goebel & 

Kirk, 1990). 

 

Örnek 2.16 𝑋 = [0,∞) kümesi 𝑑 alışılmış metriği ile verilsin.  𝑇: 𝑋 → 𝑋 fonksiyonu 

𝑇𝑥 =
𝑥

5
 ile tanımlansın. Bu durumda her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için, 

𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) =
1

5
𝑑(𝑥, 𝑦)  

olduğundan T bir Lipschitz dönüşümüdür ve 𝐿 =
1

5
< 1 olması nedeniyle T bir büzülme 

dönüşümüdür (Goebel ve Kirk, 1990). 

 

Teorem 2.8 (Banach Sabit Nokta Teoremi) (𝑋, 𝑑) bir tam metrik uzay ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋, 𝐿 

Lipschitz sabitine sahip bir büzülme dönüşümü olsun. Bu durumda 𝑇 bir tek 𝑧 ∈ 𝑋 sabit 

noktasına sahiptir. Üstelik, herhangi bir 𝑥0 ∈ 𝑋 için {𝑇𝑛𝑥0} dizisi 𝑧 ∈ 𝑋 noktasına 

yakınsar ve 

𝑑(𝑇𝑛𝑥0, 𝑧) ≤
𝐿𝑛

1−𝐿
𝑑(𝑇𝑥0, 𝑥0)  

eşitsizliği sağlanır (Banach, 1922). 

2.3 b-Metrik Uzayı 

Tanım 2.21 𝑋 boş olmayan bir küme ve 𝑠 ≥ 1 olsun. 𝑑: 𝑋𝑥𝑋 → ℝ+ fonksiyonu aşağıdaki 

şartları sağlıyorsa 𝑑 ye 𝑋 üzerinde bir 𝑏-metrik ve  (𝑋, 𝑑) ikilisine de b-metrik uzay denir. 

i) 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 ⟺ 𝑥 = 𝑦; 

ii) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 𝑖ç𝑖𝑛  𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥);  
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iii) ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋  için 𝑑(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑠[𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑧)] (Czerwik, 1993). 

Örnek 2.17 0 < 𝑝 < 1 olmak üzere 𝑋 = 𝑙𝑝(ℝ) olsun. Burada 𝑙𝑝(ℝ) = {{𝑥𝑛} ⊂

ℝ:∑ |𝑥𝑛|
𝑝 < ∞}∞

𝑛=1  dir. 𝑑: 𝑋 × 𝑋 → ℝ+ fonksiyonu 𝑥 = {𝑥𝑛} ∈ 𝑙𝑝(ℝ) ve 𝑦 = {𝑦𝑛} ∈

𝑙𝑝(ℝ) olmak üzere 

𝑑(𝑥, 𝑦) = (∑|𝑥𝑛 − 𝑦𝑛|
𝑝

∞

𝑛=1

)

1/𝑝

 

ile tanımlansın. Bu takdirde (𝑋, 𝑑), 𝑠 = 21/𝑝 katsayısı ile bir b-metrik uzaydır (Berinde, 

1993). 

 

Örnek 2.18 0 < 𝑝 < 1 olmak üzere 𝑋 = 𝐿𝑝[0,1] olsun. Burada 𝐿𝑝[0,1] =

{𝑥(𝑡): ∫ |𝑥(𝑡)|𝑝 < ∞
1

0
, 𝑡 ∈ [0,1]} dir. 𝑑: 𝑋 × 𝑋 → ℝ+ fonksiyonu her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿𝑝[0,1] için 

𝑑(𝑥, 𝑦) = (∫ |𝑥(𝑡) − 𝑦(𝑡)|𝑝
1

0

𝑑𝑡)

1/𝑝

 

ile tanımlansın. Bu durumda (𝑋, 𝑑), 𝑠 = 21/𝑝 katsayısı ile bir b-metrik uzaydır (Berinde, 

1993). 

Yukarıdaki örnekler 𝑏-metrik uzayın, metrik uzay sınıfından daha geniş olduğunu 

gösterir. Çünkü 𝑠 = 1 alındığında b-metrik uzayı bir metrik uzay olur (Kamran ve ark., 

2017). 

 

Örnek 2.19 𝑋 = [0,1] olsun. 𝑑: 𝑋 × 𝑋 → ℝ+ fonksiyonu her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 𝑑(𝑥, 𝑦) =

|𝑥 − 𝑦|2  ile tanımlansın. Açık bir şekilde (𝑋, 𝑑), 𝑠 = 2 katsayısı ile bir b-metrik uzaydır, 

ancak bir metrik uzay değildir (Qawaqneh ve ark., 2019). 

 

 

Örnek 2.20 𝑋 = {0,1,2} olsun ve 𝑑 = 𝑋 × 𝑋 → ℝ+ fonksiyonu  

𝑑(0,1) = 1, 𝑑(0,2) =
1

2
, 𝑑(1,2) = 2, 

her 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑑(𝑥, 𝑥) = 0 ve her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥) ile tanımlansın. Bu 

takdirde, 𝑑(1,2) > 𝑑(1,0) + 𝑑(0,2) olduğundan 𝑑 bir metrik değildir. Ancak, 𝑠 ≥
4

3
 

katsayısı ile 𝑑 nin bir b-metrik olduğu açıktır (Afshari ve ark., 2020).  

 

Tanım 2.22 (𝑋, 𝑑) bir b-metrik uzay ve {𝑥𝑛}, 𝑋 de bir dizi olsun. Bu takdirde, {𝑥𝑛} 
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i) Cauchy dizisidir ancak ve ancak 𝑛,𝑚 → ∞ 𝑜𝑙𝑑𝑢ğ𝑢𝑛𝑑𝑎 𝑑(𝑥𝑛 , 𝑥𝑚) → 0 dır; 

ii) yakınsaktır ancak ve ancak 𝑛 → ∞  olduğunda 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) → 0 olacak şekilde bir 

𝑥 ∈ 𝑋 vardır (Czerwik, 1993). 

 

Tanım 2.23 (𝑋, 𝑑) bir b-metrik uzay olsun. Eğer 𝑋 deki her Cauchy dizisi bu uzaydaki 

bir noktaya yakınsıyor ise 𝑋 tamdır denir (Czerwik, 1993).  
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3. ARAŞTIRMA SONUÇLARI ve TARTIŞMA  

3.1 Genişletilmiş b-Metrik Uzay ve Banach Sabit Nokta Teoreminin Bu Uzaydaki 

Genişlemesi 

Tanım 3.1 𝑋 boş olmayan bir küme olsun ve 𝜃: 𝑋 × 𝑋 → [1,∞) verilsin, 𝑑𝜃: 𝑋 × 𝑋 →

ℝ+ fonksiyonu aşağıdaki şartları sağlıyorsa 𝑑𝜃 ya 𝑋 üzerinde genişletilmiş b-metrik 

(kısaca, 𝜃-metrik) ve (𝑋, 𝑑𝜃) ikilisine de genişletilmiş b-metrik uzay (kısaca, 𝜃-metrik 

uzay) denir (Kamran ve ark., 2017). 

i) 𝑑𝜃(𝑥, 𝑦) = 0 ⟺ 𝑥 = 𝑦; 

ii) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 𝑑𝜃(𝑥, 𝑦) = 𝑑𝜃(𝑦, 𝑥);  

iii) ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 için 𝑑𝜃(𝑥, 𝑧) ≤ 𝜃(𝑥, 𝑧)[𝑑𝜃(𝑥, 𝑦) + 𝑑𝜃(𝑦, 𝑧)]. 

Not: 𝑠 ≥ 1 için, eğer 𝜃(𝑥, 𝑦) = 𝑠  alınırsa b-metrik uzayı elde edilir (Kamran ve ark., 

2017). 

 

Örnek 3.1 𝑋 = {−1,1,2} kümesini göz önüne alalım, 𝑋 × 𝑋 üzerinde tanımlı 𝜃 

fonksiyonu 𝜃(𝑥, 𝑦) = |𝑥| + |𝑦| olsun. 𝑑𝜃 aşağıdaki gibi tanımlansın: 

𝑑𝜃(2,2) = 𝑑𝜃(1,1) = 𝑑𝜃(−1,−1) = 0, 

𝑑𝜃(1,2) =
1

2
= 𝑑𝜃(2,1) ve 

𝑑𝜃(1, −1) = 𝑑𝜃(−1,1) = 𝑑𝜃(2, −1) = 𝑑𝜃(−1,2) =
1

3
. 

O zaman 𝑑𝜃 nın Tanım 3.1 deki ilk iki şartı sağladığı açıktır. Son şartın 

sağlandığını göstermek için; her 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 için; 

𝑑𝜃(𝑥, 𝑧) ≤ 𝜃(𝑥, 𝑧)[𝑑𝜃(𝑥, 𝑦) + 𝑑𝜃(𝑦, 𝑧)] 

olduğunu göstermek gerekir. 

𝑑𝜃(1,2) =
1

2
≤ 3 [

1

3
+
1

3
] = 𝜃(1,2)[𝑑𝜃(1,−1) + 𝑑𝜃(−1,2)], 

𝑑𝜃(1, −1) =
1

3
≤ 2 [

1

2
+
1

3
] = 𝜃(1,−1)[𝑑𝜃(1,2) + 𝑑𝜃(2, −1)], 

𝑑𝜃(−1,2) =
1

3
≤ 3 [

1

3
+
1

2
] = 𝜃(−1,2)[𝑑𝜃(−1,1) + 𝑑𝜃(1,2)], 

olduğundan 𝑑𝜃 tanımın son şartını sağlar. Bu yüzden de (𝑋, 𝑑𝜃) bir 𝜃-metrik uzaydır 

(Shatanawi ve ark., 2018). 

 

Örnek 3.2 𝑋 = {1,2,3} olsun. 𝜃: 𝑋 × 𝑋 → [1,∞) ve 𝑑𝜃: 𝑋 × 𝑋 → ℝ+ fonksiyonları 

aşağıdaki gibi tanımlansın:  
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𝜃(𝑥, 𝑦) = 1 + 𝑥 + 𝑦, 

𝑑𝜃(1,1) = 𝑑𝜃(2,2) = 𝑑𝜃(3,3) = 0, 

𝑑𝜃(1,2) = 𝑑𝜃(2,1) = 80 , 𝑑𝜃(1,3) = 𝑑𝜃(3,1) = 1000, 𝑑𝜃(2,3) = 𝑑𝜃(3,2) = 600 

(Kamran ve ark., 2017). 

İspat: Tanım 3.1 deki ilk iki şartın sağladığı açıktır. Üçüncü şart için, 

𝑑𝜃(1,2) = 80, 𝜃(1,2)[𝑑𝜃(1,3) + 𝑑𝜃(3,2)] = 4(1000 + 600) = 6400, 

𝑑𝜃(1,3) = 1000, 𝜃(1,3)[𝑑𝜃(1,2) + 𝑑𝜃(2,3)] = 5(80 + 600) = 3400 

bulunur. Benzer hesaplamalar 𝑑𝜃(2,3) için de yapılabilir. Bu nedenle her 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 için 

𝑑𝜃(𝑥, 𝑧) ≤ 𝜃(𝑥, 𝑧)[𝑑𝜃(𝑥, 𝑦) + 𝑑𝜃(𝑦, 𝑧)] 

elde edilir. Dolayısıyla (𝑋, 𝑑𝜃) bir 𝜃-metrik uzaydır. 

Metrik uzaydaki yakınsaklık, Cauchy dizisi ve tamlık kavramları 𝜃-metrik 

uzayına genişletilebilir (Kamran ve ark., 2017). 

 

Tanım 3.2 (𝑋, 𝑑𝜃) bir 𝜃-metrik uzay ve {𝑥𝑛}, X de bir dizi olsun. 

i) Eğer ∀𝜀 > 0, ∃ 𝑛0 = 𝑛0(𝜀) ∈ ℕ sayısı vardır öyle ki her 𝑛 ≥ 𝑛0 için 

𝑑𝜃(𝑥𝑛, 𝑥) < 𝜀 ise {𝑥𝑛} dizisi 𝑥 ∈ 𝑋 e yakınsaktır denir ve lim
𝑛→∞

𝑑𝜃(𝑥𝑛, 𝑥) = 0 

ya da lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 ile gösterilir. 

ii) Eğer her 𝜀 > 0 ve her 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ için 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑛1 olduğunda 𝑑𝜃(𝑥𝑚, 𝑥𝑛) < 𝜀 

olacak şekilde bir 𝑛1 = 𝑛1(𝜀) ∈ ℕ sayısı varsa {𝑥𝑛} dizisine Cauchy dizisi 

denir (Kamran ve ark., 2017). 

Tanım 3.3 (𝑋, 𝑑𝜃) bir 𝜃-metrik uzay olsun. Eğer X deki her Cauchy dizisi X deki bir 

noktaya yakınsıyor ise X e tamdır denir (Kamran ve ark., 2017). 

 

Örnek 3.3 𝑋: 𝐶([𝑎, 𝑏], ℝ), [𝑎, 𝑏] üzerinde tanımlı tüm sürekli reel değerli fonksiyonların 

kümesi olsun. 𝜃: 𝑋 × 𝑋 → [1,∞) ve 𝑑𝜃: 𝑋 × 𝑋 → ℝ+ foksiyonları sırasıyla 𝜃(𝑥, 𝑦) =

|𝑥(𝑡)| + |𝑦(𝑡)| + 2 ve 𝑑𝜃(𝑥, 𝑦) = 𝑠𝑢𝑝𝑡∈[𝑎,𝑏]|𝑥(𝑡) − 𝑦(𝑡)|
2 ile tanımlansın. Bu takdirde, 

(𝑋, 𝑑𝜃) bir tam 𝜃-metrik uzaydır (Kamran ve ark., 2017). 

Genelde bir b-metrik sürekli bir fonksiyon olmadığı için 𝜃-metrik de sürekli 

değildir. 

 

Örnek 3.4 𝑋 = ℕ ∪∞ olsun ve 𝑑: 𝑋 × 𝑋 → ℝ+ fonksiyonu 
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𝑑(𝑥, 𝑦) =

{
 
 

 
 

0, 𝑚 = 𝑛 𝑖𝑠𝑒

|
1

𝑚
−
1

𝑛
| , 𝑚, 𝑛 ç𝑖𝑓𝑡  𝑦𝑎 𝑑𝑎 𝑚𝑛 = ∞ 𝑖𝑠𝑒

5, 𝑚, 𝑛 𝑡𝑒𝑘 𝑣𝑒 𝑚 ≠ 𝑛 𝑖𝑠𝑒
2, 𝑑𝑖ğ𝑒𝑟 𝑑𝑢𝑟𝑢𝑚𝑙𝑎𝑟𝑑𝑎

 

 ile tanımlansın. Bu takdirde (𝑋, 𝑑), 𝑠 = 3 sabitiyle bir b-metrik uzaydır fakat sürekli 

değildir. Gerçekten, her 𝑛 ∈ ℕ için {𝑥𝑛} = {2𝑛} dizisini göz önüne alalım. Bu takdirde,  

𝑙𝑖𝑚 
𝑛→∞

𝑑(2𝑛,∞) = 𝑙𝑖𝑚 
𝑛→∞

1

2𝑛
= 0, 

yani, 𝑥𝑛 → ∞ fakat 𝑑(𝑥𝑛, 1) = 2 ↛ 𝑑(∞, 1) = 1 (𝑛 → ∞) olduğundan 𝑑 sürekli değildir 

(Hussain ve ark., 2012). 

 

Lemma 3.1 (𝑋, 𝑑𝜃) bir tam 𝜃-metrik uzay olsun. Eğer 𝑑𝜃 sürekli ise her yakınsak dizinin 

bir tek limiti vardır (Kamran ve ark., 2017). 

İspat: {𝑥𝑛}, 𝑋 de bir dizi ve 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 noktaları {𝑥𝑛} dizisinin iki limiti olsun. 

Yani, lim
𝑛→∞

𝑑𝜃(𝑥𝑛, 𝑥) = 0 ve lim
𝑛→∞

𝑑𝜃(𝑥𝑛, 𝑦) = 0 olsun. Bu takdirde Tanım 3.10 daki (𝑖𝑖𝑖) 

şartından; 

 𝑑𝜃(𝑥, 𝑦) ≤ 𝜃(𝑥, 𝑦)[𝑑𝜃(𝑥, 𝑥𝑛) + 𝑑𝜃(𝑥𝑛, 𝑦)]  

yazılabilir. Yukarıdaki eşitsizlikte 𝑛 → ∞ için limit alınırsa,  𝑑𝜃(𝑥, 𝑦) = 0 ve bu yüzden 

de 𝑥 = 𝑦 elde edilir. Bu nedenle {𝑥𝑛} dizisi bir tek noktaya yakınsar. 

 

Teorem 3.1 𝑑𝜃 sürekli bir fonksiyon olmak üzere (𝑋, 𝑑𝜃) bir tam 𝜃-metrik uzay olsun. 

𝑇: 𝑋 → 𝑋 dönüşümü her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için  

𝑑𝜃(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝑘𝑑𝜃(𝑥, 𝑦)       (3.1) 

eşitsizliğini sağlasın. Burada 𝑘 ∈ [0,1) ve her 𝑥0 ∈ 𝑋  ve her 𝑛 ∈ ℕ için 𝑥𝑛 = 𝑇𝑛𝑥0 

olmak üzere 𝑙𝑖𝑚𝑛,𝑚→∞ 𝜃(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) <
1

𝑘
 dır. 

Bu takdirde 𝑇 nin bir tek sabit noktası 𝜉 dir. Ayrıca, her 𝑦 ∈ 𝑋 için 𝑇𝑛𝑦 → 𝜉 dir 

(Kamran ve ark., 2017). 

İspat: 𝑥0 ∈ 𝑋 keyfi bir nokta olmak üzere {𝑥𝑛} iterasyon dizisi 

𝑥𝑛 = 𝑇𝑥𝑛−1 = 𝑇
𝑛𝑥0  

ile tanımlansın. Bu takdirde (3.1) eşitsizliğini uygulayarak 

𝑑𝜃(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) ≤ 𝑘𝑛𝑑𝜃(𝑥0, 𝑥1)      (3.2) 

elde edilir. 𝑚 > 𝑛 için üçgen eşitsizliği ve (3.2) den 

𝑑𝜃(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) ≤ 𝜃(𝑥𝑛, 𝑥𝑚)𝑘
𝑛𝑑𝜃(𝑥0, 𝑥1) + 𝜃(𝑥𝑛, 𝑥𝑚)𝜃(𝑥𝑛+1, 𝑥𝑚)𝑘

𝑛+1𝑑𝜃(𝑥0, 𝑥1) + ⋯ 

   +𝜃(𝑥𝑛, 𝑥𝑚)𝜃(𝑥𝑛+1, 𝑥𝑚)𝜃(𝑥𝑛+2, 𝑥𝑚)…𝜃(𝑥𝑚−2, 𝑥𝑚)𝜃(𝑥𝑚−1, 𝑥𝑚)𝑘
𝑚−1𝑑𝜃(𝑥0, 𝑥1) 
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≤ 𝑑𝜃(𝑥0, 𝑥1)[𝜃(𝑥1, 𝑥𝑚)𝜃(𝑥2, 𝑥𝑚)…𝜃(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑚)𝜃(𝑥𝑛, 𝑥𝑚)𝑘
𝑛    

+  𝜃(𝑥1, 𝑥𝑚)𝜃(𝑥2, 𝑥𝑚)…𝜃(𝑥𝑛, 𝑥𝑚)𝜃(𝑥𝑛+1, 𝑥𝑚)𝑘
𝑛+1 +⋯

+  𝜃(𝑥1, 𝑥𝑚)𝜃(𝑥2, 𝑥𝑚)…𝜃(𝑥𝑛, 𝑥𝑚)𝜃(𝑥𝑛+1, 𝑥𝑚)…𝜃(𝑥𝑚−2, 𝑥𝑚)𝜃(𝑥𝑚−1, 𝑥𝑚)𝑘
𝑚−1] 

(3.3) yazılabilir. 

𝑙𝑖𝑚𝑛,𝑚→∞ 𝜃(𝑥𝑛+1, 𝑥𝑚)𝑘 < 1 olduğundan ∀ 𝑚 ∈ ℕ için  ∑ 𝑘𝑛∞
𝑛=1 ∏ 𝜃(𝑥𝑖, 𝑥𝑚)

𝑛
𝑖=1  

serisi oran testinden dolayı yakınsaktır. 

𝑆 = ∑𝑘𝑛∏𝜃(𝑥𝑖, 𝑥𝑚)

𝑛

𝑖=1

∞

𝑛=1

 𝑣𝑒  𝑆𝑛 =∑𝑘𝑗∏𝜃(𝑥𝑖, 𝑥𝑚)

𝑗

𝑖=1

𝑛

𝑗=1

 

olsun. Böylece 𝑚 > 𝑛 için (3.3) eşitsizliğinden 

𝑑𝜃(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) ≤ 𝑑𝜃(𝑥0, 𝑥1)[𝑆𝑚−1 − 𝑆𝑛] 

yazılabilir. Yukarıdaki eşitsizlikte 𝑚, 𝑛 → ∞ için limit alınırsa, 𝑙𝑖𝑚𝑛,𝑚→∞𝑑𝜃(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) =

0 elde edilir. Bu ise {𝑥𝑛} in bir Cauchy dizisi olduğunu gösterir. X tam olduğundan 𝑛 →

∞ için 𝑥𝑛 → 𝜉 olacak şekilde bir 𝜉 ∈ 𝑋 vardır. Dolayısıyla, üçgen eşitsizliği ve (3.1) den 

𝑑𝜃(𝑇𝜉, 𝜉) ≤ 𝜃(𝑇𝜉, 𝜉)[𝑑𝜃(𝑇𝜉, 𝑥𝑛) + 𝑑𝜃(𝑥𝑛, 𝜉)] 

      ≤ 𝜃(𝑇𝜉, 𝜉)[𝑘𝑑𝜃(𝜉, 𝑥𝑛−1) + 𝑑𝜃(𝑥𝑛, 𝜉)] 

yazılabilir. Yukarıda 𝑛 → ∞ için limit alınırsa, 𝑑𝜃(𝑇𝜉, 𝜉) = 0 ve bu yüzden 𝑇𝜉 = 𝜉 elde 

edilir. Sabit noktanın tekliği için 𝑥 ve 𝑦, 𝑇 nin farklı iki sabit noktası olsun. Bu durumda, 

𝑑𝜃(𝑥, 𝑦) = 𝑑𝜃(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝑘𝑑𝜃(𝑥, 𝑦)   

ve bu da 𝑑𝜃(𝑥, 𝑦) = 0 olmasını gerektirir. Dolayısıyla 𝑥 = 𝑦 elde edilir (Kamran ve ark., 

2017). 

Bu bölüm boyunca 𝑇: 𝑋 → 𝑋 dönüşümü ve 𝑥0 ∈ 𝑋 için, 𝒪(𝑥0) =

{𝑥0, 𝑇
2𝑥0, 𝑇

3𝑥0, … } kümesi 𝑥0 ın yörüngesini temsil eder (Kamran ve ark., 2017). 

 

Tanım 3.4 𝑇: 𝑋 → 𝑋 ve bazı 𝑥0 ∈ 𝑋 için 𝒪(𝑥0) = {𝑥0, 𝑇
2𝑥0, 𝑇

3𝑥0, … } kümesi 𝑥0 ın 

yörüngesi olsun. Bu takdirde 𝐺: 𝑋 → ℝ fonksiyonu, eğer {𝑥𝑛} ⊂  𝒪(𝑥0) ve 𝑥𝑛 → 𝑡 iken 

𝐺(𝑡) ≤ lim 𝑖𝑛𝑓𝑛→∞ 𝐺(𝑥𝑛) oluyorsa, 𝑡 ∈ 𝑋 de T-orbital alttan yarı-süreklidir denir 

(Kamran ve ark., 2017). 

 

Teorem 3.2 𝑑𝜃 sürekli bir fonksiyon olmak üzere (𝑋, 𝑑𝜃) bir tam 𝜃-metrik uzay ve 𝑥0 ∈

𝑋 olsun. 𝑇: 𝑋 → 𝑋 dönüşümü her 𝑦 ∈ 𝒪(𝑥0) için  

𝑑𝜃(𝑇𝑦, 𝑇
2𝑦) ≤ 𝑘𝑑𝜃(𝑦, T𝑦)       (3.4) 
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eşitsizliğini sağlasın. Burada 𝑘 ∈ [0,1) ve her 𝑥0 ∈ 𝑋  ve her 𝑛 ∈ ℕ için 𝑥𝑛 = 𝑇𝑛𝑥0 

olmak üzere 𝑙𝑖𝑚𝑛,𝑚→∞ 𝜃(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) <
1

𝑘
 dır. Bu takdirde 𝑛 → ∞ için 𝑇𝑛𝑥0 → 𝜉 ∈ 𝑋 dir. 

Ayrıca 𝜉, 𝑇 nin bir sabit noktasıdır ancak ve ancak 𝐺(𝑥) = 𝑑(𝑥, 𝑇𝑥) fonksiyonu 𝜉 

noktasında 𝑇-orbital alttan yarı-süreklidir (Kamran ve ark., 2017).  

 

İspat: 𝑥0 ∈ 𝑋 için {𝑥𝑛} iterasyon dizisi 

𝑥0, 𝑇𝑥0 = 𝑥1, 𝑥2 = T𝑥1 = 𝑇(T𝑥0) = 𝑇
2𝑥0, ... , 𝑥𝑛 = 𝑇𝑛𝑥0, ... 

şeklinde tanımlansın.  𝑦 = 𝑇𝑥0 için (3.4) eşitsizliği uygulanırsa  

𝑑𝜃(𝑇
𝑛𝑥0, 𝑇

𝑛+1𝑥0) = 𝑑𝜃(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) ≤ 𝑘𝑛𝑑𝜃(𝑥0, 𝑥1)   (3.5) 

elde edilir. 

Teorem 3.1 in ispatındaki aynı işlemler uygulanarak {𝑥𝑛} in bir Cauchy dizisi olduğu 

görülür. 𝑋 tam olduğundan 𝑥𝑛 = 𝑇
𝑛𝑥0 → 𝜉 olacak şekilde bir 𝜉 ∈ 𝑋 vardır. 

Kabul edelim ki 𝐺 fonksiyonu  𝜉 ∈ 𝑋 noktasında 𝑇-orbital alttan yarı-sürekli olsun. Bu 

takdirde, 

𝑑𝜃(𝜉, 𝑇𝜉) ≤ 𝑙𝑖𝑚 𝑖𝑛𝑓
𝑛→∞

𝑑𝜃(𝑇
𝑛𝑥0, 𝑇

𝑛+1𝑥0)     (3.6) 

                                ≤ 𝑙𝑖𝑚 𝑖𝑛𝑓
𝑛→∞

𝑘𝑛𝑑𝜃(𝑥0, 𝑥1) = 0     (3.7) 

olur ki bu ise 𝜉 nin 𝑇 nin bir sabit noktası olduğunu gösterir. 

Tersine 𝜉 = 𝑇𝜉 ve 𝑥𝑛 → 𝜉 olmak üzere 𝑥𝑛 ∈ 𝒪(𝑥) olsun. Bu takdirde, 

𝐺(𝜉) = 𝑑(𝜉, 𝑇𝜉) = 0 ≤ 𝑙𝑖𝑚 𝑖𝑛𝑓
𝑛→∞

𝐺(𝑥𝑛) = 𝑑(𝑇𝑛𝑥0, 𝑇
𝑛+1𝑥0)  (3.8) 

elde edilir ki bu da ispatı tamamlar (Kamran ve ark., 2017). 

 

Örnek 3.5 𝑋 = [0,∞) olsun. 𝜃: 𝑋 × 𝑋 → [1,∞) ve 𝑑𝜃(𝑥, 𝑦): 𝑋 × 𝑋 → ℝ+ fonksiyonları 

𝜃(𝑥, 𝑦) = 𝑥 + 𝑦 + 2 ve 𝑑𝜃(𝑥, 𝑦) = (𝑥 − 𝑦)2 ile tanımlansın. Bu takdirde 𝑑𝜃, X üzerinde 

bir tam 𝜃-metriktir. 𝑇: 𝑋 → 𝑋 fonksiyonu 𝑇𝑥 =
𝑥

2
 ile tanımlansın. Bu durumda, 

𝑑𝜃(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) = (
𝑥

2
−
𝑦

2
)
2

≤
1

3
(𝑥 − 𝑦)2 = 𝑘𝑑𝜃(𝑥, 𝑦)  

olur. Her 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑇𝑛𝑥 =
𝑥

2𝑛
 olduğundan  

lim
𝑚,𝑛→∞

𝜃(𝑇𝑚𝑥, 𝑇𝑛𝑥) = lim
𝑚,𝑛→∞

(
𝑥

2𝑚
+
𝑥

2𝑛
+ 2) < 3 

elde edilir. Böylece Teorem 3.1 in tüm şartları sağlandığından 𝑇 nin bir tek sabit noktası 

vardır (Kamran ve ark., 2017). 
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Örnek 3.6 𝑋 = [0,
1

4
] olsun. 𝜃: 𝑋 × 𝑋 → [1,∞) ve 𝑑𝜃(𝑥, 𝑦): 𝑋 × 𝑋 → ℝ+ fonksiyonları 

𝜃(𝑥, 𝑦) = 𝑥 + 𝑦 + 2 ve 𝑑𝜃(𝑥, 𝑦) = (𝑥 − 𝑦)2 ile tanımlansın. Bu takdirde 𝑑𝜃, X üzerinde 

bir tam 𝜃-metriktir. 𝑇: 𝑋 → 𝑋 fonksiyonu 𝑇𝑥 = 𝑥2 ile tanımlansın. Bu durumda, 

𝑑𝜃(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤
1

4
𝑑𝜃(𝑥, 𝑦)  

olur. Her 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑇𝑛𝑥 = 𝑥2𝑛 olduğundan 

lim
𝑚,𝑛→∞

𝜃(𝑇𝑚𝑥, 𝑇𝑛𝑥) < 4 

elde edilir. Teorem 3.1 in tüm şartları sağlandığından 𝑇 nin bir tek sabit noktası vardır 

(Kamran ve ark., 2017). 

3.2 Genişletilmiş b-Metrik Uzaylarda 𝜶-𝝍-Büzülme Dönüşümleri için Bazı Sabit 

Nokta Teoremleri 

Ψ aşağıdaki şartları sağlayan tüm 𝜓: [0,∞) → [0,∞) fonksiyonlarının bir kümesi 

olsun: 

i) 𝜓 azalandır; 

ii) ∀ 𝑡 > 0 için 𝜓𝑛, 𝜓 nin n. kuvveti olmak üzere ∑ 𝜓𝑛(𝑡) < ∞∞
𝑛=1  dır (Samet ve 

ark., 2012) 

Lemma 3.2 ∀𝑡 ∈ [0,∞) için 𝜓 ∈ Ψ ise 𝜓(𝑡) < 𝑡 dir (Shatanawi ve ark., 2018). 

İspat: Aksini kabul edelim. Yani, 𝜓 ∈ Ψ fakat bazı 𝑡0 > 0 için  𝜓(𝑡0) ≥ 𝑡0 olduğunu 

varsayalım. Bu takdirde 𝜓 azalmayan bir fonksiyon olduğundan her 𝑛 ∈ ℕ için 𝜓𝑛(𝑡0) ≥

𝑡0 olur. Dolayısıyla 𝜓𝑛(𝑡0) ↛ 0 ve ∑ 𝜓𝑛(𝑡0) ≮ ∞𝑛  olur ki bu da 𝜓 nin tanımıyla çelişir. 

Böylece her 𝑡 ∈ [0,∞) için 𝜓(𝑡) < 𝑡 dir. 

 

Tanım 3.5 X boş olmayan bir küme ve 𝜃: 𝑋 × 𝑋 → [1,∞) bir dönüşüm olsun. 

Ψ𝑠 aşağıdaki şartları sağlayan tüm 𝜓: [0,∞) → [0,∞) fonksiyonlarının bir kümesi olsun: 

i) 𝜓 azalandır;  

ii) {𝑥𝑛}𝑛=1
∞ , 𝑋 de herhangi bir dizi ve 𝜓𝑛, 𝜓 nin n. kuvveti olmak üzere, her 𝑡 > 0 ve 

her 𝑚 ∈ ℕ için ∑ 𝜓𝑛(𝑡)∏ 𝜃(𝑥𝑖 , 𝑥𝑚)
𝑛
𝑖=1

∞
𝑛=1 < ∞ dır (Shatanawi ve ark., 2018). 

Not: Eğer 𝜓 ∈ Ψ𝑠 ise ∀𝑡 > 0 için 𝜓𝑛(𝑡)∏ 𝜃(𝑛
𝑖=1 𝑥𝑖 , 𝑥𝑚) ≥ 𝜓𝑛(𝑡) olduğundan  

∑ 𝜓𝑛(𝑡) < ∞∞
𝑛=1  dır. Dolayısıyla Lemma 3.2 den 𝜓(𝑡) < 𝑡 dir (Shatanawi ve ark., 2018). 

 

Ayrıca aşağıdaki örnekte gösterildiği gibi Ψ𝑠 boş olmayan bir kümedir. 
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Örnek 3.7  

1) (𝑋, 𝑑𝜃), 𝜃-metrik uzayı Örnek 3.1 deki gibi tanımlansın. 𝑘 < 1 olmak üzere 𝜓(𝑡) =
𝑘𝑡

4
 

dönüşümü tanımlansın. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 𝜃(𝑥, 𝑦) ≤ 4 olduğu görülür. O zaman 

𝜓𝑛(𝑡)∏𝜃(𝑥𝑖 , 𝑥)

𝑛

𝑖=1

≤
𝑘𝑛𝑡

4𝑛
. 4𝑛 = 𝑘𝑛𝑡 

dir. Bu nedenle, 

∑𝜓𝑛(𝑡)∏𝜃(𝑥𝑖, 𝑥)

𝑛

𝑖=1

∞

𝑛=1

≤∑𝑘𝑛𝑡 < ∞

∞

𝑛=1

 

olur.  

2) 𝑋 = [1,∞) ve 𝜃(𝑥, 𝑦) = 1 +
1

1+𝑙𝑛(𝑥+𝑦)
 ile verilen (𝑋, 𝑑𝜃) 𝜃-metrik uzayını göz önüne 

alalım. 𝑘 < 1 olmak üzere 𝜓(𝑡) =
𝑘𝑡

2
 dönüşümü tanımlansın. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 1 +

1

1+𝑙𝑛(𝑥+𝑦)
≤ 2 olduğundan 𝜃(𝑥, 𝑦) ≤ 2 dir. Buradan, 

𝜓𝑛(𝑡)∏𝜃(

𝑛

𝑖=1

𝑥𝑖 , 𝑥) ≤
𝑘𝑛𝑡

2𝑛
. 2𝑛 = 𝑘𝑛𝑡 

olur. Bu nedenle, 

∑𝜓𝑛(𝑡)∏𝜃(𝑥𝑖, 𝑥)

𝑛

𝑖=1

∞

𝑛=1

< ∞ 

ve dolayısıyla Ψ𝑠 boş olmayan bir kümedir (Shatanawi ve ark., 2018). 

 

Tanım 3.6 (𝑋, 𝑑𝜃) bir 𝜃-metrik uzay olsun. Verilen bir T: 𝑋 → 𝑋 dönüşümü 𝛼: 𝑋 × 𝑋 →

[0,∞) ve 𝜓 ∈ Ψ𝑠 olmak üzere, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için  

𝛼(𝑥, 𝑦)𝑑𝜃(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝜓(𝑑𝜃(𝑥, 𝑦))      (3.9) 

eşitsizliğini sağlıyorsa, 𝑇 ye 𝛼-𝜓-büzülme dönüşümü denir. 

Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 𝛼(𝑥, 𝑦) ≥ 1 olduğunda 𝛼(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≥ 1 ise, 𝑇 ye 𝛼-geçişli bir 

dönüşüm denir (Shatanawi ve ark., 2018). 

 

Teorem 3.3 (𝑋, 𝑑𝜃) bir tam 𝜃-metrik uzay ve bazı 𝜓 ∈ Ψ𝑠 için T: 𝑋 → 𝑋 bir 𝛼-𝜓-

büzülme dönüşümü olsun. Kabul edelim ki aşağıdaki şartlar sağlansın: 

i) 𝑇, 𝛼-geçişlidir; 

ii) 𝛼(𝑥0, 𝑇𝑥0) ≥ 1 olacak şekilde bir 𝑥0 ∈ 𝑋 vardır; 

iii) 𝑇 süreklidir. 
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Bu takdirde, 𝑇 nin bir sabit noktası vardır. Ayrıca, her 𝑥 ∈ 𝐹(𝑇) için 𝛼(𝑥, 𝑧) ≥ 1 

olacak şekilde bir 𝑧 ∈ 𝑋 varsa, bu sabit nokta tektir (Shatanawi ve ark., 2018). 

İspat: 𝛼(𝑥0, 𝑇𝑥0) ≥ 1 olacak şekilde bir 𝑥0 ∈ 𝑋 mevcut olsun. 𝑥𝑛 = 𝑇𝑥𝑛−1 dizisi 

tanımlansın. Eğer 𝑥𝑛 = 𝑥𝑛+1 olacak şekilde bir n sayısı varsa, bu durumda 𝑥 = 𝑥𝑛 sabit 

noktası elde edilir. Kabul edelim ki her  𝑛 ∈ ℕ için 𝑥𝑛 ≠ 𝑥𝑛+1 olsun. Bu ise 

𝑑𝜃(𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛) > 0 olmasını gerektirir. Teoremin ikinci şartından, 𝛼(T𝑥0, 𝑇𝑥1) =

𝛼(𝑥1, 𝑥2) ≥ 1 dir. Her  𝑛 ∈ ℕ için tümevarım uygulandığında 𝛼(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) ≥ 1 elde 

edilir. Bu durumda, (3.9) büzülme şartı uygulanırsa 

𝑑𝜃(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) ≤ 𝛼(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛)𝑑𝜃(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) 

= 𝛼(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛)𝑑𝜃(𝑇𝑥𝑛−1, 𝑇𝑥𝑛) 

≤ 𝜓(𝑑𝜃(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛)) 

≤ 𝜓(𝛼(𝑥𝑛−2, 𝑥𝑛−1)𝑑𝜃(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛)) 

=  𝜓(𝛼(𝑥𝑛−2, 𝑥𝑛−1)𝑑𝜃(𝑇𝑥𝑛−2, 𝑇𝑥𝑛−1)) 

≤ 𝜓2(𝑑𝜃(𝑥𝑛−2, 𝑥𝑛−1) 

⋮ 

≤ 𝜓𝑛((𝑑𝜃(𝑥0, 𝑥1)) 

elde edilir. Böylece 𝑚 > 𝑛 olacak şekildeki her 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ için,  

𝑑𝜃(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) ≤ 𝜃(𝑥𝑛, 𝑥𝑚)[𝑑𝜃(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) + 𝑑𝜃(𝑥𝑛+1, 𝑥𝑚)] 

= 𝜃(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) 𝑑𝜃(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) +  𝜃(𝑥𝑛, 𝑥𝑚)𝑑𝜃(𝑥𝑛+1, 𝑥𝑚) 

≤ 𝜃(𝑥𝑛, 𝑥𝑚)𝜓
𝑛(𝑑𝜃(𝑥0, 𝑥1)) + 𝜃(𝑥𝑛, 𝑥𝑚)𝜃(𝑥𝑛+1, 𝑥𝑚)[𝑑𝜃(𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛+2) + 𝑑𝜃(𝑥𝑛+2, 𝑥𝑚)] 

≤ 𝜃(𝑥𝑛, 𝑥𝑚)𝜓
𝑛(𝑑𝜃(𝑥0, 𝑥1)) + 𝜃(𝑥𝑛, 𝑥𝑚)𝜃(𝑥𝑛+1, 𝑥𝑚)𝜓

𝑛+1(𝑑𝜃(𝑥0, 𝑥1))

+ 𝜃(𝑥𝑛, 𝑥𝑚)𝜃(𝑥𝑛+1, 𝑥𝑚)𝑑𝜃(𝑥𝑛+2, 𝑥𝑚) 

⋮ 

≤ 𝜓𝑛(𝑑𝜃(𝑥0, 𝑥1))𝜃(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) + 𝜓
𝑛+1(𝑑𝜃(𝑥0, 𝑥1))𝜃(𝑥𝑛, 𝑥𝑚)𝜃(𝑥𝑛+1, 𝑥𝑚) 

+⋯+ 𝜓𝑚−1(𝑑𝜃(𝑥0, 𝑥1))𝜃(𝑥𝑛, 𝑥𝑚)𝜃(𝑥𝑛+1, 𝑥𝑚)…  𝜃(𝑥𝑚−1, 𝑥𝑚) 

= ∑ 𝜓𝑗(𝑑𝜃(𝑥0, 𝑥1))

𝑚−1

𝑗=𝑛

∏𝜃(𝑥𝑖 , 𝑥𝑚)

𝑗

𝑖=𝑛

 

= ∑ 𝜓𝑗(𝑑𝜃(𝑥0, 𝑥1))

𝑚−1

𝑗=1

∏𝜃(𝑥𝑖 , 𝑥𝑚)

𝑗

𝑖=𝑛

−∑𝜓𝑗(𝑑𝜃(𝑥0, 𝑥1))

𝑛−1

𝑗=1

∏𝜃(𝑥𝑖, 𝑥𝑚)

𝑗

𝑖=𝑛

 

= 𝑆𝑚−1 − 𝑆𝑛−1 

olur ki burada 
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𝑆𝑚−1 = ∑ 𝜓𝑗(𝑑𝜃(𝑥0, 𝑥1))∏𝜃(𝑥𝑖, 𝑥𝑚)

𝑗

𝑖=𝑛

𝑚−1

𝑗=1

 

dir. 𝜓 ∈ Ψ𝑠 olduğundan dolayı da 

lim
𝑛,𝑚→∞

[𝑆𝑚−1 − 𝑆𝑛−1] = 0 

dır. Bu nedenle, {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  bir Cauchy dizisidir. (𝑋, 𝑑𝜃) uzayının tamlığından 𝑛 → ∞ için 

𝑥𝑛 → 𝑥 olacak şekilde bir 𝑥 ∈ 𝑋 vardır. 𝑇 dönüşümü sürekli olduğundan 𝑛 → ∞ için 

𝑥𝑛+1 = 𝑇𝑥𝑛 → 𝑇𝑥 olur. Bu yüzden de 

𝑑𝜃(𝑥, 𝑇𝑥) ≤ 𝜃(𝑥, 𝑇𝑥)[𝑑𝜃(𝑥, 𝑥𝑛+1) + 𝑑𝜃(𝑥𝑛+1, 𝑇𝑥)] 

ve 𝑛 → ∞ için yukarıda limit alınırsa,  

𝑑𝜃(𝑥, 𝑇𝑥) ≤ 𝜃(𝑥, 𝑇𝑥)[0 + 0] 

elde edilir. Bu nedenle 𝑥, 𝑇 nin bir sabit noktasıdır. Son olarak, sabit noktanın tek 

olduğunu gösterelim. 𝑇 nin 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑋 olmak üzere farklı iki tane sabit noktası olduğunu 

kabul edelim. Teoremin son hipotezinden 𝛼(𝑢, 𝑧) ≥ 1 ve 𝛼(𝑣, 𝑧) ≥ 1 olacak şekilde bir 

𝑧 ∈ 𝑋 vardır. 𝑇, 𝛼-geçişli olduğundan her 𝑛 ∈ ℕ için, 

𝛼(𝑇𝑛𝑢, 𝑇𝑛𝑧) = 𝛼(𝑢, 𝑇𝑛𝑧) ≥ 1 ve 𝛼(𝑇𝑛𝑣, 𝑇𝑛𝑧) = 𝛼(𝑣, 𝑇𝑛𝑧) ≥ 1  

olur. Dolayısıyla, 𝛼-𝜓-büzülme şartı uygulanarak, 

𝑑(𝑢, 𝑇𝑛𝑧) = 𝑑(𝑇𝑢, 𝑇(𝑇𝑛−1𝑧)) 

≤  𝛼(𝑢, 𝑇𝑛−1𝑧)𝑑(𝑇𝑢, 𝑇(𝑇𝑛−1𝑧)) 

≤  𝜓(𝑑(𝑢, 𝑇𝑛−1𝑧)) 

⋮ 

≤  𝜓𝑛(𝑑(𝑢, 𝑧)) 

elde edilir. 𝜓 ∈ Ψ𝑠 olduğundan {𝜓𝑛(𝑑(𝑢, 𝑧))} dizisi 0 a yakınsar. Bu nedenle 𝑇𝑛𝑧, u ya 

yakınsar. Benzer şekilde, 𝑇𝑛𝑧 nin v ye yakınsadığı da gösterilebilir. Limitin tek olma 

şartından 𝑢 = 𝑣 dir (Shatanawi ve ark., 2018). 

 

Örnek 3.8 (𝑋, 𝑑𝜃), 𝜃-metrik uzayı Örnek 3.1 deki gibi tanımlansın. 𝛼: 𝑋𝑥𝑋 → [0,∞) 

fonksiyonu 

𝛼(𝑥, 𝑦) = {
1, (𝑥, 𝑦) = (1,1) 𝑖𝑠𝑒
1

20
, (𝑥, 𝑦) ≠ (1,1) 𝑖𝑠𝑒

 

ile verilsin. 𝑋 = {−1,1,2} üzerinde 𝑇: 𝑋 → 𝑋 dönüşümü 𝑇(1) = 1, 𝑇(−1) = 2, 𝑇(2) =

1 ile tanımlansın ve her 𝑡 > 0 için  𝜓(𝑡) =
𝑡

8
 olsun. 𝑇 nin Teorem 3.3 ün şartlarını 
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sağladığını gösterelim. 𝑇 nin sürekli olduğu açıktır ve 𝑥0 = 1 için 𝛼(1, 𝑇(1)) =

𝛼(1,1) ≥ 1 olduğundan 𝑇, 𝛼-geçişlidir. Şimdi 𝑇 nin 𝛼-𝜓-büzülme dönüşümü olduğunu 

gösterelim. 𝛼(𝑥, 𝑦) = 𝛼(𝑦, 𝑥) olduğuna dikkat edilmelidir. 

Her  𝑥 ∈ 𝑋 için 𝛼(𝑥, 𝑥)𝑑𝜃(𝑇𝑥, 𝑇𝑥) = 0 ≤ 𝜓(𝑑𝜃(𝑥, 𝑥)) = 𝜓(0) = 0, 

 𝛼(1,2)𝑑𝜃(𝑇1, 𝑇2) =
1

20
𝑑𝜃(1,1) = 0 ≤ 𝜓(𝑑𝜃(1,2)) = 𝜓 (

1

2
) =

1

16
, 

𝛼(1,−1)𝑑𝜃(𝑇1, 𝑇 − 1) =
1

20
𝑑𝜃(1,2) =

1

40
≤ 𝜓(𝑑𝜃(1, −1)) = 𝜓 (

1

3
) =

1

24
, 

𝛼(2,−1)𝑑𝜃(𝑇2, 𝑇 − 1) =
1

20
𝑑𝜃(1,2) =

1

40
≤ 𝜓(𝑑𝜃(2, −1)) = 𝜓 (

1

3
) =

1

24
, 

olduğundan büzülme şartı sağlanır. Sonuç olarak, Teorem 3.3 ün tüm şartları 

sağlandığından 𝑇 nin bir tek 𝑥 = 1 sabit noktası vardır (Shatanawi ve ark., 2018). 

 

Sonuç 3.1 (𝑋, 𝑑𝜃) bir tam 𝜃-metrik uzay olsun ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 dönüşümü aşağıdaki şartları 

sağlasın: 

i) 𝑇 süreklidir; 

ii) her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 𝑑𝜃(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝜓(𝑑𝜃(𝑥, 𝑦)) olacak şekilde 𝜓 ∈ Ψ𝑠 vardır. 

O zaman, 𝑇 nin bir tek sabit noktası vardır (Shatanawi ve ark., 2018). 

İspat: 𝛼: 𝑋 × 𝑋 → ℝ+ fonksiyonu 𝛼(𝑥, 𝑦) = 1 eşitliği ile tanımlansın. Bu takdirde 𝑇, 𝛼-

geçişlidir. Dahası, Teorem 3.3 ün tüm şartları sağlandığından 𝑇 nin bir tek sabit noktası 

vardır. 

 

Sonuç 3.2 (𝑋, 𝑑𝜃) bir tam 𝜃-metrik uzay olsun ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 𝛼-geçişli dönüşümü 

aşağıdaki şartları sağlasın: 

i) 𝑇 süreklidir; 

ii) 𝛼(𝑥0, 𝑇𝑥0) ≥1 olacak şekilde bir 𝑥0 ∈ 𝑋 vardır; 

iii) 𝑋 deki her 𝑥𝑛𝑛=1
∞

 dizisi ve her 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑘 ∈ 0,1) vardır öyle ki 

∑ 𝑘𝑛∞
𝑛=1 ∏ 𝜃 (𝑥𝑖, 𝑥) < ∞ 

𝑛
𝑖=1  dır; 

iv) her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için, 𝛼(𝑥, 𝑦)𝑑𝜃(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝑘𝑑𝜃(𝑥, 𝑦) dir. 

Bu takdirde, 𝑇 nin bir sabit noktası vardır. Ayrıca, her 𝑥 ∈ 𝐹(𝑇) için 𝛼(𝑥, 𝑧) ≥ 1 

olacak şekilde bir 𝑧 ∈ 𝑋 varsa, bu sabit nokta tektir (Shatanawi ve ark., 2018). 

İspat: 𝜓:ℝ+ × ℝ+ → ℝ+ fonksiyonu 𝜓(𝑡) = 𝑘𝑡 ile tanımlansın. Bu durumda, 𝑇 

dönüşümü Teorem 3.3 ün tüm şartlarını sağladığından 𝑇 nin bir tek sabit noktası vardır. 
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Sonuç 3.3 (𝑋, 𝑑𝜃) bir tam 𝜃-metrik uzay olsun ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 𝛼-geçişli dönüşümü 

aşağıdaki şartları sağlasın: 

i) 𝑇 süreklidir; 

ii) 𝛼(𝑥0, 𝑇𝑥0) ≥1 olacak şekilde bir 𝑥0 ∈ 𝑋 vardır; 

iii)  𝑋 deki her 𝑥𝑛𝑛=1
∞

 dizisi ve her  𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑘 ∈ 0,1) vardır öyle ki 

𝑙𝑖𝑚𝑛→∞𝜃(𝑥𝑛, 𝑥) <
1

𝑘
 dır; 

iv) her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için, 𝛼(𝑥, 𝑦)𝑑𝜃(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝑘𝑑𝜃(𝑥, 𝑦) dir. 

Bu takdirde, 𝑇 nin bir sabit noktası vardır. Ayrıca, her 𝑥 ∈ 𝐹(𝑇) için 𝛼(𝑥, 𝑧) ≥ 1 

olacak şekilde bir 𝑧 ∈ 𝑋 varsa, bu sabit nokta tektir (Shatanawi ve ark., 2018). 

İspat: 𝑋 deki bir {𝑥𝑛} dizisini göz önüne alalım ve 𝑙𝑖𝑚𝑛→∞𝜃(𝑥𝑖, 𝑥) <
1

𝑘
 olacak şekilde 

bir 𝑥 ∈ 𝑋  mevcut olsun. Bu durumda, 

lim
𝑛→∞

∏ 𝜃(𝑥𝑖 , 𝑥𝑚)𝑘
𝑛+1𝑛+1

𝑖=1

∏ 𝜃(𝑥𝑖, 𝑥𝑚)𝑘𝑛
𝑛
𝑖=1

= lim
𝑛→∞

𝜃(𝑥𝑛+1, 𝑥𝑚)𝑘 < 1 

olduğuna dikkat ediniz. Böylece oran testinden, 𝑋 deki her 𝑥𝑛𝑛=1
∞

 dizisi ve her  𝑥 ∈ 𝑋 

için 

∑𝑘𝑛
∞

𝑛=1

∏𝜃 (𝑥𝑖, 𝑥) < ∞ 

𝑛

𝑖=1 

 

elde edilir. Dolayısıyla, 𝑇 dönüşümü Sonuç 3.2 nin tüm şartlarını sağladığından 𝑇 nin bir 

tek sabit noktası vardır. 

Aşağıdaki sonuç 𝜃(𝑥, 𝑦)= 𝑠 ≥ 1 sabit dönüşümü alınarak Teorem 3.3, Sonuç 3.1 

ve Sonuç 3.2 den elde edilir (Shatanawi ve ark., 2018). 

 

Sonuç 3.4 (𝑋, 𝑑) bir tam 𝑏-metrik uzay olsun ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 dönüşümü Teorem 3.3 ün tüm 

şartlarını sağlasın. Bu takdirde, 𝑇 nin bir tek sabit noktası vardır (Shatanawi ve ark., 

2018). 

 

Sonuç 3.5 (𝑋, 𝑑) bir tam 𝑏-metrik uzay olsun ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 dönüşümü aşağıdaki şartları 

sağlasın: 

i) 𝑇 süreklidir; 

ii) her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝜓(𝑑(𝑥, 𝑦)) olacak şekilde 𝜓 ∈ Ψ𝑠 vardır. 

Bu takdirde, 𝑇 nin bir tek sabit noktası vardır (Shatanawi ve ark., 2018). 
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Sonuç 3.6 (𝑋, 𝑑) bir tam 𝑏-metrik uzay olsun ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 𝛼-geçişli dönüşümü aşağıdaki 

şartları sağlasın: 

i) 𝑇 süreklidir; 

ii) 𝛼(𝑥0, 𝑇𝑥0) ≥1 olacak şekilde bir 𝑥0 ∈ 𝑋 vardır; 

iii) her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 𝛼(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝑘𝑑(𝑥, 𝑦) olacak şekilde bir 𝑘 ∈ [0,
1

𝑠
) 

vardır. 

Bu takdirde, 𝑇 nin bir sabit noktası vardır. Ayrıca, her 𝑥 ∈ 𝐹(𝑇) için 𝛼(𝑥, 𝑧) ≥ 1 

olacak şekilde bir 𝑧 ∈ 𝑋 varsa, bu sabit nokta tektir (Shatanawi ve ark., 2018). 

 

Not: Bir sonraki sonuçta 𝑇 dönüşümünün sürekliliği başka bir koşul ile değiştirilebilir. 

Tanım 3.7 (𝑋, 𝑑𝜃) bir 𝜃-metrik uzay ve {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  ; 𝑋 de her 𝑛 ∈ ℕ için 𝛼(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) ≥ 1 

ve lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 olacak şekilde bir dizi olsun. Bu durumda, her 𝑛 ∈ ℕ için 𝛼(𝑥𝑛, 𝑥) ≥ 1 

oluyorsa 𝑋 uzayına 𝛼-regülerdir denir (Shatanawi ve ark., 2018). 

 

Teorem 3.4 (𝑋, 𝑑𝜃) bir tam 𝜃-metrik uzay ve bazı 𝜓 ∈ Ψ𝑠 için 𝑇: 𝑋 → 𝑋 𝛼-𝜓-büzülme 

dönüşümü olsun. Kabul edelim ki aşağıdaki şartlar sağlansın: 

i) 𝑇, 𝛼-geçişlidir; 

ii) 𝛼(𝑥0, 𝑇𝑥0) ≥1 olacak şekilde bir 𝑥0 ∈ 𝑋 vardır; 

iii) X, 𝛼-regülerdir. 

Bu takdirde, 𝑇 nin bir sabit noktası vardır (Shatanawi ve ark., 2018). 

İspat: Sonucu ispatlamada, Teorem 3.3 ün ispatındaki aynı adımlar takip edilerek bir 𝑥 ∈

𝑋 noktasına yakınsayan bir {𝑥𝑛}𝑛=1
∞  dizisi oluşturulabilir. Ayrıca, elde edilen dizi her 𝑛 ∈

ℕ için 𝛼(𝑥𝑛,𝑥𝑛+1)≥1 özelliğine sahiptir. X in 𝛼-regüler özelliğinden dolayı da her 𝑛 ∈ ℕ 

için 𝛼(𝑥𝑛, 𝑥) ≥ 1 elde edilir. Son olarak 𝑥 noktasının 𝑇 nin bir sabit noktası olduğunu 

göstermeliyiz. Üçgen eşitsizliğinden, 

𝑑𝜃(𝑥, 𝑇𝑥) ≤ 𝜃(𝑥, 𝑇𝑥)[𝑑𝜃(𝑥, 𝑥𝑛+1) + 𝑑𝜃(𝑥𝑛+1, 𝑇𝑥)] 

 = 𝜃(𝑥, 𝑇𝑥)𝑑𝜃(𝑥, 𝑥𝑛+1) + 𝜃(𝑥, 𝑇𝑥)𝑑𝜃(𝑥𝑛+1, 𝑇𝑥) 

yazılabilir. {𝑥𝑛} dizisi 𝑥 noktasına yakınsadığından eşitsizliğin ilk terimi 

𝜃(𝑥, 𝑇𝑥)𝑑𝜃(𝑥, 𝑥𝑛+1), 0 a yakınsar. Ayrıca eşitsizliğin ikinci terimi de 

𝜃(𝑥, 𝑇𝑥)𝑑𝜃(𝑥𝑛+1, 𝑇𝑥) ≤ 𝜃(𝑥, 𝑇𝑥)𝑑𝜃(𝑇𝑥𝑛, 𝑇𝑥)𝛼(𝑥𝑛, 𝑥) 

                                          ≤  𝜃(𝑥, 𝑇𝑥)𝜓(𝑑𝜃(𝑥𝑛, 𝑥)) 
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                                         <  𝜃(𝑥, 𝑇𝑥)𝑑𝜃(𝑥𝑛, 𝑥) 

olacağından, 0 a yakınsar. Böylece 𝑑𝜃(𝑥, 𝑇𝑥) ≤ 0 ve bu yüzden 𝑥, 𝑇 nin bir sabit 

noktasıdır. 

Not: Teorem 3.4 de sabit noktanın tekliği Teorem 3.3 ün son şartı göz önüne alınarak 

ispatlanabilir. Teklik ispatı Teorem 3.3 dekine benzerdir. 

 

Sonuç 3.7 (𝑋, 𝑑𝜃) bir tam 𝜃-metrik uzay ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 bir dönüşüm olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 

için 𝑑𝜃(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝜓(𝑑𝜃(𝑥, 𝑦)) olacak şekilde 𝜓 ∈ Ψ𝑠 var ise, o zaman 𝑇 nin bir tek sabit 

noktası vardır (Shatanawi ve ark., 2018). 

İspat: Teorem 3.4 de 𝛼(𝑥, 𝑦) = 1 alınırsa ispat tamamlanır. 

 

Sonuç 3.8 (𝑋, 𝑑𝜃) bir tam 𝜃-metrik uzay olsun ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 𝛼-geçişli dönüşümü 

aşağıdaki şartları sağlasın: 

i) X, 𝛼-regülerdir; 

ii) 𝛼(𝑥0, 𝑇𝑥0) ≥1 olacak şekilde 𝑥0 ∈ 𝑋 vardır; 

iii) 𝑋 deki her 𝑥𝑛𝑛=1
∞

 dizisi ve her 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑘 ∈ 0,1) vardır öyle ki 

∑ 𝑘𝑛∞
𝑛=1 ∏ 𝜃 (𝑥𝑖, 𝑥) < ∞ 

𝑛
𝑖=1  dır; 

iv) her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için, 𝛼(𝑥, 𝑦)𝑑𝜃(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝑘𝑑𝜃(𝑥, 𝑦) dir. 

Bu takdirde, 𝑇 nin bir sabit noktası vardır. Ayrıca, her 𝑥 ∈ 𝐹(𝑇) için 𝛼(𝑥, 𝑧) ≥ 1 

olacak şekilde bir 𝑧 ∈ 𝑋 varsa, bu sabit nokta tektir (Shatanawi ve ark., 2018). 

 

Sonuç 3.9 (𝑋, 𝑑𝜃) bir tam 𝜃-metrik uzay olsun ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 𝛼-geçişli dönüşümü 

aşağıdaki şartları sağlasın: 

i) X, 𝛼-regülerdir; 

ii) 𝛼(𝑥0, 𝑇𝑥0) ≥1 olacak şekilde bir 𝑥0 ∈ 𝑋 vardır; 

iii)  𝑋 deki her 𝑥𝑛𝑛=1
∞

 dizisi ve her  𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑘 ∈ 0,1) vardır öyle ki 

𝑙𝑖𝑚𝑛→∞𝜃(𝑥𝑛, 𝑥) <
1

𝑘
 dır; 

iv) her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için, 𝛼(𝑥, 𝑦)𝑑𝜃(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝑘𝑑𝜃(𝑥, 𝑦) dir. 

Bu takdirde, 𝑇 nin bir sabit noktası vardır. Ayrıca, her 𝑥 ∈ 𝐹(𝑇) için 𝛼(𝑥, 𝑧) ≥ 1 

olacak şekilde bir 𝑧 ∈ 𝑋 varsa, bu sabit nokta tektir (Shatanawi ve ark., 2018). 

Aşağıdaki sonuç 𝜃(𝑥, 𝑦)= 𝑠 ≥ 1 sabit dönüşümü dikkate alınarak Teorem 3.4, 

Sonuç 3.7 ve Sonuç 3.8 den elde edilir (Shatanawi ve ark., 2018). 
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Sonuç 3.10 (𝑋, 𝑑) bir tam 𝑏-metrik uzay olsun ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 dönüşümü Teorem 3.4 ün 

tüm şartlarını sağlasın. Bu takdirde, 𝑇 nin bir tek sabit noktası vardır (Shatanawi ve ark., 

2018). 

 

Sonuç 3.11 (𝑋, 𝑑) bir tam 𝑏-metrik uzay olsun ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 dönüşümü aşağıdaki şartları 

sağlasın: 

i) X, 𝛼-regülerdir; 

ii) her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝜓(𝑑(𝑥, 𝑦)) olacak şekilde 𝜓 ∈ Ψ𝑠 vardır. 

Bu takdirde, 𝑇 nin bir tek sabit noktası vardır (Shatanawi ve ark., 2018). 

 

Sonuç 3.12 (𝑋, 𝑑) bir tam 𝑏-metrik uzay olsun ve 𝑇: 𝑋 → 𝑋 𝛼-geçişli dönüşümü 

aşağıdaki şartları sağlasın: 

i) X,  𝛼-regülerdir; 

ii) 𝛼(𝑥0, 𝑇𝑥0) ≥1 olacak şekilde bir 𝑥0 ∈ 𝑋 vardır; 

iii) her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 𝛼(𝑥, 𝑦)𝑑(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝑘𝑑(𝑥, 𝑦) olacak şekilde bir 𝑘 ∈ [0,
1

𝑠
) 

vardır. 

Bu takdirde, 𝑇 nin bir sabit noktası vardır. Ayrıca, her 𝑥 ∈ 𝐹(𝑇) için 𝛼(𝑥, 𝑧) ≥ 1 

olacak şekilde bir 𝑧 ∈ 𝑋 varsa, bu sabit nokta tektir (Shatanawi ve ark., 2018). 

3.3 Genişletilmiş Dikdörtgen b-Metrik Uzaylarda Sabit Nokta Teoremleri 

Tanım 3.8 𝑋 boş olmayan bir küme olsun. Bir 𝑟: 𝑋 × 𝑋 → ℝ+ fonksiyonu her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 

ve farklı her 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑋\{𝑥, 𝑦} için aşağıdaki şartları sağlıyorsa 𝑟 ye 𝑋 üzerinde bir 

dikdörtgen metrik ve (𝑋, 𝑟) ikilisine de dikdörtgen metrik uzay denir: 

i) 𝑟(𝑥, 𝑦) = 0 ⇔ 𝑥 = 𝑦, 

ii) 𝑟(𝑥, 𝑦) = 𝑟(𝑦, 𝑥), 

iii) 𝑟(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑟(𝑥, 𝑢) + 𝑟(𝑢, 𝑣) + 𝑟(𝑣, 𝑦) (Asim ve ark., 2019). 

 

Tanım 3.9 𝑋 boş olmayan bir küme ve 𝑠 ≥ 1 olsun. Bir 𝑟𝑏: 𝑋 × 𝑋 → ℝ+ fonksiyonu her 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ve farklı her 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑋\{𝑥, 𝑦} için aşağıdaki şartları sağlıyorsa 𝑟𝑏 ye 𝑋 üzerinde 

bir dikdörtgen metrik ve (𝑋, 𝑟𝑏) ikilisine de dikdörtgen b-metrik uzay denir: 

i) 𝑟𝑏(𝑥, 𝑦) = 0 ⇔ 𝑥 = 𝑦, 

ii) 𝑟𝑏(𝑥, 𝑦) = 𝑟𝑏 (𝑦, 𝑥), 
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iii) 𝑟𝑏(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑠[𝑟𝑏 (𝑥, 𝑢) + 𝑟𝑏 (𝑢, 𝑣) + 𝑟𝑏  (𝑣, 𝑦)] (Asim ve ark., 2019). 

 

Tanım 3.10 𝑋 boş olmayan bir küme ve 𝜔:𝑋 × 𝑋 → [1,∞) verilen bir dönüşüm olsun. 

Bir 𝑟𝜔: 𝑋 × 𝑋 → ℝ+fonksiyonu her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ve farklı her 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑋\{𝑥, 𝑦} için aşağıdaki 

şartları sağlıyorsa 𝑟𝜔 ye 𝑋 üzerinde bir genişletilmiş dikdörtgen b-metrik (kısaca, 𝜔-

metrik) ve (𝑋, 𝑟𝜔) ikilisine de genişletilmiş dikdörtgen b-metrik uzay (kısaca, 𝜔-metrik 

uzay) denir: 

i) 𝑟𝜔(𝑥, 𝑦) = 0 ⇔ 𝑥 = 𝑦, 

ii) 𝑟𝜔(𝑥, 𝑦) = 𝑟𝜔 (𝑦, 𝑥) , 

iii) 𝑟𝜔(𝑥, 𝑦) ≤ 𝜔(𝑥, 𝑦)[𝑟𝜔 (𝑥, 𝑢) + 𝑟𝜔 (𝑢, 𝑣) + 𝑟𝜔 (𝑣, 𝑦)] (Asim ve ark., 2019). 

 

Örnek 3.9 𝑋 = {1,2,3,4,5} olsun. 𝜔:𝑋 × 𝑋 → [1,∞) fonksiyonu her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 

𝜔(𝑥, 𝑦) = 𝑥 + 𝑦 + 1 ile tanımlansın. 

𝑟𝜔: 𝑋 × 𝑋 → ℝ+fonksiyonu; 

∀𝑥 ∈ 𝑋 𝑖ç𝑖𝑛 𝑟𝜔(𝑥, 𝑥) = 0,  

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 𝑖ç𝑖𝑛 𝑟𝜔(𝑥, 𝑦) = 𝑟𝜔 (𝑦, 𝑥), 

𝑟𝜔(1,3) = 𝑟𝜔(2,5) = 70, 𝑟𝜔(1,4) = 1000, 𝑟𝜔(1,5) = 1200, 

𝑟𝜔(1,2) = 𝑟𝜔(2,3) = 𝑟𝜔(3,4) = 60 ve 𝑟𝜔(3,5) = 𝑟𝜔(4,5) = 𝑟𝜔(2,4) = 400, 

ile tanımlansın. 

Şimdi 𝑟𝜔 nın 𝜔-metrik olduğunu gösterelim. Burada, Tanım 3.10 daki (𝑖) ve (𝑖𝑖) 

şartları kolayca gösterilebilir. Şimdi, 

 𝑟𝜔(1,5) = 1200, 𝜔(1,5)[ 𝑟𝜔(1,3) + 𝑟𝜔(3,2) + 𝑟𝜔(2,5)] = 7(70 + 60 + 70) = 1400 

ve  

𝑟𝜔(1,4) = 1000, 𝜔(1,4)[ 𝑟𝜔(1,2) + 𝑟𝜔(2,3) + 𝑟𝜔(3,4)] = 6(60 + 60 + 60) = 1080 

dır. Benzer şekilde diğer durumlar da kolayca gösterilebilir. Böylece her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ve 

farklı her 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑋\{𝑥, 𝑦} için,  

𝑟𝜔(𝑥, 𝑦) ≤ 𝜔(𝑥, 𝑦)[𝑟𝜔 (𝑥, 𝑢) + 𝑟𝜔 (𝑢, 𝑣) + 𝑟𝜔 (𝑣, 𝑦)] 

olduğundan (𝑖𝑖𝑖) şartı sağlanır. Dolayısıyla (𝑋, 𝑟𝜔) bir 𝜔-metrik uzaydır. 

 

Tanım 3.11  (𝑋, 𝑟𝜔)  𝜔-metrik uzayında bir {𝑥𝑛} dizisi; eğer lim
𝑛,𝑚→∞

𝑟𝜔(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) = 0 ise 

Cauchy dizisidir (Asim ve ark., 2019). 
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Tanım 3.12 (𝑋, 𝑟𝜔)  𝜔-metrik uzayında bir {𝑥𝑛} dizisi; lim
𝑛→∞

𝑟𝜔(𝑥𝑛, 𝑥) = 0 ise 𝑥 ∈ 𝑋 

noktasına yakınsar (Asim ve ark., 2019). 

 

Tanım 3.13 (𝑋, 𝑟𝜔)  bir 𝜔-metrik uzay olsun. Eğer X deki her Cauchy dizisi X deki bir 

noktaya yakınsıyor ise X tamdır denir (Asim ve ark., 2019). 

 

Lemma 3.3 (𝑋, 𝑟𝜔) bir 𝜔-metrik uzay ve {𝑥𝑛}, 𝑚 ≠ 𝑛 için 𝑥𝑛 ≠ 𝑥𝑚 olacak şekilde 𝑋 de 

bir Cauchy dizisi olsun. O zaman, {𝑥𝑛} en fazla bir noktaya yakınsar (Asim ve ark., 2019). 

İspat: {𝑥𝑛}, 𝑋 de bir dizi ve 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 noktaları {𝑥𝑛} dizisinin iki limiti olsun. 

Yani, lim
𝑛→∞

𝑟𝜔(𝑥𝑛, 𝑥) = 0 ve lim
𝑛→∞

𝑟𝜔(𝑥𝑛, 𝑦) = 0 olsun. 𝑚 ≠ 𝑛 için 𝑥𝑛 ≠ 𝑥𝑚 olacak 

şekildeki {𝑥𝑛} bir Cauchy dizisi olduğundan Tanım 3.10 daki (𝑖𝑖𝑖) şartından, 

 𝑟𝜔(𝑥, 𝑦) ≤ 𝜔(𝑥, 𝑦)[𝑟𝜔 (𝑥, 𝑥𝑛) + 𝑟𝜔 (𝑥𝑛, 𝑥𝑚) + 𝑟𝜔 (𝑥𝑚, 𝑦)]  

ve yukarıda 𝑛,𝑚 → ∞ için limit alınırsa 𝑟𝜔(𝑥, 𝑦) = 0 elde edilir. Bu yüzden de 𝑥 = 𝑦 

dir, yani, {𝑥𝑛} dizisi bir tek limit noktasında yakınsar. 

 

Tanım 3.14 (𝑋, 𝑟𝜔) bir 𝜔-metrik uzay olsun. Verilen bir 𝑓: 𝑋 → 𝑋 dönüşümü, 𝑥 ∈ 𝑋 ve 

𝑛 ∈ ℕ için 

 𝒪(𝑥; 𝑛) = {𝑥, 𝑓𝑥,… , 𝑓𝑛𝑥} ve 𝒪(𝑥;∞) = {𝑥, 𝑓𝑥, … , 𝑓𝑛𝑥, … } 

kümeleri tanımlansın. 𝒪(𝑥;∞) ya da kısaca  𝒪(𝑥) kümesi 𝑓 nin bir yörüngesi olarak 

adlandırılır (Asim ve ark., 2019). 

Bu bölüm boyunca, 𝑥 ∈ 𝑋 ve 𝑓: 𝑋 → 𝑋 dönüşümü için 𝒪(𝑥) =

{𝑥, 𝑓𝑥, … , 𝑓𝑛𝑥,… } yörüngesi dikkate alınacaktır. 

 

Tanım 3.15 (𝑋, 𝑟𝜔) bir 𝜔-metrik uzay olsun ve 𝑓: 𝑋 → 𝑋 dönüşümü verilsin. Eğer bazı 

𝑥 ∈ 𝑋 için lim
𝑘→∞

𝑓𝑛𝑘𝑥 = 𝑥 olduğunda lim
𝑘→∞

𝑓(𝑓𝑛𝑘𝑥) = 𝑓𝑥 sağlanıyorsa, 𝑓 ye yörüngesel 

süreklidir denir. Ayrıca, bazı 𝑥 ∈ 𝑋 için {𝑥, 𝑓𝑥, … , 𝑓𝑛𝑥,… } kümesinden elde edilen her 

Cauchy dizisi 𝑋 de yakınsak ise (𝑋, 𝑟𝜔) 𝑓-yörüngesel tamdır denir (Asim ve ark., 2019). 

 

Teorem 3.5 (𝑋, 𝑟𝜔) bir 𝜔-metrik uzay ve 𝑓: 𝑋 → 𝑋 bir dönüşüm olsun. Kabul edelim ki 

aşağıdaki koşullar sağlansın: 

i) 𝜆 ∈ [0,1) olmak üzere her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 𝑟𝜔(𝑓𝑥, 𝑓𝑦) ≤ 𝜆𝑟𝜔(𝑥, 𝑦), 

ii) lim
𝑛,𝑚→∞

𝜔(𝑥𝑛 , 𝑥𝑚) <
1

𝜆
 , 
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iii) (𝑋, 𝑟𝜔) 𝑓-yörüngesel tamdır, 

iv) 𝑓 yörüngesel süreklidir. 

Bu takdirde 𝑓 nin bir tek sabit noktası vardır (Asim ve ark., 2019). 

İspat: 𝑥0 ∈ 𝑋 başlangıç noktası ile bir {𝑥𝑛} iterasyon dizisi 

 𝑥1 = 𝑓𝑥0,   𝑥2 = 𝑓
2𝑥0,   𝑥3 = 𝑓3𝑥0, … ,   𝑥𝑛 = 𝑓

𝑛𝑥0, …  

şeklinde oluşturulsun. Şimdi lim
𝑛→∞

𝑟𝜔 (𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) = 0 olduğunu gösterelim. (i) şartında 

𝑥 = 𝑥𝑛 ve 𝑦 = 𝑥𝑛+1 olarak seçildiğinde, 

 𝑟𝜔(𝑓
𝑛𝑥0, 𝑓

𝑛+1𝑥0) = 𝑟𝜔(𝑓𝑥𝑛, 𝑓𝑥𝑛+1) 

   ≤  𝜆𝑟𝜔(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) 

   ≤  𝜆𝑛𝑟𝜔(𝑥0, 𝑥1), 

yazılabilir. Yukarıdaki eşitsizlikte 𝑛 → ∞ için limit alınırsa, 

 lim
𝑛→∞

𝑟𝜔(𝑓
𝑛𝑥0, 𝑓

𝑛+1𝑥0) = 0  

ve 

 lim
𝑛→∞

𝑟𝜔(𝑓
𝑛𝑥0, 𝑓

𝑛+2𝑥0) = 0 

elde edilir. 

Şimdi {𝑥𝑛} dizisinin (𝑋, 𝑟𝜔) de bir Cauchy dizisi olduğunu gösterelim. Bunun 

için aşağıdaki durumları inceleyelim: 

Durum 1. İlk olarak 𝑝 bir tek sayı, yani, her 𝑚 ≥ 1 için 𝑝 = 2𝑚 + 1 olsun. Şimdi her 

𝑛 ∈ ℕ için Tanım 3.10 daki (iii) kullanılarak, 

𝑟𝜔(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+2𝑚+1) ≤  𝜔(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+2𝑚+1)[𝑟𝜔 (𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) + 𝑟𝜔 (𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛+2) +

                                𝑟𝜔  (𝑥𝑛+2, 𝑥𝑛+2𝑚+1)]  

   ≤  𝜔(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+2𝑚+1)[𝜆
𝑛𝑟𝜔 (𝑥0, 𝑥1) + 𝜆

𝑛+1𝑟𝜔 (𝑥0, 𝑥1)] + 𝜔 (𝑥𝑛, 𝑥𝑛+2𝑚+1) ×

                     𝑟𝜔 (𝑥𝑛+2, 𝑥𝑛+2𝑚+1) 

 = 𝜔(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+2𝑚+1)(𝜆
𝑛 + 𝜆𝑛+1)𝑟𝜔 (𝑥0, 𝑥1) + 𝜔 (𝑥𝑛, 𝑥𝑛+2𝑚+1) ×

                     𝑟𝜔(𝑥𝑛+2, 𝑥𝑛+2𝑚+1) 

 ≤ 𝜔(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+2𝑚+1)(𝜆
𝑛 + 𝜆𝑛+1)𝑟𝜔 (𝑥0, 𝑥1) + 𝜔 (𝑥𝑛, 𝑥𝑛+2𝑚+1) ×

                   𝜔 (𝑥𝑛+2, 𝑥𝑛+2𝑚+1)(𝜆
𝑛+2 + 𝜆𝑛+3)𝑟𝜔 (𝑥0, 𝑥1) + ⋯+

                   𝜔 (𝑥𝑛, 𝑥𝑛+2𝑚+1)…𝜔 (𝑥𝑛+2𝑚−2, 𝑥𝑛+2𝑚+1)(𝜆
𝑛+2𝑚−2 + 𝜆𝑛+2𝑚−1) ×

                   𝑟𝜔 (𝑥0, 𝑥1) + 𝜔 (𝑥𝑛, 𝑥𝑛+2𝑚+1)…𝜔 (𝑥𝑛+2𝑚−2, 𝑥𝑛+2𝑚+1)𝜆
𝑛+2𝑚𝑟𝜔(𝑥0, 𝑥1) 
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= 𝜆𝑛(1 + 𝜆)𝑟𝜔 (𝑥0, 𝑥1) ∑ 𝜆2𝑖
𝑚−1

𝑖=0

∏𝜔(𝑥𝑛+2𝑗, 𝑥𝑛+2𝑚+1)

𝑖

𝑗=0

+ 𝜆𝑛+2𝑚∏𝜔(𝑥𝑛+2𝑗, 𝑥𝑛+2𝑚+1)

𝑚−1

𝑗=0

𝑟𝜔(𝑥0, 𝑥1), 

yazılabilir ve buradan 

  

∑ 𝜆2𝑖
𝑚−1

𝑖=0

∏𝜔(𝑥𝑛+2𝑗, 𝑥𝑛+2𝑚+1)

𝑖

𝑗=0

≤ ∑ 𝜆2𝑖
𝑚−1

𝑖=0

∏𝜔(𝑥2𝑗 , 𝑥𝑛+2𝑚+1)

𝑖

𝑗=0

 

elde edilir. 

(ii) koşuluna göre lim
𝑛,𝑚→∞

𝜔(𝑥𝑛, 𝑥𝑚)𝜆 < 1 olduğundan, oran testi kullanılarak, her 𝑚 ∈ ℕ 

için  ∑ 𝜆2𝑖∞
𝑖=0 ∏ 𝜔(𝑥2𝑗 , 𝑥𝑛+2𝑚+1)

𝑖
𝑗=0  serisinin yakınsak olduğu sonucuna varılır.  

𝑆 =∑𝜆2𝑖
∞

𝑖=0

∏𝜔(𝑥2𝑗 , 𝑥𝑛+2𝑚+1)

𝑖

𝑗=0

 

ve 

𝑆𝑛 =∑𝜆2𝑖
𝑛

𝑖=0

∏𝜔(𝑥2𝑗 , 𝑥𝑛+2𝑚+1)

𝑖

𝑗=0

 

olsun. Bu takdirde, yukarıdaki eşitsizliğinden  

  𝑟𝜔(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+2𝑚+1) ≤ 𝜆𝑛(1 + 𝜆)𝑟𝜔 (𝑥0, 𝑥1)[𝑆𝑚−1 − 𝑆𝑛−1] 

                                                    +𝜆𝑛+2𝑚∏𝜔(𝑥𝑛+2𝑗 , 𝑥𝑛+2𝑚+1)

𝑚−1

𝑗=0

𝑟𝜔(𝑥0, 𝑥1) 

elde edilir. Son eşitsizlikte 𝑛 → ∞ için limit alınırsa 𝑟𝜔(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+2𝑚+1) → 0 olur. 

Durum 2. İkinci olarak, 𝑝 bir çift sayı, yani, her 𝑚 ≥ 1 için 𝑝 = 2𝑚 olsun. O zaman,  

𝑟𝜔(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+2𝑚) ≤ 𝜔(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+2𝑚)[𝑟𝜔(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) + 𝑟𝜔(𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛+2) + 𝑟𝜔(𝑥𝑛+2, 𝑥𝑛+2𝑚)]  

 ≤  𝜔(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+2𝑚)[𝜆
𝑛𝑟𝜔(𝑥0, 𝑥1) + 𝜆

𝑛+1𝑟𝜔(𝑥0, 𝑥1)] + 𝜔(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+2𝑚) ×

                     𝑟𝜔(𝑥𝑛+2, 𝑥𝑛+2𝑚) 

 = 𝜔(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+2𝑚)(𝜆
𝑛 + 𝜆𝑛+1)𝑟𝜔 (𝑥0, 𝑥1) + 𝜔 (𝑥𝑛, 𝑥𝑛+2𝑚) 𝑟𝜔(𝑥𝑛+2, 𝑥𝑛+2𝑚) 

 ≤ 𝜔(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+2𝑚)(𝜆
𝑛 + 𝜆𝑛+1)𝑟𝜔 (𝑥0, 𝑥1) + 𝜔 (𝑥𝑛, 𝑥𝑛+2𝑚) ×

                   𝜔 (𝑥𝑛+2, 𝑥𝑛+2𝑚)(𝜆
𝑛+2 + 𝜆𝑛+3)𝑟𝜔 (𝑥0, 𝑥1) + ⋯+

                   𝜔 (𝑥𝑛, 𝑥𝑛+2𝑚)…𝜔 (𝑥𝑛+2𝑚−2, 𝑥𝑛+2𝑚)(𝜆
𝑛+2𝑚−2 + 𝜆𝑛+2𝑚−1)  𝑟𝜔 (𝑥0, 𝑥1) +

                   𝜔 (𝑥𝑛, 𝑥𝑛+2𝑚+1)…𝜔 (𝑥𝑛+2𝑚−2, 𝑥𝑛+2𝑚+1)𝜆
𝑛+2𝑚𝑟𝜔 (𝑥0, 𝑥1) 
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= 𝜆𝑛(1 + 𝜆)𝑟𝜔 (𝑥0, 𝑥1) ∑ 𝜆2𝑖
𝑚−1

𝑖=0

∏𝜔(𝑥𝑛+2𝑗, 𝑥𝑛+2𝑚)

𝑖

𝑗=0

+ 𝜆𝑛+2𝑚−2∏𝜔(𝑥𝑛+2𝑗 , 𝑥𝑛+2𝑚)

𝑚−1

𝑗=0

𝑟𝜔 (𝑥0, 𝑥2) 

dır ve bu yüzden 

  𝑟𝜔(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+2𝑚) ≤ 𝜆𝑛(1 + 𝜆)𝑟𝜔 (𝑥0, 𝑥1)[𝑆𝑚−1 − 𝑆𝑛−1]  

                                            +𝜆𝑛+2𝑚−2∏𝜔(𝑥𝑛+2𝑗, 𝑥𝑛+2𝑚)

𝑚−1

𝑗=0

𝑟𝜔 (𝑥0, 𝑥2) 

elde edilir. Son eşitsizlikte 𝑛 → ∞ için limit alındığında 𝑟𝜔(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+2𝑚) → 0 bulunur. Bu 

nedenle, her iki durumda da  

 lim
𝑛→∞

𝑟𝜔(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+𝑝) = 0 

olduğundan {𝑥𝑛}, (𝑋, 𝑟𝜔) uzayında bir Cauchy dizisidir. 𝑋, 𝑓-yörüngesel tam 

olduğundan, 𝑥𝑛 → 𝑥 olacak şekilde bir 𝑥 ∈ 𝑋 vardır. 𝑓 yörüngesel sürekli olduğu için de 

   𝑟𝜔(𝑓𝑥, 𝑥) ≤ 𝜔(𝑓𝑥, 𝑥)[ 𝑟𝜔(𝑓𝑥, 𝑥𝑛) + 𝑟𝜔(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) + 𝑟𝜔(𝑥𝑛+1, 𝑥)] 

    ≤ 𝜔(𝑓𝑥, 𝑥)[ 𝑟𝜔(𝑓𝑥, 𝑥𝑛) + 𝑟𝜔(𝑓𝑥𝑛−1, 𝑓𝑥𝑛) + 𝑟𝜔(𝑥𝑛+1, 𝑥)] 

    = 𝜔(𝑓𝑥, 𝑥)[ 𝑟𝜔(𝑓𝑥, 𝑥𝑛) + 𝜆𝑟𝜔(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) + 𝑟𝜔(𝑥𝑛+1, 𝑥)] 

olur. Son eşitsizlikte 𝑛 → ∞ için limit alınırsa, 

   𝑟𝜔(𝑓𝑥, 𝑥) ≤ 0 

ve bu yüzden de 𝑓𝑥 = 𝑥 dir. Dolayısıyla 𝑥, 𝑓 nin bir sabit noktasıdır. Lemma 3.3 den 

dolayı da {𝑥𝑛} dizisi tek bir 𝑥 ∈ 𝑋 noktasında yakınsar, yani sabit nokta bir tektir (Asim 

ve ark., 2019). 

 

Örnek 3.10 𝑋 = [0,1] olsun. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 𝑟𝜔(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦|
2 ve 𝜔(𝑥, 𝑦) = 𝑥 +

𝑦 + 3 olarak tanımlansın. Öyleyse, (𝑋, 𝑟𝜔) bir tam 𝜔-metrik uzaydır. 𝑓: 𝑋 → 𝑋 dönüşümü 

𝑓𝑥 =
𝑥

2
 ile tanımlansın. 

Teorem 3.5 in tüm şartlarının sağlandığı ve 𝑥 = 0 ın ilgili 𝑓 dönüşümün bir tek 

sabit noktası olduğu açıktır. 

 

Sonuç 3.13 (𝑋, 𝑟𝜔) bir 𝜔-metrik uzay ve 𝑓: 𝑋 → 𝑋 bir dönüşüm olsun. Kabul edelim ki 

aşağıdaki koşullar sağlansın: 

i) 𝜆 ∈ [0,1) olmak üzere her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 𝑟𝜔(𝑓𝑥, 𝑓𝑦) ≤ 𝜆𝑟𝜔(𝑥, 𝑦), 
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ii) lim
𝑛,𝑚→∞

𝜔(𝑥𝑛 , 𝑥𝑚) <
1

𝜆
 , 

iii) (𝑋, 𝑟𝜔) tamdır, 

iv) 𝑓 süreklidir. 

Bu takdirde 𝑓 nin bir tek sabit noktası vardır (Asim ve ark., 2019).  

Teorem 3.5 de her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 𝜔(𝑥, 𝑦) = 𝑠 ≥ 1 alındığında aşağıdaki sonuç 

elde edilir. 

 

Sonuç 3.14 (𝑋, 𝑟𝑏), 𝑠 ≥ 1 katsayısı ile bir dikdörtgen b-metrik uzay ve 𝑓: 𝑋 → 𝑋 bir 

dönüşüm olsun. Kabul edelim ki aşağıdaki koşullar sağlansın: 

i) 𝜆 ∈ [0,
1

𝑠
) olmak üzere her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 𝑟𝑏(𝑓𝑥, 𝑓𝑦) ≤ 𝜆𝑟𝑏(𝑥, 𝑦), 

ii) (𝑋, 𝑟𝑏), 𝑓-yörüngesel tamdır, 

iii) 𝑓 yörüngesel süreklidir. 

Bu takdirde 𝑓 nin bir tek sabit noktası vardır (Asim ve ark., 2019). 

Teorem 3.5 de her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 𝜔(𝑥, 𝑦) = 1 alındığında aşağıdaki sonuç elde 

edilir. 

 

Sonuç 3.15 (𝑋, 𝑟) bir dikdörtgen metrik uzay ve 𝑓: 𝑋 → 𝑋 bir dönüşüm olsun. Kabul 

edelim ki aşağıdaki koşullar sağlansın: 

i) 𝜆 ∈ [0,1) olmak üzere her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 𝑟(𝑓𝑥, 𝑓𝑦) ≤ 𝜆𝑟(𝑥, 𝑦), 

ii) (𝑋, 𝑟), 𝑓-yörüngesel tamdır, 

iii) 𝑓 yörüngesel süreklidir. 

Bu takdirde 𝑓 nin bir tek sabit noktası vardır (Asim ve ark., 2019). 
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4. SONUÇLAR ve ÖNERİLER 

4.1 Sonuçlar 

Bu çalışmada genişletilmiş b-metrik uzay ve genişletilmiş dikdörtgen b-metrik 

uzayların bazı topolojik özellikleri incelenerek bu uzaylarda tanımlanan dönüşümlerin 

hangi şartlar altında bir tek sabit noktaya sahip olabileceği ifade ve ispat edildi. 

Dönüşümün tanımlandığı kümeyi genelleştirerek ya da büzülme koşulunu zayıflatarak 

literatürde mevcut olan sonuçların nasıl geliştirilebileceği, hangi ek şartların ortaya çıktığı 

analiz edildi. 

4.2 Öneriler 

Gelecek çalışmalarda genişletilmiş b-metrik uzay ve genişletilmiş dikdörtgen b-

metrik uzay kavramları ya da bu uzaylarda ele alınan büzülme dönüşümleri 

genelleştirilerek ve daha zayıf şartlar sunularak yeni sonuçlar elde edilebilir. 
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