
T.C.
MUŞ ALPARSLAN ÜNİVERSİTESİ

FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ

KESİRLİ MERTEBEDEN FARK DİZİLERİNİN 0. DERECEDEN 

İSTATİSTİKSEL YAKINSAKLIĞI

Eren GÜLER

YÜKSEK LİSANS TEZİ

Matematik Anabilim Dalı

Haziran-2019
MUŞ

Her Hakkı Saklıdır



T.C.
MUŞ ALPARSLAN ÜNİVERSİTESİ

FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ

KESİRLİ MERTEBEDEN FARK DİZİLERİNİN p. DERECEDEN 
İSTATİSTİKSEL YAKINSAKLIĞI

Eren GÜLER

YÜKSEK LİSANS TEZİ
Matematik Anabilim Dalı

Danışman
Doç. Dr. Muhammed ÇINAR

Haziran-2019
MUŞ



TEZ KABUL VE ONAYI

Eren GÜLER tarafından hazırlanan “Kesirli Mertebeden Fark Dizilerinin /?. 
Dereceden İstatistiksel Yakınsaklığı ” adlı tez çalışması lR/.©fr2019 tarihinde aşağıdaki 
jüri üyeleri tarafından oy birliği / oy çokluğu ile Muş Alparslan Üniversitesi Fen 
Bilimleri Enstitüsü Matematik Anabilim Dalı’nda YÜKSEK LİSANS TEZİ olarak 
kabul edilmiştir.

Jüri Üyeleri

Başkan
Prof Dr. Sadulla JAFAROV
Muş Alparslan Üniversitesi, 
Eğitim Fakültesi, Matematik 
Eğitimi

Danışman
Doç. Dr. Muhammed ÇINAR
Muş Alparslan Üniversitesi, 
Eğitim Fakültesi, Matematik 
Eğitimi

Üye
Doç. Dr. Murat KARAKAŞ
Bitlis Eren Üniversitesi, Fen 
Edebiyat Fakültesi, Matematik 
Bölümü

Yukarıdaki sonuç; n L
Enstitü Yönetim Kurulu z/../.0.Q/.2QİÖTarih ve ./. J7..././1Y..... nolu kararı ile

onaylanmıştır.

Doç. Dr. Sedat BOZARI
FBE Müdürü



TEZ BİLDİRİMİ

Bu tezdeki bütün bilgilerin etik davranış ve akademik kurallar çerçevesinde elde 

edildiğini ve tez yazım kurallarına uygun olarak hazırlanan bu çalışmada bana ait 

olmayan her türlü ifade ve bilginin kaynağına eksiksiz atıf yapıldığını bildiririm.

DECLARATION PAGE

I hereby declare that ali information in this document has been obtained and 

presented in accordance with academic rules and ethical conduct. I also declare that, as 

required by these rules and conduct, I have fully cited and referenced ali material and 
results that are not original to this work.

Eren GÜLER

Tarih: 25/06/2019



ÖZET

YÜKSEK LİSANS TEZİ

KESİRLİ MERTEBEDEN FARK DİZİLERİNİN 0. DERECEDEN 

İSTATİSTİKSEL YAKINSAKLIĞI

Eren GÜLER

Muş Alparslan Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü 
Matematik Anabilim Dalı

Danışman: Doç. Dr. Muhammed ÇINAR

2019, 45 Sayfa

Jüri
Prof Dr. Sadulla JAFAROV 
Doç. Dr. Muhammed ÇINAR 
Doç. Dr. Murat KARAKAŞ

Bu tez çalışmasında; kesirli fark operatörleri yardımıyla tanımlanan bazı dizi uzayları ele alındı. 
Birinci bölümde; giriş bölümü verildi. İkinci bölümde; konu hakkında kaynak araştırması yapıldı. Üçüncü 
bölümde; çalışmada kullanılacak temel kavramlar, istatistiksel yakınsaklık ile ilgili tanım özellikler ve 
fark dizilerini ilgili tanım ve teoremler verildi. Dördüncü bölümün ilk kısmında kesirli mertebeden fark 
dizilerinin p. dereceden istatistiksel yakınsaklığın tanımı ve nın durumuna göre kapsama bağıntıları 
incelendi. İkinci kısımda ise kesirli mertebeden fark dizilerinin p. Dereceden istatistiksel yakınsaklığın 
tanımı verildi ve yine kapsama bağıntıları icelendi. Son bölümde ise sonuç ve öneriler verildi.

Anahtar Kelimeler: Cesâro toplanabilme, İstatistiksel yakınsaklık, Kesirli fark operatörü.
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ABSTRACT

MS THESIS

STATİSTİCAL CONVERGENCE OF ORDER 0. OF FRACTIONAL
DIFFERENCE SEQUENCES

Eren GÜLER

THE GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCE OF MUŞ 
ALPARSLAN UNIVERSITY

THE DEGREE OF MASTER OF SCIENCE IN MATHEMATICS SCIENCE

Advisor: Assoc. Prof. Dr. Muhammed ÇINAR

2019, 45 Pages

Jury
Prof. Dr. Sadulla JAFAROV

Assoc. Prof. Dr. Muhammed ÇINAR
Assoc. Prof. Dr. Murat KARAKAŞ

In this thesis; some array spaces identified with the help of fractional difference operators. In the 
first chapter; the introduction was given. In the second section; source research on the subject was done. 
In the third chapter; the basic concepts to be used in the study, the definition and theorems about 
statistical convergence and the related definitions and theorems were given. In the first part of the fourth 
chapter, the definition of statistical convergence of order 0 and the relation of inclusion according to the 
status of 0 were examined. In the second part of forth chapter the definition of ^-statistical convergence 
of order 0 was given and the relations of inclusion were examined.. In the last section, results and 
suggestions were given.

Keywords: Cesâro Summability, Fractional difference operator, Statistical convergence.
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ÖNSÖZ
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1. GİRİŞ

İstatistiksel yakınsaklık kavramı ilk kez Steinhaus (1949) tarafından 1949 

yılında bir konferansta verilmiştir. Daha sonra Fast (1951) tarafından ele alınan ve 

yoğunluk kavramına dayanan istatistiksel yakınsaklık kavramı ile ilgili pek çok alanda 

çalışmalar yapıldı. İstatistiksel yakınsak, istatistiksel Cauchy ve Cesaro toplanabilme 

kavramları arasındaki ilişki Schoenberg (1959), Salat (1980), Connor (1988), Fridy 

(1985), Fridy ve Orhan (1993), Rath ve Tripathy (1994), Nuray (2010), Savaş (2000) 

tarafından ve daha pek çok matematikçi tarafından çalışılmıştır.

X—istatistiksel yakınsaklık kavramı Mursaleen (2000) tarafından tanımlandı.

Fark dizi uzayı kavramı ilk olarak Kızmaz (1981) tarafından ortaya atıldı. Daha 

sonra Et ve Çolak (1995) tarafından genelleştirildi.

Baliarsingh (2013) tarafından kesirli fark operatörünü tanımlandı. Kesirli fark 

operatörünü kullanarak Baliarsingh ve Dutta (2015, 2016) yeni dizi uzayları 

tanımladılar ve bu uzayların duallerini hesapladılar. Daha sonra kesirli fark operatörleri 

Baliarsingh (2016), Kadak ve Baliarsingh (2015), Furkan (2017), Baliarsingh ve Kadak 

(2018) tarafından çalışıldı.

Beş bölümde oluşan tezimizin birinci bölümü giriş bölümü olarak 

düzenlenmiştir. İkinci bölümde literatürde var olan kaynaklar araştırılmış ve 

çalışmalardan bahsedilmiştir.

Üçüncü bölümünde, matematik alanında önemli ve bu çalışma için gerekli olan 

temel tanım, teorem, özellikleri ve kesirli mertebeden fark dizilerinin istatistiksel 

yakınsaklığı yer verilmiştir.

Dördüncü bölümde ise kesirli mertebeden fark dizilerinin fi. dereceden 

istatistiksel yakınsaklığı ve fi. dereceden X-istatistiksel yakınsaklığı ile ilgili tanım, 

teorem, özellikler ve detaylı bir şekilde ele alınarak incelenmiştir.

Beşinci bölüm olan son bölümde ise elde edilen sonuçlar özetlenmiş ve ilerideki 

çalışmalara kaynak teşkil edebilecek öneriler verilmiştir.
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2.KAYNAK  ARAŞTIRMASI

Doğal yoğunluk kavramı doğal sayılarda düşünülmüş ve Niven ve ark. (1980) 
tarafından

T (n) 1
S(T) = Hm = lim | {k <n; kE T} | (2.1)

şeklinde tanımlandı.

Doğal yoğunluk kavramına bağlı olarak istatistiksel yakınsaklık kavramı Fridy 

(1985) tarafından için x = (xk) dizisinin istatistiksel yakınsaklığı V e >0

1
lim — | {k <n ; | xk — l| > e} | = 0 (2.2)

n

şeklinde tanımlandı.

Connor (1988) tarafından Ces{ro toplanabilme ile istatistiksel yakınsaklık 

arasındaki ilişki incelendi.

Leindler (1965) tarafından De la Vallee-Poussin ortalamasını, In = [n—xn + 

1, n] olmak üzere 

tn( x) =
kEln

(2.3)

şeklinde tanımlandı. Buna bağlı olarak X-istatistiksel yakınsaklık kavramı Mursaleen 

(2000) tarafından,

V e >0 için x = (xk) dizisi

1
lim | (k <n : | xk — y | > e}| = 0 (2.4)
!’ xn

şeklinde tanımlandı.

Dereceli istatistiksel yakınsaklık kavramı ilk olarak Çolak (2010) tarafından 

çalışılmış ve x = (xk) dizisinin a. dereceden istatistiksel yakınsaklığı,
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V e >0 için
1

lim -| {k<n:\ xk-y | > e} |=0 (2.5)

şeklinde tanımlandı.

a. dereceden X-istatistiksel yakınsaklık kavramı Çolak ve Bektaş (2011)

tarafından çalışıldı. a. dereceden X-istatistiksel yakınsaklık 0 < a < 1 için

1
Zım - | (fc < n : 1 xfc-y 1 > e} |=0 
” xn

(2.6)

şeklinde tanımladı.

Fark dizileri ilk olarak Kızmaz (1981) tarafından Ax( = xf — xi+1 şeklinde 

tanımlandı. ZOT(A), c(A) ve c0 (A) dizi uzayları ve bu uzayların dualleri ve matris 

dönüşümleri çalışıldı.

Daha sonra Et ve Çolak (1995) fark dizisi kavramını genelleştirdi. Et ve Çolak 

genelleştirilmiş fark operatörünü,

As%f = A (As—1 xf — As—1 xm) (2.7)

şeklinde tanımladı. ZOT(AS), c(As) ve c0 (As) uzaylarını, bu uzayların duallerini ve

matris dönüşümlerini çalıştılar.

Kesirli fark operatörü ise Baliarsing (2013) tarafından, 

AaXj

OT

=2(—«fc
fc=0

r (a + 1 
fc! r(a —fc + 1) Xi+fc (2.8)

şeklinde tanımlandı. ZOT(Aa) , c (Aa) ve c0 (Aa) uzayları tanımlanıp bu uzayların dualleri 

incelendi.
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3. MATERYAL VE YÖNTEM

3.1. Temel Tanım ve Teoremler

Tanım 3.1. X 0 ve S reel veya kompleks sayılar cismi olsun.

+ :XxX ^X ve .: S AX^X

fonksiyonları aşağıdaki özellikleri sağlıyorsa X cümlesine S cismi üzerinde bir vektör 

uzayı ( lineer uzay ) adı verilir.

V x, y ve z E X ve V X , y ES için

L1. x + y = y + x

L2. (x + y) + z = x + (y + z)

L3. x + 0 = x olacak şekilde 0 EX vardır.

L4. Vx E X için x + (—x) = 0 olacak şekilde (—x) E X vardır.

L5. 1. x = x

L6. X (x + y) =X x + X y

L7. (a +jtt) x =X x + p.x

L8. X (px) = (a p.)x (Maddox , 1970)

Tanım 3.2. K bir cisim, X; K cismi üzerinde bir vektör uzayı ve V; X üzerinde reel 

değerli

V: X IR

fonksiyonu aşağıdaki özellikleri sağlıyorsa V fonksiyonuna X üzerinde bir norm (X , V) 

ikilisine K cismi üzerinde normlu uzay denir.

V x, y E X ve V aeK için;

N1. V(x) > 0 (x E X)

N2. V(x) = 0 x = 0 (x EX)

N3. V(a%) = | a |V(x) a E K

N4. V(x + y) < V(x) + V(y) (Jain, 1993)

Bu çalışma boyunca V normu yerine | | . | | ve (X , V) normlu uzay ifadesi yerine 

(X, | | . 11 ) ifadesini kullanacağız.

Tanım 3.3. ( X , | | . 11 ) bir normlu uzay olsun, X in elemanlarının bir (xn) dizisine

e >0 için pozitif N tamsayısı vardır öyle ki her n, m> N için | | xm — xn | | < e oluyorsa 

bir Cauchy dizisi denir. Diğer bir ifadeyle (xn) bir Cauchy dizisidir n. m iken 

I I xm — xn I I 0 dır. (Jain, 1993)
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Tanım 3.4. ( X , | | . |1 ) bir normlu uzay olsun, Xin elemanlarının bir (xn) dizisine eğer 

e >0 için pozitif N tamsayısı vardır öyleki her n>N için | | xn — x | | < e oluyorsa (xn) 

dizisi yakınsaktır denir. Diğer bir ifadeyle (xn~) dizisi x 6 X’e yakınsaktır n w 

iken | | xn — x| | 0 dır. (Jain, 1993)

Teorem 3.5. Bir X Banach uzayının bir Z alt uzayının tam olması için gerek ve yeter 

şart; Z uzayının X uzayında kapalı olmasıdır. (Kreyszig, 1978)

Tanım 3.6. Bir normlu uzaydaki her Cauchy dizisi yakınsak ise bu normlu uzaya 

Banach uzayı denir. (Kreyszig, 1978)

Tanım 3.7. X 0 ve d: X X X R fonksiyonu, aşağıdaki şartları sağlıyorsa d ye X de 

metrik veya uzaklık fonksiyonu (X, d) çiftine ise metrik uzay denir.

i. V x. y 6 X için, d (x, y) = 0 x = y

ii. V x. y6X için d (x, y) = d (y, x)

iii. V x. y 6 X için d(x, z) < d(x, y) + d (y, z)

Tanım 3.8. (X, d) bir metrik uzay ve (xn), X de bir dizi olsun.

lim d (xn, x) = 0

olacak şekilde bir x 6 X varsa (xn ), X de yakınsak ve x de dizinin limiti denir. (xn), X 

de yakınsak ve limiti x ise bu,

limn xn = x veya n w için xn x

sembollerinden biri ile ifade edilir. (xn) yakınsak değilse ıraksaktır.

Teorem 3.9. (X, d) bir metrik uzay, M c Xve M, M’nin kapanışını göstersin. Bu

durumda x 6 M olması için gerek ve yeter şart xn x olacak şekilde M’de bir (xn) 

dizisinin mevcut olmasıdır. (Kreyszig, 1978)

Tanım 3.10. (X, d) bir metrik uzay ve (xn), X de bir dizi olsun.

Ve >0 için m, n > n0 olduğunda

d ( xm, ) < &

olacak şekilde bir n0 = n0(E) sayısı varsa (xn ) dizisine bir Cauchy dizisi denir.(Jain 

ve Ahmad, 1993)

Bu çalışmada kompleks terimli tüm x = (xt) (i = 1,2,3,. . .) dizilerinin 

cümlesini w ile göstereceğiz.

w; x = (xt), y = (y?) ve a bir skaler olmak üzere,

x + y = (xt + yd ve ax = a(xi)

şeklinde tanımlanan işlemler ile bir lineer uzaydır.

Bu çalışmada sık sık kullanacağımız,
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ZOT = {% = (Xt); supixi < ot} 

sınırlı diziler uzayı,

c = {x = (xt );lim xt mevcut}i
yakınsak diziler uzayı ve

C0={x = (Xt );lim xf = 0}l
sıfır diziler uzayı,

I I X | | = sup, I Xt I 

normu ile birer Banach uzayıdır. (Maddox, 1970)
Fark dizileri ilk olarak Kızmaz (1981) tarafından çalışılmıştır.

lm sınırlı dizi uzayı, c yakınsak dizi uzayı, c0 sıfıra yakınsak dizi uzayı ve Axf = 

xi — +ı olmak üzere,

Zot(A) = {x = (xf); Ax e ZOT}

c(A) = {x = (%j); Ax e c}

Co(A) = {x = (xİ); Ax e Co}

uzayları Kızmaz (1981) tarafından tanımlanmıştır.

Tanım 3.11. s e N, x = (xz) reel ve kompleks terimli herhangi bir dizi,

A0%j = xf, Axt = xf — +1, Asxt = A(As—1%j), ve Asx = (Asxf) olmaküzere

i. As(Zot) = {x = (xf); Asx = (AsxJ e ZOT}

ii. As(c) = {x = (%j); Asx = (As%j) e c}

iii. As(co) = {x = (Xf); Asx = (Asxz) e Co} 

uzaylarını tanımlayalım ve s herhangi pozitif tamsayı olmak üzere,

Asxf S (— 1>r(_)
/ ^i+r

r =0

dir. As(Zot), As(c) ve As(c0 ) dizi uzayları aşikar olarak birer lineer uzaydır. (Et, 1995)

Teorem 3.12. As(Zot), As(c) ve As(c0 ) dizi uzayları,

II^Ha = T tal + I|asxHot
'fc=0

normu ile birer normlu uzaydır. (Et, 1995)

Teorem 3.13. (As(Zot), ||. ||a) bir Banach uzayıdır.

Teorem 3.14. (As(c), ||. ||a) bir Banach uzayıdır.

Teorem 3.15. (As(c0), ||. ||a) bir Banach uzayıdır.

Tanım 3.16. a e R ve <=0, 1,2,... için,

_ (a).(a—1).(a—2)...(a—n+1) 
H n!
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şeklinde tanımlanan sayılara binom katsayıları denir.

Eğer a ve b birer doğal sayı ise,

b < a
u!

Vb) (a — b)!b!

ve b > a

$ = 0

3.2. İstatistiksel Yakınsaklık

Bu bölümde istatistiksel yakınsaklık, Cesaro yakınsaklık ve özellikleri

incelenecektir.

T c N kümesi alındığında, T kümesinin eleman sayısı |T| şeklinde gösterilirve

T(n) = [{k<n;kE T}|

dir. Buna göre T kümesinin sırasıyla alt ve üst asimptotik yoğunluğu;
T(n) _ T(n)

S(T) = Hm inf----- , S (T) = Hm sup-------
n^m n n^m n

olarak verilir. dizisinin limitinin var olması durumunda , bu limite T kümesinin 
n

doğal yoğunluğu denir ve S (T) ile gösterilir. Yani,

S(T) = S(T) = S(T)

eşitliğinin sağlanması halinde Tc N kümesinin doğal yoğunluğu;

T(n) 1
S(T) = lim = lim |{k < n ; k E T}|

n^m n n^mn
dir.(Niven vd., 1980)

T indeks kümesini t1 < t2 < t3 ... artan dizi için düzenlersek,

T(n) T(n)
S(T) = lim inf , S (T) = lim sup

n^m n n^m n

dir ve §(T) = §_(tn) ve S(T) = S(tn) olduğu görülür. Burada alınan xt dizisi 

n = 1,2,3, ... için reel sayıların sonsuz dizisidir.

Tanım 3.17. x = (Xk) kompleks sayıların bir dizisi olsun. Eğer her s >0 için
1

lim |{k < n; !xk — l > e}| = 0
n^m n

yani h.h.k ( hemen her k ) için X — lj < s ise x = (xk) dizisi l sayısına istatistiksel 

yakınsaktır denir.
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İstatistiksel yakınsak dizilerin uzayı S ile gösterilir. I = 0 olması halinde S0 

yani sıfıra istatistiksel yakınsak dizilerin uzayı elde edilir.

x = (xfc) dizisinin l „ye istatistiksel yakınsak olması halinde S — limfc xk = l 

veya xk l(S) ile gösterilir. (Fridy, 1985)

Yakınsak her dizi açıkça görüleceği gibi istatistiksel yakınsaktır. Bunu 

göstermek için (xfc) x alalım. Bu durumda her e >0 için k > k0 iken | xk — x| < 

e olacak şekilde bir k0 EN vardır. Demek ki ancak k < k0 için | xk — x | > £ olur. 

Halbuki
11limn^m | {k <n ; | xk —l | > e} | < limn^m ^ = 0

dir.

n = 1,2,3,...

Fakat bunun tersi doğru değildir. Bunun için n = 1,2,3 ... olmak üzere

1 , k = n2
Xk "1 0 , ktn2

şeklinde tanımlanan x = (xk) dizisini göz önüne alalım. Her e >0 için

| {k <n; | xk | > e} | < | {k <n; | xk | ^ e} | </n

olduğundan,

1 /n
lim k{k < n; xk 0} | < lim I = 0n n

elde edilir. Bu S — limk x = 0 olması demektir.

Tanım 3.18. x = (xk) kompleks sayıların bir dizisi olsun, Eğer her e >0 için
1

limn^m | {k<n; | xk — xN | > e} |=0

yani h. h. k için | xk — xN | < e olacak şekilde bir N = N(e) doğal sayısı varsa x = (xk) 

dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir.

Tanım 3.19. x = (xk) kompleks sayıların bir dizisi olsun. Eğer
1 v n

lim— y xk = l
n n k=1

olacak şekilde bir l sayısı varsa x = (xk) dizisi l sayısına Cesaro yakınsaktır denir.

x = (xk) dizisi l sayısına Cesaro yakınsak ise (C, 1) — limx = l veya xk l((C, 1)) 

şeklinde yazılır. Cesaro yakınsak dizilerin uzayı

(C, 1) = { x = (xk) ; limn
K-ı n

xk — l| =0 en az bir l için }
>k=1

ile gösterilir.

Teorem 3.20. x = (xk) dizisi l sayısına yakınsak ise x = (xk) dizisi l sayısına Cesaro 

yakınsaktır.
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Teoremin tersi doğru değildir. Gerçekten (xn) = (1 + (—1)n) dizisi Cesaro 

yakınsaktır, fakat yakınsak değildir.

Teorem 3.21. p £ R , 0 < p < ot ve x = (xk) £ w kompleks terimli bir dizi olsun. 

(w kompleks terimli dizi uzayları)

i. xk l(wp) ise xk l(S) dir.
t

ii. x £ lOT ve xk l(S) ise xk l(wp} dir.

İspat i. x £ w ve £ >0 olsun. Buna göre,

£_|xfc—ip = l*fc — lp + \xk—l\P>£p\{k<n ; \xk — xN| > e}|
=1 1<k<n 1<k<n

\xk—l\<£ \xk—l\>s

elde edilir. Bu S — limk xk = l’dir.

ii. Sınırlı bir x = (xk) dizisi l sayısına istatistiksel yakınsak olsun ve K = 

İMİ» + M diyelim, £ > Overilsin. V n > Ns için Ne'u
1

1{k<" ; V' >(2İ —

olacak şekilde seçelim ve
1

Ln = {k<n ; \xk— l\>ffi

diyelim. Bu taktirde n > Ne için

1 n 1 1 n£ £\\xk—l\p =- (> \xk—l\p + > \xk—l\p) <-( -KP + n)
k=1 k£Ln k£Ln 2

£ £
< + = £2 2

elde edilir. Burada x = (xk) dizisi l sayısına kuvvetli p —Cesaro yakınsaktır.

Tanım 3.22. X = (Xn) pozitif sayıların azalmayan , sonsuza giden ve Xn+1<Xn + 

1, X1= 1 şartına sahip bir dizi olsun. Bu şekilde tanımlanan tüm X= (xn) dizilerinin 

kümesi A ile gösterilecektir.

K cNolsun. K’nın X —yoğunluğu, In = [n —Xn + 1, n] olmak üzere
1

SX(K~) = Um \{k £ In : k £ /<}\Xn

olarak tanımlanır. 5X(K) , Xn =n durumunda 5(K) doğal yoğunluğuna indirgenir. 

(Mursaleen, 2000)

Leindler (1965) tarafından genelleştirilmiş De la Vallee-Poussin ortalaması, 

In = [n —Xn + 1, n] olmak üzere,
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toplanabilirdir denir. Her nE N için Xn =n ise ( V,\) — toplanabilirlik (C, 1) —

tn(x) = T xk
Xn

kEln

şeklinde tanımlanmıştır.

Bir x = (xk) dizisi, iken tn(x) l ise l sayısına (V,x) —

toplanabilirliğe indirgenir. Sırasıyla l ye kuvvetli Cesaro toplanabilir ve kuvvetli

(7,\) — toplanabilir, yani xk l[C, 1] ve xk l[V,x] olan x = (xk) dizilerinin 

kümesi için
1

[C, 1] = {x = (xk) : limn^m-2k=11 xk — l| = 0, en az bir l için}
1

[7,x] = {x = (xk) : limn^m 2kEl | xk — l| =0, en az bir l için}XH n
yazılır.

Tanım 3.23. X —istatistiksel yakınsaklık kavramı Mursaleen (2000) tarafından 

aşağıdaki şekilde tanımlanmıştır.

V e >0 için
1

hm 1 {k E ln : 1 xk —l1 > e}| = 0xn

ise x = (xk) dizisi l’ye X —istatistiksel yakınsaktır denir. Tüm X — istatistiksel 

yakınsak dizilerin kümesi Sx ile gösterilir. Xn = n durumunda Sx’nın S denk olduğu 

açıktır.(Mursaleen, 2000)

Tanım 3.24. S N olmak üzere bir S kümesinin a. dereceden yoğunluğu, a E (0,1]

olmak üzere
1

Sa(S) = l{k<n:kE S}|na
şeklinde tanımlanır. Burada l{k < n : k E S}| ifadesi S kümesinin n’den büyük 

olmayan elemanlarının sayısını gösterir.(Çolak, 2010)

Eğer S (S) = 0 ise S kümesine sıfır a —yoğunluklu küme denir.

Tanım 3.25. x = (xk) kompleks terimli bir dizi olmak üzere, Ve >0 ve a E (0,1] için
1

limn^m ~!{k < n : !xk —/! > e}! = 0

olacak şekilde bir l sayısı varsa, x = (xk~) dizisi l sayısına a. dereceden istatistiksel 

yakınsaktır denir ve sta — limx = l şeklinde gösterilir.(Çolak, 2010)

a. Dereceden istatistiksel yakınsak dizilerin kümesini Sa ile göstereceğiz. l = 0 

olması halinda bu kümeyi Sq ile göstereceğiz.
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x = (xfc) , a ya göre sıfır yoğunluklu bir küme hariç diğer bütün fc lar için bir 

P(fc) özelliği sağlıyorsa, o zaman bu dizi a ya göre h.h k için P özelliğini sağlıyor denir 

ve h. h. k (a) şeklinde gösterilir.

N nin sonlu her alt kümesinin a —yoğunluğu sıfırdır ve Sa(Ec} = 1 — Sa(E) 

eşitliği 0 < a < 1 için genelde doğru değildir. Bu eşitlik sadece a = 1 için sağlanır. 

(Mursaleen, 2000)

Tanım 3.26. 0< a < 1 ve pER+ olsun. Eğer,
n

xk—l | p =0
fc=1

olacak şekilde bir l kompleks sayısı varsa, x = (xfc) dizisi a. dereceden p — kuvvetli 

Cesaro yakınsaktır denir. a. dereceden p — kuvvetli Cesaro yakınsak dizilerin kümesi 

[C, 1, p, a] ile gösterilir. Yani;
1

[C, 1, p, a] = {x = (xfc) : lim^—}k=11 %fc — l| p = 0, en az bir l için}

dir. (Mursaleen, 2000)

Tanım 3.27. XE A ve a E (0,1] olsun.In = [n — Xn + 1,n] ve X“, Xn nin a. kuvveti 

yani , Xa = ( X“) = ( X®, X%, x3, x4, ■■■, X“, ■■■) olmak üzere her e >0 için,

■n

# 1
lİ^n^m 1 { fc E In : 1 Xfc l 1 > £}1 0X

ise x = (xfc) dizisi l'ye a. dereceden X —istatistiksel yakınsaktır veya l'ye st“ 

yakınsaktır denir. a. dereceden X —istatistiksel yakınsak dizilerin kümesini S" ile 

göstereceğiz.( Çolak ve Bektaş, 2011 )

Bu durumda stX — limx = l veya Xfc l(stX) yazılır. Xn = n özel halindeS"

ile Sa uzayları birbirine denk olur.

Teorem 3.28. 0 < a < 1 ve x = (xfc), y = (yfc~) birer kompleks sayı dizileri olsunlar.

i. st® — limxfc = xQ ve c E C ise st® — limcxfc = cx0,

ii. st® — limXfc = x0 ve st£ — limyk = 70 ise st£ — lim(Xfc + yk) = x0 + 79

dır.(Çolak ve Bektaş, 2011)

Tanım 3.29. a >0 ve p E R+ olsun.

lim lxfc — W = 0a
fcEln

olacak şekilde bir l kompleks sayısı varsa, x = (xfc) dizisi a. dereceden p — kuvvetli 

(V, X ) yakınsaktır denir. a. dereceden p — kuvvetli (V,X) yakınsak dizilerin kümesini 

[V,X, p, a] ile gösterilir. yani;
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1
[V,X,p, a] ={x = (xk) : limn^m kEln | xk -l| p = 0,en az bir l için} dir.

(Çolak ve Bektaş, 2011)

3.3. Kesirli Fark Operatörü

r(p) gamma fonksiyonu ve p £ {0, — 1, -2, -3,. . .} olmak üzere,

m
r(p) = I e—ttp—1

0
dt (3.1)

fonksiyonuna gamma fonksiyonu denir.

Eşitlik (3.1)’den

i. p doğal sayı ise r(p + 1) = p!

ii. p herhangi bir reel sayı ve p £ {0, —1, —2,. . .} ise r(p + 1) = pr(p)

iii. Özel olarak r(1) = r(2) = 1, r(3) = 2! , r(4) = 3! . . .'dir.

w reel değerli dizilerin uzayı olsun, a bir reel sayı, x E w için Aa, A(a), A—a ve A(—a) 

fark operatörleri aşağıdaki gibi tanımlansın.

1.
m

(A“x,) = ^(—1)‘
k =0

r (a + 1 
k! r(a — k + 1) Xi+k

2.
m

(A (a)%f) =£ (—1) k
k=0

r (a + 1 
k! r(a — k + 1) Xi—k

3.
m

(A—aXi) =£ (—1) k
k=0

r (—a + 1 
k! r(—a — k + 1) Xi+k

4.
m

(A(—“ >x,) =£ (—1) ‘
k =0

r (—a + 1 
k! r(—a — k + 1) Xi—k

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.2 — 3.5)’te tanımlanan toplamların xew için yakınsak olduğu farz edeceğiz.
1

Özellikle a = için,

1 1 1 51
(A2 xt) — y _ ■y*' _ y _ y __ y __

= Xi 2 %f+1 8 %f+2 16 Xi+3 128 Xi +4

1 1 1 5(A^) — y _ y _ y _ y _ y _
= Xi 2 Xi—1 8 Xi—2 16 Xi—3 128 Xi—4
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_1 1 3 5 35
(A 2Xt) = Xt + -xi+1 + -xi+2 + — xi+3 + — xi+4 + -

1 3 5 35
(A( 2)Xi) = Xt + -Xt—1 + -Xt—2 + — Xt—3 + — Xt—4 — -

elde ederiz.( Baliarsingh ve Dutta, 2015) 

operatörleri aşağıdakiAa, A(a) , A-a ve A(-a) üçgensel matrislerle

gösterilebilir.

Aa = f(—1)
nî

i— n f(a + 1)
(i — n)! r (a + n — i + 1)

0

0 <n<i

Aa =

A(« ) = [(—1)
nî

A(a)=

A—a= (—1)
m

A—a=

-a

n—i

a(a-1)
2!

-a

n > i

- a(a - 1)(a - 2)

r (a + 1)

3! 
a(a -1)

2!
-a

•7

(n — i)! r (a + i —n + 1)
0

-a
a(a-1)

2! 
a(a-1)(a- 2)

-a

i— n

3!
a (a - 1)

2~

r (—a + 1)

-a

(i — n)! r (—a + n — i + 1)
0

0 <n<i

A(—a)((—L)n—i
?ü

a(a +1)
2!

a(a + 1)(a + 2)
3!

a(a +1)
2!
a

r (—a +1)
(n — i)! r (—a —n + i + 1)

0

0 < i <n

1

0

0

V

(
1

0

0

k

1

0

1

1

0 0

0 < i < n

0
i > n
7

1 0 0
1 0

1

7

n > i

a

1

0

a

1

7

i > n
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3! 2!

1 0 0 0
a 1 0 0

a(a +1) a 1 0
2!

a(a + 1)(a + 2) a(a +1) a 1

Aa ve A(a ) operatörlerinin genelleştirilmesinde aşağıdaki özel durumların içerildiğini 

gözlemleyebiliriz.

i. a = 1 ise Aa operatörü Kızmaz (1981) tarafından tanımlanan (Ax)i = 

xi — xi+ı operatörlerine indirgenir.

ii. a = m ise Aa operatörü Et veya Çolak (1995) tarafından tanımlanan 
rn
(A* )i =Ilk=o(—1)m(k~)xi+k operatörüne indirgenir.

iii. a =1 ise A(a') operatörü Malkowsky ve Parashar (1997) tarafından
(1) tanımlanan (AX )i =xi — xi-1 operatörüne indirgenir.

iv. a = m ise A(a) operatörü Malkowsky (1997) ve Et (2000) tarafından çalışılan 

(AXm))i =Lm=o(—1')k (*) Xi—k operatörüne indirgenir.

Teorem 3.30. xE ^Aa, A(a ), A-a ve A(— a)} için x: w^w operatörleri p 

üzerinde lineerdir. (Baliarsingh ve Dutta, 2015)

İspat. İspat açıktır.

Teorem 3.31. a ve p iki reel sayı ise;

i. Aa o A^ = A^ o Aa = Aa+/

ii. A(a)o A(?) = A(?) o A(a) = A(a+^)

İspat. i. a ,p > 0 için ve Teorem 3.3.1 ile,

A« (x,-^+1+ xk +2 -xt +3
2! 3!

, /(/- 1)(/- 2)(/- 3)
+ Xk +4 -■■■]4!



15

a (a — 1) a (a — 1) (a — 2)
xk ^xk+1 + Xk +2 Xk+3

olur.

2! K+2 3!
a (a — 1)(cr — 2)(a — 3 

+ xk +4------------Pxk+1 + fiaXk+24!
a (a — 1) a (a — 1) (a — 2)

+ P xk+3 — P xk +4

a (a — 1) (a — 2) (a — 3
+ P xk+5 +------4!

P (P — 1) a (a — 1) a (a — 1) (a — 2
+ ( xk +2 — axk+3 + xk +4 — xk+5

a (a — 1) (a — 2) (a — 3
+ xk+6 + —

a (a — 1 _
xk+3 — axk +4 + ’ xk+5

4!
P(P — W- 2)

3!

2! 3!

2!

a (a — 1) (a — 2) a (a — 1) (a — 2) (a — 3)
xk +6 +3! 4!

xk+7 + — )

a + p} (a + p — 1
= xk — (a + p) xk+1 + xk+2

2!
(a + P)(a + p — 1)(/z + p — 2)

3!

= Aa +?xk

xk+3 + —

A^oAa aynı yolla bulunur.

ii. A(a) o A()= At/!) o A(a)= A(a +?)

P (P — 1)A(a) ( Xk — pxk—1 + xk— 2 — p (P — 1) (P — 2
xk —3

, P (P — 1) (P — 2) (P — 3
+ xk —4 —

...)

2! 3!

4!
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a (a — 1) a (a — 1) (a — 2)
xk ^xk—1 + xk—2 xk—32! K—2 3!

a (a — 1)(cr — 2)(a — 3 
+ xk— 4----------- pxk—1 + fiaxk—2

4!
a (a — 1) a (a — 1) (a — 2)

+ P xk—3 — P xk— 42! K—3 r 3!
a (a — 1) (a — 2) (a — 3 

+ P xk—5 + 4!
a (a — 1) a (a — 1) (a—

xk—2 — axk—3 + Ti-----xk—4 —
, M — 1
+ 2!

a (a — 1) (a — 2) (a — 3)

2! 3! xk—5

4!
P(P — W- 2)

3!

+-

a (a — 1
xk—3 — axk—4 + ’ xk—5

xk—6

2!

a (a — 1) (a — 2) a (a — 1) (a — 2) (a — 3)
xk—6 +3! 4! %fc-7 +

a + 0) (a + P — 1
= xk — (a + xk—1 + xk—2

2!
(a + P)(a + fi — 1)(/z + fi — 2)

3!
= A(a )

xk 3

olur. A(^) o A(a ) aynı yolla bulunur.

Teorem 3.32. a bir reel sayı ise Id w’da birim operatör olmak üzere
a a a ai. A o A = A o A = Id

ii. A(a)o A(—a) = A(—a) o A(a) = İd (Baliarsingh ve Dutta, 2015)

İspat. (i) a >0 için ve Teorem 3.30’dan

a (a + 1) a (a + 1) (a + 2)
Aa I xk + axk+1 + xk+2 + xk+3

a (a + 1) (a + 2) (a + 3
+ xk +44!

+ -

2! 3!
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a (a — 1) a (a — 1) (a — 2)
xk &Xk+ı + Xk +2 Xk+3 + •••2! K+2 3!

a (a — 1) a (a — 1) (a — 2
+ a I xk+1 — axk+2 + xk+3 — xk +4 + •••2! 3!

a (a + 1) a (a — 1) a (a — 1) (a — 2
+ I xk +2 — axk+3 + xk +4 — xk+52! 2! 3!

+— ) + ••• = xk

olur.

â a o & a aynı yolla bulunur.

ii. A(a) o â(—a) = â(—a) o A(a)= Id

Teorem 3.33. a pozitif tam sayı, a ve x E w için

I. (â“x)t = (— 1)» (â<« >x)k +„

II. (â<“) x)k = (—1)“

„dır. (Baliarsingh ve Dutta, 2015) 

İspat. (i) Tümevarım prensibi ile teoremi ispatlayalım.

a = 1 ve x E w için,

(&x)k = xk— xk+1 = (—1) (xk+1 — xk) = (A(1)x)fc+1 

elde ederiz. Bu temel adımı tamamlıyor.

Farz edelim r doğal sayısı için teorem doğru olsun. Yani;

(ârx)t = (—1)r(âWxK +r

Şimdi ifademiz r+1 için doğru olduğunu gösterelim

(Ar+1 x)k =

= â((—1)r (A^>x))fcw

= (—1/ (A^ — (—1)r (â(r’x)t+r+1

= (~1)r+1 [(â^K +r+1 — (6.(r>x)k +r]

= (—1) r+1(â<r+ ur)tll.+1

elde ederiz.

Teorem 3.34. a herhangi bir reel sayı ve x E w için

(a+)j_1 = a (a + 1) (a + 2) ... (a + i — 1)

ve

(a—')i—1 = a (a — 1) (a — 2) ... (a — i — 1)

olmak üzere,
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((A“ -A / = 2xk + “ («+x-ı+ (-ıy(« x-ı 
ı - I ~Xk

elde ederiz. (Baliarsingh ve Dutta, 2015)

İspat. İspat tanımdan elde edilir.

x = (xk) ve y = (yk), w da iki dizi olsun. x ve y’nin çarpımını xy = (xkyk) 

gibi tanımlayalım. Şimdi zy’nin ileri ve geri farkını sırasıyla A (ry) = (xkyk — 

xk+ı Vk+1) ve A(1) (xy) = (xkyk — xk—1 yk—1) şeklinde tanımlayalım. Bu kısmın temel 

amacı a pozitif tamsayı olmak üzere xy çarpım dizisinin a’ıncı farkını bulmaktır. Bu 

yüzden aşağıdaki teoremleri ifade edelim.

Teorem 3.35. a = n bir pozitif tamsayı ve x, y 6 w olsun. O zaman

((An)%y)fc = xkAnyk + nAxkA,l~1yk+1 + A2xkAn~2yk+2 + ••• + Anxkyk+n 

olur. (. (Baliarsingh ve Dutta, 2015))

İspat. n doğal sayılar üzerinde tümevarım kullanacağız. n = 0 için sonuç açıktır ve 

n = 1 için çarpımların farkı iyi bilinen kurala indirgenir. Farz edelim ki n =1 ve 

x, y 6w olsun.

xkAyk + Axkyk+ı = xk(yk — yk+ (xk — xk+0 yk+ı = xkyk — xk+ıyk+ı

= (a W) ) k

elde ederiz. Farz edelim ki teorem, n = r için

(A(r)(xy)k) = (0)xkAryk + Q AxkAr—1 yk+ı + (2) A2xkAr—2yk+2 + -

+ Ç ) Arxkyk+r

olur. Şimdi, n = r + 1 için

( (Ar+1) xy ) k = (0) A (xkAryk) + Q A (AxkAr—ı yk+1)

+ (2) A(A2XkAr 2+2) +----- + (r) A+^

=( o)%fcAr+ı yk + [ ( o) + ( ı ) ] AxkAryk

+ [(o) + (1)] AXkAr ıyk+2 + ■■■ + [(r — 1) + O ArxkAVk +r + Ç) Ar+1xkyk +r+ı

= (r + 1) XkAr+1 yk + (r + 1) AxkAryk+1 + (r + 1) A2 xkAr 1yk+2 + - 

+ (r + 1) ArXkAyk+r + (2 + 1) Ar+1 +r+1

dır. Bu da ispatı tamamlar.
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3.4. Kesirli Mertebeden Fark Dizilerinin İstatistiksel Yakınsaklığı

Bu bölümde a kesirli mertebeden Aa —istatistiksel yakınsaklığın tanımını 

vereceğiz. Özellikle Aa —istatistiksel yakınsaklık istatistiksel yakınsaklığın pek çok 

özel durumunu içerir. Yani a = m E N olması durumunda Aa —istatistiksel 

yakınsaklık Et ve Nuray (2001) tarafından tanımlanan Am —istatistiksel yakınsaklığa 

indirgenir. a = 0 durumunda ise istatistiksel yakınsaklık elde edilir. Bu tez boyunca 

tüm istatistiksel yakınsak dizilerin uzayı S ile göstereceğiz.

Tanım 3.36. x = (xfc) bir dizi olsun. Ve >0 için,

K(e) = {k < n: | Aa(xk) — l1 > e}

kümesi sıfır asimptotik yoğunluğa sahip ise yani
1

lim — | {k < n: | Aa(xk) — l| > e} | = 0

ise x = (xk) dizisi l’ye Aa —istatistiksel yakınsaklıktır denir. Bu durumu xk 

l (Aa(S) ) ile göstereceğiz.(Baliarsingh ve ark., 2018)

Tüm Aa —istatistiksel yakınsak dizilerin kümesi Aa(S) ile göstereceğiz. 

Tanım 3.37. x = (xk) E w ve p pozitif bir reel sayı ve a uygun kesri verilsin.
n

lim — Sy' | Aaxk — l | p =0
n

k=1

olacak şekilde bir l kompleks sayısı varsa x = (xk) dizisine kuvvetli Ap-Cesaro 

toplanabilirdir denir. Bu dizilerin uzayı wp(Aa) ile gösterilir. Buna göre
1

wp(Aa) = {x = (xk) : limn^m Sfc=11 Aaxk—l | p = 0, en az bir l için}

dir. x = (xk) E wp(Aa) ile gösterilir. .(Baliarsingh ve ark., 2018)

Aa —istatistiksel yakınsak dizilere ilişkin bazı örnekler verelim.

Örnek 3.38. xk = | 1 k = n3
0 (aksi durumlar) n ’ ’ ’

şeklinde tanımlanan diziyi göz önüne alalım. Açıkça (xk) yakınsak değildir. Fakat sıfıra

istatistiksel yakınsaktır. Şimdi pozitif uygun bir a kesrini için

OT

Aa (xk) = —1) n
n =0

r (a + 1)
(n3 — k)! r (a — n3 + k + 1)

xn 3 (3.6)

elde ederiz.
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(3.6)’in terimleri asimtotik yakınsak olmasına rağmen seri ıraksaktır. Aa(xfc) 

istatistiksel yakınsak değildir.

Örnek 3.39. x = (xk~) bir dizi olsun

ile tanımlanan y = (yk) = Aa(xfc) dizisini göz önüne alalım. y = (yk) yakınsak değil

yfc = { 1 fc = n2
i n =12 3 4- (afcsi durumlar) ’ ’ ’
fc

fakat istatistiksel yakınsaktır. Aslında istatistiksel limiti sıfırdır. (Baliarsingh ve ark., 

2018)

Örnek 3.40. x = (xk~) bir dizi olsun.
1+ -1 k

% = (xfc) = { } , (xfc) dizisi sınırlıdır, yakınsakta değildir, aynı zamanda

istatistiksel yakınsak değildir. a uygun kesri için
2«-i

2«-i
( fc, çift) 
(fc, tek)

Aa (xk) dizisini elde ederiz. (Baliarsingh ve ark., 2018)

Açıkça Aa(xk) dizisi sınırlıdır, ne yakınsak nede istatistiksel yakınsak değildir.

Örnek 3.41. x = (xk) bir dizi olsun.

Vk fc = n2
^0 (aksi durumlar) ’ n = 0,1,2,3,...

şeklinde tanımlanan y = (yk) = Aax dizisini göz önüne alalım. yeS ve xeAa(S) fakat 

x £ Aa(lm) dır. (Baliarsingh ve ark., 2018)

Uyarı. a uygun bir kesir ve mEN olsun.

i. S ve Aa(S) birbirini içermezler. (Örnek: 3.38’e bakınız)

ii. Aa(lm) ve Aa(S) birbirlerini içermezler. (Örnek: 3.41’e bakınız)

iii. Aa(c) c Aa(S) ve bu kapsama kesindir. (Örnek: 3.45’e bakınız)

Teorem 3.42. 0 < p < ot ve a uygun bir kesir olsun.

xk l ÇAa(wp)j ise xk l(Aa(S)) „dir. .(Baliarsingh ve ark., 2018)

İspat. x = (xk) E l (Aa(wp) j ve £ >0 olsun.

n

| Aaxk — l| p > nsp > | {fc < n: | Aa(xk) — l1 > e} | sp (3.7)
fc=1

elde ederiz.
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(3.7) eşitsizliğinde n m limit alınırsa
n
11

lim | {k < n: | Aa(xfc) — l | > e} |ep < lim y | Aaxfc — l | p = 0 
n^mn n^mn

k=1

buradan xk l(&a(S)) olduğu görülür.

Teorem 3.43. x = (xk) bir dizi olsun. Eğer (xk) E &a(lm) ve (xk) l(&a(S)) ise

o zaman xk l (Aa(wp) j’dir .(Baliarsingh ve ark., 2018)

İspat. Farz edelim ki xEka(lm) ve xk l(&a(S)) olsun.
1

O zaman ha(xk) E lm ve n m iken | {k < n: | ha(xk) — 11 > e}| 0 olduğu 

açıktır. s >0 olsun n0 EN vardır. Öyleki Wn > n0 için £ °=11 xi | = l olmak üzere
1

(k < n: |A“(xfc) -t\> Ç£/2)p} E
< 2(| | &'x| | m + l)pn

dır. Dahası;

| ba(xk) — l| < I I | ba(xk) —l| | | ^<l + 11 &ax| | m = I I x11
ve

1
Ln={k<n: | &a(xk)—l | > (7 2) ’}

olmak üzere; Wn > n0 için
n
iy | &axk—l | p = 
n

k=1

— l | P
e | | z II %„\
2 11

1
< n

f 8
n— + n 

\ n

= E

böylece xk ^l\&a(wp)j ’dir.

Tanım 3.44. x = (xk) bir dizi olsun. s >0 ve V n > N için
1

{k < n: | âa(Xk) — &a(xN) | > e} | 0n
olacak şekilde bir N = N(e) varsa x = (xk) dizisi &a —istatistiksel Cauchy dizisidir.

.(Baliarsingh ve ark., 2018)

Örnek 3.45. x = (xk) bir dizi olsun ve 

*a(xk) =
1
k
0

k = n2
aksi durumlar ’

n = 1,2,3,...

şeklinde tanımlanan ha(xk) dizisini ele alalım.

&a(xk) = (1,0,0,1/4,0..... 1/n2 ...) 0
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açıktır.

n
11

I f< , (0 < p < 1) (3.8)

eşitsizliğinde n ot için limit alınırsa;

11
lim y | Aaxfc | p < lim = 0 n h^ot -J-n

k=1 v

elde ederiz.

Böylece x E Aa ( wp ) dir. Dahası x E &a(S)

n
1 ,■ 1baxk| p> - | {k<m | ba(xk)|>£} | 
n n

(3.9)
n n

k=1

(3.7) eşitsizliğinde n ot için limit alınırsak x E ha(S) dır. Dahası örnek 3.4.10’daki 

aynı diziyi alırsak (&axk) E lOT ve x E &a(S) olduğu açıktır. Böylece (0 < p < 

1) için x E wp) dir.

Teorem 3.46. x = (xk) dizisi &a —istatistiksel yakınsak bir dizi ise &a —istatistiksel 

Cauchy dizisidir. .(Baliarsingh ve ark., 2018)

İspat. Farz edelim ki s >0 ve xk ot l(b.a(S)) olsun. Hemen her k için (h.h. k)
E

I ba(xk)— l| <

ve N seçilirse o zaman
E

I Aa(xN) — l| <

sağlanır. Şimdi h.h.k için

I ba(xk) — ba(xN) | < | ba(xk) — l| + | ba(xN) — l| < e

elde ederiz. Böylece x = (xk) dizisi &a —istatistiksel Cauchy dizisidir.

Tanım 3.47. p = (pk) reel sayıların sınırlı kesin pozitif bir dizisi ve

0 < h = infpk <pk< suppk = H < ot

olsun. Tüm &p — Cesaro yakınsak dizilerin kümesini

ı n
&a(w; p) = {x = (xk) : Hm y | &a(xk) — l| Pk = 0, en az bir l için}

n^OT n £—1
k=1 
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ile tanımlayacağız. — Cesaro yakınsak dizilerin kümesini Aa(w; p) ile göstereceğiz. 

(Baliarsingh ve ark., 2018)

Teorem 3.48. a uygun kesri için Aa(w; p) c Aa(S) bağıntısı sağlanır.(Baliarsingh ve 

ark., 2018)

İspat. x = (xk) £ Aa(w; p) ve a >0 olsun

2# | Aa(xk) — l| olacak şekilde k <n üzerinde toplamı göstersin. Böylece

I Aa(xk)—l| p* > 1y| Aa(xk) — l| P*
n n

k=1 #

#

#

1 h> | {k < n: | Aa(xk) — l| > e} | Eh n
elde ederiz. n m için limit alırsak

n^mn n^mn
k=1

elde ederiz. Böylece x c Aa(S) ve Aa(w; p) c Aa(S) elde edilir.
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4. ARAŞTIRMA SONUÇLARI VE TARTIŞMA

4.1. Kesirli Mertebeden Fark Dizilerinin fi. Dereceden istatistiksel Yakınsaklığı

Bu bölümde kesirli mertebeden genelleştirilmiş fark dizilerinin fi. dereceden 

Aa — istatistiksel yakınsaklığı incelenecektir. Tüm fi. dereceden istatistiksel yakınsak, 

a mertebeden kesirli fark dizilerinin uzayı S^(Aa) ile göstereceğiz.

Tanım 4.1. x = (xk~) Gw ve 0< fi < 1 ve a uygun kesri verilsin. Eğer her £ > 0 

için

1
lim —r\{k < n: |A“(xfc) — > e}| = 0'ftP (4.1)

olacak şekilde böyle bir l kompleks sayısı varsa, o zaman (xk~) dizisi l'ye fi. dereceden 

A“ —istatistiksel yakınsaktır denir. (xfc) dizisinin l'ye fi. dereceden A“ —istatistiksel 

yakınsak olması halinde bunu (Aa) — limxk = l ile göstereceğiz. fi. dereceden 

Aa —istatistiksel yakınsak bütün dizilerin kümesi (Aa) ile gösterilecektir.

Sq (Aa), fi. dereceden sıfıra Aa —istatistiksel yakınsak dizilerin kümesini 

gösterecektir.

Teorem 4.2. 0< fi < 1 ve x = (xk), y = (yk) birer kompleks sayı dizileri ve a uygun 

kesri verilsin.

i. Eğer (Aa) — limxk = x0 ve c E C ise o zaman (Aa) — limcxk = cx0 dır.

ii. Eğer Sfi(Aa) — limxk = x0 ve Eğer (Aa) — limyk = y0 ise o zaman

(Aa) — lim(xk + yk) = Xo + yo

İspat. i. c = 0 için ispat açıktır. c 0 olsun. O zaman
11

■^\{k < n: \cAaxk —cx0\ > c}| = 
E

k<n:\Aaxk — %0\ >

eşitsizliğinden i'yi elde ederiz.
1

ii. — ^k < n: \Aa(xfc + yk) — (%0 + 70> e}\ <

\{k < n.\Aa(xk) — (X0> 2}| + ±\{k < n: ^yj — (70^}|

eşitsizliğinden ii' yi elde ederiz.
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Yakınsak her dizinin fi. dereceden Aa —istatistiksel yakınsak olduğu görmek 

kolaydır. Yani 0 < fi < 1 için c c S^(Aa) ' dır.

Tanım 4.3. 0< fi < 1 ve p E R + olsun ve a uygun kesri verilsin. Eğer,

1 V-1 nlim } | Aaxfc — l | p =0 (4.2)

böyle bir l kompleks sayısı varsa, o zaman x = (xk) dizisi fi. dereceden kuvvetli 

A" —Ces{ro toplanabilirdir denir. fi. dereceden kuvvetli A“ —Cesaro toplanabilirlik, 

fi = 1 için, kuvvetli A“ —Cesaro toplanabilirliğe indirgenir, fi. dereceden kuvvetli 

A" —Cesaro toplanabilir dizilerin uzayı Wp (Aa) ile gösterilir, yani

Wp (Aa) = { x = (xk) ; limn^m ^fiSfc=1|Aaxk — l|p = 0, en az bir l için} 

dir. Sıfıra fi. dereceden kuvvetli A“ —Cesaro toplanabilir dizilerin uzayı ise wfi(Aa) ile 

gösterilecektir.

Teorem 4.4. 0 < fi <y < 1 olsun. Bu durumda Sfi (Aa) Ç Sr(Aa) ve bazı fi < y'lar 

için bu kapsam kesindir.

İspat. 0< fi < y < 1 ve x E Sfi (Aa) olsun. O zaman her e >0 için
1 1

lim l{k < n: |Aa(xfc) —1| > e}| < lim |{fc < n: |Aa(xfc) — l| > e}| nY nfi

olur. Bu ise Sfi (Aa) Ç Sr(Aa) olduğunu verir. Bu kapsamın kesin olduğunu görmek 

için aşağıdaki örneği göz önüne alalım.

Örnek 4.5. x = (xk) bir dizi olsun

A(Xk^ = { 0 ktn2 U = 1,2,3,4 -

dizisini göz önüne alalım 1/2 < y < 1 için x E SY(Aa) fakat 0 < fi < 1/2 için 

x e Sfi(Aa) „dır.

Sonuç 4.6. Eğer 0 < fi < 1 için bir dizi l sayısına fi. dereceden Aa —istatistiksel 

yakınsak ise, o zaman bu dizi l ye Aa —istatistiksel yakınsaktır. Yani Sfi(Aa) Ç 

S(Aa)’dir.

Sonuç 4.7.

i. Sfi (Aa) = SY(Aa) olması için fi = y olmasıdır.

ii. Sfi (Aa) Ç S(Aa) olması için fi = 1 olmasıdır

Aşağıdaki teoremin ispatı tanımdan açıktır.
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Teorem 4.8. 0< fi < 1 ve x = (xk) dizisi l sayısına fi. dereceden Aa —istatistiksel 

yakınsak olsun. Bu durumda limAayk = l olacak şekilde x = (xk) dizisinin bir (yfc) 

alt dizisi vardır.

Teorem 4.9. 0< fi<y< 1 ve pER+ olsun. Bu durumda w? (Aa) Ç w? (Aa)'dir ve 

bazı fi < y'lar için bu kapsam kesindir.

İspat. x = (xk) E wp (Aa) olsun ve 0< fi < y < 1 verilsin. pER+ olmak üzere

1 v-1 n 1 Vnlim y \Aaxk — l\p < lim 5 \Aaxk—l\p
L-ıı:=1 n^rnn^^-ik =1

yazabiliriz. Bu da w? (Aa) Ç w? (Aa) olduğu verir. Bu kapsamın kesin olduğunu 

görmek için aşağıdaki örneği göz önüne alalım.

Örnek 4.10. x = (Xk) bir dizi olsun

= { 1 k = m2 m = 1,2,3 ...
k m2

ve p = 1 için x e wp (Aa) fakat 0 < fi < %dizisini göz önüne alalım. 1/2 < fi < 1 

için x wp (Aa)'dir.

Aşağıdaki sonuç teorem 4.10’un bir sonucudur.

Sonuç 4.11. 0< fi <y< 1 ve pER+ ve a uygun kesri verilsin. Bu durumda

i. wfi (Aa) = wp (Aa) olması için fi = y olmasıdır.

ii. V fi E (0,1] ve 0 < p < ot için w? (Aa) Ç wp(Aa)’dir.

Teorem 4.12. 0< fi < 1 ve 0< p < q < w olsun. Bu durumda (Aa) Ç wfi (Aa}

olur. Teorem 4.12’de fi = 1 alınırsa 0 < p < q < w için wq(Aa) Ç wp(Aa)

Teorem 4.13. 0< fi < y < 1 ve 0< p < w olsun. Eğer bir dizi l sayısına fi.

dereceden kuvvetli Ap —Cesaro toplanabilir ise bu durumda l'ye y. dereceden

Aa —istatistiksel yakınsaktır.

İspat. Herhangi bir x = (xk) dizisi ve a >0 için,
n
5 \ A“xk — l\ p > \ {k < n: \ Aaxk — l\ p > e} \ep

k=1

ve buradan

1 v-1 n 1lim 5 \ Aaxk—l \ p> \ {k < n: \ Aaxk—l \ p > e} \ ep
n^nfiLji(=1 nfi

1
> \ {k < n: \ Aaxk—l \ p > e} \ ep 
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elde edilir ve ispat tamamlanır.

Eğer Teorem 4.13 fi = y alırsak aşağıdaki sonucu elde ederiz.

Sonuç 4.14. 0< fi < 1 ve 0 < p < m olsun. Bir dizi l'ye fi. dereceden kuvvetli A“ — 

Cesaro toplanabilir ise bu durumda l'ye fi. dereceden Aa —istatistiksel yakınsaktır.

Bu sonuçta fi = 1 alınırsa bilinen l ye kuvvetli —Cesaro toplanabilir olan bir 

dizi l'ye Aa —istatistiksel yakınsaktır sonucu elde edilir. Ayrıca biliyoruz ki l'ye 

Aa —istatistiksel yakınsak olan sınırlı bir dizi l ye kuvvetli A“ —Cesaro toplanabilirdir. 

Sonuç 4.15. 0< fi < 1 ve pER+ olsun. Bu burumda w? (Aa) c S(Aa)’dir. Eğer 

0 < fi < 1 ise kapsam kesindir.

İspat. Sonuç 4.14 ve 4.6’dan w? (Aa) c S(Aa) olduğunu biliyoruz.

Örnek 4.16. x = (xk) bir dizi olsun

( 1 k = m3A“W = j -L k*m3 m =123 •••

Vfc

dizisini göz önüne alalım. 0< fi < % ve p = 1 için x £ w? (Aa) iken 1/3 < fi < % 

ve p = 1 için x E S? (Aa) — wfi(Aa)’dır.

4.2. Kesirli Mertebeden Fark Dizilerinin fi. Dereceden X-İstatistiksel Yakınsaklığı

Tanım 4.17. x=( xn) E A reel sayıların bir dizisi ve fi E (0,1] olsun.

In = [n —Xfi + 1,n] ve x^, Xfi in fi. kuvveti yani xfi = Çxfi ^=(xfi X ,x3 ,x4 , •••), 

a uygun bir kesir olmak üzere;

1
lim fi | {k E Ifi: | Aaxk —l| > £}| = 0 (4.3)

Xn

olacak şekilde bir l sayısı varsa x = (xk) dizisine fi. dereceden AX —istatistiksel 

yakınsak denir. Bu yakınsaklığı Sfi — limAaxk = l ile göstereceğiz.

Bütün fi. dereceden Aa X-istatistiksel yakınsak dizilerin cümlesini Sfi(Aa) ile 

fi. dereceden sıfıra Aa X - istatistiksel yakınsak dizilerin cümlesini de Sfi0(Aa) ile 

göstereceğiz.
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Her p G (0,1] için sf0(Aa) c sf (Aa) olacağı açıktır. p = 1 için Sx(Aa) elde 

edilir.

p. dereceden Aa f -istatistiksel yakınsak dizilerin cümlesi 0 < P < 1 için iyi 

tanımlıdır. Fakat genelde P > 1 için iyi tanımlı değildir.

Örnek 4.18. (Aaxk) dizisini

A“X, = g k = 2n
k 2n n = 1,2,3,...

şeklinde tanımlayalım.

P > 1 için

1
Hm | {k G In: | Aaxk — 1 | > e} | < Hm
n^m P n^mXn

[ f n! + 1
- = 0

2 f

ve

1 [ f n] + 1lim | {k G In: | Aaxk — 0 | > e} | < lim - = 0
n^m P n^m fi

fn 2 fn

x = ( %fc) ve y = (yk) kompleks sayıların dizileri ve a

c G R ise sf — limAacxk = cx0 dır.

S f — limAayk = y0 ise sf — limAa(xk + yk) = x0 +

olup

sf — limAaxk = 1 ve sf — limAaxk = 0 olur. Bu durumda (Aaxk) dizisi hem 1’e 

hem de 0’a p. dereceden istatistiksel yakınsak olur ki bu da mümkün değildir.

Teorem 4.19. p G (0,1] ve

uygun bir kesir olsun.

i. sf — limAaxk = x0,

ii. sf — limAaxk = x0,

70 dır.

İspat. i. c=0 için durum açıktır. c^ 0 olsun
11

-ğ | {k G ln: | Aa (cxk) — cx0 | > e} | = -ğ {k G In: | Aa (xk) — x0 | > —} 
fn fn | C|

eşitsizliğinin her iki yanının n m için limiti alınırsa i’nin ispatı elde edilir.

ii- -yİ& G ln: | Aa(xk + yfc) — (%q + ye) | > e} | < -7 | {k G In:| Aa(xfc) — %q| > 
fn fn

£2+ 1XnfîkE kn:Aayk—y0>£2

E
| c |

eşitsizliğinin her iki yanının n m limiti alınırsa (ii)’ nin ispatı elde edilir. 

Bu teoremden sf(Aa) nın bir lineer uzay olduğu görülür.

Lemma 4.20. KÇ N olsun f=( fn) G A ve 0< P < < 1 için

sf (Aa) Ç Sf (Aa) ve bu kapsama en az bir p < ([) için kesindir.
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İspat. 0 < fi < y < 1 olsun. Xfi<X'/,' olduğundan — > —
Xn Xn

olur. Buradan,

11| {k e ln: I A*xfc—l|>£} | < 4 | {ke In: | Aaxk — l |>£} I
X Xn

yazabiliriz. Böylece Sfi (Aa) Ç sfi (Aa) elde ederiz.

Aaxfc = { n
0

n — + 1 < k <n
diğer durumda

şeklinde tanımlanan dizisini göz önüne alalım.

1 < < 1 için S* — limAaxk = 0 yani x e (Aa) dır. Fakat 0 < fi < 1 için

x^Sfi(Aa) dır.

Sonuç 4.21. x = (xk) kompleks sayıların dizisi, fi e (0,1] ve a uygun kesir olsun. 

(xk) dizisi l'ye fi. dereceden X —istatistiksel yakınsak ise o zaman l'ye X 

—istatistiksel yakınsaktır yani her bir fi e (0,1] için sfi(Aa) Ç SX(Aa) ve bu kapsama 

kesindir.

Sonuç 4.22.

i. Sfi (Aa) = Sfi (Aa) ise fi = <p dir.

ii. Sfi(Aa) = SX(Aa) ise fi = 1 dir.

Teorem 4.22. S(Aa) Ç Sfi (Aa) olması için gerek ve yeter şart

xfi
lim — > 0 (4.5)
n^m n

olmasıdır.

İspat. e >0 verilsin. Buradan

{k < n: \Aaxk —1| > e} o {k e In: |Aa(xk) — l > e

yazabiliriz. Bu nedenle
11

^k < n: \Aaxk — l> £}| > |{k e In: |Aa(xfc) —1| > £|n n
Xfi 1

= ~ J^kE In: |Aa(xfc) — l| > £|
Xn

yazabiliriz. (4.5) i kullanarak her iki yanın m için limiti alırsak 

xk^l(S(Aa))^ x^l{ sfi(Aa) )
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_.a
elde ederiz. Tersine farz edelim ki lim,, >m i

M
inf— = 0 olsun < - olacak şekilde bir 

n n (j) j

(n(j)) alt dizisi seçelim.

AaXı = | i E !n(j)
diğer durumlar

dir. Fakat x,-'S.(A1') dir. Sonuç 4.21’den sX(Aa) Ç

j = -,2,3, ...

dizisini tanımlayalım. x E Aa(S)

Sx (Aa) olduğundan xgSfi (Aa) elde ederiz. Bu nedenle ( 4.5) gereklidir.

Tanım 4.23. x=( xn) E A reel sayıların bir dizisi , fi E (0,-] ve a uygun kesri 

verilsin. p pozitif bir reel sayı olmak üzere.

lim |A“xfc — £\p = 0
n^m P

n kEln
(4.4)

olacak şekilde bir l sayısı varsa x = (xk) dizisine fi. dereceden kuvvetli (7,x)(Aa) 

toplanabilir denir ve kuvvetli (V, +)(Aa) dizilerin cümlesini [w? ](Aa) ile göstereceğiz. 

Buna göre

[wp](Aa) = { x = (xk): 3l E R, lim j£\Aaxk — l\p = 0}
Xn kEln

şeklinde tanımlayacağız. l =0 olması durumunda bu uzayı [Wq ](Aa) ile göstereceğiz.

Teorem 4.24. 0< fi < p < - ve p pozitif bir reel sayısı için

[wp (Aa)] Ç \w* (Aa)]

olup en az bir a ve fi için bu kapsama kesindir.

İspat. x = (xk) E [w^(Aa )] olsun. 0< fi < p < - ve p pozitif bir reel sayısı için 

dp £|A“x„ — ll” = 0} <\Aaxk -l\r = 0}
n kEln Xn kEln

yazabiliriz. Buradan \wp (Aa) I Ç \wp (Aa)J elde ederiz. Bu kapsamanın kesin olduğunu

göstermek için aşağıdaki örneği göz önüne alalım.

Aaxk = { n — + - < k <n
diğer durumda

şeklinde tanımlanan x = (xk) dizisini göz önüne alalım.
-

Ve >0 , < p < - , n m için

-
0

k
0
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=0} <
n keln

elde edilir. Yani xk 01 ıvyf (Aa)J dır.
1

Diğer taraftan 0 < fi < ■ için,

XXn- 1

X Xn 1
~X~Xn

0ty-1/2
Xn

Xn

< fi£\Aaxk- Op ot 
Xn keln

olup ispat tamamlanır.

Sonuç 4.25. 0< 1 ve p pozitif bir reel sayı olsun.

i. [w? (Aa)j = \wp (Aa)J olması için fi = olmasıdır.

ii. Her fi e (0,1] ve 0 < p < ot için [wp (Aa)j Ç \wp(Aa)J dir.

Teorem 4.26. fi ve 9 , 0< fi < < 1 olacak şekilde sabit reel sayılar ve

0 < p < ot olsun. x = (xk) dizisi fi. dereceden kuvvetli (7,\)(Aa) toplanabilir ise 

l'ye 9. dereceden Aa, X- istatistiksel yakınsaktır. Yani (Aa)j Ç Sty(Aa) dir.

İspat. Herhangi bir x = (xk) dizisi ve z >0 için

^\A«%fc-l\P = £ \Aaxk-l\P + £ \Aaxk-l\P

keln
\Aaxk-l\<£

keln keln
\AaXk-f\>£

Aaxk - l\ P > \ {k e In: l A“(xfc) - l \ > £} \ 8P
keln

\ Aaxk-l \ >e

>

ve buradan

n keln

1
P>^\{ke ln: \ Aa(xk)-l\ >£} \ zP

^|â“xt-ll

1
> — \ { ke In: \ Aa(xk)-l\ >£} \ £P 

Xn

elde ederiz.

a = fi alırsak aşağıdaki sonucu elde ederiz.

Sonuç 4.27. 0 < fi < 1 sabit bir reel sayı ve 0 < p < ot olsun.

x = (xk) dizisi fi. dereceden kuvvetli (7,x)(Aa) toplanabilir ise fi. dereceden (AX) - 

istatistiksel yakınsaktır. Yani \w? (Aa)j Ç sX (Aa) dir.
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER:

5.1. Sonuçlar

P. Baliarsingh (2013) tarafından geliştirilen kesirli fark operatörü kompleks 

terimli dizilerin fi. dereceden istatistiksel yakınsaklığı x = (xk) e w ve a uygun kesir 

olmak üzere her £ >0 için
1

lim | {k < n: | Aa(xfc) — l | > e}| = 0 n

şeklinde tanımlandı. Bu tez çalışmasında bu tanımdan yaralanarak kompleks terimli 

kesirli fark dizilerinin fi. dereceden istatistiksel yakınsaklığı x = (xk) e w, 0 < fi < 1 

ve a uygun kesir olmak üzere her £ >0 için

1
lim |{fc < n: | ha(xk) — l| > £} | = 0

şeklinde tanımlandı. Burada a ve fi nın durumlarına göre kapsama bağıntılarını 

incelendi. Kesirli fark opretörü yardımıyla tanımlanan dizilerin istatistiksel yakınsaklığı 

ile Cesaro toplanabilmesi arasındaki bağıntılar ele alındı.

Çolak (2011) tarafından verilen fi. dereceden X- istatistiksel yakınsaklık tanımı 

kullanılarak kompleks terimli kesirli fark dizilerinin fi. dereceden istatistiksel 

yakınsaklığı x = (xk) e w , 0< fi < 1 ve a uygun kesri olmak üzere her £>0 için

1
hm fi| {k e In:| haxk—l |>£} |=0 (5.1)fiXn

şeklinde tanımlandı. Tanımlanan istatistiksel yakınsaklık ile kuvvetli (V,X) (Aa) 

toplanabilme arasındaki ilişki incelendi.

5.2. Öneriler
Kesirli fark operatörü yardımıyla tanımlanan çift indisli dizilerin istatistiksel 

yakınsaklığı incelenebilir. Ayrıca kesirli fark dizilerinin farklı yakınsaklık çeşitleri 

araştırılabilir.
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