T.C.
MUS ALPARSLAN UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

KESIRLI MERTEBEDEN FARK DiZILERININ 0. DERECEDEN
ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIGI

Eren GULER

YUKSEK LISANS TEZI

Matematik Anabilim Dali

Haziran-2019
MUS
Her Hakki Saklidir



T.C.
MUS ALPARSLAN UNIVERSITESI

FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

KESIRLI MERTEBEDEN FARK DIZILERININ p. DERECEDEN
ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIGI
Eren GULER

YUKSEK LiSANS TEZi
Matematik Anabilim Dall

Danisman
Dog. Dr. Muhammed CINAR

Haziran-2019
MUS



TEZ KABUL VE ONAYI

Eren GULER tarafindan hazirlanan “Kesirli Mertebeden Fark Dizilerinin /2.
Dereceden Istatistiksel Yakinsakhigi ” adli tez calismasi IR/.©fr2019 tarihinde asagidaki
juri tyeleri tarafindan oy birligi / oy coklugu ile Mus Alparslan Universitesi Fen
Bilimleri Enstitisti Matematik Anabilim Dal’'nda YUKSEK LISANS TEZi olarak
kabul edilmistir.

Jari Uyeleri

Baskan

ProfDr. Sadulla JAFAROV
Mus Alparslan Universitesi,
Egitim Fakultesi, Matematik
Egitimi

Danigsman

Dog. Dr. Muhammed CINAR
Mus Alparslan Universitesi,
Egitim Fakultesi, Matematik
Egitimi

Uye

Dog. Dr. Murat KARAKAS
Bitlis Eren Universitesi, Fen
Edebiyat Fakiltesi, Matematik
Bolimii

Yukaridaki sonug; _
Enstiti Yonetim Kurulu z/ 1.0. Q/ 2QiOTarih ve ./.J7...1./1Y..... nolu karari ile

onaylanmistir.

Dog. Dr. Sedat BOZARI
FBE Muduri



TEZ BILDIRIMI

Bu tezdeki butlin bilgilerin etik davranis ve akademik kurallar ¢ercevesinde elde
edildigini ve tez yazim kurallarina uygun olarak hazirlanan bu calismada bana ait

olmayan her tirll ifade ve bilginin kaynagina eksiksiz atifyapildigini bildiririm.

DECLARATION PAGE

| hereby declare that ali information in this document has been obtained and
presented in accordance with academic rules and ethical conduct. | also declare that, as
required by these rules and conduct, | have fully cited and referenced ali material and

results that are not original to this work.

Eren GULER

Tarih: 25/06/2019



OZET

YUKSEK LISANS TEZI

KESIRLI MERTEBEDEN FARK DiZILERININ 0. DERECEDEN
ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIGI

Eren GULER

Mus Alparslan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisi
Matematik Anabilim Dali

Danisman: Dog¢. Dr. Muhammed CINAR
2019, 45 Sayfa

Juri
Prof Dr. Sadulla JAFAROV
Dog¢. Dr. Muhammed CINAR
Doc. Dr. Murat KARAKAS

Bu tez calismasinda; kesirli fark operatorleri yardimiyla tanimlanan bazi dizi uzaylari ele alindi.
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bolimde; calismada kullanilacak temel kavramlar, istatistiksel yakinsaklik ile ilgili tanim ozellikler ve
fark dizilerini ilgili tanim ve teoremler verildi. Dordiinci bolimun ilk kisminda kesirli mertebeden fark
dizilerinin p. dereceden istatistiksel yakinsakhiin tanimi ve  nin durumuna gore kapsama bagintilari
incelendi. ikinci kisimda ise kesirli mertebeden fark dizilerinin p. Dereceden istatistiksel yakinsakligin
tanimi verildi ve yine kapsama bagintilar icelendi. Son boélimde ise sonug ve dneriler verildi.

Anahtar Kelimeler: Cesaro toplanabilme, istatistiksel yakinsaklik, Kesirli fark operatorii.



ABSTRACT

MS THESIS

STATISTICAL CONVERGENCE OF ORDER 0. OF FRACTIONAL
DIFFERENCE SEQUENCES

Eren GULER

THE GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCE OF MU$
ALPARSLAN UNIVERSITY
THE DEGREE OF MASTER OF SCIENCE IN MATHEMATICS SCIENCE

Advisor: Assoc. Prof. Dr. Muhammed CINAR
2019, 45 Pages

Jury
Prof. Dr. Sadulla JAFAROV
Assoc. Prof. Dr. Muhammed CINAR
Assoc. Prof. Dr. Murat KARAKAS

In this thesis; some array spaces identified with the help of fractional difference operators. In the
first chapter; the introduction was given. In the second section; source research on the subject was done.
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statistical convergence and the related definitions and theorems were given. In the first part of the fourth
chapter, the definition of statistical convergence of order 0 and the relation of inclusion according to the
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SIMGELER VE KISALTMALAR

:Dogal sayilar cumlesi

‘Reel sayilar cumlesi

:Kompleks sayilar ctimlesi

:Kompleks terimli sinirli diziler uzay!

:Kompleks terimli yakinsak diziler uzayi

:Kompleks terimli sifira yakinsak diziler uzayi

:Gama Fonksiyonu

:K’nin dogal yogunlugu

:K’nin a - yogunlugu

-istatistiksel yakinsak diziler uzay!

istatistiksel sifir diziler uzayi

-a. dereceden istatistiksel yakinsak diziler uzayi

:a. dereceden sifira istatistiksel yakinsak diziler uzayi
:Butiin reel ve kompleks terimli diziler uzayi

:Kuvvetli p-Cesaro toplanabilir diziler uzayi

:a. dereceden kuvvetli p-Cesaro toplanabilir diziler uzay!
'Sifira yakinsak a. dereceden kuvvetli p-Cesaro toplanabilir diziler
uzay!

:Hemen hemen her k

:a'ya gore hemen hemen her k

:Cesaro yakinsak diziler kiimesi

:a dereceden p kuvetli Cesaro yakinsak diziler uzayi

:De la Vallee toplanabilir yakinsak diziler kiimesi

:a dereceden p kuvetli de la Vallee yakinsak diziler uzayi
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1. GIRIS

Istatistiksel yakinsaklik kavrami ilk kez Steinhaus (1949) tarafindan 1949
yilinda bir konferansta verilmistir. Daha sonra Fast (1951) tarafindan ele alinan ve
yogunluk kavramina dayanan istatistiksel yakinsaklik kavrami ile ilgili pek ¢ok alanda
calismalar yapildi. Istatistiksel yakinsak, istatistiksel Cauchy ve Cesaro toplanabilme
kavramlari arasindaki iliski Schoenberg (1959), Salat (1980), Connor (1988), Fridy
(1985), Fridy ve Orhan (1993), Rath ve Tripathy (1994), Nuray (2010), Savas (2000)
tarafindan ve daha pek ¢ok matematikgi tarafindan calisiimistir.

X—istatistiksel yakinsaklik kavrami Mursaleen (2000) tarafindan tanimlandi.

Fark dizi uzay! kavrami ilk olarak Kizmaz (1981) tarafindan ortaya atildi. Daha
sonra Et ve Colak (1995) tarafindan genellestirildi.

Baliarsingh (2013) tarafindan kesirli fark operatérinii tanimlandi. Kesirli fark
operatérini  kullanarak Baliarsingh ve Dutta (2015, 2016) yeni dizi uzaylari
tanimladilar ve bu uzaylarin duallerini hesapladilar. Daha sonra kesirli fark operatorleri
Baliarsingh (2016), Kadak ve Baliarsingh (2015), Furkan (2017), Baliarsingh ve Kadak
(2018) tarafindan calisildi.

Bes bolimde olusan tezimizin birinci  bolimd giris  bolumu  olarak
diizenlenmistir. ikinci bolumde literatiirde var olan kaynaklar arastirilmis ve
calismalardan bahsedilmistir.

Uciincli boliimiinde, matematik alaninda 6nemli ve bu calisma igin gerekli olan
temel tanim, teorem, Ozellikleri ve kesirli mertebeden fark dizilerinin istatistiksel
yakinsakhgi yer verilmistir.

Dordunct  bolimde ise kesirli mertebeden fark dizilerinin fi. dereceden
istatistiksel yakinsakhgi ve fi. dereceden X-istatistiksel yakinsakligi ile ilgili tanim,
teorem, Ozellikler ve detayh bir sekilde ele alinarak incelenmistir.

Besinci bolim olan son bolimde ise elde edilen sonuglar 6zetlenmis ve ilerideki

calismalara kaynak teskil edebilecek Oneriler verilmistir.



KAYNAK ARASTIRMASI

Dogal yogunluk kavrami dogal sayilarda diistintilmis ve Niven ve ark. (1980)
tarafindan

S(T) = HmT(n) = lim 1\{k <n;kE T}| (2.1)

seklinde tanimland.
Dogal yogunluk kavramina bagl olarak istatistiksel yakinsaklik kavrami Fridy
(1985) tarafindan icin x = (xk) dizisinin istatistiksel yakinsakhgi Ve >0

1
Iimﬁ\{k <n;|xk—01>¢e} =0 (2.2)

seklinde tanimlandi.

Connor (1988) tarafindan Ces{ro toplanabilme ile istatistiksel yakinsaklik
arasindaki iliski incelendi.

Leindler (1965) tarafindan De la Vallee-Poussin ortalamasini, In = [n—xn+

1,n] olmak tizere

1
) = N Z X (2.3)
KEIn

seklinde tanimlandi. Buna bagli olarak X-istatistiksel yakinsaklik kavrami Mursaleen
(2000) tarafindan,
Ve =0 icin x = (xk) dizisi

1
li k<n:|xk-y|> =0 2.4
fim -k <n: xk—y| > e} (24)

seklinde tanimlandi.
Dereceli istatistiksel yakinsaklik kavrami ilk olarak Colak (2010) tarafindan
calisitimis ve x = (xk) dizisinin a. dereceden istatistiksel yakinsakligl,



Ve >0 igin

1
lim —|{k<n:\xk-y|>e}|=0 (2.5)

seklinde tanimland.
a. dereceden X-istatistiksel yakinsaklik kavrami Colak ve Bektas (2011)

tarafindan calisildi. a. dereceden X-istatistiksel yakinsaklik 0 < a < 1igin
1
Zim o |(fc < n:ixfc-y! >e}|=0 (2.6)

seklinde tanimladi.

Fark dizileri ilk olarak Kizmaz (1981) tarafindan Ax( = xf — xi+1 seklinde
tanimlandi.  Z0T(A), c(A) ve c0(A) dizi uzaylari ve bu uzaylarin dualleri ve matris
donustmleri cahsild.

Daha sonra Et ve Colak (1995) fark dizisi kavramini genellestirdi. Et ve Colak

genellestirilmis fark operatoriind,
Ashf = A(As—Lxf — As—1xm) (2.7)

seklinde tanimladi. Z0T(AS), c(As) ve c0(As) uzaylarini, bu uzaylarin duallerini ve
matris dontsumlerini ¢ahstilar.

Kesirli fark operatoru ise Baliarsing (2013) tarafindan,

or
Aax; =2«
fc=0

r@+1
fol r(a —fc + 1) Xi#fc (2.8)

seklinde tanimlandi. Z0T(Aa), c(Aa) ve c0(Aa) uzaylari tanimlanip bu uzaylarin dualleri

incelendi.



3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Temel Tanim ve Teoremler

Tanim 3.1. X 0 ve Sreel veya kompleks sayilar cismi olsun.
+ XXX MX ve .. S AXNMX

fonksiyonlari asagidaki ozellikleri sagliyorsa X cumlesine S cismi Uzerinde bir vektor
uzay! ( lineer uzay ) adi verilir.
Vx,yvez EXve V X,y ESicin
L1 x+y=y+X
L2. x+y)+z=x+(y+2)
L3. x + 0 = x olacak sekilde 0 EX vardir.
L4. Vx E Xigin x + (—x) = 0 olacak sekilde (—x) E X vardir.
L5 1.x=x
L6. X (x+y) =X X +Xy
L7. (a #jtt)x =X X + p.X
L8. X (px) = (a p.)x (Maddox , 1970)
Tanim 3.2. K bir cisim, X; K cismi (zerinde bir vektor uzay! ve V; X izerinde reel
degerli

V: X IR
fonksiyonu asagidaki ozellikleri saghyorsa V fonksiyonuna X tizerinde bir norm (X, V)
ikilisine K cismi Gzerinde normlu uzay denir.
Vx,y EXveV aeK igin;
N1. V(x) >0 (x E X)
N2. V(x) =0 X =0 (x EX)
N3. V(a%) = |a|V(X) aE K
N4. V(x +y) < V(x) +V(y) (Jain, 1993)

Bu calisma boyunca V normu yerine ||. | ve (X, V) normlu uzay ifadesi yerine
(X, ||. ) ifadesini kullanacagiz.
Tanim 3.3. (X, ||.l) bir normlu uzay olsun, X in elemanlarinin bir (xn) dizisine
e >0 i¢in pozitif N tamsayisi vardir 6yle ki her n, m> N ic¢in |[xm — xn|| < e oluyorsa
bir Cauchy dizisi denir. Diger bir ifadeyle (xn) bir Cauchy dizisidir n.  m iken
lIxm — xnll 0 dir. (Jain, 1993)



Tanim 3.4. (X, || . ) bir normlu uzay olsun, Xin elemanlarinin bir (xn) dizisine eger
e >0 icin pozitif N tamsayisi vardir yleki her n=N i¢in ||[xn — X|| < e oluyorsa (xn)
dizisi yakinsaktir denir. Diger bir ifadeyle (xn- dizisi x 6 X’e yakinsaktir n w
iken |[xn —x|| 0 dir. (Jain, 1993)
Teorem 3.5. Bir X Banach uzayinin bir Z alt uzayinin tam olmasi igin gerek ve yeter
sart; Z uzayinin X uzayinda kapal olmasidir. (Kreyszig, 1978)
Tanim 3.6. Bir normlu uzaydaki her Cauchy dizisi yakinsak ise bu normlu uzaya
Banach uzayi denir. (Kreyszig, 1978)
Tanim 3.7. X 0 ved: X X X R fonksiyonu, asagidaki sartlari sagliyorsa d ye X de
metrik veya uzaklik fonksiyonu (X, d) ciftine ise metrik uzay denir.

. Vx.y 6 Xicin,d(x,y) =0 X=Yy

. Vx.y6Xigin d(x,y) = d(y,x)

. Vx.y 6 Xicin d(x, z) < d(x,y) +d(y, z)
Tanim 3.8. (X, d) bir metrik uzay ve (xn), X de bir dizi olsun.

lim d(xn,x) =0

olacak sekilde bir x 6 X varsa (xn), X de yakinsak ve x de dizinin limiti denir. (xn), X
de yakinsak ve limiti x ise bu,
limmxn =x veyan wigin xn X
sembollerinden biri ile ifade edilir. (xn) yakinsak degilse iraksaktir.
Teorem 3.9. (X, d) bir metrik uzay, M c Xve M, M’nin kapanisini gostersin. Bu
durumda x 6 M olmasi igin gerek ve yeter sart xn  x olacak sekilde M’de bir (xn)
dizisinin mevcut olmasidir. (Kreyszig, 1978)
Tanim 3.10. (X, d) bir metrik uzay ve (xn), X de bir dizi olsun.
Ve >0 icin m, n > n0 oldugunda
d(xm, )<&
olacak sekilde bir n0 = nO(E) sayisi varsa (xn ) dizisine bir Cauchy dizisi denir.(Jain
ve Ahmad, 1993)
Bu calismada kompleks terimli tim x = (xt) (i = 1,2,3,. . .) dizilerinin
cumlesini w ile gosterecegiz.
w; X = (xt), y = (y?) ve a bir skaler olmak uzere,
X+y = xt+ydveax = axi)
seklinde tanimlanan islemler ile bir lineer uzaydir.

Bu calismada sik sik kullanacagimiz,



07 = {% = (Xt); supixi < ot}
sinirli diziler uzay,
i ¢ = {x = (xt);limxt mevcut}
yakinsak diziler uzayi ve
| Co={x = (Xt);limxf = 0}
sifir diziler uzayi,

Ix|| = sup, Ixtl
normu ile birer Banach uzayidir. (Maddox, 1970)
Fark dizileri ilk olarak Kizmaz (1981) tarafindan calisiimistir.
Im sinirh dizi uzayi, ¢ yakinsak dizi uzayi, c0 sifira yakinsak dizi uzayi ve Axt =
xi — +1 olmak lzere,

Lot(A) = {x = (xf); Ax e 10T}

c(A) ={x = (%), Ax e c}

Co(A) = {x = (xI); Ax e Co}
uzaylari Kizmaz (1981) tarafindan tanimlanmustir.

Tanim 3.11. s e N, x = (xz) reel ve kompleks terimli herhangi bir dizi,

A0% = xf, Axt = xf — +1, Asxt = A(As—1%;j), ve Asx = (Asxf) olmakizere
. As(Zot) = {x = (xf); Asx = (AsxJ e 10T}
ii. As(c) = {x = (%j); Asx = (As%j) e c}
iii. As(co) = {x = (Xf); Asx = (Asxz) e Co}

uzaylarini tanimlayalim ve s herhangi pozitif tamsay1 olmak Gzere,

S
Asxi E E2r() A
. i+r

dir. As(Zot), As(c) ve As(c0) dizi uzaylarn asikar olarak birer lineer uzaydir. (Et, 1995)
Teorem 3.12. As(Zot), As(c) ve As(c0) dizi uzaylari,

II"NHa =T  tal + llasxHot
'fc=0

normu ile birer normlu uzaydir. (Et, 1995)
Teorem 3.13. (As(Zot), || ||a) bir Banach uzayidir.
Teorem 3.14. (As(c), |- |la) bir Banach uzayidir.
Teorem 3.15. (As(c0), |. ||a) bir Banach uzayidir.
Tanim 3.16. a e Rve <=0, 1,2,... icin,

_ (a).(a—l).(a—Z)...(a—n+1)
H nl



seklinde tanimlanan sayilara binom katsayilari denir.
Egder a ve b birer dogal sayi ise,

b<a

u!
Vb) (a—Db)lb!
ve b>a

H=0

3.2. istatistiksel Yakinsaklik

Bu bolumde istatistiksel yakinsaklik, Cesaro yakinsakhik ve 6zellikleri
incelenecektir.
T c N kimesi alindiginda, T kiimesinin eleman sayisi |T| seklinde gosterilirve
T(n) = [{k<n;KkE T}
dir. Buna gore T kiimesinin sirasiyla alt ve Ust asimptotik yogunlugu;

. T(n) T(n)
S(T) = r|1_'|\m |nf---ﬁ-, S(T) = t‘llmmsup-__h___

olarak verilir, . dizisinin limitinin var olmasi durumunda , bu limite T kimesinin
dogal yogunlugu denir ve S(T) ile gosterilir. Yani,
S(T) = S(T) = S(T)

esitliginin saglanmasi halinde Tc N kiimesinin dogal yogunlugu;

. T(n) _ . 1

S(T) = lim =1lim K{k<n;kET}

n”“m N n~mn

dir.(Niven vd., 1980)

Tindeks kiimesini tl < t2 < t3 ... artan dizi i¢in duzenlersek,

S(T) = rI‘;\rrnn inf wan), S(T) = r!!\m sup T(nn)

dir ve §(T) =8 (tn) ve S(T) = S(tn) oldugu gorulur. Burada alinan xt dizisi

n = 1,2,3, ... i¢in reel sayilarin sonsuz dizisidir.

Tanim 3.17. x = (Xk) kompleks sayilarin bir dizisi olsun. Eger her s >0 igin
1
i CIxk — =
r!mn Hk<n;!Ixk—01 >¢e} =0

yani h.h.k ( hemen her k) icin X —1j < s ise x = (xk) dizisi 1 sayisina istatistiksel

yakinsaktir denir.



Istatistiksel yakinsak dizilerin uzayi S ile gosterilir. 1 = 0 olmasi halinde S0
yani sifira istatistiksel yakinsak dizilerin uzayi elde edilir.

X = (xfc) dizisinin I ,ye istatistiksel yakinsak olmasi halinde S — limft xk =1
veya xk  1(S) ile gosterilir. (Fridy, 1985)

Yakinsak her dizi agikga gorulecedi gibi istatistiksel yakinsaktir. Bunu
go6stermek igin (xft)  x alalim. Bu durumda her e >0 igin k > k0 iken |xk — x| <
e olacak sekilde bir k0 EN vardir. Demek ki ancak k < k0 igin |xk — x| > £ olur.
Halbuki

limn~m |{K <n'; Xk—I1| > <himn~m ™ =0

dir.
Fakat bunun tersi dogru degildir. Bunun icin n = 1,2,3 ... olmak (izere
1 k =n _
xk "1 0o Ktn? n=123..

seklinde tanimlanan x = (xKk) dizisini g6z 6nune alalim. Her e >0 igin
[{k <n;[xk| >e}| < [{k <n;[xk| ~ e}| </n

oldugundan,

o1 o /n
lim k{k<n;xk 0} <Ilim_ 1=0
n n
elde edilir. Bu S — limk x = 0 olmasi demektir.

Tanim 3.18. x = (xk) kompleks sayilarin bir dizisi olsun, Eger her e >0 i¢in
limn~m ! {k<<n; |xk — xN| > e} |=0

yani h. h. kicgin [xk —xN| < e olacak sekilde bir N = N(e) dogal sayisi varsa x = (xk)

dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir.

Tanim 3.19. x = (xk) kompleks sayilarin bir dizisi olsun. Eger

olacak sekilde bir I sayisi varsa x = (xk) dizisi 1 sayisina Cesaro yakinsaktir denir.
X = (xk) dizisi 1 sayisina Cesaro yakinsak ise (C, 1) — limx = I veya xk 1((C, 1))

seklinde yazilir. Cesaro yakinsak dizilerin uzayi
K-1In
[gC, 1) ={x=(xk); lim xk — 1| =0 en az bir 1 igin }
>k=1
ile gosterilir.
Teorem 3.20. x = (xK) dizisi 1 sayisina yakinsak ise x = (xk) dizisi 1 sayisina Cesaro

yakinsaktir.



Teoremin tersi dogru degildir. Gergekten (xn) = (1 + (—1)n) dizisi Cesaro
yakinsaktir, fakat yakinsak degildir.
Teorem 3.21. p£R ,0<p <otve Xx = (xk) £w kompleks terimli bir dizi olsun.

(w kompleks terimli dizi uzaylari)

. xk I(wp) ise xk I(S) dir.
{
ii. xE£IWTve xk I(S)ise xk I(wp} dir.

ispati. x £ wve £ >0 olsun. Buna gore,

£  |xfc—ip= I*t — Hp + \Xk—N\pP>£p\{k<n;\xk —xN| > e}|

=] 1<k<n 1<k<n
\xk—I\<£ \xk—I\>s

elde edilir. Bu S — limk xk = 1’dir.
ii. Sinirh bir x = (xk) dizisi I sayisina istatistiksel yakinsak olsun ve K =

IMi» + M diyelim, £ > Overilsin. V n > Ns icin Ne'u

1

1{k<"; /" =>(2 —
olacak sekilde secgelim ve
1
Ln = {k<n; \xk— I\=FfTi

diyelim. Bu taktirde n > Ne icin

L0 gy =L & wk—y + > wk—I\p) <3¢ ke + 1Y
k=1 KkELN kELN 2

elde edilir. Burada x = (xk) dizisi I sayisina kuvvetli p —Cesaro yakinsaktir.

Tanim 3.22. X= (Xn) pozitif sayilarin azalmayan , sonsuza giden ve Xn+1<Xn+
1, X1=1 sartina sahip bir dizi olsun. Bu sekilde tanimlanan tim X= (xn) dizilerinin
kiimesi A ile gosterilecektir.

K cNolsun. K’'nin X —yogunlugu, In = [n —Xn+ 1, n] olmak Uzere
1
SX(K~) = Um X {k £1In:k £ <}

olarak tanimlanir. 5X(K), Xn=n durumunda 5(K) dogal yogunluguna indirgenir.
(Mursaleen, 2000)
Leindler (1965) tarafindan genellestirilmis De la Vallee-Poussin ortalamasi,

In = [n —Xn+ 1,n] olmak tzere,
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tn(x) = T xk
XN e
seklinde tanimlanmistir.
Bir x = (xk) dizisi, iken tn(x) I ise I sayisina (V,xX) —

toplanabilirdir denir. Her nE N i¢cin ~ Xn=n ise (V,\) — toplanabilirlik (C, 1) —
toplanabilirlige indirgenir. Sirasiyla 1 ye kuvvetli Cesaro toplanabilir ve kuvvetli
(7,\) — toplanabilir, yani xk I[C, 1] ve xk I[V,x] olan x = (xk) dizilerinin
klimesi icin

[C 1] = {x = (xk) : IimnAmE2k:11xk — 1| =0, enazbir |l igin}

1
[7,xX] = {x = (Xk) : limn~m XH2kEI [Jxk — 1| =0, enazbirligin}

yazilir.
Tanim 3.23. X —istatistiksel yakinsaklik kavrami Mursaleen (2000) tarafindan
asagidaki sekilde tanimlanmistir.

Ve >0 igin
1
hm an{k Eln:Ixk—1l>e} =0

ise x = (xk) dizisi I'ye X —istatistiksel yakinsaktir denir. Tim X — istatistiksel
yakinsak dizilerin kiimesi Sx ile gosterilir. Xn= n durumunda Sx’nin S denk oldugu
aciktir.(Mursaleen, 2000)

Tanim 3.24. S N olmak tzere bir S kiimesinin a. dereceden yogunlugu, a E (0,1]

olmak Uzere
1
Sa(S) = na I{k<n:kE S}

seklinde tanimlanir. Burada {k < n:k ES}| ifadesi S kiumesinin n’den bulyuk
olmayan elemanlarinin sayisini gosterir.(Colak, 2010)

Eger S(S) = 0 ise S kimesine sifir a —yogunluklu kiime denir.
Tanim 3.25. x = (xk) kompleks terimli bir dizi olmak tzere, Ve >0 ve a E (0,1] icin

limn~m 1~!{k <n:Ixk—/!>e}l =0

olacak sekilde bir 1 sayisi varsa, x = (xk+ dizisi 1 sayisina a. dereceden istatistiksel
yakinsaktir denir ve sta — limx = 1 seklinde gosterilir.(Colak, 2010)

a. Dereceden istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesini Sa ile gosterecegiz. 1 = 0

olmasi halinda bu kiimeyi Sq ile gosterecegiz.
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x = (xfc), a ya gore sifir yogunluklu bir kiime hari¢ diger bltiin fc lar icin bir
P(fc) ozelligi saghyorsa, 0 zaman bu dizi a ya gore h.h k i¢cin P 6zelligini sagliyor denir
ve h. h. k(a) seklinde gosterilir.

N nin sonlu her alt kimesinin a —yogunlugu sifirdir ve Sa(Ec} = 1 — Sa(E)
esitligi 0 < a < 1 icin genelde dogru degildir. Bu esitlik sadece a = 1 i¢in saglanir.
(Mursaleen, 2000)

Tanim 3.26. O< a < 1ve pER+* olsun. Eger,

n
1
lim — xk—Ip =0
n
fc=1
olacak sekilde bir 1 kompleks sayisi varsa, x = (xfc) dizisi a. dereceden p — kuvvetli
Cesaro yakinsaktir denir. a. dereceden p — kuvvetli Cesaro yakinsak dizilerin kiimesi

[C, 1, p, @] ile gosterilir. Yani;

[C, 1 p, a] = {x = (xfk) : Iim’\i}k=11%fc — llp =0, enazbirligin}
dir. (Mursaleen, 2000)
Tanim 3.27. XE A ve a E (0,1] olsun.In = [n—=Xn+ 1,n] ve X< Xn nin a. kuvveti
yani , Xa= ( X=) = ( X®, X%, %3, x4, m, X+, 1) olmak tzere her e >0 igin,

li~n~m Xllnl{fc Eln:!Xe 1l>£} 0

ise x = (xfc) dizisi I'ye a. dereceden X —istatistiksel yakinsaktir veya I'ye st
yakinsaktir denir. a. dereceden X —istatistiksel yakinsak dizilerin kimesini S ile
gosterecegiz.( Colak ve Bektas, 2011 )

Bu durumda stx — limx = 1 veya Xt 1(stx) yazilir. Xn= n 0zel halindeS-
ile Sa uzaylar birbirine denk olur.

Teorem 3.28. 0 < a < 1vex = (xf), y = (yfc) birer kompleks say1 dizileri olsunlar.

I. ste— limxtt = xQ ve ¢ E Cise ste — limexft = ¢x0,

ii. ste— limXt
dir.(Colak ve Bektas, 2011)

Tanim 3.29. a >0 ve p E R+ olsun.

X0 ve ste — limyk = 70 ise ste — limXt + yk) = x0 + 79

lim Ixt —wwv =0
fcEln

olacak sekilde bir I kompleks sayisi varsa, x = (xfc) dizisi a. dereceden p — kuvvetli
(V,X) yakinsaktir denir. a. dereceden p — kuvvetli (V,X) yakinsak dizilerin kiimesini

[V.X,p, a] ile gosterilir. yani;
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1
[V.X,p,a] ={x = (Xk) . limn~m KEln|xk —0|p = O,en az bir I i¢in} dir.

(Colak ve Bektas, 2011)
3.3. Kaesirli Fark Operat6ru

r(p) gamma fonksiyonuve p £ {0,—1, -2, -3,. . .} olmak Uzere,

m
r(p) = | e-ttp-Lldt (3.2)
0

fonksiyonuna gamma fonksiyonu denir.
Esitlik (3.1)’den
i. pdogal sayiise r(p + 1) = p!
ii. p herhangi bir reel saytve p £ {0, —1,—2,. . .}ise r(p + 1) = pr(p)
iii. Ozelolarak r(1) =r(2) =1, r(3) =2, r(4) = 3. .dir.
w reel degerli dizilerin uzayi olsun, a bir reel say1, x E w icin Aa, A(a), A-a ve A(-a)

fark operatorleri asagidaki gibi tanimlansin.

w :/ri _1)- r@+1
1 ) = D @ k1) ik (32)
k=0
n :m _ ra+1
2 (@D =£ DK a1 xik (3.3)
k=0
_axi) =£ (1)K Fa+
3 (Arad) =£ Uk Tk 1) xivk (3.4)
k=0
o) = (). Fa+l
4. ACX) =E D1 rCa -k + 1) xik (3:5)
k=0

(3.2 — 3.5)’te tanimlanan toplamlarin xew icin yakinsak oldugu farz edecegiz.
" 1
Ozellikle a = igin,
1 1. 1 1 5
— |
(A2xt) = % — 2 Y1 — 8 b2 — 16 i+ — 128 Yivd —

1 1 1 5
AN
A Y- Vi - a%ico— 16 Yis — 128 Yics -
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1 3 5 35
(A72X) = Xt + —Xi+ + —Xi+2 + ——Xi+3 + ——Xi+a + —

1 3 5 35
(A( 2)Xi) = Xt + =Xt—1 + —Xt—2 + —Xt—3 + —Xt—4 — -

elde ederiz.( Baliarsingh ve Dutta, 2015)

Aa, A(@), A-ave A(-a)  operatorleri  asagidaki  cgensel — matrislerle

gosterilebilir.
Aa = f(—1)i-n f(a+1) _
nt i-nlr@+n—-i+1) 0 <n<i
0 n>j
| _g &@-) -a@-n@-2)
2! 3!
a(@ -1
Aa= 0 ! —a )
0 0 1 -a
Y, .
A)= [(—1) n—i r(a + 1) .
nt (n=) r@+i—n+1) 0<i<n
0 i >n
l 0 0 0 7
—a l 0 0
a@a-l) a Lo
A@)= A
a@-l)@a-2) a(a-1)
-a |
3! 2—
7
— 1 i—n r(_a + 1) 0 =n<i
A= (-1) (i—n) r(—a +n—i+1) n<i
0 n>j
(1 a a@+1) a@+l)(a+2)
2! 3!
0 1 a(@+l)
AR 2!
0 O 1 a
K 7
Aa) ((—L)n-i r(—a +1) .
% (n—i) r(—a —n+i+1) 0<i<n

0 i >n
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1 0 0 0
a | 0 0
+
a(a +1) 3 i o
2!
a@@+l@+2 aa-+l) |
3! 2!

Aa ve A(a) operatorlerinin genellestirilmesinde asagidaki 6zel durumlarin igerildigini
gozlemleyebiliriz.

. a=1 ise Aaoperatori Kizmaz (1981) tarafindan tanimlanan (Ax)i =
Xi — xi+i operatorlerine indirgenir.

ii. a= m ise Aa operatori Et veya Colak (1995) tarafindan tanimlanan

m
(A= )i =llk=o(—1)m(k-~)xi+k operatdrine indirgenir.

. a=1 ise A(a) operatori Malkowsky ve Parashar (1997) tarafindan
tanimlanan (Ax(l))izxi — xi-1 operatdriine indirgenir.

iv. a=mise A(a) operatorii Malkowsky (1997) ve Et (2000) tarafindan ¢alisilan
(Axm))i =Lm=o(—1)k (*) Xi—k operatoriine indirgenir.
Teorem 3.30. XxE "Aa,A(a) A-ave A(-a)} icin xX: w”™w operatorleri p
uzerinde lineerdir. (Baliarsingh ve Dutta, 2015)
Ispat. ispat aciktr.
Teorem 3.31. a ve p iki reel sayi ise;

i. Aa oA =A~o0Aa = Aa+t/

ii. A@)0A(R) =A(?) 0A@A) = A(@+)
Ispat. i. a,p > 0 icin ve Teorem 3.3.1 ile,

A< (X, —S+1+ xk +2 Xt+3
2! 3!

Jr/(/_ 1)(/- 2)(/-3)
41

Xk+4 -mmm]
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a(a—-1 a@a—-l@-2
xk  Mxk+1 + ( ol )XK(++22 ( ;( )Xk+3
a@—1D(r—2y@a-3
+ Al NS o E— Pxk+1 + flaXk+2
a(a—-1) a(a—1)(a—-2)
+P xk+3 — P xk +4
a@a-1(@-2)(a-3
P 4| XK+5 +------
P(P—-1) a(a—1) a(a—1)@-2
+ ( xk+2 — axk+3 + 21 xk+4 — 31 xk+5

aa—-1)@-2)(a-3
+

41 xk+6 + —
P(P — \\V/-2) a(@-1
3! xXk+3 — axk+4 + 9 " xk+5
a(@a-1(@-2) a(@—-1)@—-2(@a—3) xks7 + —)

atpt@+p-1
X

= xk — @ + pyxk+1 + ) k+2
@+P)a+p—-1)(z+p-2)
= Aa +2xk

olur.
A~o0Aa ayni yolla bulunur.
ii. A@@ o AQ= At') 0 A(a)= A(at?)
p(P—-1)(P -2
3!

PP-D1)P-2)(P-3 )
+ 41 xk—4 —

A@) ( Xk — pxk—1 + P(PZI— Dk — k3



N a(a—-1) a(a—-1((@-2
xk xk—1 + 2l XK:f 3l sck—3
a@—1)(r—-2)(a—-3
+ 2 X a1 X XK Aeeeeeeee- pxk—1 + fiaxk—
a(a—-1) a(a—1)(a—-2)
P 3R 31 xk—4
a(@a-1)@-2)(@a-3
+ 4 xk—5 t
, M -1 a(a—1) a(a—1) (a-
+ 2! xk—2 — axk-3 t E!_---Xk_4 _ 3)
a(a—1)@-2(a-3)
4 xk—6 +—
P(P—-\W\V-2) a(a-1
xk—3 — axk—4 + ' xk—5
3! 2!
a@-1)(@-2) a(a-1)(@-2(a-73)
3! xk—6 + 4! Y%fc-7 +
a+t0)@+P-1
=xk — @+ xk-1+ N xk_»
(@a+P)@a+fi—1)(/z+fi—-2)
31 xk 3+ —

=A(a )
olur. A(~) o A(a) ayni yolla bulunur.
Teorem 3.32. a bir reel sayi ise Id w’da birim operatér olmak (izere
AR on E=p?

i. oAa:Id

il A(a)o A(-a) = A(-a) o A(a) = id (Baliarsingh ve Dutta, 2015)

Ispat. (i) a >0 icin ve Teorem 3.30’dan

Aa | xk + axk+1 + ) 3l

a(a+1(@a+2)(@+3
+ 41 xk +4

a(a+1 a(a+D(@a+2
( )Xk+2 +( )( )Xk+3

16

xXk—5



a(a—l)x a(a—1)(a-2)
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xk  &Xk+1 + ol +22 31 XK+3 + oee
a(a—1) a(a—1)@-2
+ al xk+1 — axk+2 + o1 xk+3 — 31 XK+4 + oo
a(a+1) a(a—1) a(a—-1)(a-2
+ o1 | xk+2 — axk+3 + o Xk+d — xk+5

+_) —+ ooe :Xk

olur.
a aoé&a ayni yollabulunur.

ii. A@@) o a(-a)= a(-a) oA(a)=Id
Teorem 3.33. a pozitiftam sayi, a ve X E w igin

L @x)t = (—1)» (A<oXx)k+,

. (&<)x)k = (1)~
»dir. (Baliarsingh ve Dutta, 2015)
Ispat. (i) Tiimevarim prensibi ile teoremi ispatlayalim.

a = 1lvexEwicin,

(&x)k = xk— xk+1 = (—1) (Xk+1 — xky = (A(1)x)fc+1

elde ederiz. Bu temel adimi tamamliyor.
Farz edelim r dogal sayisi icin teorem dogru olsun. Yani;
(arx)t = (1 r(@WxK+r
Simdi ifademiz r+1 icin dogru oldugunu gosterelim
(Ar+1x)k =
= a((—1)r (A™X))few
= (—1/ (A — (—Dr(&(rx)t+r+1
= (~Dr+l [(ANK+r+1 — (6.(rX)k+r]
= (1) r+1(aw+ ur)tll.+1
elde ederiz.
Teorem 3.34. a herhangi bir reel say1 ve x E w igin
(at)jil=a(@+H(@+2 .(a+i—-1)
ve
(@)i-l=a(@a-1)@—-2) ..(a—-i—-1)

olmak Uzere,
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((A«-A / =2xk + | («+x_—l+ (I—l)/(« X_—LXk

elde ederiz. (Baliarsingh ve Dutta, 2015)
Ispat Ispat tanimdan elde edilir.

X = (xk) ve 'y = (yk), w da iki dizi olsun. x ve y’nin ¢arpimini xy = (xkyk)
gibi tanimlayalim. Simdi zy’nin ileri ve geri farkini sirasiyla A(ry) = (xkyk —
xk+1Vk+l) ve A(1) (xy) = (xkyk — xk-1yk—-1) seklinde tanimlayalim. Bu kismin temel

amacl a pozitif tamsayl olmak tzere xy c¢arpim dizisinin a’inci farkini bulmaktir. Bu
yuzden asagidaki teoremleri ifade edelim.
Teorem 3.35. a = n bir pozitiftamsayi ve X,y 6 w olsun. O zaman

((An)%y)it = xkAnyk + nAXKA,I~1yk+1 + A2XKAN~2yk+2 + s¢ + Anxkyk+n
olur. (. (Baliarsingh ve Dutta, 2015))
Ispat. n dogal sayilar iizerinde timevarim kullanacagiz. n = 0 icin sonug agiktir ve
n =1 igin carpimlarin farki iyi bilinen kurala indirgenir. Farz edelim ki n =1 ve
X,y 6w olsun.
xkAYKk + Axkyk+i = xkyk —y =<+ (Xk — Xk+Oyk+i = xkyk — xk+iyk+
= (aW) )k
elde ederiz. Farz edelim ki teorem, n = r igin
(A(NXyHk) = (0O)xKkAryk + ©QQ AxkAr-lyk+i + (2) A2xkAr-2yk+2 + —
+ C) Arxkyk+r
olur. Simdi, n = r + 1 igin
((Ar+1)xy)k = (0) AxkAryky + QQ A(AXKAr—1yk+1)
+ (2) A(A2XKAr =2 +2) t----- () —=——C+"
=(0)%fcAr+iyk + [(0) + (1)] AxkAaryk
+ [(0) + (1)] AxKAr 1yk+2 + m+ [(r — 1) + O ArxkAVk+r + C) Ar+IxKyk+r+i
= (r + 1) xkAr+lyk + (r + 1) AxkAryk+1 + (r + 1) A2XkAr 1lyk+2 + —

+ (r + 1) Arxkayk+r + 2 + 1) Artl  +r+1

dir. Bu da ispati tamamlar.
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3.4. Kesirli Mertebeden Fark Dizilerinin istatistiksel Yakinsakligi

Bu boélimde a kesirli mertebeden Aa —istatistiksel yakinsakhgin tanimini
verecegiz. Ozellikle Aa —istatistiksel yakinsaklik istatistiksel yakinsakhigin pek gok
Ozel durumunu icerir. Yani a =m EN olmasi durumunda Aa —istatistiksel
yakinsaklik Et ve Nuray (2001) tarafindan tanimlanan Am —istatistiksel yakinsakliga
indirgenir. a = 0 durumunda ise istatistiksel yakinsaklik elde edilir. Bu tez boyunca
tlm istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1 S ile gdsterecegiz.

Tanim 3.36. x = (xfc) bir dizi olsun. Ve >0 igin,
K(e) = {k < n: |[Aa(xk) — Il > e}
kiimesi sifir asimptotik yogunluga sahip ise yani

1
lim=|{k < n: |Aa(xk) — 1] > e}| = 0

ise x = (xk) dizisi I'ye Aa —istatistiksel yakinsakhktir denir. Bu durumu xk
1 (Aa(S)) ile gosterecegiz.(Baliarsingh ve ark., 2018)
Tum Aa —istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi Aa(S) ile gosterecegiz.

Tanim 3.37. x = (xk) E wve p pozitifbir reel sayl ve a uygun kesri verilsin.

n

lim —Sy* |Aaxk — 1|p =0
Mt
olacak sekilde bir 1 kompleks sayisi varsa x = (xk) dizisine kuvvetli Ap-Cesaro

toplanabilirdir denir. Bu dizilerin uzay1 wp(Aa) ile gosterilir. Buna gore

wp(Aa) = {x = (xk) : limn~m 1Sfc:llAaxk—l lp =0, enazbirligin}
dir. x = (xk) E wp(Aa) ile gosterilir. .(Baliarsingh ve ark., 2018)
Aa —istatistiksel yakinsak dizilere iligkin bazi drnekler verelim.

Ornek 3.38. xk = | 1 k =n3
0 (aksi durumlar) n r

seklinde tanimlanan diziyi géz 6nine alalim. Acikca (xK) yakinsak degildir. Fakat sifira

istatistiksel yakinsaktir. Simdi pozitifuygun bir a kesrini igin

r(a+1)

N — k) r(a—nd+k+1) " (36)

or
Aa(xk) = Z(—l)n (
n=0

elde ederiz.
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(3.6)’in terimleri asimtotik yakinsak olmasina ragmen seri iraksaktir. Aa(xfc)
istatistiksel yakinsak degildir.
Ornek 3.39. x = (xki bir dizi olsun
yie = { 1 fc = n2

flc (afcsi durumlar)

n=1234

ile tanimlanan y = (yk) = Aa(xfc) dizisini goz énine alahm. y = (yk) yakinsak degil
fakat istatistiksel yakinsaktir. Aslinda istatistiksel limiti sifirdir. (Baliarsingh ve ark.,
2018)

Ornek 3.40. x = (xkJ bir dizi olsun.

-1k
% = (xfc) = {1+ ! }. (xfc) dizisi sinirhdir, yakinsakta degildir, ayni zamanda

istatistiksel yakinsak degildir. a uygun Kkesri igin

2«mi (fe, Gift)
2«c-i (fc, tek)

Aa(xk) dizisini elde ederiz. (Baliarsingh ve ark., 2018)
Aclkca Aa(xk) dizisi sinirlidir, ne yakinsak nede istatistiksel yakinsak degildir.
Ornek 3.41. x = (xk) bir dizi olsun.

Vk fc = n2
0  (aksi durumlar)’

n=0,123,.
seklinde tanimlanan y = (yk) = Aax dizisini goz 6niine alalim. yeS ve xeAa(S) fakat
x £ Aa(Im) dir. (Baliarsingh ve ark., 2018)
Uyarl. auygun bir kesir ve mEN olsun.
i.  SveAa(S) birbirini icermezler. (Ornek: 3.38’e bakiniz)
ii. Aa(lm) ve Aa(S) birbirlerini icermezler. (Ornek: 3.41’e bakiniz)
iii. Aa(c) ¢ Aa(S) ve bu kapsama kesindir. (Ornek: 3.45’e bakiniz)
Teorem 3.42. 0 < p < ot ve a uygun bir kesir olsun.

xk 1 CAa(wp)j ise xk  I(Aa(S)) ,dir. .(Baliarsingh ve ark., 2018)

ispat. x = (xk) E I (Aa(wp)j ve £ >0 olsun.

n
Z\Aaxk — ljp > nsp > |[{fc <n: |Aa(xk) — Il > e}|sp (3.7)
fe=1

elde ederiz.



21

(3.7) esitsizliginde n ~ m limit alinirsa

n

— —_EE
I{k < n:]Aa(xfc) — 1| > e}lep < rl'nl"rpnn y |Aaxft — 1jp =0
k=1

M
buradan xk [(&a(S)) oldugu goruldr.
Teorem 3.43. x = (xk) bir dizi olsun. Eger (xk) E &a(lm) ve (xk) I(&a(S)) ise
o zaman xk I (Aa(wp) j’dir .(Baliarsingh ve ark., 2018)
ispat. Farz edelim ki xEka(lm) ve xk 1(&a(S)) olsun.
O zaman ha(xk) EIm ve n m iken 1\{k <n:|ha(xk) —1 >e} 0 oldugu

aciktir. s >0 olsun n0 EN vardir. Oyleki Wn > n0 igin £°=1ixi| = I olmak uizere
1

(k < n: |A*(xft) —t\= C£/2)p} E
n < 2(|&"x][m + Dp
dir. Dahas;
|ba(xk) — 1] < ll|ba(xk) —1]|[™<<I + l[&ax||m = lIx!
ve

Ln={k<n: |&a(xk)—I| > (72)1’}

olmak tzere; Wn > n0 igin

n
= — 1 0
iy |&axk—Ijp =1 E:lja — zlfa T f 8 e|lzl1%,\

n n\ n 21
k=1 k€L, k&Ly,

=E
boylece xk “N\&a(wp)j 'dir.

Tanim 3.44. x = (xk) birdizi olsun. s >0 ve Vn > N igin
1
N {k < n: |daxk) — &a(xN)| >e}| 0

olacak sekilde bir N = N(e) varsa x = (xk) dizisi &a —istatistiksel Cauchy dizisidir.
.(Baliarsingh ve ark., 2018)

Ornek 3.45. x = (xKk) bir dizi olsun ve
i k =n2 123
* - n=
a(xk) 0  aksi durumlar’ T

seklinde tanimlanan ha(xk) dizisini ele alalim.
&a(xk) = (1,0,0,1/4,0.....1/n2 ...) O
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aciktir.
a
< , O0O<p<1 (3.8)

esitsizliinde n ot igin limit alinirsa;
lim nY Aaxt |p <h|*r3?-J-n =0
k=1 v

elde ederiz.
Bdylece x E Aa(wp)dir. Dahasi x E &a(S)

n

baxk p> % [{k<m |ba(xk)|==}| (3.9)
k=1

(3.7) esitsizliginde n ot icin limit alinirsak x E ha(S) dir. Dahasi 6rnek 3.4.10’daki
ayni  diziyi ahrsak (&axk) E 10T ve x E &a(S) oldugu aciktir. Boylece (0 <p <
1) icinx E wp) dir.

Teorem 3.46. x = (xk) dizisi &a —istatistiksel yakinsak bir dizi ise &a —istatistiksel
Cauchy dizisidir. .(Baliarsingh ve ark., 2018)

Ispat. Farz edelim ki s >0 ve xk ot I(b.a(S)) olsun. Hemen her k igin (h.h. k)

E
Iba(xk)— 1] <
ve N secilirse 0 zaman
E
IAa(xN) — 1| <
saglanir. Simdi h.h.k igin
Iba(xk) —ba(xN)| < |ba(xk) — 1| + |ba(xN) — 1| < e
elde ederiz. Boylece x = (xk) dizisi &a —istatistiksel Cauchy dizisidir.
Tanim 3.47. p = (pk) reel sayilarin sinirli kesin pozitif bir dizisi ve
0 < h = infpk <pk< suppk = H < ot
olsun. Tim &p — Cesaro yakinsak dizilerin kiimesini

n
2/_1|&a(xk) — Pk = 0, enazbir I igin}
k=1

&a(w; p) = {x = (xk) . nIA—IO@:]
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ile tanimlayacagiz. — Cesaro yakinsak dizilerin kiimesini Aa(w; p) ile gosterecegiz.

(Baliarsingh ve ark., 2018)

Teorem 3.48. a uygun kesri icin Aa(w; p) ¢ Aa(S) bagintisi saglanir.(Baliarsingh ve
ark., 2018)

Ispat. x = (xk) £ Aa(w; p) ve a >0 olsun

2#|Aa(xk) — 1| olacak sekilde k <n Uzerinde toplami gostersin. Boylece

1 i Aa(k)—1|p* > 13/ Aa(xk) — I[p*
n n
k=1

#
1
Z—ZS
n
#

#
> r11 I{k < n: |Aa(xk) — 1] > 9}\En

elde ederiz. n m igin limit alirsak

n~mn n~mn
k=1

elde ederiz. Boylece x ¢ Aa(S) ve Aa(w; p) c Aa(S) elde edilir.
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4, ARASTIRMA SONUCLARI VE TARTISMA
4.1. Kesirli Mertebeden Fark Dizilerinin fi. Dereceden istatistiksel Yakinsakligi

Bu bolumde kesirli mertebeden genellestirilmis fark dizilerinin fi. dereceden
Aa — istatistiksel yakinsakligi incelenecektir. Tim fi. dereceden istatistiksel yakinsak,
a mertebeden kesirli fark dizilerinin uzayr S~(Aa) ile gosterecegiz.
Tanim 4.1. x = (xk) Gw ve O< fi < 1 ve a uygun kesri verilsin. Eger her £ > 0

icin
lim %Fr\{k <n:|A*(xft) — >e} =0 (4.1)

olacak sekilde bdyle bir 1 kompleks sayisi varsa, o zaman (xk- dizisi I'ye fi. dereceden
A+ —istatistiksel yakinsaktir denir. (xfc) dizisinin I'ye fi. dereceden A« —istatistiksel
yakinsak olmasi halinde bunu (Aa) — limxk = I ile gosterecegiz. fi. dereceden

Aa —istatistiksel yakinsak bitiin dizilerin kiimesi  (Aa) ile gosterilecektir.

Sq (Aa), fi. dereceden sifira Aa —istatistiksel yakinsak dizilerin kiumesini
gOsterecektir.
Teorem 4.2. O< fi < 1ve x = (xk), y = (yk) birer kompleks sayi dizileri ve a uygun
kesri verilsin.
i. Eger (Aa) —limxk =x0vecE Ciseozaman (Aa) — limcxk = cx0 dir.
ii. Eger Sfi(Aa) — limxk = x0 ve E§er  (Aa) — limyk = y0 ise 0 zaman
Aa) — limxk + yk)y = Xo + Yo

Ispat. i. ¢ = 0 icin ispat aciktir. ¢ 0 olsun. O zaman

— 1N —
mM\{k < n: \cAaxk —cxol > c}| = k<n:\Aaxk — %ol >

esitsizliginden i'yi elde ederiz.
1
. — 7k < n:\Aa(xt + yky — (%0 + 7> e}\ <

Kk < nl\aaxk) — Xo> 2} + Kk <n: ~Ny/j — (TONH

esitsizliginden ii' yi elde ederiz.
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Yakinsak her dizinin fi. dereceden Aa —istatistiksel yakinsak oldugu gérmek
kolaydir. Yani 0 < fi < 1licinc c S~(Aa)"dir.

Tanim 4.3. O< fi < 1vep E R+ olsun ve a uygun Kkesri verilsin. Eger,
lim * Y jAaxt — 1]p =0 4.2)

boyle bir 1 kompleks sayisi varsa, o zaman x = (xk) dizisi fi. dereceden kuvvetli

A" —Ces{ro toplanabilirdir denir. fi. dereceden kuvvetli A« —Cesaro toplanabilirlik,

fi = 1 igin, kuvvetli A« —Cesaro toplanabilirlige indirgenir, fi. dereceden kuvvetli
A" —Cesaro toplanabilir  dizilerin  uzayi Wp (Aa) ile  gosterilir,  yani

Wp (Aa) = {x = (Xk) ; limn~m ~fiStc=1|Aaxk — l|p = 0, en az bir I i¢in}
dir. Sifira fi. dereceden kuvvetli A« —Cesaro toplanabilir dizilerin uzay ise wfi(Aa) ile

gosterilecektir.
Teorem 4.4. 0 <fi <y < 1 olsun. Bu durumda Sfi (Aa) C Sr(Aa) ve bazi fi < y'lar
icin bu kapsam kesindir.

Ispat. O< fi <y < 1vex E Sfi (Aa) olsun. O zaman her e >0 igin
1 1
lim ny I{k < n: |Aa(xft) —1] > e}| < Iimnfi {fc < n: |JAa(xfc) — 1] > e}

olur. Bu ise Sfi (Aa) C Sr(Aa) oldugunu verir. Bu kapsamin kesin oldugunu gérmek
icin asagidaki 6rnedi g6z 6nlne alalim.
Ornek 4.5. x = (xK) bir dizi olsun

Axkr={ 0 <t? u=1234-

dizisini g6z Onune alahm 1/2 <y <1 igin x E SY(Aa) fakat 0 <fi < 1/2 igin
x e Sfi(Aa) ,dir.
Sonug 4.6. Eger 0 <fi < 1 i¢in bir dizi 1 sayisina fi. dereceden Aa —istatistiksel
yakinsak ise, o zaman bu dizi I ye Aa —istatistiksel yakinsaktir. Yani Sfi(Aa) C
S(Aa)'dir.
Sonug 4.7.

I. Sfi (Aa) = SY(Aa) olmasi i¢cin  fi = y olmasidir.

ii. Sfi (Aa) C S(Aa) olmasi icin  fi = 1 olmasidir

Asagidaki teoremin ispati tanimdan agiktir.
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Teorem 4.8. O< fi < 1 ve x = (xk) dizisi | sayisina fi. dereceden Aa —istatistiksel
yakinsak olsun. Bu durumda limAayk = 1 olacak sekilde x = (xk) dizisinin bir (yfc)
alt dizisi vardir.

Teorem 4.9. O< fi<y< 1 ve pERH+ olsun. Bu durumda w~ (Aa) C w> (Aa)'dir ve

bazi fi < y'laricin bu kapsam kesindir.

Ispat. x = (xk) E wp (Aa) olsunve O< fi <y < 1 verilsin. pER+ olmak lizere

1‘91” Vaxk — I\p < 1im 1 37" \Aaxk—I\p

-1:=1 nArNNA-ik =1
yazabiliriz. Bu da w2 (Aa) C w» (Aa) oldugu verir. Bu kapsamin kesin oldugunu
gOrmek icin asagidaki drnegi gz ontine alahm.

Ornek 4.10. x = (Xk) bir dizi olsun

={ 1 k =m2 m=123..
k m?

dizisini goz 6nune alahm. 1/2 <fi <1 ve p = licin x e wp (Aa) fakat 0 < fi < %
icin x wp (Aa)'dir.
Asagidaki sonug teorem 4.10’un bir sonucudur.
Sonug 4.11. O< fi <y<< 1ve pER+ ve a uygun kesri verilsin. Bu durumda
I. wfi (Aa) = wp (Aa) olmasi i¢in  fi =y olmasidir.
ii. Vfi E (0,1] ve 0 <p < otiginw? (Aa) C wp(Aa)’dir.
Teorem 4.12. O<fi<1lve O<p <q<w olsun. Bu durumda (Aa) C wfi (Aa}

olur. Teorem 4.12°de fi = 1 alinirsa0 < p < q < w i¢in wg(Aa) C wp(Aa)

Teorem 4.13. O<fi<y <1 ve O<p <w olsun. Eger bir dizi I sayisina fi.
dereceden  kuvvetli Ap —Cesaro toplanabilir ise bu durumda I'ye y. dereceden
Aa —istatistiksel yakinsaktir.

Ispat. Herhangi bir x = (xk) dizisi ve a >0 igin,
n

5 1A“xk — llp > [{k < n:1Aaxk — Hp > e}\ep
k=1
ve buradan

lim L \éln |Aaxk—Ip {k < n: |Aaxk—I1ip > e}le
n~nfilji=1 nfl

1
> |{k <n:lAaxk—Ilip > e}lep
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elde edilir ve ispat tamamlanir.

EQer Teorem 4.13 fi =y alirsak asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 4.14. O< fi < 1ve 0 < p < m olsun. Bir dizi I'ye fi. dereceden kuvvetli A« —
Cesaro toplanabilir ise bu durumda I'ye fi. dereceden Aa —istatistiksel yakinsaktir.

Bu sonucta fi = 1 alinirsa bilinen I ye kuvvetli ~ —Cesaro toplanabilir olan bir
dizi I'yve Aa —istatistiksel yakinsaktir sonucu elde edilir. Ayrica biliyoruz ki I'ye
Aa —istatistiksel yakinsak olan sinirh bir dizi 1 ye kuvvetli A« —Cesaro toplanabilirdir.
Sonug 4.15. O<fi <1 ve pER+ olsun. Bu burumda w> (Aa) c S(Aa)’dir. Eger
0 < fi < 1ise kapsam kesindir.

Ispat. Sonuc 4.14 ve 4.6’dan w> (Aa) ¢ S(Aa) oldugunu biliyoruz.
Ornek 4.16. x = (xK) bir dizi olsun

AN =j( -1|_ ‘.&iﬂl% m =123

Vic

dizisini goz 6nune alalm. O< fi < % vep = ligin X £ w? (Aa) iken 1/3 <fi < %

vep = licin x E S? (Aa) — wfi(Aa)’dir.
4.2. Kesirli Mertebeden Fark Dizilerinin fi. Dereceden X-istatistiksel Yakinsakligi

Tanim 4.17. x=( xn) E A reel sayilarin bir dizisi ve fi E (0,1] olsun.

In = [n —=Xfi+ 1,n] ve x~, Xfi in fi. kuvveti yani Xxfi = Cxfi *=(xfi >< ,X3 ,X4 , *9),

a uygun bir kesir olmak tizere;

1
lim fi|[{k E Ifi |[Aaxk —01| > £} =0 4.3
Xn

olacak sekilde bir I sayisi varsa x = (xk) dizisinefi. dereceden Ax —istatistiksel

yakinsak denir. Bu yakinsakligi Sfi — limAaxk = | ile gdsterecegiz.
Butln fi. dereceden Aa X-istatistiksel yakinsak dizilerin climlesini Sfi(Aa) ile
fi. dereceden sifira Aa X - istatistiksel yakinsak dizilerin ctimlesini de Sfi0O(Aa) ile

gOsterecegiz.
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Her p G (0,1] icin s¥0(Aa) c sf(Aa) olacagl aciktir. p = 1 icin Sx(Aa) elde
edilir.

p. dereceden Aa T -istatistiksel yakinsak dizilerin ciimlesi 0 <P < 1 i¢in iyi
tanimhdir. Fakat genelde P > 1 icin iyi tanimli degildir.
Ornek 4.18. (Aaxk) dizisini

A=X, =g k =2n _
K on n=123,..
seklinde tanimlayalim.
P> 1igin
1 |
Hm ~ [{k G In [Aaxk — 1] > e} < Hm L T2 1=
am P n“m 2
ve
lim © 4k G In: [Aaxk — 0 > e} < lim LTI * 1 _ g
n“m _P n~m fi
n 2 fn
olup

sf — limAaxk = 1 ve sf — limAaxk = 0 olur. Bu durumda (Aaxk) dizisi hem 1’e
hem de O’a p. dereceden istatistiksel yakinsak olur ki bu da mimkin degildir.

Teorem 4.19. p G (0,1] ve x = (%) ve y = (yk) kompleks sayilarin dizileri ve a
uygun bir kesir olsun.

i. sf—limAaxk = x0, ¢ G R ise sf — limAacxk = cx0 dir.

ii. sf — limAaxk = x0, S¥ — limAayk = y0 ise sf — limAaxk +yk) = x0 +

7o dir.
Ispat. i. ¢=0 icin durum aciktir. c” 0 olsun
< . - - E
-9 {k G In:|Aa(cxk) —cx0| > e} =-g {k G In:|Aa(xk) —x0| > @}
n n

esitsizliginin her iki yaninin n- m icin limiti alinirsa i’nin ispati elde edilir.
ii- }yi& G In |Aaxk + yft) — (%q + ye)| > e} <f—7 [{k G In:|Aa(xfc) — %q| >
n n
£2+ 1XnfikE kn:Aayk-y0>£2
esitsizliginin her iki yaninin n-~ m limiti alinirsa (ii)’ nin ispati elde edilir.
Bu teoremden s+(Aa) nin bir lineer uzay oldugu goralir.

Lemma 4.20. KC N olsun ¥=( fn) GAve O<P < < 1ig¢in
sf(Aa) C S¥(Aa) ve bu kapsama en az bir p < () icin kesindir.
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Ispat. 0 <fi <y < 1 olsun. Xfi<X!' oldugundanx— >X— olur. Buradan,
n n

HkehA=xfc=H=P <4 |{ke In|Aaxk — | |>£}|
X Xn

yazabiliriz. Boylece Sfi (Aa) C sfi (Aa) elde ederiz.

Aaxit = { n n— +1<k<n
0 diger durumda

seklinde tanimlanan dizisini g6z 6ntine alalim.

1< <1 igin S*—IlimAaxk =0 yani x e (Aa) dir. Fakat 0 <fi <1 igin

x"Sfi(Aa) dir.
Sonug 4.21. x = (xk) kompleks sayilarin dizisi, fi e (0,1] ve a uygun kesir olsun.
(xk) dizisi I'ye fi. dereceden X —istatistiksel yakinsak ise o zaman Il'ye X
—istatistiksel yakinsaktir yani her bir fi e (0,1] icin sfi(Aa) C SX(Aa) ve bu kapsama
kesindir.
Sonug 4.22.

i. Sfi(Aa) = Sfi(Aa) ise  fi = < dir.

ii. Sfi(Aa) = SX(Aa) ise  fi = 1dir.

Teorem 4.22. S(Aa) C Sfi (Aa) olmasi icin gerek ve yeter sart

Xfi
lim —>0 (4.5)
n~m N

olmasidir.
Ispat. e >0 verilsin. Buradan
{k <n:\Aaxk —1| > e} o{ke In |Aa(xk) — 1 > e

yazabiliriz. Bu nedenle

— 1 —
n Ak < n:\Aaxk — 1= £}| > N [{k e In: |[Aa(xfc) —1| > £

Xfi 1
= ~ JNKE In |Aa(xf) — 1| > £
Xn

yazabiliriz. (4.5) i kullanarak her iki yanin m i¢in limiti alirsak
XKM(S(A)))N™ XML sfi(Aa) )
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A M
elde ederiz. Tersine farz edelim ki lim,, >m iinf—n = 0 olsun () <J' olacak sekilde bir

(n(j)) altdizisi segelim.

AaXi = | - i E Ing) .
0 diger durumlar J=-23 ..

dizisini tanimlayalim. x E Aa(S) dir. Fakat x,-'S.(Al") dir. Sonug¢ 4.21’den sx(Aa) C
Sx (Aa) oldugundan xgSfi (Aa) elde ederiz. Bu nedenle (4.5) gereklidir.

Tanim 4.23. x=(xn) E A reel sayilarin bir dizisi , fi E (0,-] ve a uygun Kkesri

verilsin. p pozitif bir reel sayl olmak izere.

lim o |A“xft — £\p = 0 (4.4)

n“m
n kEln

olacak sekilde bir I sayisi varsa x = (xk) dizisine fi. dereceden kuvvetli (7,x)(Aa)
toplanabilir denir ve kuvvetli (V, +)(Aa) dizilerin ciimlesini [w?> J(Aa) ile gdsterecegiz.
Buna gore

[wp](Aa) = {x = xky): Bl ER, lim _g£\Aaxk — I\p = 0}
Xn KEIn

seklinde tanimlayacagiz. 1 =0 olmasi durumunda bu uzay1 [Wg ](Aa) ile gosterecegiz.
Teorem 4.24. O< fi < p < - vep pozitifbir reel sayisi i¢in
[wp (A2)] C \w= (Aa)]
olup en az bir a ve fi icin bu kapsama kesindir.
Ispat. x = (xky E [w~(Aa)] olsun. O< fi < p < - vep pozitif bir reel sayisi icin

dp £=J|A“x, — Il = 0} ———=\Aaxk -I\r = 0}
n KEIn Xn KEIn

yazabiliriz. Buradan \wp (Aa) | C \wp (Aa)J elde ederiz. Bu kapsamanin kesin oldugunu

gOstermek icin asagidaki drnegi goz 6nune alahm.

Aaxk = { k n— +-<k<n
0 diger durumda

seklinde tanimlanan x = (xKk) dizisini g6z 6niine alahm.

Ve >0, <p<-,n mign



0} < X Xn 1 0
- ~X~ ty-1/2
N keln % xXn

elde edilir. Yani xk  OlLivyf (Aa)J dir.

|
Diger taraftan 0 < fi < 1 igin,

AXn-1 o mEAaxk- Op ot

Xn Xn keln
olup ispat tamamlanir.
Sonug 4.25. O< 1 ve p pozitifbir reel sayi olsun.
I. [we (Aa)] = \Wwp (Aa)] olmasi icin  fi = olmasidir.

ii. Her fi e (0,1] ve 0 < p < oticin [wp (Aa)j C \wp(Aa)J dir.
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Teorem 4.26. fi ve 9, O<fi< <1 olacak sekilde sabit reel sayilar ve

0 <p <ot olsun. x = (xk) dizisi fi. dereceden kuvvetli (7,\)(Aa)

toplanabilir ise

I've 9. dereceden Aa, X- istatistiksel yakinsaktir. Yani (Aa)j C Sty(Aa) dir.

Ispat. Herhangi bir x = (xk) dizisi ve z >0 igin

MNANfec-I\p = £  \axk-I\r + =  \axk-I1\r

keln keln keln
\Aaxk-\>£ \Aaxk-I\<£
> Aaxk — 1P > \{k e In:1A=(xfc) — Il > £}I8P
keln
|Aaxk-11>e
ve buradan

~]a&a-xt—1

N keln

1
> —|{ke In:lAa(xk) — 1! >£}ep
Xn

elde ederiz.
a = fi alirsak asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 4.27. 0 < fi < 1 sabit bir reel sayi ve 0 < p < ot olsun.

1
P="\{ke In |Aa(xk) -1l >£}\zp

X = (xk) dizisi fi. dereceden kuvvetli (7,x)(Aa) toplanabilirise fi. dereceden (Ax) -

istatistiksel yakinsaktir. Yani \w2> (Aa)j C sx (Aa) dir.
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5. SONUC VE ONERILER:

5.1. Sonuglar

P. Baliarsingh (2013) tarafindan gelistirilen kesirli fark operatori kompleks
terimli dizilerin fi. dereceden istatistiksel yakinsakhgi x = (xk) e wve a uygun kesir

olmak tzere her £ >0 igin

1
lim N I{k < n: |Aa(xfc) — 1| >¢e} =0

seklinde tanimlandi. Bu tez calismasinda bu tanimdan yaralanarak kompleks terimli
kesirli fark dizilerinin fi. dereceden istatistiksel yakinsakligi x = (xk) e w, 0 < fi <1

ve a uygun kesir olmak tzere her £ >0 igin
o1
lim |[{fc <n:|ha(xk) — 1| > £}| =0

seklinde tanimlandi. Burada a ve fi nin durumlarina goére kapsama bagintilarini
incelendi. Kesirli fark opretorl yardimiyla tanimlanan dizilerin istatistiksel yakinsakligi
ile Cesaro toplanabilmesi arasindaki bagintilar ele alindi.

Colak (2011) tarafindan verilen fi. dereceden X- istatistiksel yakinsaklik tanimi
kullanilarak kompleks terimli Kkesirli fark dizilerinin fi. dereceden istatistiksel

yakinsakhgi x = (xk) e w, O< fi < 1 ve auygun kesri olmak tzere her £50 igin

1
hm ﬂ‘i\{ke In:|haxk—I1 |>£}|=0 (5.1)
Xn

seklinde tanimlandi. Tanimlanan istatistiksel yakinsakhk ile kuvvetli (V,X)(Aa)

toplanabilme arasindaki iliski incelendi.

5.2. Oneriler
Kesirli fark operatori yardimiyla tanimlanan cift indisli dizilerin istatistiksel
yakinsakligi incelenebilir. Ayrica kesirli fark dizilerinin farkli yakinsakhk cesitleri

arastirilabilir.
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