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OZET

YUKSEK LiSANS TEZI

BAZI FONKSIYON SINIFLARINDA FONKSIYONLARIN RASYONEL
FONKSIYONLARLA YAKLASIMI

Recep TURK

Mus Alparslan Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damsman: Prof. Dr. Sadulla JAFAROV

Bu calismada ilk once kapali regiiler egrilerde tanimlanan siirekli fonksiyonlarin rasyonel
fonksiyonlar dizisi ile yaklasimi ile ilgili diiz teorem elde edildi. Ayrica, rasyonel fonksiyonlar dizisinin
tirevi ile ilgili bilgi verilmistir.

Kuasikonform egrilerde ise s6z konusu teoremin tersi elde edildi. Kuasidiizgiin kapali Jordan
egrilerde tamimlanan agirlikli Lebesgue uzaylarinda Faber-Laurent rasyonel fonksiyonlarla 2. integral
stireklilik modiilii cinsinden yaklasim problemi incelendi. Daha sonra kapali kuasikonform egri {izerine
tanimlanan siirekli fonksiyonlarin Faber-Laurent rasyonel fonksiyonlarla yaklasimi incelenmistir.
Sonuglar fonksiyonlarin en iyi yaklasimi cinsinden elde edilmistir. Ayrica, bu tez calismasinda lokal
fonksiyonlar sinifi tamimlandi. Kuasikonform egrilerde siirekli fonksiyonlarin rasyonel fonksiyonlarla
yaklagimu ile ilgili diiz lokal teoremi elde edilmistir.

2022, 69 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Diizgiinlik modiili, En iyi yaklagim, Kapali regiiler egri, Kuasikonform
egri, Lebesgue uzayi, Rasyonel fonksiyonlar dizisi



ABSTRACT

MS THESIS

APPROACH OF FUNCTIONS WITH RATIONAL FUNCTIONS IN SOME
FUNCTION CLASSES

Recep TURK

Mus Alparslan University
Institute of Science
Department of Mathematics

Advisor: Prof. Dr. Sadulla JAFAROV

In this study, firstly, the direct theorem about the approximation of the continuous functions
defined on closed regular curves by the sequence of rational functions is obtained. In addition,
information about the derivative of the sequence of rational functions is given.

In quasiconform curves, the inverse of the theorem is obtained. The approximation problem has
been investigated in terms of the 2nd integral modulus of continuity by Faber-Laurent rational functions
in weighted Lebesgue spaces defined on kuasi-smooth closed Jordan curves. Then, the approximation of
continuous functions defined on the closed quasiconform curve by Faber-Laurent rational functions is
examined. The results are obtained in terms of the functions best approximation. Also, in this thesis, the
class of local functions is defined. In quasiconform curves, the direct local theorem regarding the
approximation of continuous functions by rational functions is obtained.

2022, 69 Pages

Keywords: Array of rational functions, Best approximation, Closed regular curve, Lebesgue
space, Quasiconform curve, Smoothness module
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SIMGELER ve KISALTMALAR

Simgeler

N : Dogal Sayilar Kiimesi

R : Reel Sayilar Kiimesi

C : Kompleks Sayilar Kiimesi

C . Cu {oo}

mesI . I' egrisinin bir boyutlu Lebesgue 6l¢iisii

intT”" : Kapali ' egrisinin i¢i

extl” : Kapali T egrisinin dis1

oB : B bolgesinin sinirt

f<g . f <cg, c sabiti f ve g'ye bagl degil

f = cf<gveg<sft

C (F) : I egrisi lizerinde siirekli fonksiyonlar kiimesi

a)(u) = a)( f ,u) . f fonksiyonunun siireklilik modiilii

S, : Regiiler Egri veya Carleson egrisi

H® . Stireklilik modiilii yardimiyla tanimlanan
fonksiyonlar sinifi

ACL : Egrilerde mutlak siirekli fonksiyon

E. (g) . g fonksiyonunun en iyi yaklagimi

S-(f) : f e L'(r) fonksiyonunun Cauchy singiiler
integrali

A, (F) : ' lizerinde Muckenhoupt sartin1 saglayan agirlik
fonksiyonlar sinifi

dist(z,D) : Z noktasinin D bolgesine uzakligi

U (z,,9) {z:]2-12,| < 5}

D(z,9) Htift—z| <5}

A( D) : D bolgesinde analitik fonksiyonlar sinifi

L*(T) : Lebesgue uzay: : { f : f, I''de &lgiilebilir

(Lebesgue anlaminda) ve
_H f(z)" dz<oo,p> O}
r
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L’ (F) . @ — agirlikli Lebesgue uzayi { f:f, I"de

«

oOl¢iilebilir (Lebesgue anlaminda) ve
[1f(2) dz <, p>0}
r

E’(G) . @ — agirhikli Smirnov simifi:

{f€E(G): f el (I w),[ =G|



1. GIRIS

Fonksiyonlarin Yaklagim teorisi Matematik analizin en ¢ok uygulamasi olan
dallarindan biridir. Fonksiyonlarin yaklasim teorisinde, fonksiyonlarin daha basit
fonksiyonlara en iyi nasil yaklastirilabilecegi incelendi ve bu sayede ortaya ¢ikan
hatalar nicel olarak karakterize edilmistir. Iyi 6zelliklere sahip olmayan bir fonksiyon
uzayint elemanlart ile iyi Ozelliklere sahip trigonometrik polinomlarin, cebirsel
polinomlarin, tam fonksiyonlarin (kompleks diizlemde analitik fonksiyonlar) ve sonsuz

basamaktan diferensiyellenebilen fonksiyonlarin yaklasimi incelenmistir.

Fonksiyonlarin yaklasim teorisinde diiz ve ters teoremler ispatlanmaktadir. Diiz
teoremler, bir fonksiyonun diizgiinliik 6zellikleri (fonksiyonun belirli bir mertebeden
tiirevlerinin varhigi, fonksiyonun, tiirevlerinin veya bazi tiirevlerinin siireklilik modiilii
vb.) cinsinden fonksiyona yaklasan polinomlarin yakinsaklik hizinin ifade edilmesidir.
Trigonometrik, cebirsel polinomlarla (rasyonel fonksiyonlarla) en iyi yaklagim
durumunda, diiz teoremler Jackson tipi teoremler olarak da bilinir. Ters teoremler ise
yakinsaklik hizina bagli olarak fonksiyonlarin diferansiyel 6zelliklerini ifade
etmektedir. Yani ters teoremler, fonksiyona yaklasan polinomlarin yakinsaklik hizindan
bagimli olarak bir fonksiyonun su veya bu sinifa ait oldugunu ifade eden teoremlerdir.
Bu diiz ve ters teoremlerin elde edilmesi fonksiyonlarin yaklagim teorisinde

fonksiyonlarin yapisal karakterizasyonu olarak adlandirilmaktadir.

Bu tez caligmasinin Kaynak Arastirmasi olarak adlandirilan ikinci boliimiinde
fonksiyonlarin yaklasim teorisi ve tezde bakilan problemle ilgili olarak kaynak
arastirmasi yapilmistir. Bu ¢alismanin Materyal ve Yontem olarak adlandirilan tiglincii
bolimii ti¢ alt boliimden olusmaktadir. Bu bélimde ilk 6nce kompleks fonksiyonlar
teorisi ile ilgili olarak temel tanimlar ve teoremler verilmektedir. Ayrica bu boliimde
baz1 fonksiyon ve egriler smiflar1 tanimlanmistir. Daha sonra ise esas sonuglarin

ispatinda kullanilan yardimci sonuglar verilmektedir.

Tezin Arastirma Sonuclari ve Tartisma olarak adlandirilan dordiincii boliimii
dort alt bolimden olugmaktadir. Bu boliimde ilk o6nce kapali regiiler egrilerde stirekli
fonksiyonlarin rasyonel fonksiyonlar dizisi ile yaklasimi ile ilgili diiz teorem ifade ve
ispat edildi. Ayrica, rasyonel fonksiyon dizilerinin tiirevi ile ilgili bilgi verilmistir.
Kuazikonform egrilerde ise soz konusu teoremin tersi elde edildi. Daha sonra agirlikli

Lebesgue uzaylarinda 2. diizgiinlik modiilii cinsinden kapali regiiler egrilerde



fonksiyonlarin rasyonel fonksiyonlar dizisi ile yaklasimi ile ilgili diiz teorem ifade ve
ispat edildi. Siirekli fonksiyonlarin yaymin uzunlugu ve kirisi ayn1 basamaga sahip
(kuasi-diizgtin) ~ duzeltilebilir kapali Jordan egrilerde Faber-Laurent rasyonel
fonksiyonlarla yaklasim problemi Mokhammed Ali, (1990 ) ¢alismasinda incelenmistir.

Ayrica dordiincii boliimde kapali I egrisi kuasi-konform egri oldugunda egri lizerine

stirekli fonksiyonlarin R, ( f,Z) Faber- Laurent rasyonel fonksiyonlarla yaklagimi

incelenmistir. Sonuglar egri tizerinde E,(f,I") en iyi yaklasim cinsinden elde edildi.

Bildigimiz gibi her bir kuasi-diizgiin egri ayn1 zamanda kuasikonform egridir. Fakat
kuasi-konform egri genel olarak diizeltilebilir olmayabilir. Dérdiincii boliimde ilave
olarak siireklilik modiilii cinsinden kuasi-konform egrilerde siirekli fonksiyonlarin
rasyonel fonksiyonlarla yaklasimi ile ilgili diiz lokal teoremi elde edildi. Burada elde

edilen sonuglar global siireklilik modiilii cinsinden Andrievskii (1980) calismasinda

elde edilen sonuglarin genellestirilmesi olur. H;" (F) lokal fonksiyonlar sinifi incelendi.
Eger ¢(8,m)=06°0" ise H?(T) lokal fonksiyonlar smfi D2 (z,,T) lokal

fonksiyonlar smifi ile ¢akigmaktadir. Elde edilen sonuglarin ispatinda Andrievskii,
Israfilov, (1979); Musaev, Seyfullaev (1986) c¢alismalarindaki ispat metodu

kullanilmistir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Fonksiyonlarin yaklasim teorisi ile ilgili ilk sonuglar P. L. Chebyshev (1854),
Weierstrass (1885) calismalarinda elde edilmistir.

Jackson (1911,1912) calismalarinda fonksiyonunun siireklilik modiilii kavramini
kullanilarak yaklagim teorisinin diiz teoremini elde etmistir. Jackson (1911) elde ettigi
sonug ile Weierstrass teoremini daha da giliglendirmistir. Daha sonralar fonksiyonlarin
polinomlarla yaklasiminin hizi ile ilgili sonuglar (diiz ve ters teoremler) Bernstein,
(1912), Jackson (1924), Timan (1950), Stechkin (1951), Timan (1958), Timan (1966)

calismalarinda incelenmistir.

Ayrica, fonksiyonlarin yaklasim teorisi ile ilgili bir ¢ok sonuglar Lebesgue,
1898; Vallée-Poussin, 1910, 1911; Favard, 1936, 1937, 1949; Kolmogorov, 1935;
Nikolski, 1946; Timan, 1950 ve daha bir¢ok matematikgilerin ¢alismalarinda elde

edilmistir.

Fonksiyonlarin trigonometrik ve cebirsel polinomlarla yaklagimi ile ilgili
sonuglar La Vallée-Poussin, 1919; Jackson, 1930, 1941; Natanson, 1949; Zygmund,
1959; Timan, 1994; Bary, 1964; Akhiezer, 1965; Lorentz, 1966; De Vore ve Lorentz;
1993; De Vore, 1986; Stepanets, 1995; Mhaskar, 1996; Trigub ve Belinsky, 2004;
Dzyadyk ve Shevchuk, 2009; Andrievskii ve ark., 1995; Andrievskii ve Blatt, 2002

kitaplarinda bulmak miimkiindiir.

Fakat fonksiyonlarin belli aralikta degil, kompleks diizlemde bulunan bdlgelerde
polinomlarla yaklagimi 6nem arz etmektedir. V. K. Dzyadyk (1959, 1966) tarafindan
parcali diizglin smurli bolgelerde tanimlanan Holder fonksiyon siniflarinin yapisal
karakterizasyonu elde edilmistir. Daha sonralari fonksiyonlar1 kompleks diizlemde
bulunan boélgelerde yaklasimi ile bu sonuglar Dzyadyk, 1972, 1975; Lebedev ve
Shirokov, 1971; Lebedev ve Tamrazov, 1970; Tamrazov, 1973; Belyi, 1977, 1979;
Andrievskii, 1981 c¢alismalarinda daha genel kiimelere genellestirilmistir (bu sonuglar
ile ilgili daha genis bilgi Dzyadyk, 1977 kitabinda verilmistir).

Farkli uzaylarda ve kompleks diizlemde bulunan farkli egrilerde fonlsiyonlarin
rasyonel fonksiyonlarla yaklasimi merak konusudur. Fonksiyonlarin rasyonel
fonksiyonlarla yaklasimi farkli uzaylarda Walsh, 1934, 1935; Kocharyan, 1958; Tietz,
1955, 1957; Ivanov, 1958; Newman, 1974; Batchaev ve Mamedkhanov, 1978; Ji-feng
Xie ve Ming Zhanf, 2005; Andrievskii ve Israfilov, 1980; Pekarskii, 1983, 1986, 1988,



1994; Ramazanov, 1984; Guven ve Israfilov, 2005, 2006; Israfilov ve Akgiin, 2008;
Cavus ve lIsrafilov, 1995; Israfilov, 2004; Jafarov, 1987, 2008, 2011a, 2011b, 2011c,
2015; Israfilov ve Testici, 2016; Yurt ve Giiven, 2013, 2014 ve baska bir¢ok
matematikgiler tarafindan arastirilmistir. Ayrica fonksiyonlarin rasyonel fonksiyonlarla

yaklasimu ile ilgili sonuclar Walsh, 1935 kitabi’nda bulunur.

Bu tez calismasinda ilk once kapali regiiler egrilerde siirekli fonksiyonlarin
rasyonel fonksiyonlar dizisi ile yaklasimi ile ilgili diiz teorem ifade ve ispat edilmistir.
Ayrica, rasyonel fonksiyon dizilerinin tiirevi ile ilgili bilgi verilmektedir. Kuasikonform
egrilerde ise s6z konusu teoremin tersi elde edilir. Daha sonra agirlikli Lebesgue
uzaylarinda 2. diizgiinlik modiilii cinsinden kapali regiiler egrilerde fonksiyonlarin
rasyonel fonksiyonlar dizisi ile yaklagimi ilgili diiz teorem ifade ve ispat edildi.

Bizim tez calismasinda ayrica kapali ' egrisi kuasi- (yarim) konform egri

oldugunda egri tizerine siirekli fonksiyonlarin Rn(f,z) Faber-Laurent rasyonel

fonksiyonlarla yaklagimi incelenmistir. Sonuglar egri lizerinde En(f,F) en iyi

yaklagim cinsinden elde edilir. Bildigimiz gibi her bir kuasi-diizgiin egri ayn1 zamanda

kuasikonform egridir. Fakat kuasikonform egri genel olarak diizeltilebilir olmayabilir.

Bu tez calismasinda ilave olarak siireklilik modiili cinsinden siirekli

fonksiyonlarin  kuasi-konform egrilerde fonksiyonlarin rasyonel fonksiyonlarla

yaklagimi ile ilgili diiz lokal teoremi elde edilir. H ;" (F) lokal fonksiyonlar sinifi
incelenir. Eger (9(5,77):5”77ﬂ ise H» (F) lokal fonksiyonlar sinifi Df(ZO,F) lokal

fonksiyonlar sinifi ile gakigmaktadir.



3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Temel Tanimlar ve Teoremler
Tanim 3.1 Kompleks degerli f fonksiyonu z, m bir delinmis komsulugunda
tanimlanmig olsun. Basit olarak, z’ ler z,noktasina yaklastiginda f(z) ler de L

degerine yaklasiyorsa z — z,, i¢in f(z) fonksiyonunun limiti L dir denir ve

Iim f(z) =1L

z—7,

olarak gosterilir. z ile z, noktalar1 arasindaki uzaklik |Z — ZO| oldugundan yukaridaki
limit tanim1 asagidaki sekilde verilebilir.

(i) f(z) fonksiyonu, z, merkezli |z—z,|<r yuvarindaki her z i¢in tamml olsun (z, da
tanimli olmayabilir).

(ii) £>0 verildiginde 0<|z—z,|< 5 iken |f(z)—L| <& olacak sekilde bir 6 >0 sayisi

vardir. Bu tanimdaki limit olan L sayisi, 6zel durumlarda reel say1 olabilirken genelde

bir kompleks sayidir (Basarir, 2010).

Simdi de iki reel degiskenli ve reel degerli U =u(X,Yy) fonksiyonunun bir

X, noktasinda siirekli olmasi tanimini hatirlayalim.
(%o Yo) Y

Tamm 3.2 U:R®> > R u=u(x,y) fonksiyonu, (Xy,Yo) noktasinda asagidaki ii¢ sart:

saglarsa (X, Y, ) noktasinda stireklidir denir;

@) lim  u(x,y) mevcuttur,
(X,¥)—>(X0,Y0)

(b) u (XO 1 yo) Val‘dlr,

(c) lim  u(x, y):u(xovyo)-

(x.¥)=>(%Yo)

(c) sart1, (a) ve (b) sartlarini da i¢inde bulundurur (Basarir, 2010).

3

Ornek 3.1 (x,y)=(0,0) i¢in u(x,y)=

Ty ve (x,y)=(0,0) i¢in u(x,y)=0

olarak tammli u(x,y) fonksiyonunu alalm. (x,y)—(0,0) i¢in u(x,y)—0 dur.



Yukaridaki (a), (b) ve (c) sartlart saglandigindan u(x,y) fonksiyonu (0,0) noktasinda

sureklidir.

Simdi kompleks degiskenli ve kompleks degerli fonksiyonlar igin siireklilik

tanimini verelim.

Tamm 3.3 f(z) fonksiyonu z, merkezli yuvardaki her z igin (z,dahil) tanimlanmis
olsun. Eger le_gl f(z) = f(z,) ise f fonksiyonuna z, noktasinda siireklidir denir. Bunu
daha agik ifade edersek f fonksiyonunun z, noktasinda siirekli olmasi igin asagidaki
lic sart1 saglamasi gerekli ve yeterlidir.

(@) lim f(z) mevcuttur.

(b) f(z,) vardr.

(©) legl f(z) = f(z,) (Basarir, 2010).

Aym tanim &£-0 teknigiyle, fonksiyonunun siireklilik tanimini agagidaki

sekilde de verilebilir.

Tamm 3.4 f fonksiyonu z;, noktasinda siireklidir demek &>0 verildiginde,
0<|z-2z|<5 iken |f(2)-f(z,)|]<e& olacak sekilde bir 6=5(z,,¢)>0 sayisin
bulunmasi demektir. Eger f fonksiyonu bir D kiimesindeki her bir noktada siirekli ise

f ye D iizerinde siireklidir denir.

Eger 0 sayisi z, € D noktalarindan bagimsiz olarak sadece & sayisina bagh
olarak bulunuyorsa f fonksiyonuna D iizerinde diizgiin siireklidir denir (Basarir,
2010).

Tamim 3.5 Bir kompleks f fonksiyonu bir agik D kiimesi iizerinde tamimli ve z, € D

bir i¢ nokta olsun. Eger

lim (2= 1(2) | (3.1)

Z—>2Zy Z —_ ZO

var ve L sonluise f ye z, noktasinda diferansiyellenebilirdir denir. Denk bir ifadeyle

lim f (ZO + h) — f (ZO)

h—0 h

mevcut ve sonlu ise f ye z, da diferansiyellenebilirdir (dif.



bilirdir) denir. Bu limit degerine z, noktasinda f nin tiirevi ad1 verilir ve f'(ZO) veya

pr Z =17,0larak gosterilir. Bu limitte, h degeri kompleks sifir sayisina, kompleks
YA

degerlerle yaklagmaktadir. Yani, orijin merkezli bir yuvarda h orijine herhangi bir yol

boyunca yaklasacaktir. Bazen A gosterimi kullanilarak h yerine Az alinarak

f(z, +Az)- f(z,)
Az

f'(z,) = lim
( 0) Az—0
yazilir.

£—0 teknigini kullanirsak; (3.1) deki limitin var olmasi demek &>0
verildiginde, 0<|z—2z,|<5 iken [(f(2)-f(z))/(z—2,)]-L|<& olacak sekilde bir

0 =0(¢,2,) >0 sayisinin mevcut olmast demektir.
f(z) - f(z,)

n(z) = -1,
0 , L=1,

—-f(z), 0<|z-2z|<6

Fonksiyonunu tanimlarsak le_)nz10 n(z) =0=n(z,) dir. Yani 5 fonksiyonu z, noktasinda
siireklidir ise |z-2,|< & lizerinde siireklidir. |z—2,|<5 igin
f(z)=f(z,)+(z-2,)f (z,) +(2—2,)n(2) seklinde ifade edilebilir.
f fonksiyonu bir agik D kiimesinin her noktasinda diferansiyellenebilirse f ye
D iizerinde diferansiyellenebilirdir denir (Basarir, 2010).
Tanim 3.6
a) Bir f karmasik fonksiyonu bir z, noktasinin belli bir D(z,,5)
komsulugundaki biitiin noktalarda diferansiyellenebiliyorsa f,Z, da analitiktir, denir

b) Eger bir f karmasik fonksiyonu bir S kiimesinin biitin noktalarinda

analitikse, f | S iizerinde analitiktir, denir.

c) Bir f fonksiyonu C kompleks diizleminin tiim noktalarinda analitikse, f ye

tam (entire) fonksiyon denir (Baskan, 1998).

Teorem 3.1 f(z)=u (X, y) + iV(X, y) fonksiyonu Z noktasinda diferansiyellenebilirse,



f'(z) =u, +iv, =—iu +v,

dir, yani u ve v fonksiyonlarmm z=(Xx,y)noktasinda kismi tiirevleri vardir ve de bu

tiirevler Cauchy-Riemann esitlikleri diye adlandirilan

esitliklerini gergeklerler (Baskan, 1998).
Uyan 3.1 Goriiliiyor ki bir z,noktasinda analitik olan fonksiyon bu noktada

diferansiyellenebilirdir. Fakat tersinin dogru olmasi gerekmez. Ornegin; f(Z)=|Z|2

fonksiyonu z=0 da diferansiyellenebilir, fakat bu noktada analitik degildir. Ciinkii,

Z =0 harig, Z=0 1n higbir komsulugunda diferansiyellenemez. Gergekten de;
f(z)=u+iv=x>+y’
oldugundan,
u=x"+y>,v=0
dir. Buradan da,

u, =2X, uy:2y, v, =0, vy:O

olur ki, Cauchy-Riemann esitlikleri sadece (X, Y)=(0,0) noktasinda gergeklenir.
Tamim 3.7 Kabul edelim ki g fonksiyonu bir D — C bolgesinde analitik bir fonksiyon
olsun. Eger g fonksiyonu D bdlgesinin farkli noktalarinda farkli degerler alirsa, (yani,
2,,2,€D, z,# 2, iken 9(Z,)#9(z) oldugunda) bu durumda kompleks degiskenli g
fonksiyonuna D yalinkat fonksiyon denir (Duren, 2001).

Tamim 3.8 Baglantili agik kiimeye Bolge ad1 verilir (Baskan, 1998).

Tanim 3.9 Eger kompleks degiskenli g fonksiyonu z, €C noktasinin belli bir
komsulugunda analitik olup, fakat z, noktasinda da analitik degilse, bu durumda z,

noktasina g fonksiyonunun singiiler noktasi denir (Baskan, 1998).

Matematigin temel kavramlarindan olan egri (curve) ve yay (arc) sozciikleri i¢in
kesin bir terim birligi saglanmis degildir. Bazen yay ve egri kelimeleri es anlamda

kullanildig1 gibi bazen de farkl iki kavram gibi kullanilmaktadir. Ustelik bir¢ok halde



egri ve yay sOzciikleri yerine bunlarla es anlamda olmak {iizere siirekli egri ve siirekli
yay sozciikleri de kullanilmaktadir. Biz giinliik konusmada kullanilan egri sdzciiglinii
benimseyecek ve digerlerini buna bagli olarak tanimlayacagiz. Burada diizlemdeki

egriler dikkate alinacaktir.

Tanim 3.10

a) [a, b] c R olmak iizere siirekli bir
7:[ab]>C

fonksiyonuna C diizleminde bir egri denir. Burada ¥ (a)ve }/(b) noktalarina sirayla

egrinin baslangi¢ ve bitim noktalar1 denir;

b) Bir 7 egrisi verildiginde 7/(8) = }/(b) ise, 7 ya kapal egridir, denir;

¢) Bir 7 egrisi sadece b =1, i¢in 7(t,)=7(t,) oluyorsa basit egridir, denir; Bazen basit
egrilere Jordan egrisi de denir. } basit bir egri ve (a) =y (b) ise basit kapali egri
(kapali Jordan egrisi) denir;

d) Bir 7 egrisi verildiginde ' tlirevi var ve siirekli ise | diferansiyellenebilir egri (yay)
diye, adlandirilir;

e) 7 diferansiyellenebilir bir egri olsun. Eger 7'(t) # 0 ise, 7 ya diizgiin egri (regiiler
egri) denir.

f) [a, b] araligiin sonlu tane noktasi harig, 7 egrisi diferansiyellenebiliyorsa ve bu soz

konusu noktalarda 7 nin sagdan ve soldan tiirevleri var ve bunlar »' niin bu

noktalardaki sag ve sol limitlerine esitse J parcali diferansiyellenebilir egridir, denir;

g) 7 pargal diferansiyellenebilir egri olsun. Eger her t e [a, b] icin »'(t) =0 ise, ¥
pargal diizgiin egridir, denir (Baskan, 1998).
Uyan 3.2 Burada C diizlemindeki egriler s6z konusu oldugundan, ¢ok kez
z(t) = y (1) = x(t) +iy(t)
bi¢iminde yazacagiz. Bazen bir J egrisi

x=x(),y=y({),ast<b



10

parametrik gdsterimi ile de verilebilir.
Tamim 3.11 Eger y =y (t) egri fonksiyonu smirli degisimli ise, bunun belirttigi 7
egrisine dogrultulabilir (rektifiye edilebilir) egri denir(Baskan, 1998).

[C,d] araliginm P = {So,Sl,..., Sn} seklindeki tiim pargalanmalarinin ailesi 0 ile
gosterilsin ve (, (P) = Z‘g(sm ) —g(Smfl)‘ olsun.
m=1

Tamm 3.12 Eger

limsup{¢, (P):P e} <w

sart1 saglanirsa, I egrisine olgiilebilir egri (diizlendirilebilir) denir.
Tamm 3.13 Sonlu sayida 7, J=12,..,n diizgiin egrileri verilmis olsun. Eger biitiin
j=12,..,n-1degerleri i¢in }jnin bitim noktasi Jj,in baslangic noktasi ile

cakigtyorsa, bu ¥; egrilerinin birlesimi olan 7 egrisine ¢evre (parcal diizgiin egri)

denir (Basgkan, 1998).

Ozel olarak 7;in baslangic noktasi 7,in bitim noktasi ile cakisiyorsa kapali

cevre denir. Zaman zaman karsilasilacagindan belirtelim ki, “basit ¢evre” sézclgi
kendisini kesmeyen ¢evre, “basit kapali ¢evre” sozciigii ise, kendisini kesmeyen kapali
gevre anlaminda kullanilacaktir. Cevrelerin yonlendirilmesi, egrilerin

yonlendirilmesinde oldugu gibi yapilir.
Simdi C diizleminde kompleks integral kavramini verelim.
Bir C yay pargasi iizerinde tanimli bir Z kompleks degiskenli f fonksiyonunun

integrali j f (z)dz ile gosterilir ve kompleks bir integral olarak adlandirilir.
C

Kompleks integralin tanimini1 vermek icin asagidaki adimlarin gergeklestirilmesi

gerekmektedir:

1. Kompleks diizlemde kalan diizgiin bir C egrisinin tiim noktalarinda tanimli bir Z
degiskeninin bir fonksiyonu f olsun. C egrisi zZ(t) =x(@)+iy(t),a<t<b

parametrizasyonu ile tanimlanmis olsun.
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2. P,At, =t -t _, uzunlugunda nsayida ['[H,tk]alt araliklarindan olusan [a, b] parametri

araliginin agagidaki gibi parcalanisi olsun:

a=t, <t <t,<..<t <t =b,

P parcalanisi C egrisini, baslangic ve bitis noktalar1 asagidaki say1 ciftleri

olan n tane alt yay pargalanisina indirger

zo = X(t,) +iy(t,), z=x(t)+iy(t),
7, =x(t)+iy(t,), z, =X(t,)+1y(t,),
Z,1 = X(t,)+iy(t,), z, =X(t,)+iy(t,),

Az =17,-17,,,k=12,..,n olsun.

3. ||P||,[a,b] nin P pargalanisinin normu olsun, yani, en uzun alt arahigin uzunlugu

olsun.

4. C nin her bir alt yayindan bir Z; = X; + iyE noktasi secelim.

5. ntane f(z,)Az,,k=12,...,N, carpimlart olusturur ve bu carpimlari toplarsak:

> f(z)Az,.
k=1

Tamm 3.14 C iizerinde f nin kompleks integrali asagidaki gibidir:

j f(2)dz = ‘I|Hm Z f(z))Az,. (3.2)

(3.2) deki limit varsa, bu durumda f,C iizerinde integrallenebilirdir denir. C nin

stirekli oldugu noktalarda ve C nin diizgiin veya par¢ali diizgiin oldugu tiim durumlarda

bu limit vardir (Zill ve Shanahan, 2003).
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Tamm 3.15 w= f(z) bir D bélgesinde tanimli bir kompleks tasvir ve Z,, D deki bir
nokta olsun. Bu taktirde, Z;noktasinda kesisen D deki her yonlendirilmis Cl ve C2

diizgiin egri ¢iftinin Z;’daki aralarindaki agi, Cllve Czlresim egrilerinin f(Zo) "da
aralarindaki aciya hem biiyiliklikte hem de yonde esitse, w= f(z) kompleks tasvirine

Z, da konform denir (Zill ve Shanahan, 2003).

Konform tasvir terimini, Z,da konform olan bir w= f(z) kompleks tasvirine
atifta bulunmak igin de kullaniriz. Buna ek olarak , w= f (z) bir tasviri bir D bélgesini
bir D’ bolgesi iizerine resmediyorsa ve D deki her noktada konform ise, w= f(z) ye

D nin D’iizerine bir konform tasviridir deriz. a#0olmak iizere f(z)=az+b bir

dogrusal fonksiyon ise, w= f(z) nin kompleks diizlemdeki her noktada konform
oldugu sezgisel olarak agiktir. W=z tasvirinin Z,=1+1 noktasinda @ ve ¢ acilari
biiyiikliikte esit, fakat yonde esit olmadigindan , Z, =1+1 noktasinda konform degildir.
Teorem 3.2 (Riemann Konform Déniisiim Teoremi): G c C sinir1 basit baglantili
en az iki noktadan olusan basit baglantili bir bolge ve z, € G olsun. Bu durumda, G
bolgesini U birim diskine f (ZO) =0 ve f '(ZO) >0 sartlar1 altinda doniistiiren bir tek
f konform doéniisiimii vardir (Markushevich, 1977).

Tanim 3.16 Baglantili kapali kiimeye Kontinyum adi verilir (Dzyadyk, 1977).

Teorem 3.3 U,C kompleks diizlemde birim ¢emberi ve D < C s en az iki

noktadan olusan, baglantili tiimleyene sahip, sinirlt bir kontinyum olsun. Bu durumda,

CD bélgesini cu ya

CD(oo):oo ve d)'(oo):lim%>0

Z—>0 Z
sartlar1 altinda doniistiiren bir tek @ konform doniisiimii vardir (Markushevich, 1977).

Teorem 3.4 (Cauchy Teoremi): f fonksiyonu, basit kapali bir C egrisi iginde ve

tizerinde analitik ve f' tiirev fonksiyonu siirekliyse,

If =0 (33)
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olur (D6nmez, 1999).

Teorem 3.5 (Cauchy Teoremi): f , D boélgesinde analitik bir fonksiyon olsun. C
egrisi D bolgesinde kapali ve bir noktaya homotopik ve ayrica z, € D noktas1 C egrisi

tizerinde degilse,

f
f(zo)l(c,zo):zimjz_(zz) iz (3.4)

olur. Bu ifadeye Cauchy Integral Formiilii denir (Dénmez, 1999).

Teorem 3.6 (Tiirevler icin Cauchy Integral Formiilii): f , D bolgesinde analitik bir

fonksiyon olsun. Bu halde, f fonksiyonunun D kiimesinde tiim tiirevleri vardir.

Ayrica 7, €D ve 7, ¢C olmak iizere C egrisi Zj noktasinda homotopik ve kapali ise,

k=0,1,2,3,... olarak alindiginda

dw (3.5)

(k) _ k! f(W)
ACUCEE ]| AR

olur (D6nmez, 1999).

Teorem 3.7 (Siirsiz Bélgeler I¢in Cauchy integral Teoremi):

G, sonlu uzunluklu bir Jordan egrisiyle sinirlanmis sinirli bolge ve I bunun pozitif

yonlendirilmis sinir1 olsun. Eger f, CG bélgesinde analitik bir fonksiyon ise,

1 Ty )T -1(2) : 7eCG
27iy ¢ -1 f (o) 2eG
olur (Gonzalez, 1991).

Tamim 3.17 Kabul edelim ki f fonksiyonunun Z, € G noktasinda i(zo) of

ox 'E(ZO)

kismi tiirevleri vardir. Bu durumda Z—f(zo) ve %(zo) tirevleri asagidaki gibi
Z Z

tanimlanir:
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o
oz

1

()=3] D)1 32 |1 ().

elde edilir (Ahlfors, 1979).

Teorem 3.8 (Green Formiilii): G, sonlu uzunluklu bir Jordan egrisiyle sinirlanmis
sinirh bir bolge ve f, G bolgesinde fz ve f; siirekli kismi tiirevlerine sahip ve G

kiimesinde stirekli bir fonksiyon olsun. Eger fE fonksiyonu G  iizerinde

integrallenebilirse,

1
fd =— | f d
[[tdo. =5 t@0,
olur (Gaier, 1987).

Teorem 3.9 (Cauchy-Green Formiilii): G , sinir1 sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi olan

sinirl bir bolge ve f, G bolgesinde fz ve fg stirekli kismi tiirevlerine sahip ve G

kiimesinde siirekli bir fonksiyon olsun. Eger fE fonksiyonu G iizerinde

integrallenebilirse, bu durumda her z € G igin

f(z)=%jﬁd§—lﬂﬁda

756 —1 e -1 °
olur (Conway, 1995).

Tamm 3.18 Bos olmayan bir X kiimesi ve bir
d:XxX >R, (xy)—>d(xy)

doniisiimii verilsin. Eger bu d doniisiimii Vx,y,z e X igin
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(M1) d(x,y)=0<x=y;
(M2) d(x,y)=d(y,x);
(M3) d(x,y)<d(x,2)+d(z,y) (iiggen esitsizligi)

ozellikleri sagliyorsa X iizerinde uzaklik fonksiyonu ya da metrik admi alir ve bu
durumda (X ,d ) ikilisine bir metrik uzay denir. Burada (M1)-(M3) 6zelliklerine metrik

aksiyomlar1 denir. Bir kiime iizerinde birden fazla metrik tanimlanabilir.

(M3) aksiyomunu tekrar uygulayarak VX, Y,Z;,...,Z, € X icin
d(x,y)<d(x,z)+d(z,Y)

<d(x,z)+d(z,2,)+d(z,,Y)

<d(x,z)+d(z,2z,)+...+d(z,,Y)
yazilabilir.
d(xy)<d(x,z)+d(z,z,)+...+d(z,.y)

ifadesine genellestirilmis ii¢gen esitsizligi denir (Musayev, 2000).
Teorem 3.10 (X, d)bir metrik uzay ise vx,y,z e X igin
‘d (x,z2)—d(y, Z)‘ <d(x,y) (ters iiggen esitsizligi) esitsizligi dogrudur (Musayev,
2000).
Teorem 3.11 X =R olmak iizere

d:RR >R, (xy)>d(xy)=|x-y|
seklinde tanimlanan d déniisimii R iizerinde bir metriktir. Bu metrige R {izerinde
mutlak deger metrigi denir (Musayev, 2000).

Tamim 3.19 X bos olmayan bir kiime ve K cismi R veya C olsun
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+1 XXX = X, (X y) > x+Y,

SKXX = X, (a,x) > ax,

dontigiimleri ile toplama ve carpma islemlerini tanimlayalim. Her x,y,ze X ve

a,b € K icin agagidaki kosullar saglansin:

1 X+y=Yy+X;

2. X+(y+2)=(x+Yy)+z

3.Her xe X i¢in X+0=X esitligini saglayan bir tek 0€ X vardir;

4. Her xe Xigin X+ (—X) =0 esitligini saglayan bir tek —Xx € X vardir;
5.Her xe X igin 1.x = x;

6. a(x+y)=ax+ay;

7. (a+b)x=ax+bx;

8. (ab)x=a(bx).

Bu durumda X ’e K iizerinde bir vektdr uzayi (lineer uzayr) ve elemanlarma da vektor

veya nokta adi verilir. K =R almirsa X ’e bir reel vektor uzay1 ve K = C almirsa X

e bir Kompleks vektor uzayr denir (Musayev, 2000).

Tamm 3.20 X bir K cismi iizerinde bir vektor uzay: olsun.
xR, x|
déniisimii vx,y e X ve VaeK icin
(N1) [x|=0< x=0;
(N2) [lax] =allx];
(N3) [[x+ Y[ <[X|+[Y| (iggen esitsizligi)

ozelliklerini sagliyorsa X {izerinde norm adin1 alir ve bu durumda (X , ||||) ikilisine bir

normlu vektor uzayr adi verilir. (N1)- (N3) ozelliklerine norm aksiyomlar: denir. Bu
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vektdr uzay1 iizerinde birden fazla norm tanimlanabilir. K cismine baglh olarak, reel

normlu uzay ve kompleks normlu uzay séylemleri de kullanilir (Musayev, 2000).
3.2 Bazi Fonksiyon ve Egriler sinifi

Tamm 3.21 T fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli olsun. [0,b-a] araliginda tanimlanan

ve

w(u)=aw(f,u)= sup |f(x+h)—f(x)
a<x<b-h
0<h<u

veya

o(f,u)= sup [f(x)-f(x)|

% —Xo|<u
X1, % €[a,b]

esitsizlikleri ile verilen @(u)=w(f,u) fonksiyonuna f fonksiyonunun siireklilik

modiilii denir.

Stireklilik modiilii i¢cin asagidaki 6zellikler gegerlidir.

1) w(0)=0

2) ®(u) ,monoton artan fonksiyondur;

3) w(u) fonksiyonu siireklidir;

4) U, 20 ve U, 20 igin
o(u, +u,) < w(u,) + o(u,) olur.

5) ndogal sayisi ve NU € [0, b—a] icin
o(nu) < nw(u)

dir ve keyfi A >0,(A+u e [0, b— a] icin
o(A) < A+1 o) < (A+Dao)

olur;

6) uc[0,b—a] icin @(u)=0 ise
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a)(u) > M u
2(b—a)
olur (Dzyadyk, 1977).

C(T) ile T egrisi iizerinde siirekli fonksiyonlar sinifin1 gdsterecegiz.

®(0),0 >0 siireklilik modiilii tipinde fonksiyon olsun (fonksiyonun siireklilik
moduli asagida tanimlanacaktir).Yani herhangi C=const >0 igin

o(t8)<ctw(5),5 >0,t >1 sartini saglayan pozitif, azalmayan fonksiyondur (hem de

w(+0)=0).
CH”=CH"(T'),C =const>0 ile
1f(z)- f(z,)|<Co(z,-2,)).2,2, €T

sartini saglayan f (Z) € C(F) fonksiyonlar simifin1 gésterecegiz. H” ile herhangi

C i¢in CH®” ya ait olan fonksiyonlar smifin1 gdsterecegiz.

Tamm 3.22 Her not edilen o < (0,1] icin f fonksiyonun siireklilik modiilii
o(f,0)<M,0%, (3.6)

sartin1 sagliyorsa, f fonksiyonlar sinifi & mertebeden Holder (veya Lipshitsz) sinifina
aittir denir. Burada M,;, ¢ ‘dan bagimli olmayan herhangi pozitif sabittir. Bu simf H*

veya Lipa ile gosterilir.

J. 1. Mamedkhanov’un (1980) calismasinda D/ (z,,[), O<a<l1, B=0

fonksiyon sinifi incelenmistir. Df (Z0 , F) fonksiyon sinifi asagidaki sekilde tanimlanir:

Tammm 3.23 C kompleks diizlemde TI'- Jordan egrisi ve z,eI - sabit nokta,

O0<a <1, >0 olsun. Eger

9(2) - 9(2,)] < C,maks [z, - 2,[",

|z, —22|ﬂ‘} lz,-2,[" Vz,,z, el

sarti saglaniyorsa, bu durumda g fonksiyonu DZ(z,,I') smifindandir denir ve

g €D/ (2,,T) ile gosterilir. Tanimdan goriildiigii gibi D/ (z,,T) < H,, (T) dir, burada

a
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H, () ise 0<a <1 olmak iizere siirekli fonksiyonlarmn Holder simifidir, ve D/ (z,,T’)

fonksiyon smift Z; noktasmnin komsulugunda ilave diizgiinliik sartina sahiptir (J. .

Mamedkhanov, 1985).

Ilave olarak J. I. Mamedkhanov ve V. V. Salaev’in (1980) ve R. M. Rzaev’in
(1981) galigmalarinda

o (8,6)= sup |f(z)-f(z,), 6<2, 2,2,e{z:|z,—2|<gc|T

|z, -2,]<5

bigiminde lokal-global siireklilik modiilii incelenmektedir; burada z, ise I' egrisi
tizerinde sabit noktadir.
gp(&,g), O Ve ¢ © ya gore azalmayan fonksiyon olsun. (p(5,g)/5 artmayandir ve

LirTg ¢(8,5)=0 sart1 saglansmn. H 2 fonksiyon simifini tanmimlayalim.

Tamim 3.24 C kompleks diizlemde T - Jordan egrisi ve z, € I - sabit nokta olsun.

Ho ={f eC(I): w(5.5)<cp(d.c), 0<5<2}.

J. I. Mamedkhanov ve V. V. Salaev’in (1980) calismas1 geregince, eger qo(é',g) =5%"

alinirsa, DY (z,,I')=H2(T) olur.

Tamim 3.25 Eger taraflar1 X ve Y eksenlerine paralel olan keyfi kapali RcG
dikdortgeni i¢in U(X, Y) fonksiyonu hemen tiim yatay ve hemen tiim diisey
pargalarinda mutlak stirekli ise diyecegiz ki, G bolgesinde fonksiyon u(x,y)e ACL

"dir (egrilerde mutlak siireklidir denir). Bu tiir fonksiyonun elbette G ’de hemen-hemen

her yerde u'X , u'y kismi tiirevleri vardir, 6yle ki bigimsel,

u =%(u'X —iuy ); u, :%(u'X +iuy )
tiirevleri vardir (Lehto ve Virtanen, 1973).

Tammm 3.26 [, C diizleminde diizeltilebilir bir kapali Jordan egrisi olsun. I" egrisi

iizerinde taniml1 ve 1< p < olmak iizere
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W
[ =(J ORI

r

sartim1 saglayan Olgiilebilir kompleks degerli fonksiyonlar sinifi L° (F) ile gosterilir

(Cavus ve Israfilov, 1995). L°(T) formuna gére Banach uzayidir.

e ()

Teorem 3.12 (Holder Esitsizligi): ', C diizleminde sonlu uzunluklu kapali bir Jordan

egrisi olsun. p>1, q>1 ve 1.1, icin fel?(I') ve geLl?(I)ise f.gel(T)
P q

ve

olur ( Goluzin, 1968).

Teorem 3.13 (Minkowski Esitsizligi): p>1ic¢in f,geL”(T) ise

00+ otap o <{ oo ooy o

olur (Goluzin, 1968).

Teorem 3.14 (Genellestirilmis Minkowski esitsizligi) f (X, y),R2 lizerinde tanimli

ve dlgiilebilir olsun. | f (-, || = L' (R) ise bu durumda

Jrc

R

)dy

Sillf(uy)

L,(R)
gerceklenir (Butzer ve Nessel, 1971).

Tammm 3.27 f,D bolgesi igerisinde analitik ve P>0 olsun. D bolgesi igindeki

I' . = I' 6zelligine sahip sonlu uzunluklu kapali Jordan egrilerinin bir {Fn} dizisi i¢in

Hf(z)\p|dz|sM

rn
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sartini saglayan f fonksiyonlarmin sinifina Smirnov simifi denir ve Ep(D) ile
gosterilir, burada, M sabitt n"den bagimsiz bir sabittir. Ozel halde D:=U ise H"(U)

Hardy uzay: elde edilir (Goluzin, 1968).

Teorem 3.15 Eger f (Z) € El(D) ise j f (Z)dz =0 esitligi saglanir (Goluzin, 1968).

r
Tanmm 3.28 I sonlu uzunluklu bir egri ve w:I —)[0,00] Olctilebilir fonksiyon olsun.

Egerw *({0,o0}) kiimesinin 8lgiimii 0 ise bu durumda  fonksiyonuna bir agirlik

fonksiyonu denir.

Tanmm 3.29 ['sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi ve w, " iizerinde bir agirlik
» %
fonksiyonu olsun. 1< p <o igin (ﬁ'ﬂf (z)|p|a)(z)||dz|] <o kosulunu saglayan T’
r

lizerinde tanmiml biitiin Lebesgue 6lciilebilir kompleks degerli f fonksiyonlarmin

kiimesine aguwrlikli Lebesgue uzay denir ve L? (T') ile gosterilir (Israfilov, 2001).

Tamm 3.30 Kabul edelim ki p e(1,«) ve 1.1, sartlar1 saglanir. I" egrisi tizerinde
P q

tanimli ve

supsup[l j a)p(f)|dr|]p(% I a)q(r)|dr|]q <o (3.7)
) I(

tel &0 | & F(t,s [,8)

sartinl saglayan @ agirhk fonksiyonlarinin smift A, (F) ile gosterilir. (3.7) kosuluna

Muckenhoupt—A, kosulu denir, burada F(t,g)={reF:|r—t|<g} dur (Bottcher ve

Karlovich, 1997).

["egrisi C kompleks diizlemde sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi olsun. Ayrica,

G=Intl" ve G = EXtI" gosterelim. f €L, (T") olmak iizere

+ 1 f
f (Z)ZZ_m-I g(—gz)dg’ 7eG (3.8)

ve
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:zij—g)dcj, 7eG™ (3.9)

bigiminde tanimlanan f* ve f~ fonksiyonlari, sirasiyla G ve G~ bolgelerinde

analitiktirler ve f~ (oo) =0olur.

f e L (") fonksiyonunun bir z " noktasindaki Cauchy singiiler integrali,

olarak tanimlanir. Bu limit hemen her zel' i¢in mevcuttur (Bottcher ve

Karlovich,1997).

Eger f e Li(l“) igin, f* ve f~ fonksiyonlarindan birinin I" {izerinde hemen
her yerde agisal limit degerleri mevcut ise, bu durumda S.(f)(z) Cauchy singiiler

integrali T" tizerinde hemen her yerde vardir ve f* ve f~ fonksiyonlarindan digerinin
de I' tizerinde hemen her yerde acgisal limit degerleri mevcuttur. Tersine olarak,

S, ( f )(Z) Cauchy singiiler integrali ' lizerinde hemen her yerde var ise, bu durumda

f* ve f~ fonksiyonlarinin I' iizerinde hemen her yerde agisal limit degerleri

mevcuttur. Ayrica, hemen her zeT igin

f*(z)zsr(f)(z)+%f(z) (3.10)
f‘(z):Sr(f)(z)—% f(2) (3.11)

esitlikleri saglanir (Goluzin, 1968) ve dolayisiyla I lizerinde hemen her yerde
f=f"-1f" (3.12)
olur.

fe Li(l“) fonksiyonuna, I" tizerinde hemen her yerde S ( f )(Z) degerini alan

Sr ( f ) fonksiyonunu karsilik getirebiliriz. Bu sekilde tanimlanan S lineer operatoriine

Cauchy singiiler operatorii denir.
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Not edelim ki, S, lineer operatoriiniin sinirliligi, yaklagim teorisinde 6nemli bir
yer tutmaktadir. Bu operatériin L, (F ) Lebesgue uzayi iizerinde sinirliligi problemi G.

David tarafindan incelenmistir (David, 1984). Bu konu ile ilgili ayrintili ispatlar ve
Cauchy singiiler integrali ile ilgili genis bilgi (Bottcher ve Karlovich, 1997) kitabinda

bulunabilir.

Tamim 3.31 C kompleks diizlemde bir T egrisi verilmis olsun. Eger bir T ¢emberini T"
egrisine doniigtiren ve T ¢emberinin bir komsulugunda konform olan bir doniisiim

varsa, bu durumda I" egrisine analitik egri denir (Lehto ve Virtanen, 1973).

Tanmm 3.32 R >1 olmak iizere, merkezi 0 ve yarigapt R olan ¢gemberin @ fonksiyonu

altindaki ters goriintiisii olan
T, ={z @(z) =R.R >1}

egrilerine D kontinyumunun seviye ¢izgileri denir (Suetin, 1998).

Kuazikonform doniistimiiniin farkli tanimlar1 bulunmaktadirlar. Bunlardan birini

kullanalim.

Tamm 3.33 Eger

1) G de ¢ € ACL,

K+1
2) G de hemen-hemen her yerde ‘(0 < K _1|(Pz|

ise G— Dbolgesinin topoloji ¢ donisimiine K —kuasikonform (yarikonform)

dontisiim denir (Ahlfors, 1987).
Bizi esas olarak I'— kuasikonform egri oldugu hali ilgilendirecektir.

Tanmm 3.34 Diizlemi kendisine doniistiiren herhangi K —kuasikonform déniisiimiinde
cemberin goriintiisiine Kuasikonform (yaritkonform) egri veya kuasicember denir
(Lehto ve Virtanen, 1973).

Egrinin kuasikonformliginin geometrik kriteri daha kullanighidir (Belinskii,

1974). I'—Jordan egrisinin ve onun lizerinde keyfi iki z, ve z,noktalarin1t goz Oniine

alalim. z, ve z, noktalarinin I' egrisini boldiigi iki yaydan birini (kiiciik capli)
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F(Zl, Zz)ile gosterelim. I egrisinin kuasikonform olmasi i¢in gerek ve yeter sart

asagidaki bagintinin saglanmasidir:

diamI'(z,,2,)<|z, - z,|
Lemma 3.1 B, I' kuasikonform egri sinirli bolge, z, €T, z, eI olsun. Bu durumda
uzulugu S(z,,2,) olmak iizere

S(z,,2,)<M|z, -2,
sartin1 saglayan Z,,Z, € B diizeltilebilir yayi vardir, tstelik M >1 sabiti ancak B den
bagimhidir (Belyi, 1977).
Tamm 3.35 Eger keyfi cift z, ve z, noktalar i¢in bu noktalar arasinda kalan egrinin

r ( 2,1, ) kiiciik par¢asinin uzunlugu
mesI'(z,2,)<|z, - z,|

sartin1 sagliyorsa, diizeltilebilir Jordan I' egrisine kuazidiizgiin egri denir (Andrievskii,
1986).
['— kapali Jordan egrisi olsun. ¢ >0 i¢in
U(z,0)={¢:|¢ -7 <5}, d(g,l“):izre];|§—z|,
Ty =UU(26)={¢:d({.T) <5}

gosterelim.

['— kapali diizeltilebilir Jordan egrisi olsun. I" egrisinin uzunlugu |, c¢ap:

d (d =sup, .

t-z) ve denklemi t=t(s) (0<s<l) bigiminde olsun.
L,(t)={rel:|t—7|<s5}, (0<5<d), 6,(5)=mes,(t)), (dlgi Lebesgue

Slgiisiidiir), 6(5)=sup@, (&) gosterelim. Agiktir ki, 0(5) =& esitsizligi saglanur.

tell
Tamm 3.36 Eger 6(5)<C§ sartini saglayan C =C(I")>1sabiti varsa, bu durumda "

egrisi S, sinifina aittir diyecegiz (Salaev, 1976).

S, smifina ait olan egrilere Regiiler egri veya Carleson egrisi de denir.
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Kabul edelim ki T kapali Jordan egrisidir. G=CI'=G, UG, (0€G,, ©€G,)
bolgesi I kapali egrisinin iki bilesenli tiimleyeni olsun. Ayrica kabul edelim ki

w=®,(z) (i =1,2) fonksiyonlar konform ve yalinkat olarak
®,(0)=c0, limzd,(2)>0, ®,(x)=c0 ve lim®d,(z)/z>0 normlan ile G, ve
Gz bolgelerini birim ¢emberinin digina doniistiiriir.

Birim ¢emberin i¢ini U,, birim ¢emberin dig kismini ise U, ile gosterelim.
Birim ¢emberin sinir1 T olsun.

®,(z) (i=12) fonksiyonlarinin tersi Z="¥, (W) (i :1,2) olsun. Caratheodory

teoremi geregince @, ve @, (¥, ve W,) fonksiyonlar1 siirekli olarak F(T)'ye

genigletilebilir (6rnegin bkz. Markushevich 1977).

f eC(F) olsun. Bu durumda f fonksiyonunu genellestirilmis Faber-Laurent

serisi cinsinden

f(2)- 38, ()R (2)+ 3 (-ac(1))Fr(2/2),

k=0 k=0

biciminde ifade edebiliriz, burada a, ( f ) ve ak ( f ) katsayilar

a,(f)= Ziilf[j;flwﬂ d,, k=0,12,.. (3.13)
ve
a(f)= Z;ij f [‘Ziff")] d, k=012,.. (3.14)

’
olarak tanmimlanir. @, ( f) ve ax(f) katsaylarma f eC(F)'nin Faber-Laurent
katsayilar1 denir. Fk(z) polinomu, I egrisi igin k. dereceli Faber polinomu olarak
adlandirilir. F, (Z) polinomunun integral sekli

1 [e(0)]

k(Z):ZﬂiFR {-1

dg, (3.15)
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bigimindedir, burada
Te={¢ eG,:|@,(¢)|=R}.
dir.

Fk(l/ Z) rasyonel fonksiyonu, I egrisi icin k dereceli Faber esas kismi olarak

adlandirilir ve integral sekli

Fk(1/2)=—21. | ' (3.16)

7l .
bicimindedir, burada
Tri={¢ G :|®,(¢) =R}
dir.

Tamm 3.37 f €C (F ) ve a, ( f ) , a () ise Faber-Laurent katsayilar1 olsun. Bu
durumda
R.(f.2)=Ya (f)F (2)+D -ac(f)F«(yz)
k=0 k=0
rasyonel fonksiyonuna f ’nin n. Dereceden Faber-Laurent rasyonel fonksiyonu
denir.
I' kapali Jordan egrisi ve f eC(T)olsun. E,(f,T) ile f fonksiyonunun I°

egrisi lizerinde en 1yi yaklagimini gésterelim. Yani,

E,(f.I')=inf max|f(z)-R,(z)|

{R,} zel
dir.
3.3 Yardimei Sonuclar

rQ=CT=Q,uQ,,(0eQ,,0eQ,) timleyeni ile keyfi kapali Jordan egrisi

: . D,(z
olsun. Konform ve yalinkat CDl(O) =0,0, (0),CD2 (oo) =00, IImA

Z—>0 Z

>0 normu

ile uygun olarak € —i,Q,—a Q = {WI W] <1}, Q,= {WI W] >1} déniistiiren
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w=®, (Z) , 1=1,2 fonksiyonlarim1 goz Oniine alalm. Her @, (Z), (i =1, 2)
fonksiyonunu I' =0Q, =0€Q), smirina kadar devam ettirelim. (genel olarak Z € I
iken CDl(Z) = O, (Z) ve devam ettirilen fonksiyonlar icin @, ve @, gosterimlerini
degistirmeyelim.) W=, (Z) fonksiyonlarmin tersini Z =¥, (W) A=12 le

gosterelim.

[ —Jordan egrisi olsun. Smirt ' olan sonlu bolgeyi IntI'=C\intI" ve

gosterelim.

Sartlasalim ki, gelecekte € (i =1, 2) bolgesinin  noktalarinm Z(i) ve & ®
harflerle veya yanlis anlamaya sebep oluyorsa, sadece Z ve ¢ ile gosterecegiz.

Keyfi dogal n sayist igin

£ g:geQi;‘CDi(g)‘=1+(_nl)I ,

Py (D=t le=el. oy ()=maxip .y (9).

1+ ' 1+
n 1+ p

5::5:(%)= supd (&,T0)

feqintl | mextl’
l+ﬁ 1=

n

olsun.
Her not edilen U, € (0,1) igin

D, =intT’

2
1+ug Du0 = eXtrl—uo
S 2

Duo = DuO N Duo

gosterelim.
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Gelecekte A<B(A>0,B>0) simgelerini kullanacagiz, bu ise A<CB

demektir, burada C=const>0, A ve B ’den bagimli olmayan sabittir ve eger ayni

zamanda A<B ve B=<A ise A<B simgesini kullanacagiz.

P. M.Tamrazovun bir sonucunu Onemini degismeyecek sekilde verelim

(Lebedev ve Tamrazov, 1970; Tamrazov, 1973; Dzyadyk, 1977, 418-5-426).

Lemma 3.2 I'—keyfi Jordan egrisi olsun ve derecesi <n,n=12,., olan

n
R.(2)= Z aﬁn)zk rasyonel fonksiyon i¢in M, =const>0,z, eI've &§>0olmak

k=-n

tizere tim Z € I noktalarinda

z-1,

G
Rn(z)‘sMo[H J,cl:const>0

esitsizligi  saglanir. Bu durumda tim zeU (Zo,ﬁ)ﬁintr .. Nextl’, (burada
1+2
¢, =const > 0) i¢in
R, (2)|<c;My, ¢, =c;(c,,c,, T)>0

esitsizligi saglanir.

5ni5n(%): supd(¢£,T)

feqintl g mextl 4
h; L?

olsun.

Her not edilen u, €(0,1)i¢in

D, =intl’,,, ,D; =extl’,,

_ Al 2
D, =D, ND;,
gosterelim.

-1
Simdi daha genis egriler siifinda (é/ - Z) Cauchy cekirdeginin yaklagim

problemi ile ilgilenelim.
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Lemma 3.3 (Andrievskii, (1986)): E — bir bagmtili tiimleyene sahip keyfi kontinyum

U, >0- not edilen keyfi say1 , c=2(1+u,)e*”” , T=0E olsun. Bu durumda tiim

n=12,... dogal sayilar1 ve { eintI" \EE(% igin ¢ ya gore sirekli a,(¢) , =0,n

1+uy

katsayilariyla
(& 2)=) a,()z’ , n=12,..
j=0

bigiminde 6yle 7,(S,z) polinomsal gekirdegi var ki, ze E ve p=0,1 iken asagidaki

esitsizlikler saglanir.

8" 1 2 1 -p-3
2 men] e b,

o’ —p-
y”n(éﬁz) <|g—2""

burada 5(u)= sup d(g,E) ve E;=UU(z,6)=(s:d(s,E)<5)dir.

gelintly,, zeE

Lemma 3.4 T'— keyfi kapali Jordan egrisi, 0<U, <1 keyfi not edilen sayi,

c= 2(1+ uo)ez” olsun. Bu durumda tiim dogal N=12,... sayilari ve ¢ € D, \1“5*[CJ

n

igin ¢ 'ya gore siirekli a;(), ] =—n,n Katsayilari oyle 7,(¢,2)= Z q; (g)zj

j=-n

fonksiyonu vardirki, zeI" ve p=0,1 iken asagidaki esitsizlikler saglanr:

£kl e

0z°| ¢ -z
0 p-1
—5 (6 2)=le-2 "

Su lemma, Lemma 3.2’ ye benzer sekilde ispat edilir.
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Fakat not etmek gerekiyor ki , {e{Dulo \1“(5*[CJ}mQ2 Jiken 7T, (C;, Z) bir

n

polinomsal ¢ekirdek olur, Q’G{Duz \I' m}mﬁl iken 7T, (C,Z) bize rasyonel
o s1&

n

fonksiyonu vermektedir.
Lemma 3.5 TI'eS,,0<u,<1- keyfi sayr olsun. Bu durumda keyfi n=12,...ve
¢ e DuO igin z degiskenine , ¢ ’ya gore toplanabilen katsayilarla, dyle K (¢ ,z)

rasyonel fonksiyonu vardir ki, Z€I've p=0,1 igin

oo [ 1 1 s
E{Z—Kn(éﬂz)}‘jw_z'mLg_zhéﬂ , (3.17)
o° e

ﬁKn(g,z)jﬂg—zh@,} " (3.18)

esitsizlikleri saglanir.

Ispat: n— yeteri kadar biiyiik dogal say1 olsun. C= 2(1+ Uo)eh gosterelim. I’ (Cj

o
n

kompakt olduguna gore

rg*m - kLmJlu (<. 57)

n

olmak {izere sonlu sayida C1: 6o €D 5*[ c) noktalarini se¢gmek miimkiindiir.

I'eS olduguna gore, bu durumda her &\, K = l,_m noktasi igin

S —<il=<s, (3.19)

ozelligiile §; e D, \T (C] noktasin1 kurmak olur.
o s1e

n

zel", ¢ el (.8, )igin

ISk —2lzlg 2|+, (3.20)
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oldugu kolayca goriiniir.

1 _ 1 &< {4;—5) 1
-7 )0-12

-z '~z (¢-z)
Ozdesligi geregince,
£eU(&.6,)k=1..m iken
iﬁk)(4,2)=ﬂn(é“k’,2)+(§k'—4)[7?}(4;,2)}

fonksiyonuna bakalim, burada 7, (¢},z) ,Lemma 3.3den alinan fonksiyondur. Aranan

K., (C: ) Z) fonksiyonunu asagidaki sekilde yapalim:
1)Eger ¢ €U (4’1,5:) ise, bu durumda

K, (£:2)=40 (¢.2)

alalim.

k-1

2) Eger geu(é’k’5:)\uu(§j’5n) , k=2,m

ise bu durumda

alalim.

m
3) Eger ge Duo \{UU (é’j’é‘n )} ise, bu durumda lemma 3.3 deki uygun

j=1
fonksiyonu alalim. Bu durumda (3.17) ve (3.18) esitsizliklerinin dogrulugu yukarida

verilen yapilardan, lemma 3.3 den, (3.19) ve (3.20) bagintilarindan ve kolaylikla elde
edilen
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1w =§|:—§21 1 '

&= =z | m (622 |
-2y
1

KA I Y0 s Y
62p|:é’—z Aq (g’Z):Hj|é/—Zp+1{|§_z|+5r:}

a_p/l(k)(&Z)

oz° "

5(|§ - z|+5:)7p71

bagmtilarindan kolayca elde edilir, burada § €U (é/ K 5: ), zel',p=0,1 dir.

G kompleks diizlemde bir I" kapali Jordan egrisi verilmis olsun. Kabul edelim

Ki, Wzgo(z) fonksiyonu I' egrisinin disin1 U birim ¢emberinin disina doniistiiriir.
@(w) fonksiyonu ise ¢(z) fonksiyonunun ters fonksiyonu olsun. Ayrica, kabul edelim
Ki, w=¢(z) fonksiyonuI egrisinin i¢ kismi1 U birim g¢emberinin i¢ kismia
doniistiiriir, ve ¢(w) ise (p(z) fonksiyonunun tersi olsun. Yukaridaki gosterimleri

kullanarak asagidaki sekilde genellestirilmis diizglinliik modiillerini tanimlayalim:

o (f,8)=8"suptul? (f,1)_,

p
>0

oy (f,8)=5%supt2uy (f,1)

r’
t>5

burada,

ul? (f,t)=sup|f(z,)+f(z,)-2f(z) . =o(p(z)e"),

|hl<t P

f(z0)+f(z)-2f(2)

Zn :(/)((/)(Z)eih).

Lp(I)

up(f,t)=sup

hj<t

Kabul edelim ki W=§0(Z) fonksiyonu I kapali egrisinin digini
U ={W:|W|=1} birim dairesinin disina doniistiiriir ve {D(OO)ZOO, (p'(00)>0 sart1

saglantyor, z=¢(w) fonksiyonu ise w=¢(z) fonksiyonunun ters fonksiyonu olsun.

Ayrica,
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L, = l//((o(z)eHh )
olmak tizere

J,(h)=|f(z,)+f(zy)-2f(2)

Ly(T)
gosterelim.

D . 1
Simdi z= E+ b (zl = ij, a-z0,bgR  donlisimii  yerine 1=—
z z—-a z

donilisimiinii géz oniine alalm. Bu durumda I' egrisi I'; egrisinin doniigiimii olur ve
Z =0 noktasi I" egrisinin igindedir. Ayrica, kabul edelim ki, u=¢, (21) fonksiyonu I';
egrisinin i¢ kismm ,U, = {u :|u| =1} birim dairesinin i¢ kismina doniistiiriir ve
@ () =0 ve @(0)>0 sarti saglaniyor. ¢, (Z;) fonksiyonunun tersini ¢; (U) ile
gosterelim. Ayrica,

(2)., =a(@(z)e™); vhe[-7,7]

olmak tzere

J3(h):H f((z),)+ h((z), —21(2))

Lp(Ty)
gosterelim.

Lemma 3.6 Asagidaki bagint1 gecerlidir:

J,(h)=J;(h) (3.21)
Ispat: Not edelim ki, T" egrisini U, = {WZ Wi =1} egrisine iki yontem ile doniistiirmek
miimkiindiir.

1. w=¢(z) fonksiyonu yardimiyla;

2. Asagidaki ii¢ ardisik donlisim yardimiyla: ilk once 2z, = !

2 (ZGF)

doniisimii yardimiyla ' egrisi I'; egrisine donistiiriiliir, sonra u =(p1(zl) fonksiyonu
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.. . 1 .
yardimiyla U, = {u |ul = 1} birim ¢emberine doniistiiriiliir, son olarak w = " fonksiyonu

yardimiyla U, = {w:|w| =1} ¢emberine déniistiiriliir. Yukaridaki islemlere gore

yazilabilir. I' egrisi U, birim ¢emberine doniisiilmesini gerceklestiren yukaridaki iki

yontem geregince

o(z)=¢ (—j (3.22)

olur.

Ayrica, yukaridaki isleme benzer sekilde islem yapilirsa, her bir we U, igin

w(w)=y*(w?) (3.23)
elde edilir.
(3.22) ve (3.23) den eger z=27" ise z. =(z,)," elde edilir. Gergekten, (3.22) ve (3.23)
esitlikleri geregince asagidaki elde edilir:
Z,, :w(go(z)ef“):yxl‘l((p‘l(z)ei‘h):
=y (i (27)e"

=
~—~—
1
S
-
)
S
—~~
N
iy
~—
@D
H
=
S~
I
—~~
N
iy
—
+
> P

Buradan asagidaki elde edilir:
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istenen bagint1 ispat edildi.
Simdi kabul edelim ki, ¢  fonksiyonu I egrisinin i¢ kismuni U, birim
¢emberinin i¢ kismina doniistiiriir, ( burada ¢ (0)=0’dw), y  ise ¢ i ters

doniisiimii olsun.

J; :Hf (z;)+ f (th)—Zf (z)

, he[—ﬂ',ﬂ']

Ly(T)

olsun, burada z; =y (¢"(z)e™") dur.
Kabul edelim ki, ¢, fonksiyonu Fl((pf(oo)=oo) egrisinin digim1 Ug birim

¢emberinin disina doniistiiriir, WI Ise @, doniisiimiiniin ters doniisiimii olsun. Yukarida

yazdigimiz doniistimleri kullanarak,

35 (h)=

fl(zf)h + fl(zf)fh -2f.(z)

Y. he[-z, 7]

gosterelim, burada (ZI )i =y, ((/)f (Zl)eﬂh) dir.

(3.21) bagintisinin ispat edilmesinde kullanilan islemleri ayn sekilde tekrarlarsak,
asagidaki lemma’nin ispat1 kolayca yapilabilir:
Lemma 3.7 J; (h) =< J; bagmtisi gegerlidir.

Bottcher ve Karlovich, (1997) kitabindaki, Teorem 4.15°i kullanarak Paatashvili,

(1973) makalesindeki, Lemmay: degisik bir bi¢iminde asagidaki sekilde ifade

edebiliriz:
Lemma 38 TI'eS, ve u(t)eA (T) olsun bu durumda u(t)el,(T) ve

(u(t)) eL, (1), (%+%) =1 olur (Paatashvili, 1973).

Lemma 3.9 Kabul edelim ki, w=¢(z) fonksiyonu z diizlemindeki I' egrisini w
diizlemindeki I'" egrisine doniistiiriir. y(w) fonksiyonu w=¢(z) fonksiyonunun tersi

olsun. Eger y'(w) ise bu durumda

f(z)el’ (M) e ' (w)el* ()
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olur.

Su lemma’nin dogrulugu asagidaki bagintidan direkt olarak elde edilir:
1
P p
o ={[I1 @ =[] ()
r r

Bolim 4.3 igin

1

p *
l//'(w)HdwU ZH f -
Kabul edelim ki I" kapali Jordan egrisidir. G =CT'=G, UG, (0€G,, ©€G,)

bolgesi I kapali egrisinin iki bilesenli timleyeni olsun. Ayrica kabul edelim ki
w=a, (Z) (i =1, 2) fonksiyonlar1  konform ve yalinkat olarak CDl(O) = o0,
IZI_rI)l ZCI)l(Z) >0, O, (OO)=OO ve !ETO\OCDZ (Z)/ z>0 npormlan ile G, ve G,
bolgelerini birim ¢emberinin digina doniistiiriir.

Birim ¢emberin i¢ini U,, birim ¢emberin dis kismini ise U, ile gosterelim.
Birim ¢emberin siur1 T olsun.

(I)i(z)(i =1,2) fonksiyonlarmmn tersi Z="V, (W) (i =1,2) olsun. Caratheodory
teoremi geregince @, ve O, (¥, ve ¥,) fonksiyonlar1 siirekli olarak F(T)'ye

genisletilebilir (6rnegin bkz. Markushevich 1977).

Andrievskii'nin bir sonucunu anlamini degismeyecek sekilde formiiliize edelim

(bkz. Andrievskii, 1980, Lemma 1).

Lemma 3.10: I', kapali bir kuasikonform egri, 0<a<1 ve Z€l olsun. Oyleyse

d¢]
-1

<(n +1)17a +In(n+2),

l—‘l‘f’l
n

ve

<(n +1)17a +In(n+2),

esitsizlikleri gecerlidir, burada

F1+% = {g

@,(¢) :1+%},
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r,= {g: @, (¢)) =1+%},

Boliim 4.4. i¢in yardimci sonuglar

- iki Q=CI'=Q U, (0 e, 0e) ) tamamlayiciya sahip, keyfi siirli Jordan
egrisi olsun. € (i=12) bdlgesini O, (Q1 { |wi <1} { |w >1}) bolgesine
konform ve yalinkat olarak doniistiiren W = @, (Z), 1 =1,2 fonksiyonlarini goz 6niine

alahm ve ayrica ¢,(0)=0, ¢(0)>0, ¢@,(0)=0 ve Ilml(pz( z)>0 sartlari

saglanmaktadir. W= ¢, (Z), i=1,2 fonksiyonlarinin tersini ise z =", (W), (i =], 2) ile
gosterelim.

Keyfi dogal n sayis1 igin

:{5:5692 :|¢2(§)|:1+%},

={§:§eq:|¢1(é)l=1—%}’

pl()zlnf|§ 2|, p . (z )=|nf |& -2,

1+— cfeF 1= éeF 1
n n 1

p;n (z)=m aks{,o1+1 |Z|"01_1 |z|}
gosterelim.

Gl:{§:§EQ1|¢1(§)|E(%’1)};

G, ={&:£c0 |, (&) (13)):
G =G, UG, gosterelim.
Andrievskii, Israfilov (1979) ¢alismasinda

w( f,z,5) _ésgp‘ -f(z), zeT (3.24)
|e-2|<

karakterizasyonu kullanilmaktadir.
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Biiliim 4.4’ iin esas sonucun ispatinda asagidaki yardimci sonuglardan yararlanacagiz:

Teorem 3.16 (Andrievskii, Israfilov, (1979)) I - kuasikonform egri ve f(z)e Lipl(T)

olsun. Bu durumda her bir dogal n sayist igin derecesi n’yi asmayan Oyle

R.(z)=R,(f;z) rasyonel fonksiyonu var ki,

p (2
1 & ew(fgcle-&)) ry do,
f(2)-R,(2)22 x n
f(2) “(Z)|52+izllg ¢ ¢l £=2+p oy (2)| 52
=é;+4(eg+3(eg (3.25)

sarti saglaniyor, burada &. =P, [goi (& )|goi (§)|71] m>0 keyfi sabit sayr, ¢>0 ise
yalniz I"’den bagimli sabittir.

Lemma 3.11. (Andrievskii, Israfilov (1979)):T -kuasikonform egri ve f(z)eC(T)

olsun. Bu durumda her bir dogal n sayisi igin dyle f, (z) fonksiyon dizisi var ki,

I (2)-1, (Z)‘ja)[f,z,clo%(z)}, (3.26)
o(t.zclz=gl),  [¢-2l=p, (2)
fa(2)- £, (£)|= = (3:27)

a)[f,Z,Cp%(Z)} p%(Z), |§—Z|j,0%(2)

burada z,& eT" ve € >0 sabiti yalmz I"’ya baglhdir.

7 - sonlu kuasikonform yay olsun. Yani; y -yay1 diizlemin kendi kendine kuasi-konform
donilisimiinde pargcanin  dontisiimiidir Ahlfors (1987). ¢ ise y yaymin Q

tamamlayicisin1 birim dairesinin digina konform ve yalinkat olarak doniistiiren

. z
fonksiyon olsun, ve ayrica , (p(OO) =00, lim m >0 sart1 saglansin.
Z—>© Z

Ayrica, Q=Y (Ql) , Q=Y (QZ) gosterelim, ~ burada € ={w:|w|>1

, argh, <argw<argh,, bl:go(ai) b, 2(0(3-2), d, ve a,-y yaymin u¢ noktalaridir }
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Q, ={w:w>1\Q dir.  Daha  sonra Vin :{z eQ; :fo(2) :1+%},

P (2)=inf{lz=¢:cey;ii=12}, p 1 (2)= maks{p(l)l (2),p") (z)}

= 1+= 1+=
n n n

gosterelim.

Q bolgesinin Caratheodory’ye goére basit uglarla kompaktifikasyonunu (Sikistirilmis)

Q) ile gosterelim. Her bir z € ¥ noktasi 7% ve 29 € Q basit uglariin cismidir. z e Q
i¢c noktasma aym zamanda z=Z €Q basit uglarin cismi gibi bakilabilir. y =Q\Q,
Q= l//(ﬁlj), 7(J) =Qj Ny gosterelim.

Lemma 3.12 (Andrievskii, 1980): y- kuasikonform yay olsun. Ayrica z, & ve &, ise

Z(j)ey(j), 50) ¢ o) (‘q)(sm)gg, j=1,2), Sy:y/[go(s(j))‘(o(S“))_l] basit
uclarin cismi olsun.
n keyfi dogal say1 olmak iizere,
(J>:WH1+1)¢(Z(J)> |
n
5(1)_WK1+1)¢<3(1>) |
n
d(é,l“)=izr;1r‘|§—2|,
(p(s(J)):W(i), go(g(j))zw(j), qo(z(i)):z.(J’)’ (D(Sr):Wr
gosterelim.
Asagidaki bagintilar dogrudur:
0 ~-(1)
1) d(&y)<[e-¢), Pl (2)=|z-2 |; (3.28)

2) eger |z-¢| Spl(’i(z) ise
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ve sonug olarak

DI
= ‘W(J)_T(J)‘
W(J>_M,-)|ﬁ 95<1)_§| |w“)—w(” “
R vy B v e Ty
w —r(‘)‘ g’ z‘ ‘WJ r(‘)‘
5) |§—Z|§p1(£(2) ise
(i)
1 plﬁ(z) 1
— < < . (3.29)
nﬁ‘w(l)_T(J)‘ 1E-2] ~pelwd — )
ve sonug olarak
. A ; 5
P (2) e P (2)
0 n (3.30)

< <
e~ | 7| -2 7| le-1

burada j=12 ve A «a, f ve O pozitif sabitleri y yaymin kuasikonform katsayisina

baghidir.
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4. ARASTIRMA SONUCLARI ve TARTISMA

4.1 Siirekli Fonksiyonlar Sinifinin Rasyonel Fonksiyonlarla Yaklasim

Kapal1 Jordan egrilerinde diiz ve ters teoremleri inceleyelim.
Teorem 4.1 T egrisi S, smifina ait keyfi sonlu kapal Jordan egrisi, a(&)—stireklilik
modiilii tipinde fonksiyon ve f(z)eH®(T") olsun. Bu durumda derecesi<n olan dyle

R, (z) rasyonel fonksiyonlar dizisi vardir ki, zeI" ve N=12,...iken

| (2)-R,(2)|<co(57) (4.1)
R.(z)<c, w(;”), (4.2)

esitsizlikleri saglanir, burada ¢, >0,i =1,2 sabitleri n ve Z ’den bagimli degildir.

Ispat: f (Z) eH” (F) olsun. f (Z) fonksiyonunu siirekli olarak tim C kompleks
diizleme Syle devam ettirelim ki, devam ettirilen fonksiyonun siireklilik modiilii ( f ()
gosterimini koruyarak) ilk Snce oldugu gibi cw(5) c=const>0 (bk. Stein,1970)
bilyiikliigii ile smirlansin. Her not edilen N=12,.. ve & 25: (%j icin asagidaki

sekilde f(z) fonksiyonunun &, — ortalamasini yapalim:

1 [[ f(¢)o, | zec (4.3)

7T n U(z,&,:)

fu(2)=

Elde edilen f (z) fonksiyonu asagidaki esitsizligi saglyor (bk. Dzydik, 1977,

Lemma 2).

|f(2)-f,(2)|=e0(5;) , zeC (4.4)

Ote yandan fn(z) fonksiyonu C’de siirekli kismi tiirevlenebilirdir, onun

bigimsel tiirevi

< *) , zeC (4.5)
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sartin1 sagliyor.

f,(z) fonksiyonuna Cauchy-Green formiiliinii uygulayalim:

1 e R, 1 f(9)
f”(z)_z;ziJ g—zdg Zﬂir-[ c20¢
+UQ 1-ug (4.6)
9 ,2eD
8.{ 5 z

uO

istenen rasyonel fonksiyon (4.4) ve (4.6) bagintilarina gore asagidaki sekilde yapilir:

1
R =— )dg—— -
(D)= | L K(62)d I J (oK te2pe
° o 4.7)
_E”an—(g) (é’ Z)da , 2eD,,
75, 06 °
burada K, (¢,z), u, :% iken Lemma 3.5’ten alinan rasyonel fonksiyondur.
(4.1) bagmtisim1 ispat edelim. zeI' olsun ve U, =U (Z,5n) diyelim.

(4.4),(4.5),(4.6),(4.7) bagintilarin1 ve Lemma 3.5 geregince asagidakini elde ederiz:

\f(z)—Rn(Z)\<\f( (2)+ (Z)—Rn(z)\S

<o(s,)+ \‘——K (¢,2) |dg| ag H§ ——K,(¢,2)do,=
oo 1 5

Sa)(é‘n)-FEFII ‘|§ Z||:|§ Z|+5 :| |dg|

1 1 o T Lleh(@)] 1 s T

2] ”‘|c—z|{|:—z|+a:} "’g'%!i o |l z|Lc z|+5} i

da{

ja)( +5 + ‘U|§ z|

zel ve { edU, =y, iken asagidaki esitsizlik dogrudur:

n

f.()— 1 (2)|=e0(5,) (4.8)
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(4.5), (4.8) ve Lemma 3.5’1 kullanarak

|1 K,(¢z) 1 K,(¢z)
R“(Z)‘_znirl (5 ds Zﬂirjl h(O—5 ks
_1poh(6) K, (42) 1 N
;zDL o¢ o 4|<27zrjl f(€) az[; z
1 1 1
(@)l TS 2k @)

1
ol e

n
elde ederiz.
Teorem 4.1 ispat edildi.

I' —kapali kuazikonform egri oldugunda, Teorem 4.1.’in tersi gecerlidir. SOyle

ki, asagidaki teorem dogrudur.

Teorem 4.2 T"—kapali kuazikonform egri, a)(5 ) —stireklilik modiilii tipinde fonksiyon

olsun. Eger z eI iken

esitsizliklerini saglayan derecesi<n olan R (z) rasyonel fonksiyonlar dizisi varsa, bu

durumda, f(z)eH(T) olur.
Ispat: z ve { €T ve |z—-¢| <& (5 —yeteri kadar kiigiik) olsun. Bu noktalar

mesy (z,£)=<|z-¢]

ozelligi ile y(z,¢)c Q2 yay ile birlestirelim. (Lemma 3.1 geregince z ve el

noktalarim y (z,¢) = Q. yayt ile birlestirmek miimkiindiir)
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S <|2—¢|< 8, sartindan n dogal sayisii bulalim.

|°1

0, 0,

n

Rr}(‘f)‘fa)(fn)ﬂl"‘%g*z ]’ ¢,>0,5el

degerlendirmesi dogrudur. Lemma 3.2 geregince

a)(ﬁs)

R(Sz—5 £er(2)

n

elde ederiz.

Boylece, asagidaki degerlendirme dogrudur:
[f(2)=1($)<[f(2)-R, (Z>I+7(L)IRn ()lldgl+
+1 (&) =R, (§)]=z0(s;)ze(z~<])

olur. Bu ise gosterir ki, f(z)eH®(T) dir.

4.2 Agirhkh Lebesgue Uzaylarinda Fonksiyonlarin Rasyonel Fonksiyonlarla
Yaklasim

Bu béliimde L, (F, U) siifindan olan fonksiyonlarin

Rn(z):kz a (z-b) (4.9)

biciminde rasyonel fonksiyonlarla yaklasimi incelenmektedir, burada D - noktas: kapali

I egrisinin i¢inde bulunmaktadir. Genelligi bozmadan, b =0 oldugunu kabul edelim.
Teorem 4.3 T'eS,, u(t)e A (T),(p>1) ve feL,(Iu),p>1 olsun. Bu durumda

her bir neN igin (3.16) bigiminde 6yle bir R, (z) rasyonel fonksiyonu var ki,

1 2 1
1Rl <@ ( f ,Hjmp,u ( f ’Ej (4.10)

esitsizligi saglanir.

ispat: fel ([,u) ve ueA(T) olsun. Bu durumda feL (L) olur. Gergekten

lemma 3.7 geregince
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1 (2)l= J‘ )”“ )‘|dz|_|| L,

I_p'(l",u)
olur. Bu ise gosterir ki, f € Ll(F) "dir.

Simdi Ue A (F) olduguna gore

-0 31

singiiler integrali I {izerinde hemen her yerde var. Bu durumda Cauchy tipli integral

I iizerinde hemen her yerde

o (1) =+ 2 £ () + -1 [ g
2 27i s 7t

bigiminde agisal limit degerlerine sahiptir (Privalov, 1950).

Buradan
f(t)=0"(t)-D(t) (4.11)

esitligi gecerlidir. Bu esitlik gosterir ki, I egrisi iizerinde tanimlanmig fonksiyonu
L, (F ,U) uzaymda yaklastirmak icin @ ve @D fonksiyonlarini egrinin i¢inde ve
disinda yaklastirmak yeterlidir.

Teoremi ispat etmek i¢in asagidaki lemmaya ihtiyacimiz vardir.

Lemma 4.1 u(t)eA(T) ve fel (Iu),p>1 olsun. Bu durumda ¥neN igcin

. 1
derecesi n olan dyle P, (Z) ve pn(gj polinomlar1 var ki,

d)+(z)_Pn(z)HLp(ru) <o (f —j (4.12)

n

ve

H(I)’(Z)—Pn(z)

2 1
Lp(F,u) < @pu ( f ,H) (413)

bagintilar1 gegerlidir.
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Ispat: Ilk 6nce (4.12 ) esitsizligini ispat edelim. f el (F, u) ve feA (F) olduguna

gore, eger Hf (z,)+f H ) < ise F(z,h)="f(z,)+f(z,)eL(l)

olur. Gergekten, Lemma 3.7 geregince asagidaki elde edilir:
f( + f —2f(z)|u(z)||dz
r
< J‘ ‘f (Zh)+ f (

g \U(

<|f(z,)+f(z,)-2f(2)

U dZ +2 —dZ

+2[ ],

L(r)

1

u

1
p(Cu)° u

. 00
HLP(T,U) <+

L(r)

Bu ise gosterir ki, F (Z, h) el! (F) dir.
F (Z, h) € Ll(F) ve u(t) €A, (T) olduguna gore

J.f(zh)+f(z_h)d

b -t

A

singiiler integrali esas deger anlaminda I iizerinde hemen her yerde mevcuttur

Bu ise gosterir ki, ®* (t) fonksiyonunu t €' olmak iizere

17 f(z,)+f(z,) 1%
=4ﬂ2i£Kn(h)dhl — dz+E£Kn (O[f(t,)+f(t,)]dh (414
bi¢giminde tanimlanan Jackson-Dzyadyk polinomu (Dzyadyk, 1977) ile yaklastirmak

miimkiindiir, burada K (h) derecesi n olan bir trigonometrik polinomdur ve asagidaki
sartlar1 sagliyor:

len(h)dhﬂ, h=012,.. (4.15)
”ﬂr
T K, (t)dt<c (4.16)

(t)|dt<c(k)(n+1), n=012.. (4.17)
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Diger taraftan (4.15)-(4.17) sartlarindan

f(ie3)

K, (t)|dt<n™ (4.18)

bagntisi elde edilir.

(4.15) bagmtis1 kullanilirsa, " (t) fonksiyonunu

@wg—_i_fx(mmqgigln+ékfx(m2famt (4.19)
_47zzi0 ! v z—t 4+, " '
biciminde yazabiliriz.

(4.14) ve (4.19) bagmtilarim kullanarak, ®° (t)—Pn (t) farkinin normunu Lp (F ,u)

metriki anlaminda degerlendirelim: A¢iktir ki,

O —P

n

Lp(Tu)

j dhj (2 ) 21 (2 )dz+$IKn(h)[f(th)+f(t_h)—2f(t)]dh

Ly(Tu)

olur. Buradan ilk once Minkowski esitsizligini daha sonra ise genellestirilmis

Minkowski esitsizligi kullanilirsa asagidaki elde edilir:

( u)g ]:Kn(h)dhlf(zh)+f(z—h)_2f(z)dz

an* -P,
L, (T

Lp(Tu)

HTK ()] £ (1) 7 (t,) -2 (1)
f|K
j (h)dh

IN

+ (4.20)

N[ T () + 1 (t,) -2 (1]

I (z ) 2f (2) .

r Lp(Iu)

SI&(MA@)

w2, (f,h)dh,

burada
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p

-h
—t

|u<t)|p|dt|Jp

A(h){l

J-f(zh)+f(z )-2f (z)dZ

dir. Son esitlikten U (t) eA, (F) olduguna gore

elde edilir.

Buradan (4.20) bagintisindan

bulunur. Son esitsizlikten istenen (4.12) bagintisi elde edilir.

' -P,

L) S ! K, (h)@;, (f.h)dh (4.21)

Simdi (4.13) bagintisinin dogrulugunu gosterelim. Bunun i¢in Z diizlemini

1 '

z =— fonksiyonu yardimiyla Z' diizlemine doniistiirelim. Bu durumda I" egrisi I’
z

egrisine, f(z) fonksiyonu f(z)= f(%j: f,(z') fonksiyonuna, u(z) fonksiyonu ise

!

u(z)=u (ij =U,(Z') fonksiyonuna déniismiis olur.
Asagidakilerin dogrulugunu gosterelim:
f(z)el,(Tu)e f(Z)el, (M) (4.22)
ve
u(z)e A)(N)=uy(z')e A (T) (4.23)

(4.22)’nin dogrulugu Lemma 3.9 dan elde edilir. Daha sonra asagidaki elde edilir:

C1pf(z)dz 1 f(2)d 1 f(2)
(Srf)(t)_ﬂi'[ z-t _ﬂ'il'[ 7' -t ﬂil'[ z' @

(4.24)

_ /_i fl(zr) '

=(8,.1)(t) ﬂierz.
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Buradan (4.22)’i ve Z'=0 noktasmin I'"" egrisinin icinde oldugu dikkate alinirsa, (4.23)

elde edilir.

Diger taraftan Z eG (burada G* bolgesi, I egrisinin i¢ kismidir.) oldugunda @(t)

fonksiyonu z' diizleminde

1 f(z)dz 1 f(z')dz2" 1 (f(Z
¢(t) B 27 -[ E—)t B 27 I 15'—)1" B 27 I (Z' )dz
r r

bi¢ciminde yazilabilir.

oldugu dikkate alinirsa, q)(t) =0, (t') esitligi elde edilir.

Agiktir ki, Z diizleminde tanimlanan @~ (t) fonksiyonuna z' diizleminde ®@; (t')

fonksiyonu karsilik gelmektedir. Buradan (4.12) bagintisina gore

1
< w? =
‘ Lp(Tw) Coun ( fl’ n jr, (425)

7 (t)=Pn ()

elde edilir.

Ayrica, @; (t')=¢(t), u(t)=u(t) ve z=0 noktasmin I" egrisi i¢inde oldugu

dikkate alinirsa,

+ (4 ; - 1
#0000, = ©-n(}) 520
Pu Lp(Tu)
elde edilir.
Ote yandan Lemma 3.7 geregince
2
@,y (1,0). < opu (1,6), (4.27)

olur. Dolayisiyla (4.25),(4.26) ve (4.27) bagmntilarindan (4.13) bagintis1 elde edilir.
Lemma 4.1 ispat edildi.
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Teorem 4.3 {in ispatinin tamamlanmast i¢in Lemma 4.1°1 kullanmak ve
1 _ : 1 :
R,(2)=P, Z- fonksiyonu yerine R (z)=P,(z)+Px 5 fonksiyonunu almak

yeterlidir (4.11) bagintisindan (4.10) bagintis1 elde edilir. Teorem 4.3 ispat edildi.

4.3 Kapah kuasikonform egriler iizerinde fonksiyonlarin Faber-Laurent rasyonel

fonksiyonlar ile yaklagimi

Bu bélimde sonlu bir I’ Jordan egrisi iizerinde verilen keyfi siirekli
fonksiyonlarin Faber-Laurent rasyonel fonksiyonlar ile yaklasim problemini ele

almaktadir.

Parcali-diizgiin siirli bolgelerde fonksiyonlarin Faber polinom serilerinin kismi
toplamlar ile yaklagimi Alper, Ivanov (1953) ¢alismasinda incelenmistir. Alper, Ivanov
(1953) calismasinda elde edilen sonuglar, Lesley, Vinge, Warschawski (1974)
calismasinda yayinin uzunlugu ve kirisi ayni tertipe sahip olan diizeltilebilir Jordan
egrilerine genisletilmistir. Benzer problemler, Andrievskii (1980) ¢alismasinda Jordan

ve diizeltilebilir olmayan sinirli kontinyumlarda incelenmistir.

Benzer yaklagim problemleri ayn1 zamanda integral metrikte de calisilmistir.
Faber polinomlar1 ve Faber-Laurent rasyonel fonksiyonlar: ile yaklasim problemleri
Cavus, lsrafilov (1995), Israfilov (1987), Israfilov (2001), Israfilov (2004)
caligmalarinda incelenmistir. Faber polinomlarinin yaklasimi ile ilgili daha ayrintili

sonuglar Gaier (1987) ve Suetin (1998) kitaplarinda bulunabilir.

Stirekli fonksiyonlarin Faber-Laurent rasyonel fonksiyonlarla yaklagimi yaymin
uzunlugu ve kirisi ayni tertipten olan Jordan diizeltilebilir egrilerde Mokhammed Ali
(1990) g¢alismasinda incelenmistir. Bu ¢alismada ise benzer sonuglar1 kuasikonform
egrilerde elde edilmistir. P. Belinskii'nin 6rneginin gosterdigi gibi (bkz. Belinskii, 1974)

kuasikonformal egri, herhangi bir yerinde diizeltilebilir olmayan olabilir.

Kabul edelim ki I" kapali Jordan egrisidir. G=CI'=G, UG, (0€G,, ©€G,)

bolgesi I kapali egrisinin iki bilesenli tiimleyeni olsun. Ayrica kabul edelim ki

w=®,(z)(i=12) fonksiyonlar1 konform ve yalnkat olarak @, (0)=oo,
lim 2®,(2)>0, ®,(0)=00 ve lim®d,(z)/z>0 normlariile G, ve G, bolgelerini

birim ¢emberinin disina doniistiiriir.
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Birim ¢emberin i¢ini U,, birim ¢emberin dis kismini ise U, ile gosterelim.

Birim ¢emberin sinir1 T olsun.
0} (Z)(i =1, 2) fonksiyonlarmin tersi Z="¥, (W) (i =1 2) olsun. Caratheodory

teoremi geregince P, ve @, (‘Pl ve ‘Pz) fonksiyonlar1 siirekli olarak F(T)'ye

genisletilebilir (6rnegin bkz. Markushevich, 1968).

Bu boéliimiin ana sonucu agagidaki teoremdir.
Teorem 4.4 1" kapali bir kuasikonformal egrisi ve f (Z) eC (F) , 0<a<1 olsun,

Bu durumda

[F(2)-R,(1,2)]<E,(f.1)| (n+2)" +In(n+2) [In(n+2),

esitsizligi saglanir, burada R, (f,z), f nin n.dereceden Faber-Laurent rasyonel

fonksiyonudur. E,(f,I") ise f fonksiyonunun I' iizerinde n dereceli rasyonel

fonksiyonlarla en iyi diizgiin yaklagimidir.

Ispat: Andrievskii (1980) c¢alismasma gore, I  egrisini orten sonlu sayida

kuasikonform Fj(j :1_k) yayt vardir. T =T | (Fj), j=1k gosterelim ( burada
1+= 1+=

r (rj), j:ﬂ , T, j=1K yaymn seviye egrisidir) ' ~gG, (j:l,_, i:1,2)
1+= 1+=

kesisimi  kapali r i=12 egrilerini olusturur. Agiktir ki, ' cextrt,

r'® cintr | yazabiliriz.
1+=
Lemma 3.10 © u kullanarak, basit hesaplamalardan sonra

d k .
-[|l/§|z| z j |é|f|z|_(n+1) +In(n+2), i=12 (4.28)

esitsizligi elde edilir.

(3.15) ve (3.16) esitlikleri geregince, F, () Faber polinomu ve Fi (1/z)rasyonel

fonksiyonlar1 i¢in sirasiyla
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1 le(o)f

Fk(z)—zﬁir([) = d¢, (4.29)
1 e

Fk(yz)_—zﬁir(jn = d¢ (4.30)

gosterimleri gecerlidir.

Sonug olarak, (4.28) ve (4.29) geregince

1+1n)' ¢ [d
R (2)<! *2]7/[”) r£)|£fi|g(n+1) +In(n+2)

degerlendirmesi elde edilir.

(4.28) ve (4.30) kullanilirsa, 6ncekine benzer sekilde asagidaki esitsizlik dogrudur:

‘Fk (]/z)‘ <(n+1) " +In(n+2).

Eger a, ( f ) , Ak ( f ) katsayilar1 (3.13) ve (3.14) formiilleri ile tanimlanirsa, S.Y. Alper,

V. V. lvanov, (1953) ¢alismasinda gosterildigi gibi,

Zn:ak(f)cok <In(n+2)max f(z)‘, || =1, (4.31)

zell

Zn:ak(f)a)k <In(n+2)max
k=0

zel

f(2), |o=1, (4.32)

esitsizlikleri gegerlidir.

Iyi bilinen S. N. Bernstein teoremi (bkz. 6rnek; Smirnov, Lebedev, 1968), (4.31) ve

(4.32) degerlendirmeleri geregince asagidaki esitsizlikler elde edilir:

k”zoak(f)[cpz(z)]k <in(n+2)max|f (2)], zer?, 4.33)

zell

f(z), zer™, (4.34)

zell

kZ:;ak (f )[cl)l(z)]k <In(n+2)max

(4.28),(4.33) ve (4.34) esitsizliklerini kullanilirsa ve (4.29),(4.30) degerlendirmeleri

dikkate alinirsa,
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< [(n +1) " +In(n+ 2)}In(n+ 2) max

zel

f(z).
olur.

Rn(Z), f(z)fonksiyonuna I iizerinde en iyi diizgiin yaklasimini veren n.

dereceden rasyonel fonksiyon olsun. Agiktir ki, R, (R ;z)=R, (z) "dir. Bu durumda
[T (2)-R,(f,2)<|f(2)-R,(2)|+|R,(f=R;;z)|<
<E,(f;7)[(n+1) " +In(n+2)[In(n+2).

olur. Teorem 4.4’{in ispat1 tamamlandi.

4.4 Kuasi-konform egrilerde tanimlanan lokal fonksiyonlar simifinda rasyonel

fonksiyonlarla yaklasim

Bu boliimde lokal stireklilik cinsinden siirekli fonksiyonlarin kuasi-konform

egrilerde yaklagim problemi incelenmistir. Yaklagim aparati olarak
R.(z2)=> az"
k=-n

biciminde rasyonel fonksiyon kullanilmaktadir.
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Not edelim ki, Mamedkhanov (1980) calismasinda J. 1. Mamedkhanov tarafindan

D/ (ZO,F )fonksiyon smift tanimlanmistir. Eger ' egrisi kuasi-diizgiin egri ise ve

siirekli f fonksiyonu D/ (ZO,F) smifindan ise Mamedkhanov (1985) galismasinda
rasyonel fonksiyonlarin yaklasimi iizerine yaklagim teorisinin diiz teoremi elde
edilmistir. Ayrica Mamedkhanov (1985) calismasinda kuasi-diizgiin  egrilerde
D/ (ZO,F) fonksiyon smifi igin lokal polinomal yaklasim cinsinde yapisal
karakterizasyon elde edilir. Mamedkhanov (1985) calismasinda gosterilir ki, eger
a+ <1 ise bu durumda D/ (ZO,F) fonksiyon smifi Cauchy singiiler integrale gore
degismezdir. Jafarov (1987) calismasinda ise I -kuasi konform egri oldugunda rasyonel
fonksiyonlarin tlirevi ile ilgili ilave sart vermekle rasyonel yaklagim cinsinden
D/ (ZO,F) fonksiyon sinifinin yapisal karakterizasyonu elde edilir. Mamedkhanov,
Salaev (1980) calismasinda ise siirekli fonksiyonlarin lokal 6zelliklerini ifade etmek
icin lokal siireklilik modiilii tanimlanir ve lokal siireklilik modiilii cinsinden D (z,,T")
fonksiyon sinifi tanimlanir.

Bu ¢alismada siireklilik modiilii cinsinden stirekli fonksiyonlarin kuasi-konform

egrilerde diiz lokal yaklagim teoremi elde edilir. Bu ¢aligmada elde edilen sonuglar,

global siireklilik modiili cinsinden Andrievskii (1980) calismasinda elde edilen

sonuclarin genellestirilmesi olur. Bu c¢aligmada H;" (F) fonksiyon smifi incelenir.

Bilindigi gibi ¢(8,¢5)=06¢" ise H?(T) smfi Df(z,,I') smfi ile gakigmaktadur.

Musaev, Seyfullaev (1986) calismasinda lokal siireklilik modiilii cinsinden kuasi-
konform yaylarda siirekli fonksiyonlarin diiz lokal yaklasim teoremi elde edilir. Bu
calismada elde edilen sonuglarin ispatinda Andrievskii, Israfilov (1979), Musaev,

Seyfullaev (1986) calismasindaki ispat metodu kullanilmaktadir.

['- iki Q=CI'=Q U, (0 e, 0eQ) ) tamamlayiciya sahip, keyfi siirli Jordan
egrisi olsun. € (i =1, 2) bolgesini € (Q1 = {W:|W| <1}, Q= {W:|W| >1}) bolgesine
konform ve yalinkat olarak doniistiiren W= . (Z), =12 fonksiyonlarin1 goz Oniine

alalm ve ayrica ¢,(0)=0, ¢(0)>0, ¢,(0)=0 ve Iim1¢2(z)>0 sartlart
Z*)OOZ
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saglanmaktadir. W= @, (Z), i =12 fonksiyonlarinin tersini ise z="Y, (W), (i =1, 2) ile
gosterelim.

Keyfi dogal n sayisi igin

L :{515692 :|¢2(§)|:1+1},

n

rllz{f::feq:|¢l(é)|=1—1},

n

P ()=t led p (@)=t lo-al

p;n (z)=m aks{,o1+1 |Z|"01_1 |z|}
Ayrica

Gl:{§:§EQ1|¢1(§)|E(%’1)};

G, :{5:5692 o, (&) e(1,3)};
G =G, UG, gosterelim. Andrievskii, Israfilov (1979) ¢alismasinda

w( f,z,8)= sup ‘f(f)— f (z)‘ zel

el
|é-2<s

karakterizasyonu kullanilmaktadir.

Teorem 4.5 I'— keyfi kapali kuasikonform egri ve f e H;‘) ve ¢(5,g)£ M1¢J(§,g)

olsun. Bu durumda her bir dogal n sayisi1 i¢in derecesi n’yi agmayan

R, (2)= Zn:akzk
k=-n

bi¢ciminde dyle rasyonel fonksiyon var ki,
| f(z)-R, (z)| < C(p{pz (2), P (z)+|z —200
esitsizligi saglanir, burada z, €' sabit bir nokta, zeI" ve C ise n ve Z ’den bagimsiz

sabit sayidir.
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Ispat: I' - kuasikonform egri ve z €I" olsun.

@(8,2¢)<Mg(8,¢) sart1 geregince yle M >0 (M -sayis1 dogal say1 kabul edilebilir)

M
sayisi var ki, 0< &, <3, i¢in ¢(6,,6,) < C(%J ¢(6,,6,) sarti saglanir.

1

a)(f,z,5), @7 (5,g) lokal siireklilik modiillerinin tanimin1 ve (3.26) esitsizligini

kullanirsak, asagidakini elde ederiz:

f(z)- fn(Z)|ja)[f,Z,Cp;/n(Z)}_< W (Cp;/n(z),Cp;/n(Z)+|Z—Zo|)

o3, (7).}, (2)+ ]2~z (435)
Simdi
P;(Z)=,0:1 pi:p(zz_l)u i :|Z_ZO|+pi’ 77*:|Z_Zo|+p*
n 1
gosterelim.

G, integralleme bolgesini alt bolgelere bolelim.

D :{feC:‘(pl(f)‘Zl—%} mGlu{gec:\goz(g)\ler%}uGz

D, =G NB, (2)

gosterelim, burada Bp* (Z) merkezi z ve yarigapt p, olan kapali dairedir.

D, =G,n(D(B, (2,)\B, (2)))B, (2), i=12
D, =G,n((B, (2)\D)). (i =12)
D, =G,n((B, (2)\B, (z,)\D)), (=12)
D, =G,n(D\(B, (2)UB, (2))), (i=12);

Dy =G, \(B, (z)UB, (2,)uD), (i=12)

olsun.
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J (G):Zz“(zs:J(Dji )] (4.36)

yazabiliriz. Kuasikonform yaylar1 i¢in elde edilen (3.29) esitsizligi ve Lemma 3.12
kullanilirsa, aym1 yontem kullanilarak, kapali kuasikonform egriler i¢in asagidaki

bagintinin dogrulugu gosterilebilir:

(2)
p(l) 1, &eD,
(2) (4.37)
=1~ seD
(2) _ 1
» RE +|‘f 2] ol
1
e D
“w; — 7]

burada w, = ¢, (&), 7, =¢(2), O<a <1, i=12,

Simdi J (D, ) ifadesini degerlendirelim. & € Dy; igin

|§—Z|‘j,0i(z)1 |§_‘§F|jpl(jzfl)” p;ﬁ(gr)xp%(z)

bagintilar1 dogrudur. Bu durumda

¢4

o{ iy &rclé=&)=0( 560, () 20( 1500 (6 )

|§ §r| Zo * |§_§r|

,\a)(f fr,Clpy( )) %(Z) = (Clp}/( )|§r o|+c1/0y( )) %(Z)
<wy (Czp* (2),c, )'5 §F|<¢(p n') e | (4,38)

Wi Cpy, - pr, (2)
bagintisi elde edilir. (4.37) ve (4.38) geregince

J(D, AGE 77 jj |_¢p ), =12 (4.39)

olur.

Simdi J (DZi) ifadesini degerlendirelim. Bu durumda |§ - Z| > p, olur.
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1) [E-22p"; 2) |E-2|<p’
durumlarini incelemek gerekir.

1) |é-2|= p olsun. Bu durumda |&—&;|<p ” (&) olur. (3.27) geregince

I+—
n

st ol

o &-&
<P (clp% (& ).l& - 20|+, |5 - Z|)%

|§_é|
Yy (é)

5(/)(/0% (& ))& —Zo|+63|§—2|) (4.40)

;< *

elde edilir.
|6 — 20| <|& —&|+|E - 2| < |E— 2|+ |E = 25| < 2|6 — 2]+ |2 - 2, (4.41)

esitsizligi dogrudur. (3.28),(3.29) ve (3.30) degerlendirmeleri ile ilgili ispat semas1 ve

Lemma 3.12 kullanilirsa,

)

Py (&)=g-¢ (4.42)
m

g _jJ) ﬁ{”i Zq (4.43)

‘5 -< |

i _1) - .
elde ederiz, burada &' =y [{l—k%}q (5('))] ve m, ise I' egrisine bagli sabittir.

(4.40), (4.41), (4.42) ve (4.43) geregince

|§_§||§_4
&2 ghﬂ(Z)

|§_§“§_4
g-2l¢-¢")

o(foéicle =& l)=o(IE 2|5 2| +]¢ ~2])

<p(|£-2],|& 2| +[¢ - 2])
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my
<oll-2lle-ala-a) =5 (7] ”

2) durumu benzer olarak incelenir.

st g 1,

J(DZi)jE[;[ |cf—2|2 |§—Z|

") e X
5(p;()_/n?—m?1) _[ T:fjn;quo(pi,?? ) (4.45)
i A

elde edilir.

Simdi J (D;;) degerlendirelim. Agiktir ki,

&— Z| > p, sart1 saglanir.

Ae-&lzpy (&) D&l (&) vels-alzp (s)

durumlart mimkindiir.

a) durumu i¢in asagidaki elde edilir:
[§-7=d(&T)=[g =&,

burada d(&,I") =inf {|£—z|:zeT} “dir.

Bu durumda
ot é&clg—&l)=o(f.& ¢l -7
<o (62|, |& ~ 2|+ |£ - 2))
=p(|6-2|.|& ~ 2| +]¢ 7)) (4.46)
olur.

b) durumu i¢in benzer olarak ayni esitsizlik elde edilir.

& e D, icin

w(fn,ér,c|5—§r|)5¢(gi,n*)%z|

(4.47)

olur. Bu durumda Andrievskii (1980) calismasinda ki, ispat semasi1 kullanilirsa,
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e dO' .
3, < - = i, 4.48
oo ”{w zJ e o) (4.49)

elde edilir.

J(Dy ) nin degerlendirilmesindeki ispat semasi kullamlirsa, benzer olarak J(D,;)

ifadesi degerlendirilir:
J(D,)=e(pm). (4.49)
J(D,;) 'nin degerlendirilmesindeki ispat semasi kullanilirsa, benzer olarak
J(Dy)=p(pn") (4.50)
degerlendirilmesi elde edilir,
Son olarak J(Dg;) ifadesini degerlendirelim. Bu durumda |£—2|> p;, |€—7,|> p; olur.
|~ & | <|&~ 7] esitsizligi kullanilirsa, asagidaki elde edilir:
o(f..&.alé-&l)<ew(f.&.qlé-2)
<o (20,266~ & |\ |& 2|+ ld - &)
<01 (20,G:[¢ - &l |5 - zo| + 656 - &)
<cpllz—el -zl +|e-2) <c(E 225 ~2|+]z-2))
<cp(|E-12],3/¢- 7)) <cp(|E-7).|- 7). (4.51)

Diger taraftan eger (0(6, Zg)S Mgp(é,g) sarti saglanirsa, bu durumda 6yle M >0
sayisi var ki, 0< ¢, <9, igin
5 M
¢(52,§2)SC(§2J ?(6,,6,) (4.52)
1

esitsizligi saglanir. (4.51) ve (4.52) kullanilirsa

.U fn’égcl|9g §r|){ P }m do,
o £-& | E-z]+9, | |£-1
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p|1p| i |§_Z|
l Lf =

o d0'5
<Cop(pip QLQZ ZJ & -2]|¢ - & ]

<cup(pn’) (4.53)

u u
elde edilir. Aciktir ki, her bir baglantili kiime i¢in Zi”<(21“j S(izj esitsizligi
n

saglaniyor. (/)(5 ,77) fonksiyonunun 6zelligi dikkate alinirsa,

2_1n§0[pi]”Sc(pi'pi)gc(pivpi+|Z_Zo|) (4.54)

esitsizligi elde edilir.

(3.25), (4.35), (4.36), (4.39), (4.44), (4.45), (4.48), (4.49), (4.50), (4.52) ve (4.54)

kullanilirsa agagidaki elde edilir:

|f (Z)—Rn(Z)|S|f(Z)— 1:n (5)|+

1:n(z)_Rn (5)|S

SC(o(p%(Z),p%(Z)+|Z—ZO|), zel

burada z, €I" sabit bir nokta ¢ ise n ve z’den bagimsiz bir sabittir. Teorem 4.5 ispat

edildi.
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5. SONUCLAR ve ONERILER

5.1 Sonuclar

Bu tez ¢alismasinda ilk once kapali regiiler egrilerde siirekli fonksiyonlarin 1.
siireklilik modiilii cinsinden rasyonel fonksiyonlar dizisi ile yaklasimi ile ilgili diiz
teorem ifade ve ispat edilir. Ayrica, rasyonel fonksiyon dizilerinin tiirevi ile ilgili bilgi
verilmektedir. Kuasikonform egrilerde ise s6z konusu teoremin tersi elde edilir. Daha
sonra agirlikli Lebesgue uzaylarinda 2. diizgiinliik modiilii cinsinden kapali regiiler
egrilerde fonksiyonlarin rasyonel fonksiyonlar dizisi ile yaklagimi ile ilgili diiz teorem

ifade ve ispat edilir. Ayrica, kapali T" egrisi kuasi-konform egri oldugunda egri tizerine

sirekli fonksiyonlarin R, (f,z) Faber- Laurent rasyonel fonksiyonlarla yaklagimi

incelenmistir. Sonuglar egri lizerinde E, ( f ,F) en iyl yaklasim cinsinden elde edilir.

Daha sonra ilave olarak siirekli fonksiyonlarn siireklilik modiilii cinsinden kuasi-
konform egrilerde rasyonel fonksiyonlarla yaklasimi ile ilgili diiz lokal teoremi elde

edilir. Burada elde edilen sonuglar global siireklilik modiilii cinsinden Andrievskii

(1980) calismasinda elde edilen sonuglarin genellestirilmesi olur. H ;f (F) lokal
fonksiyonlar sinifi incelenir. Eger (0(5 : 77) =5“n” ise H;" (F) lokal fonksiyonlar sinifi

D’ (ZO,F) lokal fonksiyonlar sinifi ile ¢akismaktadir. Elde edilen sonuglarin ispatinda

Andrievskii, Israfilov, (1979); Musaev, Seyfullacv (1986) ¢aligmalarindaki ispat metodu

kullanilmaktadir.

5.2 Oneriler

Kapali regiiler egrilerde siirekli fonksiyonlarin rasyonel fonksiyonlarla yaklasimi
problemi daha yliksek mertebeden siireklilik modiilii cinsinden incelenebilir. Agirlikli
Lebesgue uzaylarinda k (k=3.4...) mertebeden diizgiinliik modiilii cinsinden ve daha
genel uzaylarda (Orlicz, degisken tslii Lebesgue uzaylar) kapali regiiler egrilerde
fonksiyonlarin rasyonel fonksiyonlarla yaklagimi ile ilgili problem arastirilabilir. Kapali
regliler egrilerde siirekli fonksiyonlarin Faber-Laurent rasyonel fonksiyonlarla
yaklasimi en iyi yaklasim cinsinden incelenebilir. Ilave olarak kapali regiiler egrilerde
stirekli fonksiyonlarin rasyonel fonksiyonlarla yaklagimi ile ilgili diiz lokal teoremi elde

edilebilir.



63

KAYNAKLAR

Ahlfors, L. V., 1987, Lectures ov Quasiconformal Mappings, Wads Worth and Brooks
Cole Advanced Books and Software, Monterey, California.

Ahlfors, L. V., 1979, “ Complex Analysis” second Edition, McGrow Hill. Ltd. Tokyo,
336 s.

Akhiezer, N.I., 1965, Lectures on Approximation Theory, Nauka, Moscow, (Russian).

Alper S.Y., Ilvanov V.V., 1953. On approximation of functions by partial sums of a
series by Faber polynomials, Soviet Doklady, 90, No 3, pp.325-328.

Andrievskii V. V., Israfilov D.M. 1979, Approximation on quasiconformal curves,
Deposited article in VINITI 5. UP. NO: 2629-79, 24 pages (Russian).

Andrievskii V.V., 1980, (Rusga).On approximation of functions by partial sums of a
series in Faber polynomials in continua with non-zero local geometrical character,
Ukr.math Zh. 1980, 32, 1, pp.3-10.

Andrievskii, V., 1981, Constructive characterization of functions in Holder classes ore
continua without exterior zero angles, Dokl. Akad. Nauk Ukrain. SSR Ser. A, 3-5.

Andrievskii, V.V., Israfilov, D., 1980, Approximation of functions on quasiconformal
curves by rational functions. lzv.Akad.Nauk Azerb. SSR Ser. FizTekhn.Math.Nauk.
(36), 21-26.

Andrievskii, V.V., 1980, Direct theorems of aooroximation theory on quasiconformal
arcs, lzv. Akad. Nauk SSSR Ser. Mat. 44, 243-261; English transl. in Math. USSR
Izv. 16 (1981).

Andrievskii, V.V., 1986, Approximation characterization of classes of functions on
continua of the complex plane. Math. USSR Sbornik, 53 (1). 69-87.

Andrievskii, V.V., and Blatt, H.P., 2002, Discrepancy of Signed Measures and
Polynomial Approximation, Springer-Verlag New York.

Andrievskii, V.V, Belyi, V.1., Dzydyk, V.K., 1995, Conformal Invariants in
Constructive Theory of Functions of Complex Plane Atlanta: World Federation
Publ. Comp., 199.

Bary, N.K., 1964, A Treatise on Trigonometric Series, Fizmatgiz, Moscow, 1961
(Russian).- English transl.: Pergamon Press, MacMillan, New York.

Basarir, M., 2010, Kompleks degiskenli fonksiyonlar teorisi (2. bs.), Adapazari:
Sakarya Yayinculik, 339 s.

Bagkan, T., 1998, Kompleks Fonksiyonlar Teorisi, Bask: Vipas, 360 s.

Batchaev, 1. M., Mamedkhanov, D.I. 1978.(Rusga). Approach to quasiconformal arc
with regular metric, Tez.Dokl.l.Resp.Konf.Asp.Vuz, Azerb.

Belinskii, P. P., 1974, (Rusca). General Properties of Quasiconformal Mappings,
Novosibirsk Nauk.

Belyi, V. I., 1977, Conformal mappings and the approximation of analytic functions in
domains with a quasiconformal boundary, Mat. Sb. (N.S.) 102 (144):3, 331-361;
Math. USSR-Sh., 31:3, 289-317.



64

Belyi, V. I, 1979, Approximation of functions of the classes A (5) in finite domains

with a quasiconformal boundary, Theory of Functions and Mappings (G. D.
Suvorov, editor), Naukova Dumka Kiev, pp. 37-62.

Bernstein, S.N., 1912, Sur les recherches récentes erlatives a la meilleure approximation
des fonctions continues par les polynomes, Proceedings of 5th International
Mathematical Congress Vol. 1, 256-266.

Bottcher, A., Karlovich, Yu.l.,, 1997, Carleson Curves, Muckenhoupt Weights and
Teoplitz Operators, Birkhduser, Basel.

Butzer, P.L. and Nessel, R.J., 1971, Fourier Analysis and Approximation, Academic
Press, New York and London, 554p.

Cavus, A., Israfilov, D., 1995, Approximation by Faber-Laurent rational functions in
the mean of functions of calls L, (F) With 1< p <o, Approximation Theory and

its Applications, 11 (1), 105-118.

Chebyshev, P.L., 1953, Théorie des mécanismes connus sous le nom de
parallélogrammes, Mémoires de I’ Académie impériale des Sciences de St.
Pétersbourg, 7 (1854). 539-568.

Conway, J.B., 1995, Functions of one Complex Variable Il. Springer-Verlag, Berlin,
New York, London.

David G., 1984, Opératqurs intégraux singuliers sur certaines courbes du plan
complexe, Ann. Sci. Ecole Norm. Sup. 17, 157-189.

De Vore R.A., 1986, Approximation by Rational Functions, Proc. Amer. Math. Soc. 98
(4), 601-604.

De Vore, R.A. and Lorentz, G.G., 1993, Constructive Approximation, Springer Berlin
Heidelberg New York.

Donmez, A., 1999, Karmasik Fonksiyonlar Kurami, Beta Yaywnlar, Istanbul, 555 s.

Duren., P. L., 2001, ’Univalent Functions”, Springer-Verlag, New York, 384 s.

Dzyadyk, V., 1972. On the application of generalized Faber polynomials to the
approximation of Cauchy-type integrals and functions of classes Ar in domains
with a smooth and a piecewise-smooth boundary. Ukrainian Mathematical
Journal, 24(1), 1-13.

Dzyadyk, V., 1977, Introduction to the theory of uniform approximation of functions by
polynomials, Nauka, Moscow.

Dzyadyk, V. K., 1959. On a problem of SM Nikol'skii in a complex region. lzvestiya
Rossiiskoi Akademii Nauk. Seriya Matematicheskaya, 23(5), 697-736.

Dzyadyk, V. K., 1966. Approximation of functions by positive linear operators and
singular integrals. Matematicheskii Sbornik, 112(4), 508-517.

Dzyadyk, V. K., 1975. On the theory of the approximation of functions on closed sets of
the complex plane (apropos of a certain problem of SM Nikol'skii). Trudy
Matematicheskogo Instituta imeni VA Steklova, 134, 63-114.



65

Dzyadyk, V.K., and Shevchuk, I.A. 2009. Theory of Uniform Approximation of
Functions by Polynomils, Brill Academic Publishers.

Favard, J., 1936, Application de la formiile sommatoire d’Euler a la démonstration de
quelques propriétés extrémales des intégrales des fonctions périodiques on
presquepériodiques, Matematick Tidskrift K B.H. 4, 81-94.

Favard, J., 1937. Sur les meilleurs procédés d’ approx,imation de certaines classes des

fonctions par des polynémes trigonométriques, Bulletin des Sciences
Mathematiques, 61, 209-224, 243-256.

Favard, J., 1949. Sur I’approximation dans les espaces vectoriels, Anali di Matematica
Pure ed Applicable., (4) 24, 259-291.
Gaier, L., 1987, On Complex Approximation, Birkhause, Boston, Stut Basel.

Goluzin, G. M., 1968, Geometric Theory of Functions of a Complex Variable,
Translation of Mathematical Monographs, Vol. 26, Amer. Math. Soc. Providence,
RI.

Gonzalez, M. O., 1991, Classical Complex Analysis, Marcel Dekker Inc, New York.

Guven, A, Israfilov D.M., 2005. Rational approximation in Orlicz spaces on Carleson
curves, Bulletin of the Belgian Mathematical Society-Simon Stevin, 12, 223-234.

Guven, A., Israfilov, D.M., 2006. Approximation in rearrangement invariant spaces in
Carleson curves, East J. Approximation, 12, 381-395.

Israfilov D.M., 1987, Approximate, properties of generalized Faber series in an integral
metric, lzv. Akad. Nauk Az. SSR, Ser. Fiz-Tekn. Mat. Nauk, 2, pp.10-14 (in
Russian).

Israfilov, D.M., 2004. Approximation by p-Faber-Laurent rational functions in the
weighted Lebesgue spaces, Czechoslovak Mathematical Journal, 54, 751-765.

Israfilov, D.M., 2001. Approximation by p -Faber polynomials in weighted Smirnov
class Ep(G,a)) and Bieberbach polynomials, Constructive Approximation, 17,
335-351.

Israfilov, D.M., Akgiin, R. 2008. Approximation by polynomials and rational functions
in weighted rearrangement invariant spaces, Journal of mathematical analysis and
applications, 346, 489-500.

Israfilov, D.M., Testici, A., 2016. Approximation by Faber—Laurent rational functions
in Lebesgue spaces with variable exponent, Indagationes Mathematicae, 27 (4),
914-922.

Ivanov, V.V., 1958. Some properties of singular integrals, 1zv.Vuzov.Matematica, 4, 89-
95. (Rusca).

Jackson, D., 1911, Uber die Genauigkeit der Anndherung stetiger Funktionen durch
ganzerationale Functionen gegebenen Grades und trigonometrichen Summen
gegeneber Ordnung, Diss., Géttingem.

Jackson, D., 1912. On approximation by trigonometricsums and polynomials,



66

Transaction American Mathematica Society, 13, 491-515.
Jackson, D., 1924. Ageneral class of problemsin approximation, American Journal. of
Mathematics, 46, 215-234.
Jackson, D., 1930, The Theory of Approximation, Amer. Math. Soc., New York.
Jackson, D., 1941, Fourier series and ortogonal polynomials, Carus Mathematical
Monographs.

Jafarov, S., 1987. A direct and an inverse theorem in the theory of approximation on
quasiconformal curves, Izv. Akad. Nauk Azerb. SSR Ser. Fiz-Tekhn. Mat. Nauk, 8,
8-11 Russian.

Jafarov, S.Z., 2008. Approximation of Functions by Faber—Laurent rational functions on
closed quasiconformal curves, Transactions of National Academy of Sciences of
Azerbaijan, Series of Physical-Technical and Mathematical Sciences, 28, 97-102.

Jafarov, S.Z., 2011a. Approximation by polynomials and rational functions in Orlicz
spaces, J. Comput. Anal. Appl.(JOCAAA), 13, 953-962.

Jafarov, S.Z., 2011b. Approximation by rational functions in Smirnov—Orlicz classes,
Journal of Mathematical Analysis and Applications, 379, 870-877.

Jafarov, S.Z., 2011c. Approximation of functions by rational functions on closed curves
of the complex plane, Arabian Journal for Science and Engineering, 36, 1529-
1534,

Jafarov, S.Z., 2015. On approximation of functions by p-Faber-Laurent rational
functions, Complex Variables and Elliptic Equations, 60 (3), 416-428.

Ji-feng, X., Ming, Z. 2005. A complex approximation on doubly-connected domain, J.
Fudan Univ. Nat. Sci, 44 (2), 328-331.

Kocharyan, G.S., 1958. On a generalization of the Laurent and Fourier series, 1zv. Akad.
Nauk Arm. SSR Ser. Fiz.-Mat. Nauk 11 (1), 53-77.

Kolmogorov, A.N., 1935. Zur Grossenordnung des Restgliedes Fourierschen Reihen
differenzierbarer Fonktionen, Ann. of Mathem. 36, 521-526.

Lebedev N. A., and Shirokov N. A . 1971. The uniform approximation of functions on
closed sets that have a finite number of angular points with nonzero exterior
angles, lzv. Akad. Nauk Armyan. SSR Ser. Mat. 6, 311-341.

Lebedev N.A., Tamrazov P. M. 1970. Inverse approximation theorems on regular
compact of the complex plane, Izv. Akad. Nauk SSSR Ser. Mat. 6 (4), 1340-1390.
(Russian).

Lebesgue, H., 1898. Sur I’approximation des fonctions, Bulletin Science Mathematica,
2,22, 278-287.

Lehto, O., Virtanen, K., 1973. Quasiconformal Mapping in the Plane, Springer Verlag,
Berlin, Heilderberg, New York.

Lesley F. D., Vinge V.S. and Warschawski S.E., 1974. Approximation by Faber-
Polynomials for a class of Jordan Domains, Math.Z. 138, pp.225-237.

Lorentz, G.G., 1966, Approximation of Functions, New York, Chicago, San Francisco,



67

Toronto, London.

Mamedkhanov Dj. I., Salaev V. V., 1980. O new classes of functions related to the
local structure of singular integrals and some approximation in them, Abstract of
the All-Union Symposium on Approximation Theory, Ufa, 91-92. (Russian).

Mamedkhanov Dj. 1., 1980. On a strengthening of the Plemlj-Privalov theorem and the
best approximation problem, Theory of cubature formulas and computational
mathematics (Proceedings conference on differential equations and
computational mathematics, Novosibirsk, 1978), M., 1980, 164-167 (Russian).

Mamedkhanov Dj. 1., 1985. Approximation in the complex plane and singular operators
with Cauchy kernel, Dissertation abstract for the degree of doctor of physical and
mathematical Sciences, Thilisi. (Russian).

Markushevich A.l., 1968. Theory of Analytical Functions (in 2 V.), Vol. 2, Nauka,
Moscow.

Markushevich, A.l., 1977. Theory of Functions of a Complex Variable, Il1Chealsea
Publishing Company, New York.

Mhaskar, H.N., 1996. Introduction to the Theory of Weighted Polynomial
Approximation, Series in Approximation and Decompositions 7, World Sci.,
River Edge, NJ.

Mokhammed Ali, 1990. (Rusga).The problems of approximation theory in a complex
domain, Author’s summary of candidates dissertation, Baku.

Musaev A.A., Seyfullaev P. K., 1986. Direct local theorem approximation on a
quasiconformal arc, In book: Singular integral operators, Baku, 92-99.

Musayev, B., 2000, Fonksiyonel Analiz, Balci yaymnlari, 470 s.

Natanson, I.P., 1949, Constructive theory of functions, Moskow-Leningrad:
Gostecizdat, (Russian).

Nikolski, S.M., 1946. Approximation of functions by trigonometric polynomials in the
mean, lzvestia Akademia Nauk SSSR, Ser. Mat., 10, 207-256. (Russian).

Nyumen D., (Newman D.J.), 1974. Jackson’s theorem on complex arcs. J.
Approximation Theory, 10, 206 — 217.

Paatashvilii, V. A., 1973. On the boundedness of singular integrals in weighted
Lebesgue spaces, Trudy Thiliss. Mat. Inst. Razmadze, 43,111-119.

Pekarskii, A. A., 1994. Uniform retional approximation and Hardy-Sobolev spaces,
Math. Notes, 56(4), 1082-1088.

Pekarskii, A.A., 1988. Tchebycheff rational approximation in the disk, on the circle, and
on a closed interval, Math. USSR-Sb, 61 (1), 87-102.

Pekarskii, A.A., 1986. Approximation by rational functions, Proc. Amer. Math. Soc. 98
(4), 601-604.

Pekarskii, A. A., 1983. Rational Approximation of absolutely continuous functions with
derivative in an Orlicz spaces, Matyhematics of the USSR-Sbornik, 45 (1), 121-
137.



68

Privalov, I.I., 1950. Boundary Properties of Analytic Functions, 2nd ed., GITTL,
Moscow Leningrad, (Russian).

Ramazanov, A.-R.K., 1984. On approximation by polynomials and rational functions in
Orlicz spaces, Analysis Mathematica, 10, 117-132.

Rzaev, R. M., 1981. About some metric characteristics of the functions, Baku, 40
pages- The manuscript was submitted to the Institute of Cybernetics, Academy of
Sciences Azerbaijan SSR, July 21, No: 3674-81, Dep. (Deposited article) in
VINITI.

Salaev, V.V., 1976. Direct and inverse estimates for a singular Cauchy integral along a
closed curve, Mathematical notes of the Academy of Sciences of the USSR (19),
221-231.

Smirnov V.I., Lebedev N.A., 1968. Functions of a Complex Variable, Constructive
Theory. Cambridge: Massachusetts Institute of Technology.

Stechkin, S.B., 1951. On the order of approximation of continuous function, lzvestiya
Akademii Nauk SSSR, Seriya Mathematicheskii, 15, 219-242.

Stein, E. M., 1970, Singular Integrals and Differentiability Properties of Functions,
Princeton University Press, Princeton NJ, 304s.

Stepanets, A.l., 1995. Clasification and Approximation of Periodic Functions, Naukova
Dumka, Kiev, 1987. (Russian). English transl.: Kluwer, Dordrecht.

Suetin, P. K., 1998. Series of Faber Polynomials, Cordon and Breach Science
Publishers.

Tamrazov, P. M., 1973. The sold inverse problem of a polyonimial approximation of
functions on a regular compactum. lIzv. Akad. Nauk SSSR Ser. Mat. 37, 148-164;
English transl. in Math. USSR lzv. 7 (1973).

Tietz, H., 1955. Laurent-Trennung und zweifach unendliche Faber-Systeme,
Mathematische Annalen, 129 (1), 431-450.

Tietz, H., 1957. Faber series and the Laurent decomposition, Michigan Mathematical
Journal, 4 (2), 157-179.

Timan, A. F., 1994, Theory of Approximation of Functions of a Real Variable. Dover
Publications. Russian original, Moscow: Fizmatgiz, 1960. First English edition,
Oxford: Pergamon Press, 1963.

Timan, A.F., and Timan, M.F., 1950. Generalized modulus of continuity and best
approximation in the mean, Doklad Akademia Nauk SSSR 71, 17-20.

Timan, M.F., 1958. Converse Theorems of the Constructive Theory of Functions,
Matematicheskii Sbornik, 46, 125-132.

Timan, M.F., 1966. On Jackson's Theorem in spaces, Ukrainian Mathematica Journal,
18, 134-137.

Trigub, R.M. and Belinsky, E.S., 2004. Fourier Analysis and Approximation of
Functions, Kluwer Academic Publishers, Dordrecht/Boston/London.



69

Vallée-Poussin, Ch. J. La., 1910. Sur les polynomes d’ approximation et la
représentation approchée d’un angle, Bulletin Academie Science Belgique, 12,
808-844.

Vallée-Poussin, Ch. J. La., 1911. Sur les polynomes d’approximation a une variable
complexe, Buletin de I’Academie Royali des Sciences de Belgique Clesse des
Sciences, 199-211.

Vallée-Poussin, Ch. J. La., 1919, Lecons sur I’approximation des fonctions

d’unevariable reele, Paris, Gautier-Villars.

Walsh, J.L., 1934. On approximation to analytic function by rational functions of best
approximation, Mathematische Zeitschrift, 38, 163-176.

Walsh, J.L., 1935. Interpolation and approximation by rational functions in the complex
domain, American Mathematical Soc. Russian transl. Moscow (IL): 1961.

Weierstrass, K., 1885. Uber die analytische Darsdellung sogenannter willkiirlicher
Funktionen einerieelen Veranderlichen, Sitzungsberichte der Akad. zu. Berlin,
633-639, 789-805.

Yurt, H, Guven, A., 2013. Onrational approximation of functions in rearrangement
invariant spaces, J. Class. Analysis, 3 (1), 69-83.

Yurt, H, Guven, A., 2014. Approximation by Faber- Laurent rational functions on
doubly connected domains, New Zealand J. Math. 44, 113-124.

Zill, D. G., Shanahan, P., 2003. A First Course in Complex Analysis with Applications.
Jones and Barlett Publishers, USA, 449 S.

Zygmund, A., 1959. Trigonometric series, 2nd ed. Voll 1.1, Cambridge University
Press, Cambridge.



