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OZET

YUKSEK LISANS TEZI

RIESZ UZAYLARI UZERINDE ZAYIF ISTATISTIKSEL SIRA YAKINSAKLIK

Ishak AYDIN

Mus Alparslan Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Danmisman: Prof. Dr. Muhammed CINAR

Bu ¢alisma, o-sira siirekli dual E7” tarafindan karakterize edilen, Riesz uzaylarinda yeni bir ya-
kinsaklik tiirii olan zayif istatistiksel sira yakinsakligi kuramini tanitmakta ve gelistirmektedir. Onerilen
bu yakinsaklik, vektor latislerinde istatistiksel yakinsaklik ve sira yakinsakligi kuramlari arasinda koprii
kuran birlestirici bir ¢erceve sunmaktadir. Calismada, dogrusallik, limitlerin tekligi ve pozitif koninin ka-
palilig1 da dahil olmak iizere, bu yakinsaklidin temel latis-teorik ozellikleri ortaya konulmaktadir. L; [0, 1]
ve cp gibi uzaylarda 6zenle olusturulmus kars: 6rnekler aracilifiyla, bu yakinsakligin hem istatistiksel sira
yakinsakligindan hem de olagan sira yakinsakligindan kesin olarak daha zayif oldugu gosterilmektedir.
Ayrica, zayif istatistiksel sira Cauchy dizileri tanitilmakta ve bunlarin, o-sira siirekli normlarla donatilmis
Banach latislerinde istatistiksel norm sinirlilik ile olan iligkisi aragtirilmaktadir. Elde edilen sonuglar, top-

lanabilirlik kurami ile Riesz uzaylarinin sira yapisini birbirine baglayan yeni bir dizisel yaklasim sunmaktadir.
2026, 25 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Banach latis, istatistiksel yakinsaklik, Riesz uzayi, sira siirekli operator,
Zayif istatistiksel sira yakinsaklik.
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ABSTRACT

MS THESIS

WEAK STATISTICAL ORDER CONVERGENCE ON RIESZ SPACES

Ishak AYDIN

Mus Alparslan University
Natural and Applied Science
Department of Mathematics

Advisor: Prof. Dr. Muhammed CINAR

This paper introduces and develops the theory of weak statistical order convergence, a new mode
of sequential convergence in Riesz spaces characterized by the o-order continuous dual, denoted by E". The
proposed convergence provides a unifying framework that bridges the theories of statistical convergence
and order convergence in vector lattices. We establish its fundamental lattice-theoretic properties, including
linearity, uniqueness of limits, and the closedness of the positive cone. Through carefully constructed co-
unterexamples in spaces such as L; [0, 1] and ¢y, we demonstrate that this convergence is strictly weaker
than both statistical order convergence and ordinary order convergence. Furthermore, we introduce weakly
statistically order Cauchy sequences and investigate their relationship with statistical norm boundedness in
Banach lattices endowed with o-order continuous norms. Our results provide a new sequential approach that

connects summability theory with the order structure of Riesz spaces.
2026, 25 Pages

Keywords: Banach lattice, order continuous operator, Riesz space, statistical convergence, weak

statistical order convergence.
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Simgeler

N

(K

SIMGELER ve KISALTMALAR

: Dogal sayilar kiimesi

: Reel sayilar kiimesi

: E nin pozitif kismi

: X Ve y nin supremumu

: x ve y nin infimumu

: E Riesz uzaymin sifir vektorii

: x ve 0 1n supremumu

: —x ve 6 1n supremumu

: X ve —x in supremumu

: E min topolojik duali

: E den F ye tiim operatorlerin (dogrusal doniisiimler) uzay1
: E den F ye tiim sira sinirli operatorlerin uzayi

: 0-Sira sinurh dual

: 0-Sira siirekli dual

: Sira siirekli dual

: (x,) asag1 yonlendirilmig olup infumumu x tir

: (x,) yukar1 yonlendirilmis olup supremumu x tir
: K kiimesinin dogal yogunlugu

: K kiimesinin eleman sayis1 (kardinalitesi)

viii



1. GIRIS

Yakinsaklik kavrami, piir ve uygulamali matematigin temel unsurlarindandir; zira
bircok uzaydaki tanimlar ve olgular, dizilerin ve aglarin yakinsakliklariyla karakterize
edilir. Topolojik uzaylarda en yaygin yakinsaklik bi¢imi topolojik yakinsakliktir. Ancak
bazi uzaylarda, topolojik bir yap1 olmaksizin da yakinsaklik kavrami tanimlanabilir. Riesz
uzaylarinda sira yakinsakligi, sira siirekli operatorleri tanimlamak icin kullanilir ve bu
tanim i¢in herhangi bir topolojik yap1 gerektirmez. Gorokhova (1996), Riesz uzaylarin-
daki sira yakinsakliginin, uzayin sonsuz boyutlu oldugu durumlarda topolojik olmadigim
gostermistir. Benzer sekilde Ordman (1966), yakinsakligin her zaman bir topoloji ile
tanimlanamayacagini belirtmistir. Riesz uzay teorisinde, istatistiksel sira yakinsaklik ve
diizgiin yakinsaklik gibi topolojik olmayan yakinsaklik tiirlerinin 6nemi iyi bilinmektedir
(Abramovich ve Sirotkin, 2005; Albayrak ve Pehlivan, 2012; Aydin, 2020, 2022; Aydin
ve ark., 2021b).

Istatistiksel yakinsaklik kavrami, gercek sayilardaki klasik yakinsakligin bir benzeri
olarak oncelikle Fast (1951) ve Steinhaus (1951) tarafindan bagimsiz olarak caligilmustir.
Daha sonra Schoenberg (1959), istatistiksel yakinsakligin temel 6zelliklerini tesis etmis ve
onu bir toplanabilirlik yontemi olarak incelemistir. Uzun yillar 6nce tanimlanmis olmasina
ragmen, istatistiksel yakinsaklik aktif bir aragtirma alan1 haline gelmeye devam etmektedir
(Bhardwaj ve ark., 2007; Ercan, 2009; Fekete, 1953; Fridy ve Orhan, 1997; Fridy, 1985;
Pehlivan ve Mamedov, 2000; Tripathy, 1997). Istatistiksel yakinsaklik, sira yakinsaklik
yardimiyla Riesz uzaylari iizerinde tanimlanmugtir (Albayrak ve Pehlivan, 2012; Aydin,
2020, 2022, 2024; Sencimen ve Pehlivan, 2012). Bu kavramla ilgili literatiirde; Beattie
ve Butzmann (2013) normlu uzaylarda zayif istatistiksel yakinsakligi tanitmig, Nuray
(2011) lakiiner zayif istatistiksel yakinsaklig1 incelemis, Tripathy (1998) istatistiksel sinirl
diziler iizerine ¢alismis ve Ercan ve ark. (2020) ertelenmis zayif istatistiksel yakinsakliga
odaklanmustir.

Istatistiksel yakinsaklik kavrami, N dogal sayilar kiimesinin yogunluguna dayan-

maktadir. N nin bir K alt kiimesinin dogal yogunlugu (veya asimptotik yogunlugu),
— 1im 1 .
5(K)_,}£{}°71|{k€[{'k§”}|

olarak tanimlanir. Burada |{k € K : k < n}| ifadesi, K kiimesinin n den kiigiik veya n ye



esit olan elemanlarinin sayisini (kardinalitesini) gostermektedir. Eger her € > 0 i¢in
| . —
lim L{k<n: gL > e} =0

sart1 saglanirsa, (x,) dizisi L sayisina istatistiksel olarak yakinsaktir denir ve st-limx; = L
ile gosterilir.

Vektor latisleri veya diger adiyla Riesz uzaylar1 kavrami kokenini Riesz (1928) in
caligmalarindan almaktadir. O tarihten beri bu teori; 6l¢ii teorisi, operator teorisi ve ekonomi
gibi matematigin bircok farkli disiplininde kendine yer bulmustur (bkz. Abramovich
ve Aliprantis (2002a,b); Aliprantis ve Border (2006); Aliprantis ve Burkinshaw (2003,
2006); Aydin ve ark. (2021b); Huijsmans (1991); Lowdenslager (1957); Luxemburg ve
Zaanen (1971); Meyer-Nieberg (1991); Niven ve ark. (1991); Schaefer (1974); Vulikh
(1967); Wickstead (2001); Wnuk (1999); Zaanen (1983, 1997)). Sira siirekli operatorler
ve istatistiksel sira kompakt operatorler gibi cesitli operator siniflar, sira yakinsakligi
kullanilarak basarili bir sekilde karakterize edilebilmistir (Aydin, 2024).

Bir E kiimesi iizerinde tanimlanan "<" bagintis1 yansima, ters simetrik ve gecis-
kenlik 6zelliklerini saghiyorsa, E kiimesine kismen sirali kiime denir. Kabul edelim ki
bir E vektor uzayi iizerinde bir siralama bagintist tanimlanmis olsun. Bir E' vektor uzay1
tizerindeki siralama bagintisi, toplama ve skaler carpma islemleriyle uyumluysa; yani
her x,y,z € E i¢in x < y iken x+z < y+z ve her a € R (negatif olmayan skaler) i¢in
ox < oy saglaniyorsa, (E, <) ikilisine sirali vektor uzayi denir. E sirali bir kiime iken, eger
E tizerindeki siralamaya gore her x,y eleman ¢iftinin supremumu ve infimumu mevcutsa,
E ye Riesz uzay1 veya vektor latis (vector lattice) ad1 verilir. Bir E Riesz uzayinda (x;,)
dizisi verilsin. Her n € N i¢in;

|xn_x| < Pn

olacak sekilde p, | 0 (sifira azalan) olan baska bir (p,) dizisi mevcut ise (x,) dizisi x € E
noktasina sira (order) yakinsaktir denir ve x,, = x semboliiyle gosterilir.

Bu calismada, normlu uzaylar icin tanimlanmig olan zayif istatistiksel yakinsaklik
kavrami, Riesz uzaylar1 baglaminda o-sira siirekli dual E.” kullanilarak genisletilmekte
ve zayif istatistiksel sira yakinsakligi olarak adlandirilan yeni bir yakinsaklik tipi tanitil-
maktadir. Onerilen bu yakinsaklik, vektor latislerindeki istatistiksel yakinsaklik teorisi ile

sira yapisi arasinda bir koprii olusturarak biitiinlestirici bir ¢cerceve sunmaktadir. Calisma



kapsaminda, bu yakinsakligin dogrusallik, limitlerin tekligi ve pozitif koninin kapalilig1
gibi temel latis-teorik 6zellikleri ortaya konmaktadir. Ozellikle L;[0, 1] ve cq gibi uzaylarda
insa edilen karg1 6rneklerle, bu yeni modun hem istatistiksel sira yakinsaklifindan hem
de siradan sira yakinsakligindan kesin olarak daha zayif oldugu gosterilmektedir. Ayrica,
zayif istatistiksel sira Cauchy dizileri tamitilarak, bunlarin o-sira siirekli normlara sahip

Banach latislerindeki istatistiksel norm sinirlilid ile iligkisi arastirilmaktadr.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Riesz uzaylarinda yapilan arastirmalarin kokeni, Frigyes Riesz in 1928 yilinda
Bologna da diizenlenen bir konferansta sunulan "Lineer Fonksiyonlarin Ayrisimi1" baglikli
makalesine dayanmaktadir (Riesz, 1928). Bu alan, 1930 larda Kantorovich in 6énemli
katkilar1 ile daha da gelismistir (Kantorovitch, 1937). Zamanla artan ilgi ile Nakano (1950),
Lowdenslager (1957) ve Vulikh (1967) bu alanda ¢alismalar yapmislardir. Riesz uzaylari,
matematiksel analiz ve diger disiplinlerde, 6rnegin oyun teorisi, denge teorisi, 6l¢iim teorisi
ve ekonomi alanlarinda uygulama bulmugtur (Abramovich ve Aliprantis, 2002a; Aliprantis
ve Burkinshaw, 2003, 2006; Gutman, 1996; Huijsmans, 1991; Luxemburg ve Zaanen,
1971; Zaanen, 1983).

Arastirmacilar, farkli yakinsaklik kavramlarini tanimlamak icin yakinsaklik yapisini
detayl olarak incelemislerdir. Hyland (1979) topolojik olmayan yakinsaklik tiirlerini aras-
tird1. Dahasi, Beattie ve Butzmann (2013), yakinsaklik yapilarinin teorisi tizerine dnemli
bulgular sunmugtur. Aydin ve ark. (2021b) ise Riesz uzaylarinda tam kafes yakinsakligini
tanitmagtir.

Fonksiyonel analizde, istatistiksel yakinsaklik biiyiik bir 5nem tasimaktadir. Ista-
tistiksel yakinsaklik kavrami Fast (1951) ve Steinhaus (1951) tarafindan temel alinmustir.
Bu kavram, Buck (1953) ve Fekete (1953) tarafindan reel ve kompleks diziler i¢in in-
celenmigtir. Fridy (1985), istatistiksel Cauchy dizisi kavramini tanitmig ve bu kavramin
istatistiksel yakinsamaya esdeger oldugunu gostermistir. Ayrica, Fridy (1985), istatistiksel
monotonluk kavramini tanitmis, ancak istatistiksel yakinsaklik i¢in monoton yakinsaklik
teoremi Tripathy (1998) tarafindan sunulmustur. R" de istatistiksel yakinsaklik kavrami
ise Pehlivan ve Mamedov (2000) tarafindan arastirilmistir. Riesz uzaylarinda istatistiksel
yakinsakligin bir karakterizasyonu Ercan (2009) tarafindan ortaya konulmugtur. Sencimen
ve Pehlivan (2012) Riesz uzaylarinda istatistiksel monoton yakinsaklik ve istatistiksel sira
yakinsaklik kavramlarini tanitmistir. Bu makale ile ilgili arastirmalar, normlu uzaylarda
zayif istatistiksel yakinsamanin tanitildig1 Beattie ve Butzmann (2013) ve lakiiner zay1if

istatistiksel yakinsamanin 0zelliklerini inceleyen Nuray (2011) tarafindan yapilmistir.



3. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, ¢alismanin geri kalaninda ihtiya¢ duyulacak temel tanim ve teoremler
sunulmaktadir. Kismi sirali yapilar, Riesz uzaylari, istatistiksel yakinsaklik ve bunlarin
Riesz uzaylarindaki genellemeleri ele alinacaktir. Temel kaynaklar olarak (Abramovich
ve Aliprantis, 2002a; Albayrak ve Pehlivan, 2012; Aliprantis ve Burkinshaw, 2003, 2006;
Aydin, 2020; Aydin ve ark., 2021b; Beattie ve Butzmann, 2013; Fridy ve Orhan, 1997;
Fridy, 1985; Gutman, 1996; Huijsmans, 1991; Luxemburg ve Zaanen, 1971; Sencimen ve
Pehlivan, 2012; Vulikh, 1967; Wickstead, 2001; Zaanen, 1983) referans alinmistir.

3.1 Riesz Uzaylan

Tammm 3.1 E bostan farkli bir kiime ve <, E de bir bagint1 olsun. Eger asagidaki sartlar

saglanirsa E ye kismi sirali kiime denir ve (E, <) seklinde gosterilir:
(1) Herx € E icin x < x;
(2) Herx,ye Eigcinx <yvey<xikenx=y;
(3) Herx,y,ze Eicinx<yvey<zikenx <z.

Eger kismi siralanmig bir kiilmede her eleman, tanimlanan bagintiya gore birbirleriyle
karsilastirilabiliyorsa bu kiimeye tam sirali kiime denir.
Tamm 3.2 E gercel sayilar lizerinde tanimli bir vektor uzay1 ve < bagintis1 E de bir

siralama bagintis1 olsun. Eger;
(1) Herx,y,z€ Eicinx<yikenx+z<y+z,
(2) Herx,y e E,0< A € Riginx < yiken Ax < Ay,

sartlar1 saglanirsa (E, <) sirali vektor uzayr olarak adlandirilir.

Tamim 3.3 E bir sirali vektor uzayi, A da bu uzayin herhangi bir alt uzayi olsun. Eger
(1) Herx e Aiginx < z,
(2) Her x € A ve x <y olacak sekildeki hery € E i¢in z <y,

sartlar1 saglanirsa z elemanina A kiimesinin supremumu denir ve sup(A) = z ile gosterilir.

Benzer sekilde, eger;



(1) Herx € Aigin z <x,
(2) Her x € A ve y < x olacak sekildeki hery € E i¢iny < z,

sartlar1 saglanirsa z elemanina A kiimesinin infimumu denir ve inf(A) = z ile gosterilir.
Tamm 3.4 E sirali vektor uzayi ve 0, E nin sifir vektorii olsun. 8 < x sartin1 saglayan E

nin x elemanina pozitif eleman denir. E nin biitiin pozitif elemanlarinin kiimesi,
Ei={xeE:0<x}

seklinde ifade edilir.
Tamim 3.5 E siral bir kiime olsun. Eger E iizerindeki siralamaya gore her x ve y elemaninin
supremum ve infimumu varsa ve bu degerler E kiimesine ait ise E uzayina bir latis denir.
E vektor uzayina ise Riesz uzay: veya vektor lattice ad1 verilir.

Asagida baz1 Riesz uzay ornekleri verilmistir.

Ornek 3.1

(1) x=(x1,x2,...,x,) ER*vey=(y1,y2,-.-,¥n) € R" olmak tizere;
x<y <= x<y; (1<i<n)

seklinde tanimlanan < koordinatsal siralamasiyla birlikte R” Oklid uzay1 bir Riesz

uzayidir.

2) x=(x1,x2),y= (y1,»2) € R? olmak iizere;
x<y < x1 <y veya x1 =y1 ve x3 <y

siralamasi (lexicographic ordering) ile birlikte R? bir Riesz uzayidir.

(3) R* bir X kiimesi iizerinde tanimli tiim reel degerli fonksiyonlarin ailesini belirtmek

tizere f,g € R* icin;
f<g = VxeX, f(x)<gx)

seklinde taniml1 olan "<" noktasal siralama bagintisi ile birlikte R* bir Riesz uzayidir.

Teorem 3.1 E bir Riesz uzayi ise her x,y,z € E i¢in asagidaki ifadeler saglanir.



(1) xV(yVz)=(xVy)Vz ve xA(yAz)=(xAy)Az

(i) xVy=yVx ve xAy=yAx

() x<y&exVy=y ve x<y&&SxAy=x

(iv) xVy=y&xAy=x

Tamim 3.6 E bir Riesz uzayi ve x € E olsun.

(1) xV 0 elemanina x in pozitifi denir ve x* ile gosterilir.

(2) (—x)V 0 elemanina x in negatifi denir ve x~ ile gosterilir.

(3) (—x) Vxelemanina x in modiilii (mutlak degeri) denir ve |x| ile gosterilir.

(4) Her x,y € E i¢in x Ay = 0 ise x ile y elemanlar1 birbirine diktir denir ve x L y ile

gosterilir.
Teorem 3.2 E bir Riesz uzay1 ve x,y,z € E olsun. Asagidaki ifadeler saglanir.
M) xVy=—=((=x)A(=y))
(i) xAy=—((=x)V(-y))
(i) x+y=xVy+xAy
(iv) x+(yVz) = (x+y)V(x+2)
(V) x+(yAz) = (x+y)Alx+2)
(vi) a € R"igin a(xVy) = (ox) V (ay) ve a(x Ay) = (ax) A (o)
(vii) x =x" —x~
(viii) |x| =xT+x~
(ix) xTAx" =86
Teorem 3.3 E Riesz uzayi ve her x,y,z € E olsun. Asagidakiler saglanir.

A [xVz—yVz[<|x—y|ve [xAz—yAz] < [x—)y

(i) Egerx,y,z>0ise xA(y+2) <xAy+xAz



Teorem 3.4 E sirali vektor uzayi icin agsagidakiler birbirine denktir.
(1) E bir Riesz uzayidir.
(ii) Herx € E icin x™ € E dir.
(iii)) Her x € E icin x~ € E dir.
(iv) Her x € E i¢in |x| € E dir.

Tamm 3.7 E bir Riesz uzay1 olsun. Herhangi a,b € E iki eleman ve a < b olmak iizere
{x € E:a < x < b} kiimesine E de bir sirali aralik denir ve [a,b] ile gosterilir.

Bir A C E alt kiimesi i¢in A C [a,b] olacak sekilde a,b € E varsa A ya E de sira
sinirh kiime denir.

Tamm 3.8 E sirali vektor uzayi ve A C E olsun.

(1) Eger her x,y € A icin x < z ve y < z olacak sekilde bir z € A varsa, A ya yukart
yonlendirilmis kiime denir ve A 1 biciminde gosterilir. A yukar1 yonlendirilmis kiime

ve E iginde sup(A) = a varsa, A 1 a bi¢ciminde gosterilir.

(2) Eger her x,y € A i¢in z < x ve z < y olacak sekilde bir z € A varsa, A ya asagt
yonlendirilmig kiime denir ve A | biciminde gosterilir. A agag1 yonlendirilmis kiime

ve E icinde inf(A) = a varsa, A | a bi¢iminde gosterilir.

Tamm 3.9 E Riesz uzayinda her x € E i¢in n € N olmak iizere n~' - x | 6 sart1 saglanirsa,
E ye Archimedean Riesz uzay denir.

Ornek 3.2 R? iizerinde, (x1,x2), (y1,y2) € R? igin
XSy XSy Ve X Sy

siralamasina gore Archimedean Riesz uzayidir. Fakat, R? lexicographic siralamaya gore
Archimedean 6zelligine sahip olmayan bir Riesz uzayidir.

Tanim 3.10 E bir Riesz uzayi olsun. E nin bostan farkli ve iistten sinirlt her alt kiimesinin
(sayilabilir alt kiimesinin) supremumu ya da alttan sinirl her alt kiimesinin (sayilabilir alt
kiimesinin) infumumu varsa E Riesz uzayina Dedekind tam (c-Dedekind tam) Riesz uzay1

denir.



Tanmim 3.11 (x,) bir Riesz uzay1 E iginde bir dizi olsun. Eger E i¢inde bir (g,) | 0 dizisi
var ve her n igin |x, — x| < g, saglanir ise (x,) dizisi x € E ye sira (order) yakinsar (x, ~ x)
denir.

Sira yakinsama ile R iizerindeki geleneksel yakinsama ortiismektedir (Vulikh, 1967,
s.29). Okuyucunun sira yakinsama hakkinda detayli bir tartisma icin (Abramovich ve
Sirotkin, 2005) ye basvurmasi onerilir. Ote yandan, iki Riesz uzay1 arasindaki bir operator

(dogrusal fonksiyon) T : E — F i¢in;
(1) Eger her x € E™ igin T'(x) > 0 olursa T ye pozitif operator,

(2) E nin sira sinirh kiimelerini F nin sira sinirlt kiimelerine génderiyorsa sira sinirl

operator,
(3) Her x, > 6 dizisi icin Tx, — 6 saglanirsa T ye G-sira siirekli operatér dentir.

Onemli bir nokta, ¢ semboliiniin Riesz uzaylarinda genellikle dizilerle ugrasilirken
kullanilmaktadir; bu nedenle ¢calismamizda bu notasyonu kullanacagiz. Iki Riesz uzayi
arasindaki bir pozitif 7 : E — F operat0Oriiniin o-sira siirekli olmasi i¢in azalan herhangi
bir x,, | 0 dizisi i¢in Tx, | 0 saglanmas1 gerekir ve bunun tersi her zaman dogru degildir
(Aliprantis ve Burkinshaw, 2006, Exer.30, s.48). Bir o-sira siirekli operatoriin genel olarak
sira sinirh olmasi gerekmez. Tiim sira sinirli lineer fonksiyonlar kiimesini iceren E~ vektor
uzayl, E nin sira duali olarak adlandirilir ve 6zellikle E™~ = L, (E,R) olarak gosterilir. Tim
o-sira siirekli lineer fonksiyonlar kiimesini E_” olarak gosteririz. Boylece, E;” C E™

kapsaminin gegerli oldugu agiktir (Aliprantis ve Burkinshaw, 2003, s.59).

3.2 istatistiksel Yakinsaklik

Tamim 3.12 Pozitif tam sayilar kiimesi N in bir K alt kiimesi verilsin. K, = {k <n:k € K}

kiimesini alalim. |K| = card(K) (K kiimesinin kardinalitesi) olmak iizere;

— |1 1 Ky
O(K) = r}l_r}go inf | 7!
ve
- ' K,
0(K) = lim sup |7~

n—oo

limitlerine, sirastyla K kiimesinin alt ve iist yogunlugu denir. §(K) = §(K) ise bu durumda

(%) dizisinin limiti mevcuttur denir. Bu limit "d(K)" ile gosterilir ve K kiimesinin dogal
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yogunlugu (asymptotic density) denir. K C N kiimesinin dogal yogunlugu;

. |K,
— lim nl
n—soo M

5(K)

=r}gqgo,l,y{k§n:kel(}|
ile gosterilir (Niven ve ark., 1991). Simdi dogal yogunluk ile ilgili baz1 6zellik ve 6rnekleri
verelim.
(i) Eger K C N sonlu ise 0(K) = 0 olur.

(ii) Eger K = Nise 6(K) =7 =1 olur.

(iii) Eger K ={2n+1:n€N} =T ise §(T) =limyye0 527 = 3.

(iv) Bger K = {2n:n € N} = Cise §(C) = lim,_,o0 2= = 3.

(v) K={n?>:ncN}ise §(K) = limy—e0 %5 = 0.

(vi) KiNK; =0ise 6(K 1 UKy) = 8(Kp) + 0(Ka)

(vii) K} CKpise 6(K;) < 6(K>) olur.
(viii) 6(K)=1-06(N\K)

Tamim 3.13 Bir (x,) dizisi verilsin. Herhangi x ve her € > 0 i¢in
K(e)={neN:|x,—x| > ¢}

sifir dogal yogunluguna sahip ise (x,) dizisi x noktasina istatistiksel yakinsaktir denir.
Ayrica burada x = 0 alinirsa (x,,) dizisine istatistiksel sifir dizisi denir.

Kolaylikla goriilebilir ki yakinsak her dizi istatistiksel yakinsaktir. Fakat bu 6ner-

menin tersi her zaman dogru olmayabilir. Yani, istatistiksel yakinsak bir dizi yakinsak
olmak zorunda degildir.
Ornek 3.3 Reel sayilarda bir (x,) dizisi alalim. Dizinin terimleri n = k> oldugu durumlarda
xp, = 1, diger durumlarda x,, = 0 olarak tanimlayalim. Bu durumda dizinin terimleri x; =
{1,0,0,1,0,0,0,0,1,...} seklinde olur. O halde, Ko = {k: |x;y — | > €} = {k: |x, — 0| >
¢} = {k: k = n?} olacagindan,
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saglanir. Boylece st-limx, = 0 elde edilir.

Tamm 3.14 x = (x,) reel sayisi dizisi i¢in
Oo({neN:|x,|>A})=0

olacak sekilde en az bir sonlu A > 0 reel sayis1 varsa x = (x,,) dizisine istatistiksel simirlidir
denir (Fridy ve Orhan, 1997).

Tanim 3.15 Bir x = (x;) dizisini ele alalm. Her € > 0 i¢in 6 ({k : |xx —xn| > €}) =0
olacak sekilde bir N = N(¢) varsa x = (x;) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir (Fridy,
1985).

3.3 Riesz Uzaylarinda Istatistiksel Yakinsakhk

Istatistiksel yakinsakligin Riesz uzaylarinda tanimlanmast ilk olarak Ercan tarafin-
dan (Ercan, 2009) calismasinda ele alinmistir. Bu ¢alismasinda Ercan, Riesz uzaylarinda
istatistiksel olarak u-uniform yakinsayan dizilerin kavramlar iizerine sonuglar elde etmistir.
Daha sonra Sen¢imen ve Pehlivan istatistiksel yakinsamay: sira yakinsama bakimindan
Riesz uzaylaria genisletmistir (Sencimen ve Pehlivan, 2012). Son zamanlarda, Aydin ve
ark., istatistiksel yakinsama lizerine baz1 ¢aligmalar1 Riesz uzaylarinda ve yerel kat1 Riesz
uzaylarinda incelemislerdir (Aydin, 2020, 2022, 2024).

Tamim 3.16 Bir E Riesz uzayinda (x,) dizisi verilsin. Eger her bir n € N i¢in x, < x4
oluyorsa (x,) dizisine monoton artan denir ve "x, 1" semboliiyle gosterilir. Benzer olarak,
her n € N igin x,, 1 < x, saglanirsa (x,) dizisi monoton azalan denir ve "x, |" ile gosterilir.
Tanim 3.17 Bir E Riesz uzayinda (x,) dizisi verilsin. Eger (x,) dizisi monoton artan,
{x, : n € N} kiimesinin supremumu mevcut ve bir x € E elemanina esit ise bu durum x,, 1 x
sembolilyle gosterilir. Benzer olarak, (x,) dizisi monoton azalan, {x, : n € N} kiimesinin
infimumu mevcut ve bir x € E elemanina esit ise bu durum x,, | x seklinde ifade edilir.
(xn) dizisi i¢in x, T x veya x, | x ifadelerinden biri saglaniyorsa (x,) dizisi x noktasinda
monoton yakinsaktir denir.

Tamim 3.18 (Tripathy, 1997) x = (x,) dizisi verilsin. (xz,) monoton artan ve §(K) = 1
olacak sekilde K = {k; < kp < ---} C N alt kiimesi varsa (x,) reel say1 dizisine istatistiksel
monoton artandir denir. Benzer sekilde monoton azalma da tanimlanabilir.

Tanim 3.19 (x,) bir E Riesz uzayinda bir dizi olsun. Eger dogal yogunlugu 1 olan bir

K = {k; <ky <---} C N indeks kiimesi var (x,) azalan ve inf,cg (xz, ) = 0 saglantyorsa,
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bu durumda (x,) dizisine istatistiksel olarak azalarak sifira yakinsar denir. Bu durumda bu
yakinsama x;, | %% 0 ile gosterilir.

Tanim 3.20 (x,), E Riesz uzayinda bir dizi ve x € E olsun. Eger g, |** 0 olacak sekilde
K={n<ny<---} CNved(K)=1veaynm zamanda |x, —x| < g, esitsizligi tim n € K
icin saglanirsa (x,,) dizisi x e istatistiksel sira yakinsaktir denir ve x,, Loy x ile gosterilir.
Tanim 3.21 (x,), E Riesz uzaymda bir dizi olsun. Eger bir pozitif e € E vektorii ve
0(K) = 1 sartin1 saglayan bir K = {n; <np <---} C N indeks kiimesi mevcut ve |x; | <e

esitsizligi her k, € K igin saglaniyor ise (x;) dizisine st,-sinirli denir.
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4. ZAYIF ISTATISTIKSEL SIRA YAKINSAKLIK

Bu boliim, ¢alismanin temelini olusturan esas kavram olan zayif istatistiksel sira
yakinsaklig1 tanitmakta ve bu tanim iizerine insa edilen temel sonug¢lar1 sunmaktadir. Aksi
belirtilmedikge, E bir Riesz uzay1 olarak varsayilacaktir.

Tanim 4.1 E bir Riesz uzay1 ve (wy,), E de bir dizi olsun. Eger her g € E.” o-sira siirekli
lineer fonksiyoneli i¢in, (g(w;,)) reel say1 dizisi istatistiksel olarak 0 a yakinsiyorsa, yani
her € > 0 i¢in

d({neN:[g(w,) >€})=0

kosulu saglaniyorsa, (w;,) dizisi 0 ya zayif istatistiksel sira yakinsaktir denir ve wy, AN
seklinde gosterilir.

Tanimdan goriilecegi iizere, bir (wy,) dizisinin w ye zayif istatistiksel sira yakin-
samast (wy W_—St">w) icin gerek ve yeter kosul, her g € E_ fonksiyoneli i¢in g(w, —w)
dizisinin sifira istatistiksel yakinsamasidir.

Sonu¢ 4.1 (i) C([0,1]) Riesz uzayinin o-sira siirekli dualinin yalnizca sifir fonksiyone-
linden ibaret olmasi nedeniyle, bu uzaydaki her dizi zayif istatistiksel sira yakinsaktir

(bkz. (Zaanen, 1997, Exam.21.6(ii))).

(i) 1 < p < eoigin L,[0,1] uzayinda, zayif istatistiksel yakinsaklik ile zayf istatistiksel
sira yakinsaklik kavramlari ortiismektedir (bkz. (Aliprantis ve Burkinshaw, 2003,

s.59) ve (Meyer-Nieberg, 1991, Exam.(v), s.9)).

(i) S : E — F, Riesz uzaylar arasinda o-sira siirekli bir pozitif operatdr olsun. E
- t0 . - t() v . ~ c e
de w, —2w ise, 0 zaman F de S(w,) —2 S(w) saglanir; zira her g € F7 i¢in

goSE€E] dir

(iv) E, o-sira siirekli norma sahip sonlu boyutlu bir Banach latisi olsun. Bu durumda,
zayif istatistiksel sira yakinsaklik istatistiksel norm yakinsaklig1 gerektirmektedir

(bkz. (Beattie ve Butzmann, 2013, Thm.2.3(iii))).

(v) Eger (w,) dizisi w ye zayif sira yakinsak ise, yani her g € E.” igin g(w,) — g(w)
ise, 0 zaman wy, w_—St°>w dir.

Ornek 4.1 E = L{[0, 1] uzayim standart L;-normu ile bir Riesz uzay1 olarak ele alalim. Bu

uzay ayni zamanda bir Banach latisidir (bkz. (Abramovich ve Aliprantis, 2002b, Prob. 2.3.3,

s. 73)) ve norm duali E*, L.[0, 1] uzayina izometrik izomorftur. E iizerindeki normun sira
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stirekli olmasi (bkz. (Aliprantis ve Burkinshaw, 2003, s. 187)), sira duali E~, norm duali
E* ile o-sira siirekli dual E7’1n igiiniin de ¢akismasi sonucunu dogurur (bkz. (Abramovich
ve Aliprantis, 2002a, Thm. 1.33)). Hern € N ve r € [0, 1] igin w,(¢) = sin(7nr) seklinde

tanimlanan (w;,,) dizisini inceleyelim.

(1) Zayif istatistiksel sira yakinsaklik: wy ~—2 0 oldugunu gosterelim. g € EZ keyfi bir
fonksiyonel olsun. E” = L [0, 1] oldugundan, her y € E i¢in g(y) = fol ()P (t)dt

olacak sekilde bir ¢ € L[0, 1] fonksiyonu vardir. Riemann-Lebesgue lemmasindan

lim g(w,) = lim 1sin(ﬂ:nt) o(t)dt=0

n—oo n—eo J(

elde edilir. R’deki olagan yakinsaklik istatistiksel yakinsaklig1 gerektirdiginden, her

g € E igin g(wy,) %0 saglanir. Dolayisiyla w), Yoy 9 dhr.

(2) Modiiliis dizisinin yakinsamamasi: (|wy|) dizisinin zayif istatistiksel sira yakin-
sak olmadigin1 gosterelim. Bunun igin, (g(|w,|)) skaler dizisinin sifira istatistiksel
yakinsamadig1 bir g € E_” fonksiyoneli bulmak yeterlidir. g € E* fonksiyonelini,

1 € L.[0, 1] sabit fonksiyonuna karsilik gelen, yani her y € E igin

g(y) == /Oly(t)dt

seklinde tanimlayalim. Bu fonksiyoneli |w;,| izerinde degerlendirirsek, her n € N
i¢in
1 )
g(lwn|) = / |sin(znt)|dt = =
0 T
bulunur. Boylece (g(|wa|)) dizisi sabit 2 dizisidir. ¢ = 1 alindiginda, her n € N i¢in

e
lg(lwn|) —0| = % > % = € olur. Bu durumda,
{neN:|g(jwa])—0]>¢€} =N
kiimesinin dogal yogunlugu 1°dir. O halde (g(|w,|)) dizisi sifira istatistiksel yakinsak
degildir; dolayistyla |w,| dizisi zayif istatistiksel sira yakinsak degildir.
Teorem 4.1 E’deki (w,) ve (vy) dizileri verilsin.

. o W-st, W-st, . W-St,
(i) Eger w, —>w, v, —>vve a,f € R ise, o zaman ow, + Bv, —> aw + Bv olur.
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.. o W-Sto W-Sto . ~ . .
(1) Eger w, —w ve w, ——> v ise ve E.” uzay1 E’nin noktalarim ayiriyorsa, o zaman

w = v olur.

Ispat. (i) Herhangi bir g € E fonksiyoneli icin, g(aw, + Bv,) = ag(w,) + Bg(v,)
esitligi gecerlidir. Hipotez geregi g(wy) —> g(w) ve g(va) - g(v) oldugundan, reel dizilerde
istatistiksel yakinsakligin lineerligi ile otg(w,) + Bg(va) < otg(w) + Bg(v) elde edilir. Bu
ise aw, + Bvy Yoy aw + Bv anlamina gelir.

(ii) wp 200 1 ve wp %y oldugundan, her g € E igin g(wp) s g(w) ve g(wn) S g(v)
saglanir. Reel say1 dizilerinde istatistiksel limitin tekligi geregi tim g € E_” i¢in g(w) = g(v)
olur. E.” uzay1 E’nin noktalarin1 ayirdigindan dolay1 w = v sonucuna ulagilir. 0

E’deki bir (w),) dizisi, her g € E” fonksiyoneli i¢in g(w,) — 0 oluyorsa 0’ya zayif
stra yakinsaktir denir.

Teorem 4.2 E bir Riesz uzay1 olmak iizere asagidaki ifadeler dogrudur:

(1) E’de zayif sira yakinsak olan her dizi, ayn1 zamanda zayif istatistiksel sira yakinsak-

tr.

(i) E, o-sira siirekli norma sahip bir Banach latisi ise, norma gore yakinsak olan her

dizi zayi1f istatistiksel sira yakinsaktir.

(iii) E, o-sira siirekli norma sahip bir Banach latisi oldugunda, zayif istatistiksel yakin-

saklik ile zay1f istatistiksel sira yakinsaklik kavramlari ¢akigir.

(iv) E, sira siirekli norma sahip bir Banach latisi ise, her disjoint ve sira sinirh dizi zayif

istatistiksel sira anlaminda sifira yakinsar.

Ispat. (i) (w,) dizisinin 8’ya zayif sira yakinsak oldugunu varsayalim; yani her g €
E? i¢in g(w,) — 0 olsun. Keyfi bir g € E” ve € > 0 secelim. g(w,) — 0 oldugundan,
oyle bir ng € N vardir ki biitiin n > ng igin |g(w,)| < € saglanir. Bu durumda {n € N :
|g(wn)| > €} kiimesi sonludur, dolayisiyla dogal yogunlugu sifirdir. O halde her g € E
icin g(wy,) 5 0°dur, yani wy, AN

(ii) E tizerindeki normun o-sira siirekli oldugunu ve w,, — w (norm yakinsaklig1)
oldugunu varsayalim. Her siirekli lineer fonksiyonel norm siirekli oldugundan, her g € E*
i¢in g(w,) — g(w)’dir. Normun o-sira siirekli olmasi nedeniyle E* = E” esitligi gegerlidir

(bkz. (Aliprantis ve Burkinshaw, 2003, Exer. 5(b), s. 204)). Bu nedenle, her g € E_” icin
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g(wy) — g(w) olur. R’deki olagan yakinsaklik istatistiksel yakinsakligi gerektirdiginden,
her g € EZ icin g(wy) ~ g(w); yani wy, o w.

(iii) o-sira siirekli norm durumunda, yukarida belirtildigi gibi E* = E.dir. Zay1f
istatistiksel yakinsaklik her g € E* icin g(wj,,)’in istatistiksel yakinsaklig1 ile, zayif istatis-
tiksel sira yakinsaklik ise her g € E” i¢in aynmi kosulla tanimlandigindan, bu iki kavram
Ozdestir.

(iv) E’nin sira siirekli norma sahip oldugunu ve (wj)’in disjoint ve sira sinirlt bir
dizi oldugunu varsayalim. Sira siirekli norm ayn1 zamanda o-sira siirekli oldugundan,
(ii) sikkinda kullanilan gerekceyle E* C E7’dir. Diger taraftan, bir Banach latisinde sira
stirekli norm var ise, her sira sinirl kiitme norm sinirlidir (bkz. (Aliprantis ve Burkinshaw,
2003, Thm. 4.9)). Dolayisiyla (w,,) norm sinirlidir. Ayrica disjoint oldugu igin (Aliprantis
ve Burkinshaw, 2003, Thm. 4.14) geregince zayif sifira yakinsar; yani her g € E* i¢in
g(wy) — 0’dir. Bu durumda, 6zellikle her g € EZ igin g(w,) — 0 saglanir. Reel sayi-
larda yakinsaklik istatistiksel yakinsakligi gerektirdiginden, her g € E.” i¢in g(w;,) S—t>0;
dolayisiyla wy, Yo, 9. U

Teorem 4.3 (w,) ve (v,), E4 iginde yer alan diziler olsun. Asagidaki 6nermeler dogrudur:
. ¢ W-St, W-st, . W-st,
(i) Eger w, — 0 ve v, —> 0 ise, 0 zaman w,, \V v, —> 6 olur.
.. o W-St W-St . W-St
(ii) Eger w, —> 0 ve v, —> 0 ise, 0 zaman w, A v, — 6 olur.

Ispat. (w,) ve (v,) nin E, i¢inde oldugunu ve w, Yoy 9, v, o g kosullarini sagladigini
varsayalim.

(i) g € EZ keyfi bir fonksiyonel olsun. (Zaanen, 1983, Thm. 84.1)’ya gore |g|
modiilisii, £ iizerinde pozitif, lineer ve o-sira siirekli bir fonksiyoneldir. w,,v, € E,
oldugundan,

0 <w,Vv, <w,+v,

esitsizligi gegerlidir. |g| pozitif bir operator oldugu i¢in bu siray1 korur; dolayisiyla
1g(wn V)| < |g[([wn vV vnl) = |g|(Wn Vvn) < |g|(Wn+vi) = [8](Wn) + [8](Va)-

wa 2% 6 ve v, 2% 9 oldugundan, her g € EY icin g(wy) 50 ve g(vy) —>0 saglanr.
Ozel olarak |g| € EZ icin de |g|(wn) -0 ve |g|(vn) ~> 0°dir. Reel say1 dizilerinde istatistik-

sel yakinsaklik lineer oldugundan, |g|(wy) + |g|(va) - 0 elde edilir. Yukaridaki esitsizlik
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geregi g(wy, Vvy,) 40 olur. g keyfi secildiginden, w, Vv, 2%, 9 sonucuna vartlir.

(ii) Benzer sekilde, w, Av, > 0 ve w, Av, < w, oldugundan (¢iinkii w,,v, > 0),

|g|"nin pozitifligi ile

lg(wn Av)| < [g(wn Avi) < [g](wn).

lg|(wn) 50 oldugu icin gwn Avy) % 0 bulunur. Dolayistyla wy A vy Y=o, 9dur. O
Sonug 4.2 Teorem 4.3’in genel bir Riesz uzayindaki keyfi diziler i¢in gecerli olmadigini
belirtmek gerekir; (w,) ve (v,) i¢in pozitiflik varsayimi esastir. Genel olarak kafes is-
lemleri, zayif istatistiksel sira yakinsaklig1 korumaz. Bu durum, Ornek 4.1°deki L1[0, 1]
uzayinda wy,(t) = sin(znt) dizisinin hem w, Y9 9 hem de —w, % § olmasina ragmen,
|Wn| = wy V (—w,) modiiliis dizisinin zayif istatistiksel sira yakinsak olmamasindan agikga
goriilmektedir. Dolayisiyla, pozitif dizilerle sinirlama yapilmasi gereklidir ve bu varsayim
ihmal edilemez.

Teorem 4.4 Eger (w,) dizisi w’ye istatistiksel sira yakinsak ise, o zaman (w,,) ayn1 zamanda
w’ye zayif istatistiksel sira yakinsaktir.

Ispat. w, SN oldugunu varsayalim. Istatistiksel sira yakinsakligmin tanimi geregi, dogal
yogunlugu 6 (M) = 1 olan bir M C N kiimesi ve her m € M igin |w,, —w| < v, esitsizligini
saglayan bir (v,) | 0 dizisi vardir. g € E.” keyfi bir fonksiyonel olsun. (Zaanen, 1983,
Lem. 84.1)’ya gore |g| modiilusii de E.” iginde yer alir, dolayisiyla o-sira siireklidir. Bu
nedenle v, | 6 oldugundan |g|(v,) | O saglanir.

Her m € M i¢in,

g|’nin pozitifligi ve lineerligi kullanilarak

[§(wWm) —gW)| = lg(wm —w)| < lg|(jwm —wl) < |g](vin)

esitsizligi elde edilir. |g|(v;;) — O oldugundan, m € M iizerinde g(wy,) — g(w) olur.
0(M) = 1 oldugu i¢in bu, g(wj,) dizisinin g(w)’ye istatistiksel yakinsadig1 anlamina gelir;
yani g(wy,) LN g(w). Buher g € E” i¢in dogru oldugundan w,, Yo, w sonucuna vartlir. O
Sonuc 4.3 Her istatistiksel sira yakinsak dizi zayif istatistiksel sira yakinsaktir.
Asagidaki ornek, zayif istatistiksel sira yakinsakligin ne sira yakinsakligi ne de
istatistiksel sira yakinsaklig1 gerektirmedigini gostermektedir.
Ornek 4.2 Sifira yakinsayan tiim reel dizilerin uzay1 olan E := cq Riesz uzayin ele alalim.
E’nin bir Banach latisi oldugu iyi bilinmektedir (Meyer-Nieberg, 1991, Exam.(1), s. 8).

Uzerindeki norm sira siireklidir (Meyer-Nieberg, 1991, s. 92), bu da normun ayn1 zamanda
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o-sira siirekli oldugu anlamina gelir (Aliprantis ve Burkinshaw, 2003, s. 59). ¢y uzayinin
standart norm duali ¢, e izometrik izomorftur; dolayisiyla o-sira siirekli dual E_” de ¢,
olarak tamimlanir (bkz. (Aliprantis ve Burkinshaw, 2003, Exer. 5, s. 204)). Ayrica E.”’1n
E’nin noktalarini ayirdigini not edelim.

E’nin standart birim vektorlerinden olusan (e,) dizisini gz Oniine alalim. Bu
dizinin zay1f istatistiksel sira yakinsak oldugunu gosterelim. Herhangi bir g = (a,,) € ¢; =
E[ igin g(e,) = a,’dir. Y7 |am| < oo oldugundan a, — 0°dir, yani g(e,) — 0’dir. R’deki
yakinsaklik istatistiksel yakinsaklig1 gerektirdiginden, her g € E.” igin g(e;) %0 saglanir.
O halde e, " 6°dur.

Simdi (e,) dizisinin sira yakinsak olmadigini gosterelim. Aksini varsayalim, yani
en — 6 olsun. Bu durumda E’de v, | 6 ve her n € N icin len| < v, olacak sekilde bir (v,)
dizisi vardir. Ancak n’inci koordinata bakildiginda 1 < v,(n) olur. v, | 6 oldugundan, her
sabit k i¢in v, (k) | 0 olmalidir; fakat v, (n) > 1 ile bu celisir. Dolayisiyla (e,,) sira yakinsak
degildir.

Son olarak (e,)’in istatistiksel sira yakinsak olmadigini kanitlayalim. Varsayalim
ki e, 2 0 olsun. O zaman dogal yogunlugu (M) = 1 olan bir M C N kiimesi ve v, | 6
olan bir (v,) dizisi vardir dyle ki her m € M igin |e,,| < v,,’dir. Yine m’inci koordinattan
1 <v,,(m) elde edilir. v, | 6 oldugu igin, 6zellikle v, [ 6 saglanmalidir; yani yogunlugu
1 olan bir K C N kiimesi lizerinde v, sifira azalmalidir. M N K kiimesinin yogunlugu da
1’dir ve bu kiimedeki her n i¢in hem 1 < v,(n) hem de v,(n) — 0 olmas1 gerekir ki bu
imkansizdir. Celiski, (e,)’in istatistiksel sira yakinsak olmadigini gosterir.

Teorem 4.5 E, sira siirekli duali E ayirict olan bir Riesz uzay1 olsun. Eger (w,,), E+
icinde bir dizi ise ve wy, WS ise, 0 zaman w € E, dir.

Ispat. Oncelikle, her pozitif g € E. fonksiyoneli icin g(w) > 0 oldugunu gosterelim.
g € EZ, g > 0 olsun. w, € E; oldugundan, her n € N i¢in g(w,) > 0’dr. wnw_—StO>w
oldugu icgin g(wy,) LN g(w)’dir. Reel say1 dizilerinde, istatistiksel limit pozitif bir dizinin
terimleriyle sinirlanmigsa pozitiftir (veya en azindan negatif degildir). Daha kesin olarak,
eger bir (x,) dizisi x’e istatistiksel yakinsiyorsa ve her n i¢in x,, > 0 ise, o zaman x > 0’dir.
Dolayisiyla g(w) > 0 elde ederiz.

+

Simdi w > 0 oldugunu gostermek istiyoruz. w = w™ —w™ seklindeki ayrigimim

g6z oniine alalim. w~ = 6 oldugunu gostermek yeterlidir. g € E”, g > 0 keyfi bir pozitif



19

fonksiyonel olsun. (Aliprantis ve Burkinshaw, 2003, Thm. 1.23)’ye gore,

E>’1n, sira dual E™ iginde bir bant (dolayisiyla bir ideal) oldugu bilinmektedir (bkz.
(Aliprantis ve Burkinshaw, 2003, Thm. 1.73)). Bu nedenle, eger 0 < h < gise, h € E_"’dir.
Ispatin ilk kisminda her pozitif & € EZ igin h(w) > 0 oldugunu gostermistik. Dolayistyla,
—h(w) < 0’dir. Bu, yukaridaki supremumun alindigi kiimenin her elemaninin sifirdan

kiiciik veya esit oldugu anlamina gelir; yani
gw™ ) =sup{—h(w):0 <h<g}<O0.

Ote yandan g ve w™ pozitif oldugundan g(w~) > 0°dir. O halde g(w~) = 0 olmalidir. Bu
esitlik £."’daki her pozitif g fonksiyoneli i¢in dogrudur. E.”’1n E’yi ayirdigini varsaydigi-
mizdan, w~ = 6 sonucuna variriz. Béylece w = wt € E olur. U
Teorem 4.6 w), Yo 1w ve Vn %o, 1 iki dizi olsun ve E[” uzay1 E’nin noktalarin1 ayirsin.
Eger her n i¢in w,, L v, ise ve mutlak deger islemi zayif istatistiksel sira yakinsaklig1

), 0o zaman w L v olur.

koruyorsa (yani wy, %o, v iken A & lw
Ispat. Her n igin w, L v,, yani |w,| A |v,| = 6 olsun. Mutlak deger isleminin siirekliligi
hipotezi ile wp 2w ve v, =% y’den [Wal o, lw| ve |vy] o, lv| elde edilir. Kafes
islemlerinin (6zellikle infimumun) zayif istatistiksel sira yakinsaklig1 korudugunu varsa-
yarsak (veya bu, pozitif diziler i¢in Teorem 4.3 geregi dogrudur; ancak burada |w,| ve |v,|

pozitif oldugundan ayni argiiman uygulanabilir), o zaman
8 = [wa| A va] == [w] Ay,

Zay1f istatistiksel sira limiti tek oldugundan (Teorem 4.1(i1) ve E.’1n ayirma ozelligi
sayesinde) |w| A [v| = 6, yani w L v sonucu ¢ikar. O
Teorem 4.7 ¢| uzaymdaki bir (w,) dizisi istatistiksel norm yakinsak ise, o zaman zayif
istatistiksel sira yakinsaktir.

Ispat. E := ¢, iizerinde ||w,| -0 oldugunu varsayalim. ¢, sira siirekli norma sahip bir
Banach latisidir (bkz. (Schaefer, 1974, s. 92)). Dolayisiyla norm duali, sira duali ve o-sira
stirekli duali cakisir: E* = E~ = E = l. (bkz. (Meyer-Nieberg, 1991, Thm. 2.4.2(i—
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vii)) ve (Abramovich ve Aliprantis, 2002a, Thm. 1.33)). w, N oldugunu, yani her
g € E =l igin g(wy) 40 oldugunu gostermeliyiz.

g € lo ve € > 0 olsun. Her n igin

[g(wn)| < [lgleo [[wall

esitsizligi gecerlidir. Bu esitsizlik,
€
neN:[gom)] 2 e} < {n N ol 2 1o}

kiime kapsamasini verir. Hipoteze gore ||wy|| - 0 oldugundan, sag taraftaki kiimenin dogal
yogunlugu sifirdir. Dolayisiyla sol taraftaki kiimenin de dogal yogunlugu sifirdir. Bu, her
g € U igin g(wy) = 0 demektir; yani wy, Vo, 9. O
Sonuc 4.4 /1 uzay1 Schur 6zelligine sahiptir; bagka bir deyisle, bu uzaydaki zayif yakinsak
her dizi norm anlaminda da yakinsaktir (bkz. (Aliprantis ve Burkinshaw, 2003, Thm. 4.32)).
Bu durum, istatistiksel yakinsaklik baglaminda benzer bir 6zelligin olup olmadig1 sorusunu
akla getirmektedir: Acaba ¢, ’de zayif istatistiksel sira yakinsak her dizi istatistiksel norm
yakinsak midir? (Beattie ve Butzmann, 2013, Theorem 2.3(iii)) calismasinda da belirtildigi
tizere, bu tiir bir ¢ikarim yalnizca sonlu boyutlu uzaylarda gecerlidir. £; uzay1 sonsuz
boyutlu oldugundan, zayif istatistiksel sira yakinsaklik istatistiksel norm yakinsaklig1
gerektirmez. Dolayisiyla, Teorem 4.7 ile verilen istatistiksel norm yakinsakliktan zayif
istatistiksel sira yakinsakliga olan implikasyonun tersi genel olarak dogru degildir.
Tamim 4.2 Bir (w,,) dizisi, her g € E” igin (g(w,)) reel dizisi istatistiksel Cauchy ise, (w,)
dizisine zayif istatistiksel sira Cauchy dizisi denir.
Teorem 4.8 Her zayif istatistiksel sira yakinsak dizi, ayn1 zamanda zayif istatistiksel sira
Cauchy’dir.
Ispat. (wy) dizisinin w’ye zayif istatistiksel sira yakinsak oldugunu varsayalim. O halde,
her g € E i¢in g(wy,) LN g(w)’dir. Reel say1 dizilerinde istatistiksel yakinsaklik, istatistik-
sel Cauchy olmay1 gerektirdiginden (bkz. (Fridy, 1985, Thm. 1)), her g € E_” i¢gin (g(wy))
dizisi istatistiksel Cauchy’dir. Bu da (w;,)’in zayif istatistiksel sira Cauchy oldugu anlamina
gelir. U
Asagidaki Ornek, zayif istatistiksel sira Cauchy olmanin, zayif istatistiksel sira

yakinsak olmay1 gerektirmedigini gostermektedir.
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Ornek 4.3 E := ¢( Riesz uzayim ele alalim. Bilindigi gibi (Aliprantis ve Burkinshaw,

2003, 5.59), co’1n o-sira siirekli duali £, norm duali ¢ ile gakigir. ¢ igindeki (w;,) dizisini

wy:=(1,1,...,1,0,0,...)
n tane
olarak tanimlayalim.

Ik olarak (w,)’in zayif istatistiksel sira Cauchy oldugunu gosterelim. g = (ai) € £,
keyfi bir fonksiyonel olsun. O zaman g(w,) = Y.}_, a olur. g € ¢; oldugundan, };> | ax
mutlak yakinsaktir ve bir L € R limitine sahiptir. Dolayisiyla g(w,) olagan anlamda L’ye
yakinsar; bu nedenle (g(w,)) dizisi istatistiksel Cauchy’dir (bkz. (Fridy, 1985, Thm. 1)). g
keyfi segildiginden, (w,) zayif istatistiksel sira Cauchy’dir.

Simdi (w,)’in zayif istatistiksel sira yakinsak olmadigini kanitlayalim. Celigki
icin, (w,,)’in bir w € ¢g’a zayif istatistiksel sira yakinsak oldugunu varsayalim. O zaman,
her g € ¢ icin (g(wy,)) dizisi g(w)’ye istatistiksel yakinsamalidir. Yukaridaki hesapla
g(wn) — Y| ax oldugundan, her g € ¢ i¢in g(w) = Y=, ax olmahdir. Ozel olarak, her
J € Nigin e; € £ koordinat fonksiyonelini alalim. Her j igin, n > j iken e;(w,) = 1
oldugundan, e;(w,) — 1I’dir. Bu, w = (1,1,1,...) anlamina gelir; ancak bu dizi ¢y’da
degildir. Dolayisiyla ¢ iginde boyle bir w limiti olamaz ve (w,) zayif istatistiksel sira
yakinsak degildir.

E’deki bir dizi, eger bir e € E vektorii ve dogal yogunlugu 1 olan bir K C N kiimesi

varsa ve her n € K i¢in |wy,| < e ise, istatistiksel sira sinirl olarak adlandirilir (Sencimen
ve Pehlivan, 2012, Tanim 8). Normlu uzaylarda, her zayif istatistiksel Cauchy dizisi
istatistiksel norm sinirlidir (Beattie ve Butzmann, 2013, Lem. 2.8). Ancak, asagidaki ornek,
zayif istatistiksel sira Cauchy dizilerinin istatistiksel sira sinirli olmasi gerekmedigini
ortaya koymaktadir.
Ornek 4.4 E = ¢( uzaymi ve (en)’yi co igindeki standart birim vektorler dizisi olarak
alalim. Herhangi bir g = (ax) € E.” = ¢; fonksiyoneli i¢in g(e,) = a,,’dir. Y5 |ax| < oo
oldugundan a,, — 0 olur; dolayisiyla (g(en)) dizisi olagan anlamda sifira yakinsar ve bu
nedenle istatistiksel olarak da sifira yakinsar. Boylece (e,) zayif istatistiksel sira yakinsaktir
ve dolayisiyla zayif istatistiksel sira Cauchy’dir.

Simdi (e,) dizisinin istatistiksel sira sinirli olmadigini gosterelim. Varsayalim ki

(en) istatistiksel sira smirli olsun. O zaman bir e = (c1,c¢2,...) € ¢o vektorii ve dogal
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yogunlugu 6 (K) = 1 olan bir K C N kiimesi vardir dyle ki her n € K igin |e,| < e saglanir.
le,| = e, oldugundan, bu her n € K i¢gin 1 < ¢, demektir. Ancak e € ¢y oldugundan
cn — 0°dir; bu da yeterince biiyiik n degerleri i¢in ¢, < 1 olmasini gerektirir. Bu durumda
{n € N: |e,| < e} kiimesi sonludur ve dolayisiyla dogal yogunlugu sifirdir, ki bu §(K) = 1
ile celisir. Sonug olarak (e,) dizisi zay1f istatistiksel sira Cauchy’dir fakat istatistiksel sira
sinirh degildir. Bu da zayif istatistiksel sira Cauchy olmanin istatistiksel sira sinirlilik
gerektirmedigini gostermektedir.

Teorem 4.9 ¢-sira siirekli norma sahip bir Banach latisindeki her zay:if istatistiksel sira
Cauchy dizisi, istatistiksel norm sinirlidir.

ispat. E, o-sira siirekli norma sahip bir Banach latis ve (w,), E’de zayif istatistiksel
sira Cauchy bir dizi olsun. Normun o-sira siirekli olmasi nedeniyle E* = E esitligi
gecerlidir (bkz. (Aliprantis ve Burkinshaw, 2003, Exer. 5(b), s. 204)). Tanim geregi, her
g € E icin (g(wy)) dizisi istatistiksel Cauchy’dir. E* = E” oldugundan bu, her g € E*
icin (g(w,)) nin istatistiksel Cauchy oldugu anlamina gelir. (Beattie ve Butzmann, 2013,
Lem. 2.8)’ye gore, bir normlu uzaydaki bir dizi eger her siirekli lineer fonksiyonel altinda
istatistiksel Cauchy ise istatistiksel norm sinirlidir. Dolayisiyla (w;,) istatistiksel norm
siurhidir. U
Sonug 4.5 o-sira siirekli norma sahip bir Banach latisindeki her zayif istatistiksel sira

yakinsak dizi, istatistiksel norm sinirhdir.
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