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OZET

YUKSEK LiSANS TEZI

BAZI iLiSKiLi EGRILER iCiN FERMi-WALKER TUREVi

Saniye KARATAS
Mus Alparslan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim Dah
Damsman: Doc. Dr. Talat KORPINAR
2019, 32 Sayfa

Jiiri
Damisman: Dog. Dr. Talat KORPINAR
Jiiri Uyesi: Dr. Ogr. Uyesi Ali CAKMAK
Jiiri Uyesi: Dr. Ogr. Uyesi Selcuk BAS

Bu ¢alismanin amaci, diferansiyel geometride bildigimiz bir¢ok egrinin Fermi-Walker tiirevi ile
yeniden tanimlanabilecegini ifade etmektir. Bu tanimlar geometriye saglayacagi yararlar bakimindan
onemlidir. Diferansiyel geometride en dikkat ¢ekici konularin baginda egriler gelmektedir. Bu egrilerden
0zel olarak tanimlanan W-yon egrisinin Fermi-Walker tiirevini ifade ederek W-yon egrisine yeni bir tanim
getirmis olduk. Ayrica hareketli ¢atiya alternatif bir yaklagim olan Bishop ¢atisinin Fermi-Walker tiirevi
ifade edildi. Boylece Bishop ¢atisinin Fermi-Walker paralel ¢at1 oldugu gosterilmis olup Frenet ¢at1 yerine
Fermi-Walker paralel ¢atisinin kullanilabilecegi ifadesi diferansiyel geometri ¢alismalart i¢in dnemli bir
kaynak olmustur.

Bu tez c¢alismasinda Fermi-Walker tiirevi tanimi ile yeni iliskili egrilerin bazi ozel

karakterizasyonlarindan yaralanilmistir.

Anahtar Kelimeler: Bishop Catisi, Frenet Egrisi, Fermi-Walker Tiirevi, W-Y6n Egrisi.



ABSTRACT

MS THESIS

FERMI-WALKER DERIVATIVE FOR SOME RELATED CURVES
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The aim of this study is to state that many curves in differential geometry can be redefined by

Fermi-Walker derivative. These definitions are important in terms of their benefits to geometry. Curves are

the most striking subjects in differential geometry. We have introduced a new definition to the W-direction

curve by expressing the Fermi-Walker derivative of the W-direction curve defined specifically from these

curves. Also, the Fermi-Walker derivative of the Bishop Frame, an alternative approach to the moving

frame, was expressed. Thus, the Fermi-Walker parallel frame has been shown to be the Bishop frame, and

the Fermi-Walker parallel frame can be used instead of the brake frame.

In this thesis, some special characterizations of new associated curves were used with the

definition of Fermi-Walker derivative.

Keywords: Bishop Frame, Frenet Curves, Fermi-Walker Derivation, W-Direction Curves.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Simgeler

W(s) : W-y0n egrisi

T (s) : Teget normal vektor alani
N(s) : Asli normal vektor alani
B(s) : Asli normal vektor alani



1. GIRIS

Bu calismada yonlendirilmis bir yilizey ve yay uzunlugu ile verilen regiiler bir
egrinin Frenet catis1 ve Frenet formiilleri yardimiyla ifade edilen bazi yeni iliskili
egrilerden biri olan W-yon egrisi ve W-dogrultman egrisi tanimindan W-yon egrisinin

teget, normal ve binormal vektor alanlart;

K

= T
r= (\/K2+T2 T+ ViZ+12 B),

k T
1+ ==
+T VKZ+1

N = (\/K; B).

T2 K?

B=TxN = — +
(\/rc2+r2 \/K2+T2)

N=-N

ifadelerinin Fermi-Walker tiirevi ifade edilmistir. Fermi-Walker tiirevi verilen bu
ifadelerin asli, normal ve binormal vektor alanlarinin Fermi-Walker anlaminda paralel
olmasi i¢in gerekli durumlar incelendi. Daha sonra haraketli bir ¢atiya alternatif bir
yaklagim olan Bishop c¢atisinin tanimi gbz oniine alinarak W-yon egrisi ile 6zel olarak

tanimlanan;
T(s) = My(s)
M, (s) = — cos( [ ky(s)ds)T(s) + sin( [ k,(s)ds)M(s),
M,(s) = sin( j ko (s)ds)T(s) + cos( J ky(s)ds)M,(s)

egrilerinin Fermi-Walker tiirevi verildi. Fermi-Walker tiirevi verilen M;-yon egrisi ve

M ,-yon egrilerinin Fermi-Walker anlaminda paralel olmast igin gerekli durumlar ifade

edilmistir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Hacisalihoglu (2000), bir uzay egrisinin Frenet {ic ayaklisinin haraketini
aciklayarak teget, normal ve binormal vektorlerini vermistir. 1977°de n-boyutlu Oklid

uzayinda haraket geometrisi lizerinde durmustur.

Hacisalihoglu (2000), bir uzay egrisinin Frenet catisinin egri boyunca haraketi
esnasinda rektifiyan diizleminde agilamayan bir yiizey iizerine c¢izilmis parametre
egrilerinin o6zelliklerini incelemistir. Benn and Tucker (1989), Fermi-Walker tiirevini

vermistir.

Karakus (2012), Oklid uzayinda Fermi-Walker tiirevi ve geometrik
uygulamalarin1 vermistir. Fermi-Walker anlaminda paralel olmay: ifade etmistir.
Haraketlerin modellenmesinde Frenet c¢atis1 yerine Fermi-Walker paralel c¢ati

kullanilabilecegini belirtmistir.

Ayrica diferansiyel geometride Oklid 3-uzaymda egriler teorisi ana calisma
alanlarindan biridir. Irsland and Nesovic (2008), dogrultucu egriyi, konum vektdrlerini
her zaman asli normal vektor alaninin ortogonal tamamlayicist i¢inde bulunan bir egri

olarak tanimlamistir.

Choi and ark.’nm (2012) E® minkowski uzaymda Frenet egrisinin asli yonlii egri
ve asli (binormal) egrisi kavramini tanitt:. Korpinar T. ve ark.’nin (2013) E3 de Bishop

catisini kullanarak yeni iliskili egrileri ifade etmiglerdir.

Biitiin bu bilgilerden yola ¢ikarak ¢alismamizda 6zel olarak tanimlanan egrilerden
W-yo6n egrisinin Fermi-Walker tiirevi verilerek, Fermi-Walker anlaminda paralel olmasi
icin gerekli durumlar incelenmistir. Daha sonra Bishop catisina gore tanimlanmis
egrilerinde Fermi-Walker tiirevi ifade edilmistir. Fermi-Walker anlaminda paralel

olmalar1 i¢in gerekli durumlar incelenmistir.



3. MATERYAL VE YONTEM

[1k olarak Hacisalihoglu (2000), afin uzay, Oklid uzay, Frenet ii¢ ayaklisinin teget,
normal, binormal vektorlerinin tanimlar1 verilecektir. Daha sonra Benn ve Tucker
(1989), Fermi-Walker tiirevi tanimi verilecektir. Sonrasinda Karakus ve Korpinar’in
(2011) arastirmalarindan faydalanilarak W-yon egrilerinin Fermi-Walker tiirevi
verilecektir. Fermi-Walker tiirevi verilen bu ifadelerin paralel olma durumlarim
verecegiz. Ayrica Korpinar ve ark’nin (2013) Bishop ¢atisina gore tanimladiklart M;-yén
egrisi ve M,-yon egrilerinin Fermi-Walker tiirevini verecegiz ve bu egrilerin Fermi-

Walker anlaminda paralel olmalari i¢in gerekli durumlarin neler oldugunu ifade edecegiz.

3.1. Temel Tanimlar

Tanmim 3.1. A bos olmayan bir ciimle ve K cisimi iizerindeki vektér uzayr V
olsun.Asagida verilen 6nermeleri dogrulayan bir
ffAXA->V

fonksiyonu varsa, A ya V ile birlesen afin uzay denir.
(1) VP,Q,R € A igin

fP,Q)+f(QR)=F(P,R)
(1)) VP,Q,R € Avea € V i¢in

f(P,Q)=a
olacak sekilde bir tek Q € A noktas1 vardir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamm 3.2. Bir reel afin uzay A ve A ile birlesen bir vektdr uzayida V olsun. V vektor
uzaymda, x = (xq,X3,...,Xp) ve ¥y = (¥1,¥Y2,---, V) olmak iizere,

()VXV->R

n

(69) = (6y) = ) xy,

i=1

seklinde bir i¢ ¢arpim tanimlanirsa, A afin uzayma Oklid uzay denir (Hacisalihoglu,

2000).

Tamm 3.3. n-boyutlu Oklid uzay E™ ve I, R nin irtibatli agik alt ciimlesi olmak iizere,



a:lcR—->E"

dontisiimii diferansiyellenebilir ise a(t) ciimlesine E™ de bir egri ve t € I degiskenine

de egrinin parametresi denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tanmm 3.4. M egrisi(l, @)koordinat komsulugu ile verilmis olsun. Bu durumda¥ =
{a',a”,a"',...,a”} sistemi lineer bagimsiz ve Va®, k > r icin a® € Sp{¥} olmak
tizere ¥ den elde edilen {V;,...,V}.} ortonormal sistemine, M egrisinin Frenet r-ayaklisi
alanive m € M i¢in {V{(m),...,V,.(m)} ye ise m € M noktasindaki Frenet r-ayaklist

denir. Her bir V;, 1 < i < r ye Frenet vektorii denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamm 3.5. a: 1 € R — E3 egrisi, t € I i¢in egrinin teget vektdr alan

1

TO =170

a' (1),

egrinin asli normal vektor alan

_ a”(t)
N(t) - IIa”(t)II 2

egrinin binormal vektor alan

o ad@®Aa’ (@)
B®) = la’(t)Aa”(t) |

olmak iizere bu vektorlerden olusan {T, N, B} sistemine Frenet 3-ayaklisidenir.{T, N, B}

Frenet 3-ayaklis1 ortonormal bir ¢atidir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamm 3.6. M egrisi (I, @) koordinat komsulugu ile verilmis olsun. s € I ya karsilik

gelen a(s) noktasindaki Frenet r-ayaklisi {V;(s),...,V,(s)} olsun. Buna

kil >R 1<i<r

s = ki(s) = (V/(5), Vi41(5))

seklinde tanimli k; fonksiyonuna M egrisinin i-yinci egrilik fonksiyonuve s € I igin

k;(s) reel sayisina da a(s) noktasinda M nin i-yinci egriligidenir (Hacisalihoglu, 2000).
Tanmm 3.7. a:1 c R - E3

s = a(s) = (ay(s), ay(s), a3(s))



s yay parametresi ile verilen bir egrinin a(s) noktasindaki Frenet 3-ayaklisi {T, N, B}

olsun.

T'(s) = ki(s)N(s),
N'(s) = =k1($)T(s) + k2(s)B(5),
B'(s) = —kz(s)N(s)

denklemlerine Frenet formiilleri denir (Hacisalihoglu, 2000).
Tamm 3.8. a: 1 € R - E3 egrisi i¢in

K(s) = ki(s) = [[a" (s
degerine a(s) egrisinin s-noktasindaki egriligidenir (Carmo, 1976).

Tammm 3.9. a:] € R - E3 egrisi yay parametresi ile verilmis olsun. a”’(s) # 0 olmak

lizere
B'(s) = 1(s)N(s)

esitligi ile tanimli t(s) sayisina a(s) egrisinin s -noktasindaki burulmasi denir

(Hacisalihoglu, 2000).

Tanim 3.10. Normal vektor alani sabit bir dogrultuyla sabit a¢1 yapan egriye slant helis

denir (Izumiya and Takeuchi, 2004).

Tanmim 3.11. E3 Oklid uzayinda bir a(s) egrisinin birim teget vektdr alan1 T = a’(s)
olsun. T vektor alan1 belirli bir u vektortii ile sabit ag1 yapiyorsa a(s) egrisine genel helis

denir (Izumiya and Takeuchi, 2004).

Tammm 3.12.X , s yay parametreli a: € R — E™ uzay egrisi boyunca herhangi bir

vektor alan1 olmak iizere;
VeX = VpX — (T, X)A + (A, X)T

seklinde tanimlanan VX tiirevine a(s) uzay egrisi boyunca vektdr alanmin Fermi-
Walker tiirevi denir (Benn and Tucker, 1989). Burada T = Z—Z A= % dir.

Tamim 3.13. X , s yay parametreli a: 1 € R = E™ uzay egrisi boyunca herhangi bir

vektor alan1 olmak {izere egri boyunca vektor alaninin Fermi-Walker tlirevi



VzX =0

ise X vektor alanina a(s) uzay egrisi boyunca Fermi-Walker anlaminda paraleldir denir

(Benn and Tucker, 1989).

Tamim 3.14. Bir y: I - E3 egrisinin konum vektorii daima kendi rektifyan diizleminde

kaliyorsa bu egriye rektifiyan egri denir (Chen, 1966).

Tanim 3.15. s yay parametreli a(s) uzay egrisi boyunca

ViT = w* AT,
VrN = w* AN,
VrB=w*AB
olacagindan
w* =1T

vektoriine {T, N, B} Frenet ¢atisina gore Fermi-Walkeranlaminda Darboux vektorii denir

(Karakus ve Yayli, 2012).
Tanim 3.16. y: [ - E 3 birim hizli egrisinin Frenet elemanlari{T, N, B, k, t} olsun.

@ = tT + kB vektor alanina y egrisinin Darboux vektor alani denir.

w(s) 1
Pw(s)P k2(s) + 12(s)

vektoriine ise y egrisinin Darboux gostergesi denir. Bu vektor {T, N, B} {i¢ ayaklisinin

W(s) = (@()T(s) + K (s)B(s))

her s aninda bir ani helis haraketi yaptig1 eksenidir (Karakus ve Yayli, 2012).

Tamm 3.17. E3 Oklid uzayimda birim hizhia: I € R - E? egrisinin teget vektor alan1 T

olsun. Egri boyunca
(T,N;) =(T,N;) =(Ny,N;) =0

sartin1 saglayan vektor alanlar1t Ny ve N, = T A N, olmak tizere T, N,, N, vektor alanlari
hareketli & egrisi boyunca ortonormal bir ¢att olusturur. Bu {T, N, N,} catisina Bishop

Catis1 denir (Bishop, 1975).



3.2. Frenet Egrisinin Baz1 Yeni Egrilerinin Iliskileri

M yonlendirilmis bir yiizey ve f = I € R = M yay uzunlugu ile verilen regiiler

bir egri olsun. Eger {T, N, B} egri boyunca Frenet formiilleri

T' = kN,

N' = —«T + B,

B' = —IN
ile verilir. Burada T birim tanjant vektor, N asli normal vektor, B binormal vektor,k ve
T, f'nin egriligi ve burulmasidir. M iizerinde bulunan £ egrisinden baska bir egri daha
vardir. Burada egri boyunca {T,V, U} Darboux catis1 olarak adlandirilir. Bu catida T
egrinin birim tegeti, U egriyle sinirlanan yiizeyin birim normali ve V = U X T birim
vektori ile verilir.

Darboux Catisinin tiirev formiilii;

T’ 0 Kg Kn|[T
Vi=|— Kg 0 Ty V
U’ -k, —T4 O0]LU

dir. Burada k, geodezik egrilik, k,, normal egrilik ve 7, de f' nin geodezik burulmasidir.

Geodezik egrilik, geodezik burulma, normal egrilik ve k ve T arasindaki iliski asagidaki

gibi verilir.
Kg =KSing, Kn =KCOS® , =T+

Burada ¢, U ve N vektorleri arasindaki agidir.

Yiizeylerin diferansiyel geometrisinde M yiizeyinde bulunan f egrisi igin

asagidakiler verilir.

i) kg = 0 ise ancak ve ancak 8 asimptotik bir egridir.

i) k, = 0 ise ancak ve ancak [ asimptotik bir dogrudur.
iii) 7, = 0 ise ancak ve ancak f asli dogrudur.

a:1 € R - E* parametrik yay uzunlugu ile verilen keyfi bir egri olsun. Eger a

boyunca haraketli Frenet ¢atis1 {T, N, B, B,} ise Frenet formiilleri asagidaki gibi verilir;



T, == KIN,
N, == —K1T+K231,
B:,l = _KzN + K3Bz,

BIZ = _K'3Bl. (318)

Burada T,N,B; ve B, teget, binormal, asli normal ve ikinci normali temsil eder.

(k; = 1,2,3) a egrisinin (kq, k, > 0) egrilik fonksiyonlari ile tanimlanir (Gluck, 1966).

Tamm 3.18. y, E3 de bir egri olsun. Eger rektifiyan diizleminde baz dogrularinin

vektorel konumu y ise y rektifiyan egri olarak tanimlanir (Chen, 2003).

Tammm 3.19. C" sinifinin  birim hizli egrisi B:1 = E™ bir Frenet egrisi ise
B'(s),B"(s),...,B™ V(s) vektorleri egri boyunca her noktada lineer
bagimsizdir. {T,N, B} Frenet catis1 ile y:I € R - E3 Frenet egrisi icin V(s) =
u(s)T(s) + v(s)N(s) + w(s)B(s) ile verilen V vektor alanin1 diisiinelim. Burada

u,v,w
u?(s) + v2(s) + wi(s) = 1

y egrisine cevap veren fonksiyondur. O zaman V nin y(s) integral egrisi E3 de I

tizerinde bir birim hizli egridir.

Tamm 3.20. y , E3 de Frenet egrisi ve w, y'nin birim Darboux vektor alan olsun. y'nin
W -yonlii egrisi w(s)'nin integral egrisi olarak tanimlanir. Yani y(s) egrisi y nin W-

yonlii egrisi ise w(s) = ¥ (s) dir. Burada

1
W =——— (T + kB
\/K2+T2( )

dir.

Tamim 3.21. y ve y i¢in bazi s yay uzunlugu parametresi kullanabiliriz. W-yon egrisinin

tanimindan
w(s) =¥ (s) =T(s) (3.21)

elde edilir. ¥ nin B binormal vektor alan ve N asli normal vektér alan olmak iizere;



K

= T
r= (\/K2+T2 T+ ViZ+12 B),

v -k T
N= (\/1c2+‘r2 T+ V2412 B),

72 K?

B=TxN=— + N=-N
(\/K2+‘[2 \/K2+’L’2)

Verilir (Macit ve Diildiil, 2014).

3.3. Oklid Uzayinda Bishop Catisina Gore Egriler

Bishop catis1  haraketli bir ¢atinin tanimina alternatif bir yaklasimdir. Iyi
tanimlanmis bir egrinin ikinci tlirevi olmayabilir. Bir ¢atinin her bileseninin paralel
doniisiimii ile sadece bir egri boyunca ortonormal ¢atinin paralel bileseni ifade edilebilir.
Catinin geri kalan kismi i¢in uygun keyfi bir baz ve teget vektor kullanilir. Bishop catis1

T =k M, +k,M,
M; = —k,T
M, = —k,T
seklinde verilir. {T, M, M,} kiimesinde k; ve k, Bishop egrilikleridir. y: I - M Frenet

egrisi i¢in bir V vektor alan
V(s) =u(s)T(s) + v(s)N(s) + w(s)B(s)
ile verilir (Choi and Kim, 2012).

Onerme 3.22. y, E2 de bir Frenet egrisi ve ¥ de bir integral egrisi olsun. y doniisiimiine
kadary nin asli yon egrisidir ancak ve ancak

u(s) =0,v(s) = — cos(J (s)ds) = 0,w(s) = SiTL(J 7(s)ds),

dir (Korpinar, Sariaydin ve Turhan, 2013).

Tamm 3.23. 8, E3 de bir Frenet egrisi olsun. M, in integral egrisi Bishop catisina gore
B nin M, -yon egrisi olarak adlandirilir. O zaman M, -yon egrisi u(s) = w(s) =
0,v(s) =1ile

V(s) = u(s)T(s) + v(s)M,(s) + w(s)M(s)
ifadesinin bir integral egrisidir (Korpinar, Sariaydin ve Turhan, 2013).

Teorem 3.24. B, T burulma ve k egriligi ile E3 de bir Frenet egrisi ve E, T burulma ve k
egriligi ile f nin M4-yon egrisi olsun. O zaman f nin Frenet ¢atis1
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T(s) = My(s)
N(s) = —T(s)
B(s) = My(s)

ile verilir. k(s) = k;(s) ve T(s) = —k,(s) alinabilir (Choi ve Kim, 2012).

Sonug¢ 3.25. 8,7 burulma ve k egriligi ile E3 de bir Frenet egrisi ve B, T burulma ve

egriligi ile f nin M;-yon egrisi olsun. E nin Bishop ¢atist ;
T(s) = My(s)
M, (s) = — cos(f k,(s)ds)T(s) + sin(j k,(s)ds)M,(s)

M,(s) = sin(f k,(s)ds)T(s) + cos(f k,(s)ds)M,(s)

ile verilir (K6rpinar ve ark., 2013).
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4. ARASTIRMA VE BULGULARI

4.1. W-Yon Egrilerinin Fermi-Walker Tiirevi

Teorem 4.1. Bir w-yon egrisinin teget, normal ve binormal vektor alanlarinin Frenet

egrilikleri yardimiyla Fermi-Walker tiirevi asagidaki sekilde verilir.

S T, T2 N
VTT_[(\/K2+T2) (\/K2+T2)]T + [(\/K2+T2) (\/K2+12)]B'

N = [(VICZ:-II(-TZ)’ ¥ (\/K2T+ TZ)I(N/KZ -Ilc- TZ)(\/KZT+ 12)
o) () (T,
VKZ + 127 VK2 4+ 12 VK2 + 12
o+ N + [ ()
VK2 + 12 VK? + 12 ViZ + 12 VK2 + 12" VK2 + 12
o) (=) () + ((——)IB,
Ve + 12 VK2 + 12 VK2 +12 VK? + 12
V+B = kT — tB.

ispat: W-yon egrisinin tamimindan w(s) = ¥'(s) = T(s) oldugu (3.4) denkleminde

verildi. Burada T ifadesi

_ T K
T=( T + B
VKZ + 12 VK2 + 12

esitligi ile tammlandi. T ifadesinin Fermi-Walker tiirevi

T = ViT — (T, T)V4T + (T, T)T (4.1)

_ T K
V=T = ( T + B)
T K% + 12 K% + 12
= (———)'T +( )T’
VK?Z + 12 K2 + 12
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K , K ,
+(7==)'B + (+=)B 42)

elde edilir. (4.2) denkleminde T' ve B’ ifadeleri yerine yazilirsa

~TT = ) (KN)

T
T

K !
e O G

bulunur. Gerekli sadelestirmeler yapildiktan sonra

V=T = (ﬁ)’T + (ﬁ)'s (4.3)

elde edilir. Ayrica i¢ carpim yardimiyla

— T , K ) T K —
(e, 1T = <(W) T+ (\/KZ + TZ) B (\/KZ + T2)T " (\/KZ:-I-TZ)B>T
T T K K

! !

VK2 + TZ) (\/KZ + TZ) " (\/Kz + TZ) (\/Kz + 12)]
—T+—-—_B
VK2 + 12 VK? + 12

hesaplanir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa

(T, TIT = |

) T+ () )18 (4.4)

esitligi elde edilir. (4.3) ve (4.4) esitlikleri (4.1) denkleminde yerine yazilirsa

T ' ’l.'2 K ' K'Z

5 = _
T [(\/K2 + rz) (\/KZ + Tz)]T ¥ [(\/K2 + ‘L'Z) (\/K2 + rz)]B

denklemi elde edilir.

Benzer sekilde ¥ nin N asli normal vektdr alant

N= (T +————p)
VK2 + 12 VK2 + 12

esitligi ile tammlandi. N min Fermi-Walker tiirevi:

VzN = VzN — (T, N)V;T + (VzT, N)T

= VN + (V=T,N)T 4.5)
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dir. Fermi-Walker tanim1 geregi VTN tiirevini bulalim. Buna gore

— —k T
N = T + B !
(\/K2+T2 VK2 + 12
7N = (—=)'T + (== ) T, +(—=)'B + (—=)B' 4.6
T _(W) + m '+(W) +(W) ( . )
elde edilir. (4.6) denkleminde T’ ve B’ ifadeleri yerine yazilirsa
I = () T — (e + () B — (e
N Vie ¥t Vid+12 Vie ¥ 12
bulunur. Gerekli sadelestirmeler yapildiktan sonra
= = -k k2 7?2 T
N=GGRT - =tV &2 B (4.7)
elde edilir. Ayrica i¢ carpim yardimiyla
VTN = () T+ () B, ()T + () B)
= Gere T are Nere  Neio
= ) (e T) + () () B.T)
Vi2 + 12 VkZ 12 ViiZ + 12 VikZ+ 12

T

T k T
N T B+ (=) (=B B

hesaplanir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa
TN = () () + () ()
™ VK2 + 127 VK2 +12 Vk?+ 12 VK? + 12

esitligi elde edilir.

— — — T , -k k ,
T = [(\/K2 + TZ) (\/KZ + 12) ¥ (\/W)
T T k
(\/KZ + TZ)][(\/KZ + TZ)(\/KZ + TZ)]

T -k k T

! !

- [(\/Kz T Tz) (\/Kz T Tz) * (\/KZ + TZ) (\/Kz + 72

T T —k
(\/K2:-|-TZ)T " [(\/K2 + TZ) (\/KZ + TZ)

k / T k
+(\/K2+T2) (\/K2+T2)] (\/K2+T2)B (4.8)



bulunur. (4.7) ve (4.8) ifadeleri (4.5) denkleminde yerine yazilirsa

A e S L S S
T Nzt VK2 +12 K2 + 12

T T -k k
+(—=—=)'B +( )" ( + ( )’

VK2 4 12 VK2 + 127 VK2 412 WK?2 412

T T T , —k

(\/KZ + Tz)](\/KZ + TZ) * (\/KZ + Tz) (\/KZ + TZ)

k T k

!

+(\/K2 + TZ) (\/KZ + Tz)](\/KZ + TZ)B

gerekli diizenlemeler yapilirsa

~ — _k 1 T 12 _k T
N = [(———
r [(\/KZ + rZ) ’ (\/KZ + 12) (\/KZ + TZ)(\/KZ + TZ)
L S VL v L
Vr2 + 127 VK2 + 12 VK2 + 12 VK2 + 12
T2 T —k k
+——=)IN +[( )'(

VK? + 12 V2 + 127 VK2 + TZ)(\/KZ + 12)

k T k T

! !

+(\/K2 + ‘L'Z) (\/KZ + ‘L'Z)(\/Kz + Tz) * (\/Kz + rz) 1B

elde edilir.
Son olarakda ¥ nin B binormal vektor alan
B=-N
esitligi ile tammland1. B nin Fermi-Walker tiirevi:
VzB = VzB — (T, B)V7T + (VzT, B)T
— V.B + (v;T,B)T
dir. Fermi-Walker tiirevi tanim1 geregi

VTE = —(—K'T + TB)

= kT — 1B

elde edilir. I¢ garpim yardimiyla

14

(4.9)

(4.10)
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! k !
)T + (7==)'B,~N) = 0 (4.11)

T

VK2 +12

(7T, B)T = ((
bulunur. (4.10) ve (4.11) ifadeleri (4.9) denkleminde yerine yazilirsa
/B = kT — 1B
elde edilir. Boylece ispat biter.
Sonuc 4.2.

i. T Fermi-Walker anlaminda paralel ise o zaman

k=1=0

ii. N Fermi-Walker anlaminda paralel ise o zaman

<=1

T ’ -k k / T
k (\/KZ2+T2) (\/K2+T2) + (\/K2+‘L’2) (\/K2+T2)]

iii. B Fermi-Walker anlaminda paralel ise o0 zaman

k=1=0
esitlikleri saglanir.

Ispat: Teorem (4.1) ifadesinde elde ettigimiz }7, }N, }E ifadelerinin Fermi-Walker

anlaminda paralel oldugunu

V=T = 0
/=N =0
~TB=0

esitlikleri ile gosterelim.

1. }7 tiirevinin Fermi-Walker anlaminda paralel oldugunu ifade edelim.

2 2

 — T T K K
Tl = [(\/K2 + TZ)’(\/KZ + TZ)]T * [(\/KZ + rz)’(\/ic2 + rz)]B
0 = [y T + [(——y (=18
Vi?2 + 12 VK2 + 12 Vi?2 + 12 VK? + 12

dir. Buradan T ifadelesini sifira esitlersek

2
T , T

. (\/KZ + TZ) (\/K2 + TZ)




16

T=0,7"=0k=0vex’'=0

olur. Ayni sekilde B ifadelesini de sifira esitlersek

K K2

4

0= (\/KZ + 12) (\/Kz + rz)

7T=0,7"=0kKk=0vexk’'=0
elde edilir ve T = 0 bulunur.

l. WTN tiirevinin Fermi-Walker anlaminda paralel oldugunu gdsterelim

—k T —k T
0= [(\/KZ—-I-TZ) " (\/Kz + Tz) (\/KZ + rz)(\/xz + rz)
YL P S VO S L
Vii2 + 12 VK2 +12 VK2 + 12 N
N ey
VK? + 12 VK2 + 127 VK2 + 12" VK2 + 12
k T k T

!

+(\/K2 + 12) (\/K2 + ‘L'Z)(\/Kz + TZ) * (\/KZ + rz)]B

ifadesinde
0= () + () () ()
ViZ + 12 V2 4+ 12 VK2 + 12 VK2 + 12
k , T T
(\/KZ + rz) (\/KZ + rz)(\/rcz + rz)
oldugundan
k , T T .. —k
(\/K2:+TZ) - (\/Kz + 12)[(\/K2 + TZ) (\/K2 + TZ)
k T T
+( )'(

V2 + 127 Vk? + 12)(\/K2 + 12)]

esitligi bulunur. Benzer sekilde

k? T2

0= _[(\/KZ + 12 " VK2 +12)

i¢in
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kZ —TZ
ViZ+ 12 iz + 12
kZ — —TZ
k=1
elde edilir. Son olarak
T , —k k k )
0=[C + ( )

B \/K2+TZ) (\/K2+T2)(\/K2+T2) VK2 + 12
(=) ) + (——)1B
Vi2 + 12" VK2 + 12 VK2 + 2

denkleminden

0= (e (2
CNKZ+ 12 VKkE+ 12 k2 ¥ 12

k T

T
+(\/K2 + Tz) (\/KZ + TZ)] " (\/KZ—-I-TZ)

—T k T , —k

Vet 22 (\/Kz + Tz)[(\/KZ + TZ) (\/KZ + rz)

k T

4

(\/Kz + Tz) (\/Kz + 72

esitliginden

-7 T -k k T

! !

k [(\/K2 + 12) (\/Kz + 12) ¥ (\/K2 + TZ) (\/K2 + 12

bulunur.
1ii. VTE tiirevinin Fermi-Walker anlaminda paralel oldugunu gosterelim.
0 =«T — B
k=0vetr=0

olur. Boylece l77§ = 0 elde edilir.
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4.2. Bishop Catisina Gore Frenet Vektorlerinin Fermi-Walker Tiirevi

Bu béliimde Bishop catisina gore 6zel olarak tanimlanan M,-yon egrisi ve M-
yon egrilerinin Fermi-Walker tiirevi incelendi. Bu egrilerin Fermi-Walker anlaminda

paralel olmasi i¢in gerekli durumlar verilmistir.

Teorem 4.3. (3.25) ifadesinde verilen T(s), M,(s), M,(s) egrilerinin Fermi-Walker
tiirevi asagidaki sekilde verilir

VT = 0
/=M, = k; cos( f ko (s)ds) T + kycos( f ky (s)ds)My(s)
—k, cos( f ky(5)ds)T(s) + ky sin( J kz(5)ds)M(s)
=k cos( [ ko (s)ds)My(s) + Iy sin( [ ky(s)ds)M,(s)
/=My = [~k sin( f ky(s)ds) + Iy sin( f ky(s)ds)]T(s)

~[kz sin( [ (kz(s)ds)) = kz cos( [ (ka(s)ds))M2(s).

Ispat:
T(s) = M, (s)
in Fermi-Walker turevi
ViT = ViT — (T, TYVT + (VsT, T)T (4.3)
dir. Burada ilk olarak
ViM, = —k,T (4.4)

ile verilir. I¢ garpim yardimiyla
(VeT, T)T = (—k,T, M{)T
=0 (4.5)
elde edilir. (4.4) ve (4.5) ifadelerini (4.3) denkleminde yerine yazilirsa
V2T = 0
elde edilir.

Benzer sekilde sonug (3.25) de verilen M, (s) ifadesinin Fermi-Walker tiirevi;
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VeMy = VeMy — (T, M{)VT + (VsT, M{)M, (4.6)

ile verilir. Oncelikle

Vfﬁl =[— cos(f k,(s)ds)T(s) + sin(f k,(s)ds)M,(s)]'

tlirevi alinirsa
VM, = ky(s) sin( f k,(s)ds)T(s) — cos( f ky(s)ds)T (s)

+k, cos( f k,(s)ds)M,(s) + sin( f k,(s)ds)M,(s)
denkleminde T’ (s) ve M, (s) ifadeleri yerine yazilirsa

Vfﬁl = k,(s) sin(j k,(s)ds)T(s) + k; cos(J k,(s)ds)T(s)

+ky cos( [ ko (s)ds)M,(s) — ko (s) sin( [ ky(s)ds)T(s)
= kq cos( [ ky(s)ds)T(s) + k, cos( [ ky(s)ds)M,(s) (4.7)

elde edilir. i¢ garpim yardimiyla
(VTT; M,) = (kyM; + k,M,, M, )

=k,

elde edilir.

(V=T, M)M; = ky[— cos(f k,(s)ds)T(s) + sin(f ky(s)ds)M,(s)]

= —El cos(f k,(s)ds) T(s)

+ky sin( [ ky(s)ds)M,(s) (4.8)
olur. (4.7) ve (4.8) ifadeleri (4.6) denkleminde yazilirsa
V=M = ky cos( f ky(s)ds)T(s) + k, cos( f ky(s)ds)M(s)
—ky cos( j ky(s)ds)T(s) + kyq sin( f ky(s)ds)M,(s)
= k; cos( f ky(s)ds)M,(s)
(4.9)

+ky sin( [ ky(s)ds)M,(s)



elde edilir.
Son olarakda M, ifadesinin Fermi-Walker tiirevi;
~TM2 = VTMZ - <T, Mz)VTT + <VTT, MZ )MZ

dir.
7, = [sin( f ky(5)ds)T(s) + cos( f ky(5)ds)M,]
= ky cos( f Iy (5)ds)T(s) + sin( ] ks (5)ds)T'(s)
ke, sin( f ky (5)ds)M,(s) + cos( f Iy (5)ds) M (s)
= k; cos( f ks (5)ds)T(s) — ky sin( j ky(5)ds)T
—k, sin( f ky (5)ds)My () — ks cos( f k> (5)ds)T(s)
= —ky sin( f ks (5)ds)T(s) — ks sin( J Ky (5)ds) M (s)

elde edilir.
(VeT,M,) = (kyMy + k, My My)M,
= Ez[sin(f k,(s)ds)T(s) + cos(f k,(s)ds)M,(s)]

olur.
(V=T, M)M, = k sin( f ko (s)ds)T(s)
+k, cos( [ ky(s)ds)M,(s)
elde edilir. (4.7), (4.8) ve (4.10) ifadelerini (4.6) denkleminde yerine yazarsak
71, = —k; sin( f ky(5)ds)T(s) — ky sin( f ky(5)ds) M, (s)
+k, sin( J k,(s)ds)T(s) + k, cos( J ko (s)ds)M,(s)

bulunur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa

7, = [~k sin( f ky(5)ds) + Ky sin( f ky(5)ds)]T(s)
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(4.10)



—[k, sin(f k,(s)ds) — Ez cos(f k,(s)ds)|M,(s)

elde edilir.

Sonug 4.4.

i. T Fermi-Walker anlaminda paralel ise 0 zaman
TT =0

ii. M,Fermi-Walker anlaminda paralel ise 0 zaman

~k, _cos([ ky(s)ds)
k,  sin([ky(s)ds)

iii. M, Fermi-Walker anlaminda paralel ise o zaman

ki =k,
ky, = k_z
esitlikleri elde edilir.
Ispat:
1. Teorem (4.3) den elde ettigimiz
V=T = 0

oldugunda Fermi-Walker anlaminda paraleldir.
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1. (4.9) denkleminden ﬁfﬁl ifadesinin Fermi-Walker anlaminda paralel oldugunu

gosterelim;

}ﬁl =k, cos(f k,(s)ds)M,(s) + ky sin(f k,(s)ds)M,(s)

bu denklemi sifira esitlersek

0=k, COS(J k,(s)ds)M,(s) + k, Sin(f k,(s)ds)M,(s)

—k, cos(f k,(s)ds)M,(s) = k; sin(f k,(s)ds)M,(s)

esitligi elde edilir ve

-k, cos(f k,(s)ds) = Kk, Sin(f k,(s)ds)
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~k, _cos([ ky(s)ds)
ki sin([ ky(s)ds)

bulunur.

iii. (4.10) denkleminden |77M2 ifadesinin Fermi-Walker anlaminda paralel oldugunu

gosterelim;

\77ﬁ2 = [—ky sin( [ ko(s)ds) + Ez sin( [ ko(s)ds)]T(s)

—[kz sin( [ kz(s)ds) — k; cos( [ k(s)ds)|My(s)
esitligini sifira esitlersek
0=1[-k, sin(f k,(s)ds) + k, sin(f k,(s)ds)]T(s)

—[k, sin(f k,(s)ds) — k, cos(f k,(s)ds)|M,(s)

oldugundan
0=—kq sin(j k,(s)ds) + k, sin(j k,(s)ds)
0=—k, sin(f k,(s)ds) + k, cos(f k,(s)ds)

esitlikleri bulunur. Boylece gerekli diizenlemeler yapildiginda

ky Sin(J k,(s)ds) = k, sin(f k,(s)ds)

Ve

elde edilir.
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5. SONUC

Bu calismada ii¢c boyutlu Oklid uzayinda Frenet egrisinin W-yon egrisi ve W-
dogrultman egrisinden bahsedildi. U¢ boyutlu Oklid uzayinda yonlendirilmis bir yiizey
tizerinde bulunan bir egri ile W-yon egrisinin bazi iliskilerinden sz edilerek W-yon
egrisinin teget, normal ve binormal vektor alanlarinin Fermi-Walker tiirevi verildi. Bu
vektor alanlarinin Fermi-Walker anlaminda paralel olmasi igin gerekli durumlar

incelendi.
Daha sonra Oklid uzayinda 6zel olarak tanimlanan Frenet egrisinde M,-yon ve
M ,-yonegrisinin Bishop ¢atisina gore Fermi-Walker tiirevi verildi. Bu ifadelerin Fermi-

Walker tiirevi verildikten sonra Fermi-Walker anlaminda paralel olmasi i¢in gerekli

durumlar incelendi.
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Kontrol Edilecek Hususlar

Sayfa yapis1 uygun mu?

Sekil ve cizelge baslik ve igerikleri uygun mu?

Denklem yazimlari uygun mu?

I¢ kapak, onay sayfasi, tez bildirimi, 6zet, abstract, &nsoz ve/veya tesekkiir
uygun yazildi mi?

Tez yazimi; Girig, Kaynak Arastirmasi, Materyal ve Yontem (veya
Teorik Esaslar), Arastirma Bulgular1 ve Tartigma, Sonuglar ve Oneriler
siralamasinda midir?

Kaynaklar soyadi sirasina gére verildi mi?

Kaynaklarda verilen her bir yayma tez igerisinde atifta bulunuldu mu?
Kaynaklar agiklanan yazim kuralina uygun olarak yazildi mi?

Tez igerisinde kullamlan sckil ve ¢izelgelerde kullanilan ifadeler
Tiirkee’ye gevrilmis mi? (Latince ve Ozel kelimeler harigtir)

Tezin igindekiler kismn, tez igerisinde verilen bagliklara uygun
hazirlanmis mi?

*Tez Onerisi Formunun (FBE Form 22) ilk sayfasi ile birlikte materyal
ve yontem kisimlarini igeren sayfalarin fotokopisini tezinizin igindekiler
sayfasindan dnce telli zimbali formda koydunuz mu?
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Tez tesliminde enstitii web sayfasi veri tabaninda yayimnlanmasina izin veriyorum
/vermiyorum.

Fen Bilimleri Enstitiisii Onay1
Bu tez MSU Fen Bilimleri Enstitiisii Tez Yazim Kurallarina uygundur.

« Onaylayan Adi SOYADI Tarih I

De: Oprebm Uvpes. Haren oML o).03.201%

*Seminer, Yiiksek Lisans ve doktora tezleri FBE tez yazim kurallarina uygun olarak hazirlanmalidir. Tezler
FBE’ne teslim edilmeden 6nce yukaridaki kontrol listesi 6grenci ve damsman tarafindan imzalanmalidur.
Bu sayfa tez teslimi esnasinda en iist sayfa olarak verilmelidir.

*Tez ilk savunmaya sunulacaginda spiral cilt veya clip dosya formunda FBE teslim edilmelidir.
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