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OZET

YUKSEK LiSANS TEZIi

MINKOWSKIi UZAYINDA MANYETIK EGRILERIN
FERMIi-WALKER TUREVi

Ummahan Biisra KAYA

Mus Alparslan Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Prof. Dr. Talat KORPINAR

Bu tez calismasinda, Minkowski uzayinda Bishop catisina gore T, N, N, manyetik egrilerin
Fermi Walker tiirevleri hesaplanmistir. Bu caligma alti béliimden olusmaktadir. Birinci boliimde,
calismanin giris kismu verilmistir. Tkinci béliimde, konu hakkinda kaynak arastirmasi yapilmis bilinmesi
gereken temel tanim ve teoremler verilmistir. Ugiincii boliimde, konu ile ilgili ifade edilen temel tanim ve
kavramlar kullanilarak Minkowski uzay1 ve Bishop ¢atis1 tanitilmigtir. Dordiincti boliimde Minkowski
uzayinda manyetik egrilerin Loretz kuvvetleri ile Bishop catis1 arasindaki iliski verilerek yapilan
calismalarla ilgili sonuglarin analizi verilmistir. Besinci boliimde elde edilen manyetik egrilerin Fermi-
Walker tiirevleri hesaplanmistir. Altinci boliimde ise sonu¢ kismi verilmis, tez genel olarak
degerlendirilmistir.

2022, 72 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Bishop Catisi, Fermi-Walker Tiirevi, Lorentz Kuvveti, Manyetik Alan,
Manyetik Egriler, Minkowski Uzay1, Oklid Uzay.



ABSTRACT

MSTHESIS

FERMI-WALKER DERIVATIVE OF MAGNETIC CURVES IN
MINKOWSKI SPACE

Ummahan Biisra KAYA

Mus Alparslan University
Natural and Applied Science Institute
Department of Mathematics

Advisor: Prof. Dr. Talat KORPINAR

In this thesis, Fermi-Walker derivatives of T, N;, N, magnetic curves are calculated according to
the Bishop frame Work in Minkowski space. This study consists of six a parts. In the first chapter, there is
the introduction part of the study. In the second part, there are basic definitions and theorems that should
be known about the subject. In the third chapter, Minkowski space and Bishop frame work are introduced
by using the basic definitions and concepts related to the subject. In the fourth chapter, the relationship
between Loretz forces of magnetic curves in Minkowski space and Bishop frame is given and also the
analysis of the study results is given. In the fifth chapter, Fermi-Walker derivatives of magnetic curves
are calculated. In the six chapter, the conclusion part is given and the thesis is evaluated in general.
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1. GIRIS

Geometrinin baslangic1 4000 y1l énceye kadar dayanir. Ik zamanlar geometriden
sadece fiziksel ihtiyacglarin karsilanmasi i¢in yararlanilirken, eski Yunanlilar zamaninda
matematiksel gercekler iizerinde tartismalar baslar ve geometri, matematiksel bir sistem
olarak gelistirilir. Yunan matematikgcilerden Oklid M.O. 300°lii y1llarda bugiin yakindan

bildigimiz geometriyi aksiyomatik bir sistem olarak insa eder.

Oklid geometrik kavramlar1 olustururken ilk olarak uzaklik kavramini
tanimlamigtir. Matematikte en basit diizeyde uzaklik 6l¢gme, mutlak deger fonksiyonu ile
yapilir. Norm, uzunluk kavraminin genellestirilmis halidir. Ornegin 5'in uzunlugu, 5
sayisinin 0'a olan uzakligi olarak tanimlanir. Bu kavrami genele yaymak igin norm

kavrami kullanilir ve en genel haliyle; (X,(.,.)) i¢ carpim uzay1 ve x,y bu uzayin

elemanlart olmak {izere [x]] = /{x, x) ile gosterilir. Metrik ise kelime anlamiyla
Olcii demektir ve bir kiime tlizerinde herhangi bir 6l¢ii tanimlar. Béylece 6l¢me kavramini
genigletir. Metrik fonksiyonunun tanimi incelendiginde bir kiimenin iki elemani

arasindaki mesafe kavramimi agikladigr gorilir. d(x,y) = ||lx —y|| bigiminde
tanimlanan d fonksiyonu, R" uzaymda bir metriktir. Bu metrik ile R" bir metrik uzay

olur. Bu uzaya Oklid Uzay denir ve E" ile gosterilir. Oklid uzayindaki metrik 6zelligi

olusturan i¢ ¢carpim, bu kiimenin kartezyen carpiminin bir fonksiyonudur.

Oklid geometrisi diizlemlerde ve egikligin goz ard1 edilebilecegi kiigiik dlgeklerde
dogru islesede gercek hayatta karsilasilan geometrik problemlerde yetersiz kalmistir.
Buradan hareketle ortaya ¢ikan Oklid dis1 geometriler yiizyilimizda matematikte goriilen
biiyiik ilerlemenin énemli faktorlerindendir. Oklid ve Oklid dis1 geometrilerin temel farki
paralel dogrular1 anlayis bigimleridir. Oklid dis1 geometrilerin cikis noktas1 Oklid’in
“Elementler” adl1 13 ciltlik eserinde kullandig1 5 postulattan besincisi olan paralellik
postulatina (Bir dogrunun disindaki bir noktadan kendisine ancak bir paralel ¢izilebilir)
dayanmaktadir. Kiiresel geometri “bir dogruya disindaki bir noktadan higbir paralel
cizilemez” aksiyomunu kullanirken, hiperbolik geometri “bir dogruya disindaki bir
noktadan birden fazla paralel g¢izilebilir” aksiyomunu kullanmaktadir. Ayrica Oklid
metrigi disinda tanimlanan metrikler yardimiyla da yeni geometriler gelistirilmistir. Bu

geometrilerden sik karsilastigimiz Lorentz ve Minkowski geometrileridir (Can, 2018).



Lorentz ve Minkowski ii¢ boyutlu uzaydaki elemanlar1 uzaysal, zamansal, 1siksal

olmak {izere ii¢ kategoriye ayirmaya ¢alismislar ve buna uygun
(W, v) = u vy + Uy — U3zV3

seklinde bir metrik tanimlamislardir. Bu metrigin Oklid i¢ ¢arpimindan tek farki
ticiincii bilesendeki eksi isaretidir. Bu isaret uzaydaki vektorleri ti¢ farkli ¢eside ayirir.

Buna gore;

(u, u) > 0 ise u eleman1 uzaysaldir,

(u,u) < 0 ise u eleman1 zamansaldir,

u # 0 iken (u, u) = 0 ise u elemani 1siksaldir.

Burada verilen {i¢ farkli eleman gesidi Lorentz-Minkowski Uzayini ii¢ bagimsiz
bolgeye ayirmamiza olanak verir. Ancak bu ii¢ bolgede uygulanan geometri birbirinden
tamamen farklidir. Ornegin 1siksal elemanlar arasinda ag1 kavrami bulunamazken
zamansal ve uzaysal bolgelerde elemanlar arasindaki ag¢i hiperbolik fonksiyonlar ile
belirlenir. Minkowski uzayinin ¢alisma prensibi bir mega evren igerisinde birbirinden

farkli ti¢ paralel evrenin galismasina benzetilebilir.

Einstein bu uzay1 kullanarak iginde yasadigimiz bu uzayda da 3 farkli eleman
oldugunu (1siksal, zamansal, uzaysal) diisiinmiistiir ve zaman boyutunu da ekleyerek 3
uzaysal boyut ve zamansal boyut kavramini ortaya atmistir. Albert Einstein tarafindan
gelistirilen genel gorelilik kurami aslinda bir kiitlegekim kuramidir. Genel gorelilik
kuramma gore kiitle, icinde bulundugu uzayin biikiilmesine neden olur ve iki nokta
arasinda hareket eden serbest cisimler aradaki en kisa yolu takip eder. Bu kuramin
Newton’un kiitlegekim kuramindan temel farki, kiitle ¢ekimini cisimlerin kiitlelerinden

kaynaklanan bir kuvvet ile degil uzayin egriligi ile agiklamasidir.

16.yy’da Gilbert Diinya’nin dev bir miknatis oldugunu kesfetmis ve o pusulalar
ile deneyler yaparak Diinya’nin elektrik-manyetik alan haritasin1 ¢ikaran ilk kisi
olmustur. Manyetik alan, hareket eden elektrik yiikleri tarafindan, zamanla degisen
elektrik alanlardan veya temel parcaciklar tarafindan igsel olarak iiretilir. Manyetik alan
vektorel bir biiyiikliiktiir yani yone ve bir biiyiikliige sahiptir. Bu yon ve biiytlikliige gore
manyetik alan tanimlanir. Manyetik alan birgok yerde karsimiza ¢ikar. Ornegin, diinya

kendi manyetik alanini {iretir ve bu manyetik alan pusulanin temel ¢alisma prensibini



olusturur. Bunun yani sira donen manyetik alan, elektrik motorlarinda ve jeneratorlerde

kullanilir. Buna benzer daha bir¢ok kullanim alanlar1 mevcuttur.

Bir yiiklii pargacik V manyetik alanina girdigi zaman bu parcacigin Serret-Frenet
vektorleri bu alandan etkilenirler ve bu etkiyle Lorentz kuvveti denilen bir kuvvet agiga
cikar. Lorentz kuvveti, fizikte 6zellikle elektromanyetizmada; elektromanyetik alanlarin
olusturdugu noktasal yiik tizerindeki elektrik ve manyetik kuvvetlerin bileskesidir. Ancak
bu elektro manyetik kuvvetler biitiin resmi kapsamamaktadir. Yiiklii pargaciklar, yer
cekimi ve niikleer kuvvetler gibi diger kuvvetlerle de muhtemelen eslesmislerdir. Gergek
malzemelerde Lorentz kuvveti yiiklii parcaciklarin davranigini tanimlamakta hem prensip
olarak hem de hesaplama olarak yetersiz kalmaktadir. Karmagik taginim denklemleri

yiiklerin zaman ve uzaydaki tepkilerini belirlemek i¢in ¢6ziilmelidir.

Manyetik alandaki yiiklii parcacik bu alan igerisinde bir yoriinge izlemeye baglar.
Bu yoriingeye manyetik egri adi verilir. Serret—Frenet ¢atisi egrilerin analizi igin
kullanigh olmasina ragmen, bu cat1 egrinin ikinci tiirevinin sifira esit oldugu noktalarda
tanimlanamamaktadir. Bu yiizden, yeni bir ¢atiya ihtiya¢ duyulmaktadir. Bishop catis1i bu
ozellikteki noktalarda da tanimlanabilmekte, dolayisiyla herhangi bir uzay egrisinin
analiz edilmesine olanak saglamaktadir (Bishop, 1975). Bishop ¢atisi, onu faydali kilan
pek c¢ok ozellige sahiptir. Bishop gatisinin bilgisayar grafikleri ve biyolojide bir¢ok
uygulamas1 vardir. Ornegin, Bishop ¢atis1 ile DNA dizilimlerinin sekli hakkinda

tahminde bulunulabilir.

Diferansiyel geometride kullanilan ve 6nemli uygulama alanlar1 olan bir tiirev
cesidi Fermi-Walker tiirevi olarak bilinir. Fermi-Walker tiirevi, genel gorelilikte bir
koordinat sistemi veya referans catis1 tanimlamak i¢in kullanilan bir siirectir. Bu yeni
tirevin geometride ve Ozellikle paralel vektor alanlarmin hareketlerinde dnemli bir

uygulamasi mevcuttur.

Bu tez ¢aligmasinda materyal ve yontemler baslig altinda gerekli tanimlar verilip
Minkowski Uzayinda Bishop c¢atist tamitilmistir. Timelike ve Spacelike manyetik

egrilerin Lorentz kuvvetleri elde edilerek bunlarin Fermi-Walker tiirevleri hesaplanmustir.



2. MATERYAL ve YONTEM

Tanim 2.1 A bos olmayan bir climle ve K cismi lizerindeki vektor uzay1 Volsun. Asagida
verilen 6nermeleri dogrulayan bir

fiAXA->SV

fonksiyonu varsa, A’ya V ile birlesen bir afin uzay denir.
i) VP,Q,R € Aigin

f(P,Q)+ f(Q,R) =F(P,R)

i) VP,Q,Re Avea €V igin

f(P,Q)=a
olacak sekilde bir tek Q € A noktas1 vardir (Hacisalihoglu, 2000).

Tanim 2.2 R reel sayilar cismini gostermek tizere, R™ = {(x, x5, ..., X,): X; € R} vektor

uzaymda, x = (xq,Xg,...,%X,) Ve y=00uY2 - Vn) ER" olmak {izere,

n

(x,y) = Z XY

i=1
esitligi ile tanimlanan ,

():R™ XR™ - R

xy) - (x,y) 1)

fonksiyonu, R™ uzayinda bir i¢ carpimdir. Bu i¢ ¢arpima, R™ uzayinda dogal i¢ ¢carpim
ya da Oklid i¢ ¢carpim denir.

x € R" igin,
|x|| = m olmak iizere (2.2)
ILlIl=R"—>R
x = /{x, x)

fonksiyonu, R" uzayinda bir normdur. Buna gore R" uzayma normlu vektor uzay denir.

d(x,y) = llx =yl (2.3)



bi¢iminde tanimlanan, d: R™ X R™ - R fonksiyonu, R™ uzayinda bir metriktir. Bu

metrik ile R™ bir metrik uzay olur. Bu uzaya Oklid uzay denir ve E" ile de gosterilir
(Sabuncuoglu, 2001).

Tanmm 2.3 |, R’nin bir agik aralig1 olmak tizere,

a:I € R — R™ bi¢iminde diferansiyellenebilir bir o doniisiimiine, R™ uzay1 i¢inde bir

egri denir (Sabuncuoglu, 2001).

Tamim 2.4 a:1 € R — R™ bir egri olsun. Vt € [ i¢in @’ nin a(t) nokta vektoriine,
dg dg da,
a(t) = a4 le = (d—tl (), ---,d—t(t)) (2.4)

a egrisinin a(t) noktasindaki hiz vektorii denir (Sabuncuoglu, 2001).

Tanim 2.5 a: I € R — R™ bir egri olsun. Vt € I igin @’nin a(t) noktasindaki hiz vektorii

stfirdan farkli ise, a egrisine regiiler bir egri denir (Sabuncuoglu, 2001).

egrisine birim hizhh egri denir. Bu durumda egrinin s € I parametresine yay

parametresi adi verilir (Sabuncuoglu, 2001).
Tamm 2.7 R3 uzayinda birim hizli @: I € R — R™ egrisi igin,
T(s) = a'(s) (2.5)

esitligiyle belirli T(s) vektoriine, a egrisinin a(s) noktasindaki birim teget vektorii

denir. T vektor alanina, o egrisinin teget vektor alam adi verilir (Sabuncuoglu, 2001).
Tamm 2.8. R3 uzayinda birim hizh a: I € R — R3 egrisi i¢in, k:I — R olmak iizere,
k(s) =T )l (2.6)

fonksiyonuna « egrisinin egrilik fonksiyonu denir. k(s) sayisina egrinin a(s)

noktasindaki egriligi denir (Sabuncuoglu, 2001).

Tamm 2.9 R3 uzayinda birim hizli a: I € R - R3 egrisi i¢in ,

N(s) = ﬁr' (s) (2.7)



esitligi ile belirli N(s) vektoriine, « egrisinin «(s) noktasindaki birinci dik vektorii
(asli normali) denir. N vektor alanina, o egrisinin birinci dik vektor alam (asli normal

vektor alani) adi verilir (Sabuncuoglu, 2001).
Tamm 2.10 R3 uzaymda birim hizli a: I € R — R3 egrisi igin ,
B(s) =T(s) X N(s) (2.8)

esitligi ile tanimli B(s) vektoriine, @ egrisinin a(s) noktasindaki ikinci dik vektorii
(binormali) denir. B vektor alanina, o egrisinin ikinci dik vektor alami (binormal

vektor alani) adi verilir (Sabuncuoglu, 2001).

Tamm 2.11 T(s), N(s), B(s) vektorlerine, a:1 € R — R3 egrisinin a(s) noktasmdaki
Serret-Frenet vektorleri denir. {T(s),N(s),B(s)} kiimesine, a egrisinin a(s)
noktasindaki Frenet catis1 denir ve T, N, B vektor alanlarina, a egrisi tizerinde Frenet

vektor alanlari ad1 verilir (Sabuncuoglu, 2001).

Tamm 2.12 R3 uzayinda birim hizli a:1 € R — R3 egrisinin Frenet vektor alanlar T,

N, B ve 7:1 — R olmak iizere,

7(s) = (B(s),N(s)) (2.9)

fonksiyonuna, a egrisinin a(s) noktasindaki torsiyonu (burulmasi) denir (Sabuncuoglu,
2001).

Teorem 2.13 R3 uzayimda birim hizli a: I € R — R3 egrisini gdz Oniine alalim. Frenet

vektor alanlar1 T, N, B ve bu egrinin egrilik ve burulmasi sirasiyla k ve t olmak {izere

T' = kN
N' = —kT + B
B' = —N (2.10)

dir (Sabuncuoglu, 2001).
Teorem 2.14 Birim hizli olmayan,
a:l c R - R3

u-au)



egrisini gz Oniine alalim. Frenet vektor alanlar1 T, N, B ve bu egrinin egrilik ve burulmasi

sirastyla k ve T olmak {izere,

!

_ a
lla’]l

N=BXT

a' xa”
lla’ x a"||

lla" x a”l
lla'[I®

(al X aII, alll)
la’ x a”||?

dir (Sabuncuoglu, 2001).
Tamim 2.15 M diferansiyellenebilir bir manifold olmak iizere
g X(M)xX(M) » C*(M,R)
doniistimii verilsin,

i) g simetrik yani her X, Y € X(M) i¢in g(X,Y ) = g(Y, X)

ii) g bilineer yani her X, Y, Z<=X(M) ve her f, h € C”(M,R) icin

g(fX + hY, Z) = fg(X,Z) + hg(Y, Z)
1ii) g doniistimii pozitif tanimli yani her X € X (M) i¢in g(X,X) = 0
kosullarini sagliyorsa bu doniisiime M iizerinde Riemann metrigi veya Metrik tensor

ve ilizerinde Riemann metrigi tanimlanmis manifolda Riemann manifoldu denir
(Hacisalihoglu, 1980).

Tanim 2.16 M bir C* manifold olsun. M istiinde vektor alanlarinin uzayr X(M) ve C*

fonksiyonlarin cebiri de C* (M, R) olmak lizere;
():X(M) x X(M) - C*(M,R)

operatorii asagidaki oOzellikleri saglarsa, M Yye bir yari-Riemann manifoldu denir

(Hacisalihoglu, 2002).

i) () dontsimii 2-lineerdir,



i) (,) dontsiimii simetriktir,
i) VY € X(M)icin(X,Y)=0iseX =0
Tamm 2.17 M, n-boyutlu diferensiyellenebilir manifold ve M tizerindeki C* vektor

alanlarinin uzay1 X(M) olmak tizere;

V:X(M) x X(M) - X(M)

X, Y) > V(X)Y)=VyY

dontisimii, VX,Y,Z € X(M) veVf,g € C*(M,R) igin,

i) Vx(Y+2)=VyY +VyZ

i) VexigrZ = f(VxZ) + g(VyZ2)

i) Vx(fY) = f(Vx¥) + X(f)Y

ozelliklerini sagliyor ise V' ya M iizerinde bir Afin Koneksiyon veya kovaryant tiirev
adi verilir (Hacisalihoglu, 2002).

Tamm 2.18 (M,g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve V’ya M iizerinde tanimlanan bir

afin koneksiyon olmak iizere VX,Y,Z € X(M) i¢in
i) Vy¥ —VyX =[X,Y]
i) X,(Y,2) =g(V,,Y,Z2) + g(Y,V,Z)
sartlar1 saglandiginda V’ya M tizerinde sifir torsiyonlu Riemann koneksiyonu veya M’nin

Levi-Civita koneksiyonu denir (Hacisalihoglu, 2002).

Tamm 2.19 (M,g) n -boyutlu semi-Riemann manifoldu olsun. M {izerinde F kapali 2-

formu manyetik alandir ve (M,g) manifoldu iizerindeki F manyetik alanin Lorentz

kuvveti ¢ herhangi X = % = 0 vektor alanlari igin,
t

g@(X),Y) =FX,Y) (2.11)
seklinde ifade edilir (Kazan ve Karadag, 2017).

Tamm 2.20 Bir (M,g) Riemann manifoldu iizerindeki manyetik egriler, F manyetik
alanin etkisi altinda M {izerinde hareket eden yiiklii par¢aciklarin yoriingeleridir. Yani

F’nin manyetik yoriingeleri, Lorentz denklemindeki M’nin egrileridir. Buradan,
Vepa' =¢(a’) (2.12)

olur.



M nin geodeziklerinden elde edilen genellestirilmis Lorentz denklemi de,
Vo' = 0’drw. (2.13)

Tamim 2.21 3-boyutlu semi-Riemann manifoldunda sapma igermeyen bir vektor alani,

manyetik alan tanimlar. VeX (M™) nin Killing vektor alan1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart,
Lyg=0 (2.14)
olmasidir ya da es deger olarak tiim pe M™ noktalarinda ters-simetrik bir operatordiir.

Ug boyutta manyetik alanlar; sapma igermeyen vektdr alanlar1 kullanilarak
tanimlanabilir. Killing vektor alanlariin sifir sapmasi oldugu i¢in, Killing manyetik alan

ad1 verilen 6zel bir manyetik alan sinifi tanimlanabilir (Barros vd., 2007).

Fv ‘nin Lorentz kuvveti;

X)) =V XV (2.15)
dir. (2.12) ve (2.15) denklemlerinden,

Veya =V xa (2.16)
elde edilir ( Munteanu, 2013; Ozdemir vd., 2015).

Tanim 2.22 n-boyutlu Oklid uzay1 E™’de X parametre egrisi boyunca bir X vektdr alan

C o d ,
igin OKklid tiirev d—x olmak {izere,
t

4 _ (2.17)

ise X vektdr alanina a egrisi boyunca Oklid anlaminda paraleldir denir (Hacisalihoglu,
2002).
Tamm 2.23 V bir reel vektor uzayi olsun. Va,b € R ve VX,Y,Z € V igin

(»VxV->R

dontisimii asagidaki Ozelliklere sahip ise bu donilisime V vektdr uzay: {lizerinde bir

simetrik bilineer formdur denir.

1. (X,Y) = (Y,X)
2. (aX + bY,Z) = a(X,Z) + b{Y, Z)
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(X,aY + bZ) = a(X,Y) + b(X,Z)
Tamim 2.24 (, ), V reel vektor uzayi tizerinde bir simetrik bilineer form olsun.
i.) EgerVv € V,v # 0 i¢in (v, v) > 0 oluyorsa , ) simetrik bilineer formuna

pozitif tanimh,

ii.) EgerVv eV,v # 0 i¢in (v,v) < 0 oluyorsa (, ) simetrik bilineer formuna
negatif tamiml,

iii.) Eger Vv € V igin (v, v) = 0 oluyorsa (, ) simetrik bilineer formuna pozitif
yar1 taniml,

iv.) Eger Vv €V igin (v,v) < 0 oluyorsa (, ) simetrik bilineer formuna negatif
yar1 taniml,

v.) Vw €V igin (v,w) = 0 iken v = 0 oluyorsa (, ) simetrik bilineer formuna
nondejeneredirdenir.

Tanmim 2.25 V bir reel vektor uzayi ve (,): V X V — R bir simetrik bilineer form olsun.
(OIWXW >R

negatif tanimli olacak sekilde en biiyiik boyutlu Walt uzayinin boyutuna (, ) simetrik

bilineer formunun indeksi denir.
Tamm 2.26 Bir R" vektor uzayi iizerinde Oklid i¢ ¢arpim1 yerine indeksi 1 olan
()R*XR" >R

n=1

(6Y) = (5 Y) = ) x5 = X

i=1
Lorentz i¢ ¢arpimi tanimlanirsa, R™ uzayina Lorentz vektor uzayi denir ve R7 ile

gosterilir.

Ozel olarak n=3 i¢in bu uzay Minkowski 3-uzay1 olarak isimlendirilir ve genellikle E3

ile gosterilir.

Tanmm 2.27 X, RY’de bir vektor olmak {izere X, vektoriine,
i.) (X, X) > 0 veya X=0 ise spacelike,
ii.) (X, X) <0 ise timelike,

iii.) X # 0 olmak iizere (X, X) = 0 ise lightlike veya null vektor denir.

Timelike ve null vektorlere causal vektorler denir.
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Ayrica, X vektoriiniin tipi, onun causal karakteri olarak adlandirilir.

Tamim 2.28 X, s yay parametreli a: I € R — E™ uzay egrisi boyunca herhangi bir vektor
alan1 olmak {izere

VrX =V X — (T, X)A + (A, X)T

seklinde tanimlanan VX tiirevine a(s) uzay egrisi boyunca vektor alanmin Fermi

Walker tiirevi denir (Benn ve Tucker, 1989).

Burada T = Z—“ ve A= Z—T dir.

S S

Tamim 2.29 X, s yay parametreli a: I ¢ R — E™ uzay egrisi boyunca herhangi bir vektor
alan1 olmak {izere egri boyunca vektor alaninin Fermi Walker tiirevi

VrX=0

ise X vektor alanina a (s) uzay egrisi boyunca Fermi Walker anlaminda paraleldir denir
(Benn ve Tucker, 1989).

Tamm 2.30 E3 Oklid uzayinda birim hizli @: 1 € R — E? egrisinin teget vektor alam T
olsun. Egri boyunca

(T,N;) =(T,N;) =(N,,N;) =0

sartin1 saglayan vektor alanlar1t Nq ve N, = (T, Nq) olmak iizere T, N4, N, vektor alanlari
hareketli e egrisi boyunca ortonormal bir ¢ati olusturur. Bu {T, N N 2'} catisina Bishop
Catis1 denir (Bishop, 1975).
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3.MINKOWSKI UZAYINDA BISHOP CATISI

Bishop, 1975°de egri boyunca Frenet Catisina alternatif hareketli bir gati
tanimlamustir. Alternatif catiyr tammlamak icin E*’de Bishop Catisini, egri boyunca
ortanormal catinin herbir bilesenine gotiirmiistiir. Bu ¢at1, egrideki 2. egriligi yok
etmektedir. Catida egrinin T tanjant vektdrii ve herhangi uygun keyfi temel {N,, N, }
tasima vektorleri vardir. Burada {T, N,,N 2‘}’6 Bishop 3-liisii ya da Bishop Catis1 (paralel
tasima catis1) denirken k; ve k,” ye a egrisinin Bishop egrilikleri denir (Kazan ve
Karadag, 2017).

Bishop Catisinin tiirev formiilleri,

V:T = k;Ny + k,;N,

VN, = —k,T

VN, = —k,T

olarak bulunur.

Bishop Catist ile Frenet Catis1 arasindaki baginti ise,
T=T

N = cosO(t)N, + sin6(t)N,

B = —sinf(t)N; + cos0(t)N,

olarak elde edilir.
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K . ..
Burada 6(t) = arctank—2 olarak verilirken, Frenet Catisina gore egrinin burulmasi ve
1

egriligi sirastyla

(t) = 0'(t) ve k(t) =/ (k1)? + (k)% dir.
Ayrica Bishop Egrilikleri

k, = Kkcos6(t)

k, = ksin6(t)

ile tanimlanir.

E3, X vektorlerinden olusan,

9g(x,y) = x1y1 + X252 — X3Y3

seklinde Minkowski metrik g’ye karsilik gelen dogrusal bir V baglantisina sahip olsun.
Burada normal ii¢ boyutlu vektdr uzay olarak tanimlanan E3’e 3- boyutlu Minkowski

Uzayi denir.
Minkowski uzayinda ii¢ vektor alani kategorisi vardir. Soyle ki;

(X, X) > 0 veya X=0 ise spacelike,

(X, X) < 0 ise timelike,

X# 0 olmak tizere (X, X) = 0 ise lightlike veya null vektor denir.

Timelike ve null vektorlere causal vektorler denir.

Ayrica X vektoriiniin tipi, onun causal karakteri olarak adlandirilir (Kazan ve Karadag,
2017).

Ug boyutlu Minkowski uzay: iginde timelike ve spacelike egrilerin Bishop gatis

asagidaki gibi tanimlanabilir:

Egri timelike ise Bishop Catisinin tiirev formiilleri,
V:T = kyN{ + k)N,

VyNy = kT

VrN, = k,T

dir.
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T, egrinin timelike tanjant vektorii ve {N,, N, } Minkowski-3 uzayinda ¢atinin geri kalani
icin herhangi uygun keyfi temel vektorleridir. {T,N,,N,} egrinin paralel tasima iig

yuzliisti ve {k4, k, } tasima egrilikleri olarak adlandirilir (Kazan ve Karadag, 2017).
Egri timelike oldugunda Frenet ¢atisi ile Bishop ¢atis1 arasindaki baginti,
T=T

N = cos8(t)N, + sin0(t)N,

B = —sinf(t)N, + cos6(t)N,

seklindedir.

Egri spacelike ise Bishop Catsinin tiirev formiilleri,

V:T = kyNy + k,N,

VrNy = —€n, kqT

ViN, = —€n, kT

dir.

T, egrinin spacelike tanjant vektorii ve {N,, N,} Minkowski-3 uzaymnda g¢atinin geri
kalani i¢in herhangi uygun keyfi temel vektorleridir. {T, N, N,} egrinin paralel tasima
¢ yuzlist ve {kq, k,} tasima egrilikleri ve €, = g(x, x) olarak adlandirilir (Kazan ve
Karadag, 2017).

Egri spacelike oldugunda Frenet catisi ile Bishop Catisi arasindaki baginti

T=T

N = cos hO(t)N, + sinh 0(t)N,

B = sinh 8(t)N, + cosh 8(t)N,

seklindedir.

Ayrica {T, N, N, } nin pozitif yonelimli oldugu kabul edildiginde bu vektorlerin ¢arpim
vektorii Uirtinleri asagidaki gibi tanimlanir:

T x Nl = 6N2 N2

Nl X Nz = 6TT

Nz XT= ENlNl
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4 MINKOWSKI-3 UZAYINDA BISHOP CATISINA GORE MANYETIK
EGRILER
4.1 Timelike Manyetik Egriler

4.1.1 T Manyetik Timelike Egriler

Teorem 4.1 « egrisi 3-boyutlu Minkowski Uzayinda bir T manyetik timelike egrisi, bu
egrinin Bishop elemanlar1 {T, Ny, N, , k1, k, } ve g(¢(N,), N,) = p diferansiyellenebilen
belirli bir fonksiyon olsun. Bu durumda Lorentz kuvveti ve Bishop vektorleri arasindaki

iliski sirasiyla:

¢(T) = kyNy + kN,

¢(N1) = ksT + pN,

$(N3) = k,T — pN,

dir (Kazan ve Karadag, 2017).
Ispat:

Ik olarak {T, Ny, Ny, ky, kz} egrinin Bishop elemanlar1 ile ¢(N,) ve ¢(N,) Lorentz

formiilleri

¢(N,) = a,T + a,N; + a3N,
ve

¢(N,) = b;T + b,N, + b3N,

seklinde yazilsin. Burada a, , a, , a; degerlerini hesaplamak igin ¢p(N,) ifadesi T ile

skaler olarak ¢arpilirsa

g(@N1),T) = a(T,T) + ay(Ny,T) + az(N,T)
elde edilir. g(T,T) = —1 oldugundan
9(@WN.),T) = —ay

veya

Q(Np ¢(T)) =a,
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yazilir. ¢(T) = k;N, + k, N, esitligini yerine yazarsak

9Ny, kyNy + koN3) = a4

bulunur. Burada i¢ ¢carpimin lineerliginden

k1g(Ny, Ny) + kg(Ny, Np) = a4

elde edilir. Burada g(N,,N;) = 1 ve g(N,,N,) = 0 oldugundan
ki.1+k,.0=a,

ve

a, =k,

bulunur. Benzer sekilde a, degerinini hesaplamak i¢in ¢p(N) ifadesi N, ile skaler olarak

carpilirsa

g(@(Ny),Ny) = a;(T,N1) + a,(N1,Ny) + az(N, N)
elde edilir. g(N,, N;) = 1 oldugundan

9(@(N1),N1) = ay

ve

a, =0

bulunur. Benzer sekilde a; degerini hesaplamak i¢in ¢(N,) ifadesi N, ile skaler olarak

carpilirsa

g(@(Ny),N;) = a;(T,N,) + a,(N,,N,) + az(N,,N,)

elde edilir. g(N,, N,) = 1 oldugundan

9(@(N1),Ny) = a3

olur. T manyetik alanda g(¢(N,), N,) = p belirli fonksiyon oldugundan
as =p

elde edilir. Bulunan a4, a, ve as degerleri ¢(N,) = a,T + a,N; + azN,’de yerine

yazilirsa

¢(N,) = k1T + pN,
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bulunur.

Son olarak b, , b, , b; degerlerini hesaplamak i¢in ¢p(N,) ifadesi T ile skaler olarak

carpilirsa

g(@(N2), T) = by(T, T) + bp{N1, T) + b3{N;,T)

elde edilir. g(T,T) = —1 oldugundan

9(@(N2),T) = —b,

veya

g(N2, () = by

yazilir. ¢(T) = kyN; + k, N, esitligini yerine yazarsak
by = g(Ny, k1Ny + k;N3)

bulunur. Burada i¢ ¢arpimin lineerliginden

by = k19(N1,N3) + k2g(N3, N3)

elde edilir. Burada g(N,, N,) = 1 ve g(N4,N,) = 0 oldugundan

bulunur. Benzer sekilde b, degerini hesaplamak igin ¢p(N,) ifadesi N ile skaler olarak

carpilirsa

9g(@(N3),N1) = by(T,Ny) + by(Ny,Ny) + b3(N;, Ny)

elde edilir. g(N;, N;) = 1 oldugundan

9(@(N2),Ny1) = b,

veya

~g(N2, ¢(N1)) = b,

olur. T manyetik alanda g(¢(N,), N,) = p belirli fonksiyon oldugundan
b, =—p

bulunur. Benzer sekilde b; degerini hesaplamak i¢in ¢(N,) ifadesi N, ile skaler olarak

carpilirsa
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g(@P(N3),N3) = by(T,N;) + b(N1,N;) + b3(N, N;)

elde edilir. g(N,, N,) = 1 oldugundan

9(¢(N3),N3) = b3

ve

b; =0

elde edilir. Bulunan by, b, , b; degerleri ¢(N,) = b;T + b,N, + b3N,’de yerine

yazilirsa

¢(N,) = k,T — pN,
bulunur.

Onerme 4.1 Birim hizli manyetik timelike a egrisi, V manyetik alaninin yériingesidir
gerek ve yeter sart V manyetik alan egrisi boyunca asagidaki gibi yazilabilir.
V =pT — k,N, + kN,

Ispat:

a manyetik timelike egrisi ve V manyetik vektor alaninin yoriingesi

V =aT + bN, + cN,

olsun. V. X T = ¢(T) oldugundan

a(TXT)+b(N, XT)+c(N, XT) =k;N; +k,N,

elde edili. TXT =0, N, XT = —N, ve N, X T = N, oldugundan

a(0) + b(—N,) + c(Ny) = k;N, + k,N,

olur. Gerekli islemler yapildiginda

c¢N; —bN, = k;N; + k;N,

bulunur. Buradan b = —k, ve ¢ = k, elde edilir.

Buldugumuz katsayilar1 yerine koydugumuzda V = aT — k,N; + k;N, olur. a’nn

esitini bulmak i¢inse ¢ (V) =V X V = 0 esitligini kullanalim.

¢(V) =0
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oldugunda burada V = aT — k,N; + kN, yazilirsa

¢(aT — kyNy + kyN,) = 0

ya da

ad(T) — kyp(N1) + ki p(N3) =0

yazilir. Denklemde ¢ (T), ¢ (N;) ve ¢p(N,) degerleri yerine yazilirsa
a(kyNy + kaN3) — ky (ki T + pN3) + ky (kT — pN1) = 0

bulunur. T, N, ve N, degerleri denklemde diizenlenirse

(=kiky + k1k,)T + (ak, — pky)N, + (ak, — pk;)N, =0

veya

(0)T + (ak, — pky)N; + (ak; — pky)N; =0

elde edilir. Buldugumuz esitlige gore N; ve N, degerlerinin sifira esit olmasi igin

katsayilarini sifira esitleyelim. Ilk olarak N, degerinin kat sayisini sifira esitlersek

ak1 - pkl = O
veya
aky = pky

olur. k;’ler esit oldugundan
a=p

bulunur. N, degerinin katsayist i¢inde gerekli islemler yapildiginda a =p

bulunacagindan elde edilen a = p , b = —k, ve ¢ = k, katsayilar yerine yazildiginda
V= pT - kle + klNZ
elde edilir.

4.1.2 N1 Manyetik Timelike Egriler

Teorem 4.2 « egrisi 3-boyutlu Minkowski Uzayinda bir N; manyetik timelike egrisi, bu

egrinin Bishop elemanlari {T, Ny, Ny, kq, kz} ve g(¢(T),N,) = u diferansiyellenebilen
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belirli bir fonksiyon olsun. Bu durumda Lorentz kuvveti ve Bishop vektorleri arasindaki

iligki sirastyla

¢(T) = kN + uN,

¢(Ny) = ks T

$(Nz) = uT

dir (Kazan ve Karadag, 2017).
ispat:

Ik olarak {T, Ny, Ny, ky, kz} egrinin Bishop elemanlar1 ile ¢(T) ve ¢(N,) Lorentz

formiilleri

¢(T) = a,T + a,N,; + a3N,
ve

¢(N;) = b;T + b,N; + bsN,

seklinde yazilsin. Burada a, , a, , a; degerlerini hesaplamak icin ¢(T) ifadesi T ile

skaler olarak ¢arpilirsa

g(@(T),T) = ay(T,T) + a,(N,,T) + az(N,, T)
elde edilir. g(T,T) = —1 oldugundan
g(p(M),T) = —a,

ve

a, =0

bulunur. Benzer sekilde a, degerini hesaplamak i¢in ¢p(T) ifadesi N; ile skaler olarak

carpilirsa

g(@(T),N,) = a,(T,N;) + a,(Ny,N;) + a3(N,,Ny)
elde edilir. g(N;, N;) = 1 oldugundan

9(@(T),N,) = a,

veya
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—Q(T’ ¢(N1)) =a

yazilir. ¢ (N,) = k; T esitligini yerine yazarsak
—g9(T, kyT) = a,

olur. i¢ carpimin lineerliginden

—k1g(T,T) = a;

bulunur. g(T, T) = —1 oldugundan

a, =k,

elde edilir. Benzer sekilde a; degerini hesaplamak igin ¢ (T) ifadesi N, ile skaler olarak
carpilirsa

g(@(T),N;) = a;(T,N;) + a(N{,N;) + az(N,,N;)

elde edilir. g(N,,N,) = 1 oldugundan

9(¢(T),N3) = as

olur. N; manyetik alanda g(¢(T), N,) = u belirli fonksiyon oldugundan
as =u

elde edilir. Bulunan a; , a, , az degerleri ¢(T) = ayT + a,N; + azN,’de yerine

yazilirsa
¢(T) = kN, + uN,
bulunur.

Son olarak b, , b, , b degerlerini hesaplamak i¢in ¢p(N,) ifadesi T ile skaler olarak
carpilirsa

g(@(N3),T) = by(T,T) + b(N1,T) + b3(N,,T)
elde edilir. g(T,T) = —1 oldugundan
9(@(N2),T) = =b,

veya

g(N2,¢(T)) = by
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olur. N; manyetik alanda g(¢(T), N,) = u belirli fonksiyon oldugundan
by =

bulunur. Benzer sekilde b, degerini hesaplamak i¢in ¢(N,) ifadesi N; ile skaler olarak
carpilirsa

g(@d(N3),N1) = by(T,N1) + by(Ny, Ny) + b3(N;, Ny)
elde edilir. g(N, N;) = 1 oldugundan
9(@(N2),N1) = b,

veya

~g(N2, ¢(N1)) = b,

yazilir. ¢(N,) = kT esitligini yerine yazarsak
—9g(N3, ki T) = b,

olur.

I¢ ¢arpimin lineerliginden

—k1g(N2,T) = b,

yazilir. Buradan g(N,, T) = 0 oldugundan

b, =0

bulunur. Benzer sekilde b; degerini hesaplamak igin ¢p(N,) ifadesi N, ile skaler olarak

carpilirsa

g(@(N,),N,) = by(T,N,) + b,(N{,N,) + b3(N,,N;)

elde edilir. g(N,, N,) = 1 oldugundan

9(¢(N3),N;) = bs

ya da

b; =0

bulunur. Bulunan by, b,, bs degerleri ¢(N,) = b;T + b,N; + b3N, ’de yerine yazilirsa

¢(N3) = uT
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olarak hesaplanir.

Onerme 4.2 Birim hizli manyetik timelike a egrisi, V manyetik alanmin yériingesidir
gerek ve yeter sart V manyetik alan egrisi boyunca agagidaki gibi yazilabilir.
V =—uN; + kN,

Ispat:

a manyetik timelike egrisi ve V manyetik vektor alaninin yoriingesi

V =aT + bN, + cN,

olsun. V x N; = ¢p(N,) oldugundan
a(TXN;)+b(N;XNy)+c(NyxN;)=k,T

elde edilir. N; X N; =0,T X N; = —N, ve N, X N; = T oldugundan
a(—N,) + b(0) + c(T) = k4T

cT —aN, = k,;T

bulunur. Buradan ¢ =k; ve a=0 elde edilir. Buldugumuz katsayilar1 yerine
koydugumuzda V = OT + bN; + k;N, olur b’nin esitini bulmak iginse ¢p(V) =V X
V' = 0 esitligini kullanalim.

¢(V)=0

Burada V = bN; + kN, oldugundan

¢(bNy + kyN3) =0

olur. I¢ ¢arpimin lineerliginden

b¢(N1) + k1¢(N2) =0

yazilir. Burada ¢(N;) ve ¢(N,) degerleri yerine yazilirsa
b(k,T) + k;(uT) =0

bulunur. Denklemi T ortak ¢arpan parantezine alinirsa
(bky + k)T =0

elde edilir. Buldugumuz esitlige gore T degerinin sifira esit olmasi igin katsayisini sifira

esitleyelim.
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bk1+k1‘u=0
ve
b=-pu

bulunur. Elde edilen a = 0, b = —u ve ¢ = k, katsayilar1 yerine yazildiginda
V = _.U'Nl + k1N2
elde edilir.

4.1.3 N, Manyetik Timelike Egriler

Teorem 4.3 a egrisi, 3-boyutlu Minkowski Uzayinda birim hizli bir N, manyetik
timelike egrisi, bu egrinin Bishop elemanlari {T, Ny, Ny, ky, kz} ve g(¢(T),N,) =y
diferansiyellenebilen belirli fonksiyon olsun. Bu durumda Lorentz kuvveti ve Bishop

vektorleri arasindaki iliski sirasiyla

¢(T) = yNy + k;N;

¢(N,) =T

d(N3) = k,T

dir (Kazan ve Karadag, 2017).

ispat:

[1k olarak {T, Ny, Ny, ky, kz} Bishop elemanlari ile ¢(T) ve ¢(N,) Lorentz formiillerini
¢(T) = a,T + a,N, + a3N,

ve

¢(N,) = b;T + b,N, + b3N,

yazabiliriz. Simdi a, , a, , a; degerlerini hesaplamak i¢in ¢(T) ifadesi T ile skaler

olarak carpilirsa
g(d)(T)! T) = (11<T, T> + aZ(Nlt T> + aS(NZl T)
elde edilir. g(T,T) = —1 oldugundan

9(@(M),T) = —ay
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veya
—9(@M),T) =a
ve

a, =0

bulunur. Benzer sekilde a, degerini hesaplamak igin ¢p(T) ifadesi N; ile skaler olarak
carpilirsa
g(@(T),Ny) = ay(T,N1) + a(Ny,N1) + az(N,, Ny)

elde edilir. g(N, N;) = 1 oldugundan

9(¢(T),Ny) = a,

olur. N, manyetik alanda g(¢(T), N;) = y belirli fonksiyon oldugundan
a =vy

bulunur. Benzer sekilde a; degerini hesaplamak i¢in ¢p(T) ifadesi N, ile skaler olarak

carpilirsa

g(@(T),N;) = a,(T,N;) + a(N{,N;) + az(N,,N;)
elde edilir. g(N,, N;) = 1 oldugundan
9(@(T),Nz) = a3

veya

—9(T,¢(N3)) = as

yazilir. ¢ (N,) = k,T esitligini yerine yazarsak
—9(T, k,T) = a;

olur. i¢ garpimin lineerliginden

—k2g(T, T) = a3

elde edilir. g(T,T) = —1 oldugundan

as; =k,

bulunur. Bulunan a, , a, , a; degerleri ¢(T) = a,T + a,N; + a;N,’de yerine yazilirsa
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¢(T) = yN; + k;N,
bulunur.

Son olarak b; , b, , by degerlerini hesaplamak i¢in ¢(N;) ifadesi T ile skaler olarak
carpilirsa

g(@(N1),T) = by(T, T) + b,(N,,T) + b3(N,,T)

elde edilir. g(T,T) = —1 oldugundan

9(@N.),T) = —b,

veya

9(N1, ¢(T)) = by

olur. N, manyetik alanda g(¢(T), N;) = y belirli fonksiyon oldugundan
by =vy

bulunur. Benzer sekilde b, degerini hesaplamak igin ¢(N;) ifadesi N; ile skaler olarak
carpilirsa
9g(@(N1),Ny) = by(T,Nq) + bp(Ny,N1) + b3(N;, N)

elde edilir. g(N, N;) = 1 oldugundan
9(@(N1),N1) = b,

ve

b, =0

bulunur. Benzer sekilde b; degerini hesaplamak i¢in ¢(N,) ifadesi N, ile skaler olarak

carpilirsa

g(@(N1),N;) = bi(T,N;) + by(Ny,N,) + b3(N,,N;)
elde edilir. g(N,, N,) = 1 oldugundan

9(@(N1),N3) = bs

veya

—9g(N1, ¢(N3)) = bs
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yazilir. ¢(N,) = k,T esitligini yerine yazarsak

—9g(Ny, k,T) = b3

olur. I¢ carpimn lineerliginden

—k29(N1, T) = b3

olur. Buradan g(N4, T) = 0 oldugundan

b; =0

bulunur. Bulunan b; , b, , bs degerleri ¢(N;) = by T + b,N, + b3N,’de yerine yazilirsa
¢(Ny) =yT

bulunur.

Onerme 4.3 Birim hizli manyetik timelike a egrisi, V manyetik alanmin yériingesidir
gerek ve yeter sart V manyetik alan egrisi boyunca agagidaki gibi yazilabilir.
V =—k,N, +yN,

Ispat:

a manyetik timelike egrisi ve V manyetik vektor alaninin yoriingesi

V =aT + bN, + cN,

olsun. V x N, = ¢(N,) oldugundan

a(T X N,) + b(N; X N,) + c(N, X N,) = k,T

elde edilir. N, X N, =0,T X N, = N; ve N; X N, = —T oldugundan
a(N;) + b(-=T) + c(0) = k,T

ya da

—bT + aN, = k,T

bulunur. Buradan b = —k, ve a =0 elde edilir. Buldugumuz katsayilar1 yerine
koydugumuzdaV = OT — k,N; + cN,, olur c’nin esitini bulmak i¢inse p(V) =V X V =
0 esitligini kullanalim. Burada V = —k,N; + cN, oldugundan

¢(=kN; +cN;) =0

olur. I¢ ¢arpimin lineerliginden
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—kap(N1) + cp(N3) =0

yazilir. Denklemde ¢(N) ve ¢(N,) yerine yazilirsa
—k,(yT) + c(k,T) =0

bulunur. Denklem T ortak parantezine alinirsa
(=vk, + ck,)T =0

elde edilir. Buldugumuz esitlige gére T degerinin sifira esit olmasi i¢in katsayisini sifira

esitleyelim.

(=vk, +ck;) =0

ve

c=y

bulunur. Elde edilen a = 0, b = —k, ve ¢ = y katsayilar1 yerine yazildiginda
V =-k,N, +yN,

elde edilir.

4.2 Spacelike Manyetik Egriler

4.2.1 T Manyetik Spacelike Egriler

Teorem 4.4 « egrisi 3-boyutlu Minkowski Uzayinda bir T manyetik spacelike egrisi, bu
egrinin Bishop elemanlart  {T,Ny,N,, ki, k;}  ve  g(¢p(Ny),Ny) =p
diferansiyellenebilen belirli bir fonksiyon olsun. Bu durumda Lorentz kuvveti ve Bishop

vektorleri arasindaki iliski sirasiyla
¢(T) = kyNy + kN,

d(N,) = —en, k1T + ey, pN,
d(Ny) = —en, k2T — ey, pNy

dir (Kazan ve Karadag, 2017).

Ispat:
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Ik olarak {T,N,,N,, ki k;} Bishop elemanlari ile @(N;) ve p(N,) Lorentz
formiillerini
¢(N;) = a,T + a,N, + a3N,
ve
¢(N,) = b;T + b,N; + bsN,

yazabiliriz. Simdi a, , a, , as degerlerini hesaplamak igin ¢(N,) ifadesi T ile skaler

olarak carpilirsa

9(@(N1),T) = a)(T, T) + ay(N, T) + az(N,T)

elde edilir. g(T,T) = 1 oldugundan

9(@N1),T) = a4

veya

—g(Ny,d(T)) =

yazilir. ¢(T) = kyN; + k, N, esitligini yerine yazarsak
—9g(Ny, kN1 + koNy) = a4

olur. I¢ ¢arpimin lineerliginden

—k1g(Ny,N1) —kog(N2,Ny) = a4

elde edilir. Buradan g(N,N;) = &y, ve g(N, N1) = 0 oldugundan
—kiey, — k.0 =a4

elde edilir. Gerekli islemler yapildiginda

a; = _5N1k1

bulunur. Benzer sekilde a, degerini hesaplamak i¢in ¢(N,) ifadesi N, ile skaler olarak

carpilirsa
9(¢(N1),N1) = a;(T,N1) + ay(Nq,N1) + az(Ny, Ny)

elde edilir. g(N4, N;) = &y, oldugundan

g(@d(N),Ny) = az€N,
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veya
en,g(@(N1),Nq) = a,

olur. g(¢(N,), N;) = 0 oldugundan
a, =0

bulunur. Benzer sekilde a; degerini hesaplamak i¢in ¢p(N,) ifadesi N, ile skaler olarak

carpilirsa

9(@(N1),N32) = a;(T,N;) + ax(N1, N;) + az(N2, N2)

elde edilir. g(N,, N) = &y, oldugundan

g(@(N,),N;) = aséy,

veya

5N29(¢(N1); N;) = a;

olur. T manyetik alanda g(¢(N;), N,) = p belirli fonksiyon oldugundan
az = &n,p

elde edilir. Bulunan a; , a, , as degerleri ¢(N,) = a,T + a,N, + a3;N,’de yerine

yazilirsa
¢(Ny) = —ey, kT + ey, pN,
bulunur.

Son olarak b; , b, , b; degerlerini hesaplamak i¢in ¢p(N,) ifadesi T ile skaler olarak
carpilirsa

g(¢p(N;),T) = by(T,T) + by(N1, T) + b3(N,,T)
elde edilir. g(T, T) = 1 oldugundan
9(p(N2), T) = b

veya

—g(N2,¢(M) = by

yazilir. ¢(T) = kyN; + k,N,, esitligini yerine yazarsak
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—9g(N2, kyNy + k;Ny) = by

olur. i¢ carpimin lineerliginden
—k19(N1,N3)—kyg(N3,N3) = by

Buradan g(N,N;) = 0 ve g(N3, N;) = &y, oldugundan
b, = —e&p,k;

bulunur. Benzer sekilde b, degerini hesaplamak i¢in ¢p(N,) ifadesi N, ile skaler olarak
carpilirsa

g(@(N,),Ny) = bi(T,Ny) + by(Ny,N;) + b3(N,, Ny)

elde edilir. g(N4, N;) = &y, oldugundan

g(p(N2),Ny) = ey, b,

veya

en,g(@(N3),Ny1) = b,

olur. Buradan

—gng(NZ» ¢(N1)) = b,

elde edilir. T manyetik alanda g(¢(N,), N,) = p belirli fonksiyon oldugundan
b, = —ey, p

bulunur. Benzer sekilde b; degerini hesaplamak igin ¢p(N,) ifadesi N, ile skaler olarak

carpilirsa

9(@(N3),N;) = by(T,N3) + by(Ny, N3) + b3(N;, N3)
elde edilir. g(N,, N;) = ey, oldugundan
g(@(N,),N,) = &n, b3

ya da

5N29(¢(N2):N2) = b

%S
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b3=0

elde edilir. Bulunan b, , b, , bs degerleri ¢p(N,) = b;T + b,N, + bsN,’de yerine

yazilirsa
d(N,) = _3N2k2T — &y, PN,

bulunur.

Onerme 4.4 Birim hizli manyetik spacelike a egrisi, V manyetik alanmin yériingesidir

gerek ve yeter sart V manyetik alan egrisi boyunca asagidaki gibi yazilabilir.
V =pT — ey, k;N; + ey k1N,

Ispat:

a manyetik spacelike egrisi ve V manyetik vektor alaninin yoriingesi

V =aT + bN; + cN,

olsun. V. X T = ¢(T) oldugundan

a(TXT)+b(N; XT)+c(N, xT) =k;N;+ k,N,

elde edilir TXT =0,Ny XT = —gy,N, ve N, X T = gy N, oldugundan
a(0) + b(—ey,N,) + c(ey,N1) = kyNq + kN,

veya

cey,N; —bey,N, = k1N + k3N,

bulunur. Buradan b = —&y, k, ve ¢ = &y k; elde edilir. Buldugumuz katsayilar1 yerine
koydugumuzda V = aT — ey, k,N; + £,k N, olur. a’nn esitini bulmak i¢in V X Ny =

¢(N,) esitligini kullanalim.

a(T X N;) + b(Ny X N;) + c(Ny; X Ny) = —ey, k1T + ey, pN,

elde edilir. T X Ny = gy,N, , Ny X Ny = 0 ve N, X N; = —T oldugundan
a(sNzNz) +b(0) + c(~T) = —ey, k1T + ey, pN,

ve

—cT + aey,N, = —&y k4T + €y,pN,
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bulunur. Buradan a = p ve ¢ = &y k, elde edilir.

O halde elde edilen a = p , b = —¢y, k, Ve ¢ = gy k, kat sayillan1 V = aT + bN; +
cN, denkleminde yerine yazildiginda

V = pT - gNszNl + glelNZ

bulunur.

4.2.2 N; Manyetik Spacelike Egriler

Teorem 4.5 a egrisi 3-boyutlu Minkowski Uzayinda bir N; manyetik spacelike egrisi,
bu egrinin Bishop elemanlari {T, Ny, Ny, ky, kz} ve g(@(T),N,) =u
diferansiyellenebilen belirli bir fonksiyon olsun. Bu durumda Lorentz kuvveti ve Bishop

vektorleri arasindaki iligki sirasiyla
¢(T) = k4N, + En,UN;

d(Ny) = —&n, k1T

¢(N,) = —uT

dir (Kazan ve Karadag, 2017).
Ispat:

[k olarak {T, Ny, Ny, kq, kz} Bishop elemanlari ile ¢(T) ve ¢p(N,) Lorentz

formiillerini

¢(T) = a,T + a,N,; + a3N,
ve

¢(N,) = b;T + b,N, + b3N,

seklinde yazabiliriz. Simdi a, , a, , a; degerlerini hesaplamak i¢in ¢(T) ifadesi T ile

skaler olarak ¢arpilirsa
9(@(T),T) = ar(T, T) + a,(N1,T) + az(N,,T)
elde edilir. g(T,T) = 1 oldugundan

g(@(M),T) = a,
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a, =0

bulunur. Benzer sekilde a, degerini hesaplamak i¢in ¢(T) ifadesi N; ile skaler olarak

carpilirsa

9(¢(T),N1) = ar(T,Ny) + az(Ny, N1) + az(N, Ny)
elde edilir. g(N4, N;) = &y, oldugundan
g(@(T),N,) = En, A2

ya da

5N19(¢(T); N,) =a,

olur. Buradan

—en, 9(T, d(Ny)) =a,

yazilir. (N1) = —&y k4T esitligini yerine yazarsak
—en, (T, —en, k1 T) = a,

olur. i¢ carpimin 6zellginden

kig(T,T) = a,

elde edilir. g(T,T) = 1 oldugundan

a, =k,

bulunur. Benzer sekilde a; degerini hesaplamak i¢in ¢(T) ifadesi N, ile skaler olarak

carpilirsa

9(@(T),N3) = a;(T,N3) + a(N1, N3) + az(N;, N3)
elde edilir. g(N,, N;) = ey, oldugundan
g(@(T),N,) = &n,as

veya

ENzg((p(T): NZ) = as
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olur. N;manyetik alanda g(¢(T), N,) = u belirli fonksiyon oldugundan
az = &en,H1

elde edilir. Bulunan a, , a, , a; degerleri ¢(T) = a,T + a,N; + azN,’de yerine

yazilirsa
¢(T) = kN, + En,UN

bulunur. Son olarak b, , b, , b degerlerini hesaplamak icin ¢(N,) ifadesi T ile skaler

olarak ¢arpilirsa

g(@(N,),T) = by(T, T) + b,(N,T) + b3(N,, T)

elde edilir. g(T,T) = 1 oldugundan

9(@(N2),T) = by

veya

—9g(N, ¢(T)) = by

olur. N; manyetik alanda g(¢(T), N,) = u belirli fonksiyon oldugundan
by = —p

bulunur. Benzer sekilde b, degerini hesaplamak i¢in ¢p(N,) ifadesi N, ile skaler olarak

carpilirsa

9(@(N3),N1) = by(T,Ny) + by(N1, Ny) + b3(N3, Ny)
elde edilir. g(N;, N;) = &y, oldugundan
g(@(N,),N,) = &n, by

veya

5N19(¢(N2):N1) =b,

bulunur. Buradan

_Sng(NZr(p(Nl)) = b,

yazilir. (N1) = —ey kT esitligini yerine yazarsak
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—eng(Nz, —elelT) = b,

olur. I¢ ¢arpimin lineerliginden
kig(N2, T) = b,

Buradan g(N,,T) = 0 oldugundan
b, =0

bulunur. Benzer sekilde b; degerini hesaplamak i¢in ¢p(N,) ifadesi N, ile skaler olarak

carpilirsa

g(@(N,),N;,) = by(T,N,) + by(N{,N,) + b3(N,,N;)
elde edilir. g(N,, N;) = &y, oldugundan
9(@(N3),N2) = ey, b3

veya

en,g(P(N3),N3z) = bs

olur. Burada g(¢(N,), N,) = 0 oldugundan

b; =0

elde edilir. Bulunan b, , b, , b; degerleri ¢(N,) = by T + b,N, + b3N,’de yerine

yazilirsa
$(Ny) = —uT
bulunur.

Onerme 4.5 Birim hizli manyetik spacelike a egrisi, V manyetik alaninin ydriingesidir

gerek ve yeter sart V manyetik alan egrisi boyunca asagidaki gibi yazilabilir.

V= _H.Nl + SlelNz

Ispat:
a manyetik spacelike egrisi ve V manyetik vektor alaninin yoriingesi

V =aT + bN, + cN,
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olsun. V. X T = ¢(T) oldugundan

a(TXT) +b(N;y XT) +c(N; XT) =k;N; + &y, uN,

elde edilir TXT =0,Ny XT = —gy,N, ve N, X T = gy, N; oldugundan
a(0) + b(—sNZNZ) + c(leNl) = kN + &y,uN,

ve

cey, Ny —bey,N, = k1N + ey, uN,

bulunur. Buradan ¢ = ey k; ve b = —u elde edilir. Buldugumuz katsayilar1 yerine
koydugumuzda V = aT — uN; + &y k1N, olur. a’nin esitini bulmak i¢inse V X Ny =
¢(N,) esitligini kullanalim.

a(TXN;)+b(NyxNy)+c(Ny X Ny) = —ey kyT

elde edilir. T X Ny = ey,N, , Ny X N; = 0 ve N; X Ny = —T oldugundan

a(sNZNZ) +b(0) + c(-T) = —ey, k1T

ve

—CT + aey,N, = —&y k4T

bulunur. Buradan a = 0 ve ¢ = ¢y, k, elde edilir. O halde elde edilena =0, b = —p ve
¢ = &y, kq kat sayillan1 V = aT + bN; + c¢N, denkleminde yerine yazildiginda

V =—uN; + ey kN,

bulunur.

4.2.3 N, Manyetik Spacelike Egriler

Teorem 4.6 «a egrisi, 3-boyutlu Minkowski Uzayinda bir N, manyetik spacelike egrisi,
bu egrinin Bishop elemanlar {T, Ny, Ny, kq, kz} ve g(@(T),Ny) =y
diferansiyellenebilen belirli bir fonksiyon olsun. Bu durumda Lorentz kuvveti ve Bishop

vektorleri arasindaki iligki sirastyla
¢(T) = en,yN; + k;N,

¢(Ny) = —yT
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d(N;) = —en, ko T

dir (Kazan ve Karadag, 2017).

ispat:

[lk olarak {T, Ny, N, ky, kz} Bishop elemanlari ile ¢(T) ve ¢(N;) Lorentz formiillerini
¢(T) = a,T + a,N, + a3N,

ve

$(Ny) = biT + by Ny + b3N,

yazabiliriz. Simdi a; , a, , a; degerlerini hesaplamak i¢in ¢(T) ifadesi T ile skaler

olarak ¢arpilirsa

g(@(M),T) = a;(T,T) + ay(N,, T) + az(N,,T)
elde edilir. g(T,T) = 1 oldugundan

9(@(M),T) = a4

olur. Burada g(¢(T),T) = 0 oldugundan

a; =0

bulunur. Benzer sekilde a, degerini hesaplamak igin ¢p(T) ifadesi N; ile skaler olarak
carpilirsa
g(@(T),Ny) = ar(T,N1) + a(Ny, N1) + az(N3, Ny)

elde edilir. (N4, N;) = &y, oldugundan

g(@(T),Ny) = En, A2

veya

&N, g(@(T),N,) = a,

olur. N, manyetik alanda g(¢(T), N;) = y belirli fonksiyon oldugundan
a; = &N,y

bulunur. Benzer sekilde a; degerini hesaplamak i¢in ¢p(T) ifadesi N, ile skaler olarak

carpilirsa
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9(¢(T),N;) = a;(T,N3) + (N1, N3) + az(N, N7)
elde edilir. g(N, N3) = ey, oldugundan
g(@(T),Ny) = €N, 43

veya

SNZQ(Q')(T)» N;) = a;

olur. I¢ carpimn lineerliginden

—SNZQ(T» $(N,)) = a3

yazilir. (N,) = —ep, k,T esitligini yerine yazarsak
—&n,g(T, —&pn, k,T) = as

olur. i¢ carpimin lineerliginden

kog(T,T) = a;

elde edilir. g(T,T) = 1 oldugundan

as; =k,

bulunur. Bulunan a, , a, , a; degerleri ¢(T) = a,T + a,N; + a3;N,’de yerine yazilirsa
d(T) = en, YNy + k;N,

bulunur. Son olarak b; , b, , b degerlerini hesaplamak icin ¢p(Nq) ifadesi T ile skaler

olarak carpilirsa

g(@(N,),T) = by(T, T) + b,(N1,T) + b3(N,, T)
elde edilir. g(T,T) = 1 oldugundan
9(@(N,),T) = by

ve

—9g(N1,¢(T)) = by

olur. N, manyetik alanda g(¢(T), N,) = y belirli fonksiyon oldugundan

b, = -y
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bulunur. Benzer sekilde b, degerini hesaplamak i¢in ¢(N;) ifadesi N; ile skaler olarak
carpilirsa
g(@(N1),N1) = by(T,Ny) + b;(Ny,Ny) + b3(N3, Ny)

elde edilir. (N4, N;) = &y, oldugundan
g(@(N1),Ny) = 3N1b2

veya

5N19(¢(N1)»N1) = b,

yazilir. Burada g(¢p(N;), N;) = 0 oldugundan
b, =0

bulunur. Benzer sekilde b; degerini hesaplamak i¢in ¢(N,) ifadesi N, ile skaler olarak
carpilirsa

g(@(N1),N;) = bi(T,N;) + by(Ny,N,) + b3(N,,N;)
elde edilir. g(N, N;) = &y, oldugundan
g(@d(Ny),N;) = ey, bs

ya da

en,g(p(N1),N3) = bs

olur. Buradan

—&n,g(N1, ¢(N3)) = b3

yazilir. $(N,) = —ey, k,T esitligini yerine yazarsak
—&n,g (N1, —&n, k,T) = b

olur. i¢ garpimin lineerliginden

k,g(N1,T) = b3

elde edilir. g(N,T) = 0 oldugundan

b3=0
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bulunur. Bulunan b, , b, , b; degerleri ¢(N,) = b;T + b,N; + b3N,’de yerine

yazilirsa

¢(Ny) = —yT
bulunur.

Onerme 4.6 Birim hizli manyetik spacelike a egrisi, V manyetik alaninin yoriingesidir

gerek ve yeter sart V manyetik alan egrisi boyunca agagidaki gibi yazilabilir.
V =—é&y,k;Ny + YN,

ispat:

a manyetik spacelike egrisi ve V manyetik vektor alaninin yoriingesi

V =aT + bN, + cN,

olsun. V X T = ¢(T) oldugundan

a(TxT)+b(NyXT)+c(N; XT) =&y, yNy + kN,

elde edilir TXT =0,N; XT = —ey,N, ve N, X T = &y N oldugundan
a(0) + b(—sNzNz) + c(leNl) = ey, ¥N1 + k2N,

ve

cey,Ny — bey,N, = ey, YNy + k3N,

bulunur. Buradan ¢ =y ve b = —&y,k, elde edilir. Buldugumuz katsayilar1 yerine
koydugumuzda V = aT — ey, k,N; + yN, olur. a’nn esitini bulmak icinse V X Ny =

¢(N,) esitligini kullanalim.

a(TXxN;)+b(N; xN;)+c(N,xN;)=—yT

elde edilir. T X Ny = ey,N, , Ny X N; = 0 ve N, X N; = —T oldugundan
a(eNzNz) + b(0) + ¢(-T) = —yT

ve

—cT +agy,N, = —yT

bulunur. Buradan ¢ = y ve a = 0 elde edilir.

O halde elde edilen a = 0, b = —¢y, k; ve ¢ = y kat sayilan V = aT + bN; + cN,



denkleminde yerine yazildiginda
V= _eNszNl + ]/NZ

bulunur.

42
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5.MINKOWSKI-3 UZAYINDA MANYETIK EGRILERIN BISHOP CATISINA
GORE FERMIi-WALKER TUREVLERI

5.1 Timelike Manyetik Egrilerin Bishop Catisina Gore Fermi-Walker Tiirevleri

Bu boéliimde Minkowski Uzayinda; Bishop catisina gore T-manyetik, N;-manyetik ve

N,-manyetik timelike egrilerin Fermi-Walker tiirevleri hesaplanacaktir.

5.1.1 T Manyetik Timelike Egrilerin Fermi-Walker Tiirevleri

Teorem 5.1 a egrisi 3-boyutlu Minkowski Uzayinda Bishop catisina gore birim hizli 7-
manyetik timelike egri olsun. Bu egrinin ¢(T) , ¢(N,) ve ¢(N,) Lorentz kuvvetlerinin

Fermi-Walker tilirevi sirasiyla,
Vr(T) = ki'Ny + k' N,
Vrp(Ny) =k,'T+p'N,
Vrp(Ny) = k,'T = p'N,

dir.

Ispat:

a egrisi 3-boyutlu Minkowski Uzayinda Bishop catisina gore birim hizli 7- manyetik
timelike egri olsun. Bu egrinin ¢(T) , ¢(N,) ve ¢(N,) Lorentz kuvvetlerinin

¢(T) = kyN, + k,N,

¢(N1) = k,T + pN,

¢(N3) = k,T — pN,

seklinde ifade edildigini biliyoruz. ¢(T) Lorentz kuvveti i¢in Fermi-Walker tiirevi
Vi (T) = Vop(T) +((T), TV, T — (V7 T, p(T))T

denklemi ile hesaplanir. Buna gore denklemde V¢ (T) igin ¢(T) = k;N; + kN,

yerine yazilip gerekli islemler yapilirsa
VT¢(T) = k1,N1 + klvTNl + kZINZ + kszNz
elde edilir. Burada V;N; = k;T ve V4N, = k,T oldugundan

VT¢(T) = k1,N1 + klzT + kZINZ + kZZT
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yazilir. Denklemde T’ler ortak ¢arpan parantezine alindiginda
de)(T) = k1,N1 + kZINZ + (klz + kZZ)T

olarak bulunur. Diger yandan (¢ (T), T)V;T i¢in ¢(T) = k;N; + k,N, yerine yazilip

gerekli islemler yapilirsa

(p(T),T)V;T = (kyN; + k,N,, T)(k,N, + k;N,)

olur. i¢ carpimin lineerliginden

(¢p(T), T)V;T = (ky(N, T) + ky(N,, T))(kyNy + k;N)
elde edilir. Burada (N1, T) = 0 ve (N,, T) = 0 oldugundan
(p(T), T)V,T =0

elde edilir. Son olarak (V;T, ¢(T))T igin ¢(T) = kyN, + k,N, yerine yazilip gerekli

islemler yapilirsa

(VeT, (T))T = (kyNy + kaNy , kN1 + ko No)T

olur. I¢ ¢arpimin lineerliginden

(V,T, ¢(T)>T = (k12<N1: Ny) + 2k1k;(N,N3) + kzz(Nz' Nz))T
Burada (N{,N;) =1,(N,,N,) =1ve (N{,N,) = 0 oldugundan
(V,T, ¢(T))T = (k12 + kzz)T

olarak bulunur. Bulunan esitlikler

Vrd(T) = Vod(T) + (¢(T), )V, T — (V7 T, ¢(T))T
denkleminde yerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa

Vrd(T) = ky'Ny + ky' Ny + (ki + ko2)T — (ky” + k)T

ve

Vrp(T) = ky'Ny + k' N,

seklinde bulunur. Benzer sekilde ¢p(N,) Lorentz kuvveti i¢in Fermi-Walker tiirevi

Vr¢p(Ny) = V2 p(Ny) + (p(N,), T)V,T — (V7 T, p(N,))T
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denklemi ile hesaplanir. Buna gore denklemde V;¢(N,) i¢in ¢(N,) = k. T + pN,

yerine yazilip gerekli islemler yapilirsa

Vr¢p(Ny) = ki'T + k;V7T + p'N, + pVyN,

elde edilir. Burada VT = k;N; + k,N, ve VN, = k,T oldugundan
Vedp(Ny) = ky'T + k>N, + kik,N, + p'N, + pk,T

yazilir. Denklemde Tler ortak ¢arpan parantezine alindiginda
Vrdp(N1) = (ki' + pky)T + ki’ Ny + (kik, + p')N,

olarak bulunur. Diger yandan (¢(N,), T)V;T i¢in ¢p(N;) = k,T + pN, yerine yazilip

gerekli islemler yapilirsa

((N1), T)V7T = (ks T + pNp, T)(ky Ny + k2 N3)

olur. I¢ ¢arpimin lineerliginden

(p(N,),T)V;T = (k(T,T) + p(N,, T))(k;N; + k,N;)
Burada (T, T) = —1 ve (N,, T) = 0 oldugundan
(p(N1), T)VeT = (—k1) (kN1 + k2N3)

dir. —k; i¢in dagilma 6zelligi uygulandiginda

(p(N), T)V,T = —k12N1 — kikzN,

elde edilir. Son olarak (V,T, p(N,))T igin ¢(N,) = k;T + pN, yerine yazilip gerekli

islemler yapilirsa

(VeT, (N )T = (kyNy + koNy ki T + pNo)T

olur. I¢ ¢arpimin lineerliginden

(VrT, (NDIT = (ky*(N1, T) + ky p(N1,N3) + kiko (N5, T) + kyp(N, No)T
Burada (N, T) =0 ,(N,,N,) =1 (N,,T) = 0 ve (Ny,N,) = 0 oldugundan
(VeT, ¢(N))T = kopT

olarak bulunur. Bulunan esitlikler

Vrgp(Ny) = Vrp(Ny) + (@(N1), T)VrT — (VT p(N))T
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denkleminde yerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa

Vrdp(N1) = (ky' + pky)T + ki >Ny + (kiky + p )Ny — ki Ny — kil Ny — ko pT
ve

Vrp(N,) = k,'T +p'N,

seklinde bulunur. Benzer sekilde ¢(N,) Lorentz kuvveti i¢in Fermi-Walker tiirevi
Vrp(N2) = Ve (N2) + ($(N3), )V, T — (Vo T, p(N))T

denklemi ile hesaplanir. Buna gore denklemde V¢ (N,) i¢in ¢(N,) = k,T — pN,

yerine yazilip gerekli islemler yapilirsa

Vr@p(Ny) = ky'T + k,VoT — p'Ny — pVrNy

elde edilir. Burada VT = k;N; + k;N, ve V;:N; = kT oldugundan
Vrdp(Ny) = k,'T + kyk, Ny + k22N2 —p'Ny — pk,T

yazilir. Denklemde T"ler ve N ’ler ortak ¢arpan parantezine alindiginda
Vrp(Ny) = (ky' — pk)T + (kyky — p )Ny + ky°N,

olarak bulunur. Diger yandan (¢(N,), T)VT igin ¢(N,) = k,T — pN; yerine yazilip

gerekli islemler yapilirsa

(p(N2), T)V;T = (kT — pN1, T)(k1 N1 + k2 N3)

olur. I¢ ¢arpimin lineerliginden

(d(N), T)VyT = (ko(T, T) — p(N1,T)) (k1 N1 + kyN3)
Burada (T, T) = —1 ve (N4, T) = 0 oldugundan

(d(N2), T)V;T = (—kz)(kyNy + k;N3)

dir. —k, ile parantezin igine dagilma o6zelligi uygulandiginda
(d(N), T)V,T = —kiko Ny — k22N2

elde edilir. Son olarak (V;T, ¢ (N,))T igin ¢p(N,) = k,T — pN, yerine yazilip gerekli

islemler yapilirsa

(VeT,p(N))T = (kyNy + k;N, , k, T — pNy)T
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bulunur. Denklemde dagilma 6zelliginden
(VeT, d(N )T = (k1k2(N1, T) — k1 p(N1,Nq) + kzz(Nz' T) = kap(N2, N,)T

elde edlllr. Burada (Nl,T) =0 , <N1,N1> =1 5 (Nz,T> =0ve (NZ'Nl) =0

oldugundan

(VeT, (N )T = —kypT

olarak bulunur. Bulunan esitlikler

Vrp(N3) = Vrp(N3) + (9 (N,), T)V T — (V7 T, p(N,))T

denkleminde yerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa

Vrp(N,) = (ky' — pk)T + (kyky — p) )Ny + ky° Ny — kiko Ny — ky° Ny + ki pT
ve

Vrp(Ny) = k,'T - p'N,

seklinde bulunur.

5.1.2 N; Manyetik Timelike Egrilerin Fermi-Walker Tiirevleri

Teorem 5.2 a egrisi 3-boyutlu Minkowski Uzayinda Bishop c¢atisina gore birim hizli N -
manyetik timelike egri olsun. Bu egrinin ¢(T) , ¢(N,) ve ¢p(N,) Lorentz kuvvetlerinin

Fermi-Walker tiirevi sirasiyla,
Vrp(T) = ky'Ny + ' N,
WT<I5(N1) =k,'T

§T¢(N2) =u'T

dir.

Ispat:

a egrisi 3-boyutlu Minkowski Uzayinda Bishop ¢atisina gore birim hizli N;- manyetik
timelike egri olsun. Bu egrinin ¢(T) , ¢(N,) ve ¢(N,) Lorentz kuvvetlerinin

¢(T) = kyN; + uN,

¢(Ny) = k,T
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$(N;) = uT
seklinde ifade edildigini biliyoruz. ¢(T) Lorentz kuvveti i¢in Fermi-Walker tiirevi
Vrd(T) = Vo (T) +(¢(T), T)V,T — (V7 T, p(T)T

denklemi ile hesaplanir. Buna gore denklemde V¢ (T) igin ¢(T) = kyN; + uN, yerine

yazilip gerekli islemler yapilirsa

Vrd(T) = ky'Ny + k;VrNy + u'Ny + uVrN,

elde edilir. Burada V;N; = k4T ve VtN, = k,T oldugundan
Vod(T) = ky'Ny + ky*T + ' N, + puk,T

yazilir. Denklemde T"ler ortak ¢arpan parantezine alindiginda
Vrd(T) = ky'Ny + /Ny + (ky? + piky)T

olarak bulunur. Diger yandan (¢(T),T)V;T i¢in ¢(T) = k;N, + uN, yerine yazilip

gerekli islemler yapilirsa

(¢(T), T)VeT = (kyNy + uN,, T)(kyNy + k;N;)

elde edilir. Denklemde i¢ ¢arpimdan dolay1

(@(T), T)VeT = (ky(N1, T) + (N, T)) (k1 Ny + k2N>)
bulunur. Burada (N4, T) = 0 ve (N,, T) = 0 oldugundan
(p(T), T)V;T =0

elde edilir. Son olarak (V;T, ¢p(T))T igin ¢(T) = k;N; + uN, yerine yazilip gerekli

islemler yapilirsa

(VeT, p(T))T = (kyNy + kN, ky Ny + uN3)T

elde edilir. Denklemde i¢ ¢arpimdan dolay1

(VrT, (T)T = (ky*(N1, N1} + kyi(N1, N} + kyky (N3, Nq) + kppi(No, No)T
bulunur. Burada (N;,N;) =1, (N,,N,) = 1ve (N4,N,) = 0 oldugundan
(VoT,p(T))T = (k12 + kz.u)T

olarak bulunur. Bulunan esitlikler
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Vrd(T) = Vrp(T) +(d(T), )V T = (V7 T, $(T)T

denkleminde yerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa

Vrd(T) = ky'Ny + w'Ny + (ky® + pky)T — (ke® + k)T

ve

Vrd(T) = ki'Ny + i'N,

seklinde bulunur. Benzer sekilde ¢(N,) Lorentz kuvveti i¢in Fermi-Walker tiirevi
Vrp(N1) = Vrd(Ny) + (d(N1), TV T — (V7 T, $(N1))T

denklemi ile hesaplanir. Buna gore denklemde V;¢p(N;) icin ¢p(N;) = kT yerine

yazilip gerekli islemler yapilirsa

Vrp(Ny) =ky'T + k Vi, T

elde edilir. Burada V;T = k;N; + k,N, oldugundan
Vrp(Ny) = ky'T + ky° Ny + k1k,N,

olarak bulunur. Diger yandan (¢p(N,), T)V;T igin ¢p(N,) = k;T yerine yazilip gerekli

islemler yapilirsa

(p(N1), T)VeT = (ki T, T)(ky1Ny + k2N>)
olur. i¢ garpimin lineerliginden
(p(N,),T)V;T = (k(T,T))(kyN; + k,N,)
Burada (T, T) = —1 oldugundan

(p(N1), T)VeT = (—k1) (kN1 + k2N3)
bulunur. Denklemin dagilma 6zelliginden
(p(N1), T)V,T = —k,°Ny — kyk,N,

elde edilir. Son olarak (V;T, ¢ (N))T i¢in ¢p(N,) = k. T yerine yazilip gerekli islemler

yapilirsa
(VeT, (N )T = (kyN1 + koNy ki T)T

elde edilir. Denklemde i¢ ¢carpimdan dolay1
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(VoT, p(NOIT = (k1 (N3, T) + kyko(No, THT
bulunur.Burada(N,,T) = 0, (N,, T) = 0 oldugundan
(VrT, ¢(N))T =0

olarak bulunur. Bulunan esitlikler

Vrp(Ny) = Vrp(Ny) + (p(N), T)V,T — (V T, p(N))T
denkleminde yerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa
Vr(Ny) = ky'T + ky°Ny + kykoNy — ky*Ny — gk, N,
ve

Vrp(Ny) =ky'T

seklinde bulunur. Benzer sekilde ¢p(N,) Lorentz kuvveti i¢in Fermi-Walker tiirevi
Vrp(N3) = Vrp(N3) + (9 (N3), T)V T — (V7 T, (N,))T

denklemi ile hesaplanir. Buna gore denklemde V¢ (N) igin ¢p(N,) = uT yerine yazilip

gerekli islemler yapilirsa

Vrp(Ny) = u'T + uv,T

elde edilir. Burada V;T = k;N; + k,N, oldugundan
Vip(N3) = p'T + kyuNy + kN,

olarak bulunur. Diger yandan (¢(N,),T)V;T icin ¢p(N,) = uT yerine yazilip gerekli

islemler yapilirsa

((N2), T)VrT = (uT, T)(kyNy + k3N3)
olur. I¢ ¢arpimin lineerliginden

((N2), T)VrT = (T, T)) (kN1 + k2 N>)
Burada (T, T) = —1 oldugundan

(d(N), T)V;T = (—p) (k1N + k2N>)
bulunur. Denklemin dagilma 6zelliginden

(p(N3), T)V¢T = —kyuN; — kouN,
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elde edilir. Son olarak (V;T, p(N,))T igin ¢p(N,) = uT yerine yazilip gerekli islemler
yapilirsa
(ViT,p(N))T = (kyNy + kyNo , uT)T
olur. I¢ carpimn lineerliginden
(ViT, (N )T = (kypu{N1, T) + kop (N, TH)T
Burada (N, T) = 0 ve (N, T) = 0 oldugundan
(VrT, (N )T =0
olarak bulunur. Bulunan esitlikler
Vrp(N;) = Vrp(N3) + ($(N2), IV T — (V7 T, p(N))T
denkleminde yerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa
vT(p(NZ) = W'T + kyuNy + kouNy — kqyuNy — kouN,
ve
Vrp(N,) = u'T

seklinde bulunur.

5.1.3 N, Manyetik Timelike Egrilerin Fermi-Walker Tiirevleri

Teorem 5.3 a egrisi 3-boyutlu Minkowski Uzayinda Bishop ¢atisina gore birim hizli N,-
manyetik timelike egri olsun. Bu egrinin ¢(T) , ¢(N,) ve ¢p(N,) Lorentz kuvvetlerinin

Fermi-Walker tiirevi sirasiyla,
Vr¢(T) = y'Ny + k;'N,
Vrp(N) =y'T

WTﬁb(Nz) = kle

dir.

Ispat:

a egrisi 3-boyutlu Minkowski Uzayinda Bishop ¢atisina gore birim hizli N,- manyetik
timelike egri olsun. Bu egrinin ¢(T) , ¢(N,) ve ¢(N,) Lorentz kuvvetlerinin
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¢(T) =yNy + kN,

¢(Ny) =yT

¢(N2) = kT

seklinde ifade edildigini biliyoruz. ¢(T) Lorentz kuvveti igin Fermi-Walker tiirevi
Vrd(T) = Vrp(T) +(b(T), )V T = (V7 T, $(T)T

denklemi ile hesaplanir. Buna gore denklemde V¢ (T) i¢in ¢(T) = yN; + k,N,

yerine yazilip gerekli islemler yapilirsa

Vr¢(T) = y'N; +yVrNy + ky'Ny + k, VN,

elde edilir. Burada V;N; = k;T ve V4N, = k,T oldugundan
Vrd(T) =y'Ny + kyyT + ko' N, + k°T

yazilir. Denklemde Tler ortak ¢arpan parantezine alindiginda
Vrd(T) =y'Ny + ky'Ny + (ko® + kyy)T

olarak bulunur. Diger yandan (¢(T),T)V;T i¢in ¢(T) = yN, + k,N, yerine yazilip

gerekli islemler yapilirsa

(¢p(T), T)V;T = (yN, + kN, T)(kyN, + k,N>)
bulunur. Denklemde i¢ ¢arpimdan dolay1

(p(T), T)V;T = (y(N4,T) + ko(N,, T))(kyNy + k,N)
olur. Burada (N4, T) = 0 ve (N, T) = 0 oldugundan
(¢(T), T)V;T =0

elde edilir. Son olarak (V;T,¢(T))T igin ¢(T) = yN, + k,N, yerine yazilip gerekli

islemler yapilirsa

(V+T,p(T))T = (kyNy + k;N, ,yNy + k;N,)T

elde edilir. Denklemde i¢ ¢carpimdan dolay1

(VoT, ¢(T)T = (kyy(Ny, N1) + kiky(N1, N2} + kyy(Ny, No) + ky (N, No))T

elde edilir. Burada (N;,N;) =1 (N,,N,) = 1 ve (N4, N;) = 0 oldugundan
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(VoT, p(T)HT = (ky* + kyy)T

olarak bulunur. Bulunan esitlikler

Vrd(T) = Vo (T) +($(T), T)V,T — (Vo T, $(T)T

denkleminde yerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa

Vrd(T) = ¥'Ny + ky'Ny + (ko* + kyv)T — (ko + kyy)T

ve

Vr(T) =y'Ny + k;'N,

seklinde bulunur. Benzer sekilde ¢p(N,) Lorentz kuvveti igin Fermi-Walker tiirevi
Vrp(Ny) = Vrp(Ny) + (d(N1), T)V7T — (V. T, p(N))T

denklemi ile hesaplanir. Buna gore denklemde V¢ (N,) igin ¢p(N;) = yT yerine yazilip

gerekli islemler yapilirsa

Vrp(Ny) =y'T+yV,T

elde edilir. Burada V;T = k;N; + k,N, oldugundan
Vr¢p(Ny) =y'T + kyyNy + kyyN,

olarak bulunur. Diger yandan (¢(N;),T)V;T i¢in ¢p(N;) = yT yerine yazilip gerekli

islemler yapilirsa

(¢(N1), T)VrT = (yT,T)(k;Ny + k;N;)
elde edilir. Denklemde i¢ ¢carpimdan dolay1
(¢(N1), T)V,T = (y(T,T)) (kyN1 + k,N>)
Burada (T, T) = —1 oldugundan

(p(N1), T)V:T = (—=y)(kiN1 + k2N3)
bulunur. Denklemin dagilma 6zelliginden
(¢(N1), T)V+T = —kyyNy — kYN,

elde edilir. Son olarak (V;T, p(N,))T icin ¢(N,) = yT yerine yazilip gerekli islemler

yapilirsa
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(VeT, (N )T = (kyNy + kN, ,¥yT)T

olur. Denklemde i¢ ¢arpimdan dolay1

(VeT, (N )T = (kyy(Ny, T) + koy(N,, T)T

bulunur. Burada (N, T) =0 , (N5, T) = 0 oldugundan
(VrT, ¢(N))T =0

olarak bulunur. Bulunan esitlikler

Vrp(Ny) = Vrp(Ny) + (p(N), T)V,T — (V T, p(N))T
denkleminde yerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa
Vrd(Ny) = y'T + kyyNy + koyNp — kiyNy — k¥ N,

ve

Vrp(Ny) =y'T

seklinde bulunur. Benzer sekilde ¢(N,) Lorentz kuvveti i¢in Fermi-Walker tiirevi
Vrp(N3) = Vrp(N3) + (9 (N3), T)V T = (V7 T, p(N))T

denklemi ile hesaplanir. Buna gore denklemde V¢ (N,) igin ¢(N,) = k,T yerine

yazilip gerekli islemler yapilirsa

Vrp(N,) = k,'T + k,VoT

elde edilir. Burada V;T = k;N; + k,N, oldugundan
Vrp(Ny) = ky'T + kyko Ny + ky°N,

olarak bulunur. Diger yandan (¢(N,), T)V;T i¢in ¢(N,) = k,T yerine yazilip gerekli

islemler yapilirsa

(p(N2), T)VyT = (k,T,T)(kyNy + k2N3)
olur. I¢ carpimin 6zelliginden

(d(N1), T)VrT = (ko(T, T)) (k1 Ny + k;N>)
Burada (T, T) = —1 oldugundan

(¢(N1)rT>VTT = (_kz)(k1N1 + k;N3)
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bulunur. Dagilma 6zelliginden
(p(N1), T)V;T = —kykyNy — k22N2

elde edilir. Son olarak (V;T, ¢p(N,))Ticin ¢(N,) = k,T yerine yazilip gerekli islemler

yapilirsa

(VeT, (N )T = (kyNy + kN, ko T)T

olur. I¢ carpimn lineerliginden

(VoT, (N )T = (kyko(Ny, T) + k2 (N, T))T

Burada (N{,T) = 0, (N,, T) = 0 oldugundan
(VeT,(N))T =0

olarak bulunur. Bulunan esitlikler

Vrp(N3) = Vrp(N3) + (9 (N3), T)VT — (V7 T, (N))T
denkleminde yerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa
Vr(N2) = ky'T + kykoNy + ky° Ny — kyky,Ny — ko ° N,
ve

Vrp(Ny) = k,'T

seklinde bulunur.

5.2 Spacelike Manyetik Egrilerin Bishop Catisina Gore Fermi-Walker Tiirevleri
Bu boélimde Minkowski Uzayinda; Bishop c¢atisina gore T-manyetik, N;-manyetik ve
N,-manyetik spacelike egrilerin Fermi-Walker tiirevleri hesaplanacaktir.

5.2.1 T Manyetik Spacelike Egrilerin Fermi-Walker Tiirevleri

Teorem 5.4 a egrisi 3-boyutlu Minkowski Uzayinda Bishop catisina gore birim hizli 7-
manyetik spacelike egri olsun. Bu egrinin ¢(T) , ¢p(N,) ve ¢(N,) Lorentz kuvvetlerinin

Fermi-Walker tiirevi sirasiyla,
§T¢(T) =ky'N; +k;'N,

Vip(Ny) = (—€N1k1’)T + en,p'N;
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AV'T¢(N2) = (—gNzkzl)T - Ewlp’N1
dir.
Ispat:

a egrisi 3-boyutlu Minkowski Uzayinda Bishop catisina gore birim hizli 7- manyetik
spacelike egri olsun. Bu egrinin ¢(T) , ¢(N,) ve ¢(N,) Lorentz kuvvetlerinin

¢(T) = kyNy + kN,

d(Nqy) = —en, kT + ey, pN,

$(N3) = —en, kT — ey, pNy

seklinde ifade edildigini biliyoruz. ¢p(T) Lorentz kuvveti i¢in Fermi-Walker tiirevi
Vrd(T) = Vo (T) — (d(T), T)V1T + (VrT, p(T)T

denklemi ile hesaplanir. Buna gore denklemde V¢ (T) i¢in ¢(T) = k;N; + kN,

yerine yazilip gerekli islemler yapilirsa

Vrdp(T) = ky'N; + k;VoN; + kN, + k, VN,

elde edilir. Burada VN, = —&y kT ve Vi N, = —&y, k,T oldugundan
Vrd(T) = ky'Ny — ky’en, T+ ky'Ny — ko ey, T

bulunur. BuradaT"leri ortak carpan parantezine aldigimizda

Vrd(T) = ky'Ny + ky'Ny — (kyPen, + kyley,)T

olarak bulunur. Diger yandan (¢ (T), T)V;T icin ¢(T) = kN, + k,N, yerine yazilip

gerekli islemler yapilirsa

(¢(T), T)V;T = (kyNy + k;N,, T)(kyNy + k,N )

olur. Denklemde i¢ ¢arpimdan dolay1

(¢p(T), T)V;T = (ky(N, T) + ko(N,, T)) (k1 Ny + k;N)
Burada (N, T) = 0 ve (N,, T) = 0 oldugundan

(p(T), T)V,T =0
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elde edilir. Son olarak (V;T,¢(T))T i¢in ¢(T) = k;N; + k,N, yerine yazilip gerekli

islemler yapilirsa

(ViT, ¢(T))T = (kyNy + koNy ki Ny + ko No)T

olur. Denklemde i¢ carpimdan dolay1

(VrT,p(T))T = (k12<N1’N1> + 2k k,(N1,N3) + kzz(Nlez))T
Burada (N, N,) = &y, , (N3, N;) = ey, ve (N4, N;,) = 0 oldugundan
(VT, p(T))T = (k12<‘5N1 + kzngz)T

olarak bulunur. Bulunan esitlikler

Vrd(T) = Vrd(T) — (d(T), )V T + (V; T, p(T))T

denkleminde yerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa

Vrd(T) = ky'Ny + ky' Ny — (kiPey, + ky’en, )T + (ki ey, + ky’en,)T
bulunur. BuradaT"leri ortak ¢arpan parantezine aldigimizda

Vrd(T) = (ky ey, + kolen, — ki’en, — ko"en, )T + ky'Ny + k,'N,

ve

WT<I5(T) = k1,N1 + k2’N2

seklinde bulunur. Benzer sekilde ¢p(N,) Lorentz kuvveti i¢gin Fermi-Walker tiirevi
Vrp(Ny) = Vrd(Ny) — (d(N1), T)V7T + (V7 T, p(N))T

denklemi ile hesaplanir. Buna gore denklemde V;¢(Nq) i¢in ¢(N;) = —ey, k4T +

en, PN, yerine yazilip gerekli islemler yapilirsa

Vrp(N,) = _5N1k1’T — &N, k1 VT + SNZ,DINZ + en, PV N,

elde edilir. Burada V;T = k;N; + k;N, ve Vo N, = —¢&y, k,T oldugundan
Vrp(Ny) = _€N1k1’T - €N1k12N1 — &n,kiko N, + gsz,NZ — pk,T

olarak bulunur. Diger yandan (¢(N,), T)V;T igin ¢(N;) = —ey kT + ey, pN, yerine

yazilip gerekli islemler yapilirsa
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(d(N1), T)VT = (—&n, ks T + ey,pN3, T)(ky Ny + koN3)

olur. Denklemde i¢ carpimdan dolay1

(¢p(N1), T)V,T = (—5N1k1<T» T) + ey, p(N;, T))(k1N1 + k;N>)
Burada (T, T) = 1 ve (N,, T) = 0 oldugundan

(¢(N1), T)V,T = (_elel)(klNl + k;N>)

bulunur. Dagilma 6zelliginden

(p(N), T)T = —5N1k12N1 — ey, k1ka N,

elde edilir. Son olarak (V;T,p(N,))T icin ¢(N;) = —ey, k1T + ey,pN, yerine yazilip

gerekli islemler yapilirsa
(ViT, (N )T = (kyNy + koNo , —en, ki T + ey, pN)T
olur. Denklemde i¢ ¢arpimdan dolay1

(VrT,p(N))T = (—5N1k12<N1, T) + ey, ky p{N1,N;) — ey, kik(N, T)
+éen, kop{N2, No)T

yazilir. Burada (N1, T) = 0, (N, N;) = €y, , (N3, T) = 0 ve (N1, N;) = 0 oldugundan
(VeT, p(N1))T = kopT

olarak bulunur. Bulunan esitlikler

Vrgp(N1) = Vr¢(N1) = ($(N1), T)VrT + (V7 T, p(N))T

denkleminde yerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa

Vrp(Ny) = —ey ki 'T — 5N1k12N1 — ey, b1k Ny + ey, p' Ny — pk,T + €N1k12N1
+ ey k1ky Ny + kypT

veya

WT¢(N1) = (_5N1k1, — pk, + kzP)T + (_5N1k12 + 5N1k12)N1 + (_5N1k1k2
+ gsz, + en, k1k2)N;

seklinde bulunur. Burada 7, N, N, nin katsayilar1 arasinda islem yapildiginda
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Vrp(Ny) = (—en ki )T + en,p' N,
elde edilir. Benzer sekilde ¢(N,) Lorentz kuvveti i¢in Fermi-Walker tiirevi
Vr¢p(Ny) = Vrp(N;) — (p(N2), T)V,T + (V. T, p(N,))T

denklemi ile hesaplanir. Buna gore denklemde Vy¢(N;) igin ¢(N,) = —ep, k,T —

ey, PN yerine yazilip gerekli islemler yapilirsa

Vrp(N,) = _gNszIT — &N, k2 VT — ENlplN1 — &y, PV N1

elde edilir. Burada V;T = k;N; + k;N, ve Vo N; = —¢&y k4T oldugundan
Vrp(Ny) = _5N2k2’T — &n,k1ka Ny — £N2k22N2 - ENIP'N1 + pksT
bulunur. Burada 7’leri ve N ’leri ortak ¢arpan parantezine aldigimizda
Vrp(Ny) = (_£N2k2’ + pk)T + (—éen, b1k, — ENIP')N1 = szkzzNz

oldugu goriiliir. Diger yandan (¢(N,), T)VT igin ¢(N,) = —ey,k,T — ey, pN; yerine

yazilip gerekli islemler yapilirsa

(p(N2), T)V7T = (—&en, kT — ey, pN4, T)(ky Ny + kyN5)
bulunur. I¢ ¢arpimin lineerliginden

(p(N2), T)V,T = (—€N2 kT, T) — en, p(N1, T))(kiN; + kN5)
elde edilir. Burada (T, T) = 1 ve (N4, T) = 0 oldugundan
(P(N,), T)WVrT = (—ey,kz)(ky Ny + kyN3)

olur. Dagilma 6zellginden

(p(N,), T)V;T = —ey,kyky,Ny — ey, ky "N,

elde edilir. Son olarak (V;T, p(N))T i¢in ¢(N;) = —ep, kT — ey, pN; yerine yazilip

gerekli islemler yapilirsa
(ViT, (N )T = (kyNy + koNo , —ep, ko T — ey, pN1)T
bulunur.

I¢ ¢arpimin lineerliginden
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(VrT,p(N )T = (_€N2k1k2(N1: T)- 5N1k1 p(Ny,N;) — €N2k22<N2: T)
—&n, kop(No, N\ )T
olur. Burada (N, T) = 0 (Ny,N;) = &y, , (N, T) = 0 ve (N, N;) = 0 oldugundan
(VrT, p(N )T = —k,pT
olarak bulunur. Bulunan esitlikler
Vrp(N2) = Vrd(N2) — ($(N,), TIV,T + (VT, (N))T
denkleminde yerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa
Vrp(Ny) = (—ENzkzl + Pk1)T + (_gNzklkZ - gNlp’)Nl - 51v2k22N2 + ey, kik, Ny
+ eNZkzzNz — k,pT

elde edilir. Ortak ¢arpan parantezine alindiginda

Vrd(N2) = (—en ko’ + pky — kip)T + (—en,kiky, — en,p" + en,kikz )N,
At (_szkz2 + 5N2k22)N2

veya
WTﬁb(Nz) = (—SNzkzl)T - gNlp,Nl
seklinde bulunur.

5.2.2 Ny Manyetik Spacelike Egrilerin Fermi-Walker Tiirevleri

Teorem 5.5 a egrisi 3-boyutlu Minkowski Uzayinda Bishop ¢atisina gore N4-birim hizli
manyetik spacelike egri olsun. Bu egrinin ¢(T) , ¢p(N,) ve ¢(N,) Lorentz kuvvetlerinin

Fermi-Walker tiirevi sirasiyla,
Vrd(T) =k,'Ny + ey, 1 Ny
§T¢(N1) = _€N1k1’T

§T¢(N2) =—-u'T

dir.
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Ispat:

a egrisi 3-boyutlu Minkowski Uzayinda Bishop catisina gore birim hizli N;- manyetik
spacelike egri olsun. Bu egrinin ¢(T) , ¢p(N;) ve ¢(N,) Lorentz kuvvetlerinin

¢(T) = k4N, + &y, uN,

¢(N1) = —en, ka T

$(Ny) = —uT

seklinde ifade edildigini biliyoruz. ¢(T) Lorentz kuvveti i¢in Fermi-Walker tiirevi
Vrd(T) = Vrd(T) = (p(T), T)V,T + (Vo T, ()T

denklemi ile hesaplanir. Buna gore denklemde Vr¢(T) i¢in ¢(T) = k;N; + ey, uN,

yerine yazilip gerekli islemler yapilirsa

Vrd(T) = ki'Ny + ki VrNy + ey, ' Ny + ey, uVrN,

elde edilir. Burada VN, = —é&y kT ve Vi N, = —&y, k,T oldugundan
Vrd(T) = ky'Ny — k12€N1T + en,u'Ny — pk,T

bulunur. Burada T"leri ve N, leri ortak carpan parantezine aldigimizda
Vr$p(T) = ki'Ny + SNZ.UINZ - (k12<‘5N1 + llkz)T

olarak bulunur. Diger yandan (¢ (T), T)VT i¢in ¢(T) = kN, + ey, uN, yerine yazilip

gerekli islemler yapilirsa

(d(T), T)V,T = (kyNy + En, N2, TY (k1 Ny + k3 N>)

olur. I¢ ¢arpimin lineerliginden

(p(T), T)V;T = (ky(N,, T) + SNZ.U(NZ' T))(kyN; + k;N3)
elde edilir. Burada (N1, T) = 0 ve (N,, T) = 0 oldugundan
(p(T), T)V,T =0

elde edilir. Son olarak (V;T, ¢ (T))T igin ¢(T) = k N, + &y, uN, yerine yazilip gerekli

islemler yapilirsa
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(ViT, ¢(T))T = (kyNy + kN, , kN + ey, uN2)T

olur. I¢ carpimn lineerliginden

(VoT, ¢(THT = (ky*(Ny, Ny} + kyen, (N1, No) + kyko(Ny, No) + kpe, (N, No)T
bulunur. Burada (N1, N1) = €y, (N3, N;) = &y, ve (N1, N;) = 0 oldugundan
(VoT, ¢ (T)T = (ky’ey, + k)T

olarak bulunur. Bulunan esitlikler

Vrd(T) = Vrp(T) = (d(T), )V T + (V7 T, $(T)T

denklemde yerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa

Vrd(T) = ky'Ny + ey, ' Ny — (ky’en, + puk,)T + (kyPen, + kopt)T

ve

Vrd(T) = ki'Ny + ey, 1’ N,

seklinde bulunur. Benzer sekilde ¢(N,) Lorentz kuvveti i¢in Fermi-Walker tiirevi
Vrp(N1) = Vrp(N1) = ($(N1), )V T + (Vo T, p(N))T

denklemi ile hesaplanir. Buna gore denklemde V7@ (N1) i¢in ¢(N;) = —ey, k4T yerine

yazilip gerekli islemler yapilirsa

Vrdp(Ny) = —5N1k1IT — &y, ki Ve T

elde edilir. Burada V;T = k;N; + k;N, oldugundan
Vrp(Ny) = —5N1k1IT - 5N1k12N1 - ElelkzNz

olarak bulunur. Diger yandan (¢(N,), T)V;T igin ¢(N) = —&y, kT yerine yazilip

gerekli islemler yapilirsa

(p(N), T)V,T = <_€N1k1T’ T)(kN1 + k;N,)
olur. I¢ ¢arpimin lineerliginden

(¢(N), T)WV;T = (—en, ki (T, T))(ky Ny + ko N3)

Burada (T, T) = 1 oldugundan
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(¢p(N1), T)V,T = (—5N1k1)(k1N1 + k,N3)
bulunur. Dagilma 6zelliginden
(¢(N,), T)T = —3N1k12N1 - 3N1k1k2N2

elde edilir. Son olarak (VyT,$(N))T icin ¢(N;) = —ey kT yerine yazilip gerekli

islemler yapilirsa

(VeT, p(N )T = (k1N + kN5, —&n, k,T)T

olur. I¢ carpimn lineerliginden

(VeT, (N )T = (_3N1k12<N1: T) — ey, kik,(N,, TY)T

Burada (N, T) = 0 ve (N, T) = 0 oldugundan

(VeT,p(N))T =0

olarak bulunur. Bulunan esitlikler

Vrp(N,) = Vrp(N1) — ($(ND), )V T + (Vo T, (N:))T

denkleminde yerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa

Vrdp(Ny) = —ey ki T — ey, kq*Ny — ey kikoNo + ey ki *Ny + ey kyko N,
olur. Ortak ¢arpan parantezine alindiginda

Vrd(Ny) = (—en, ka )T + (—ew, k1 ” + en, ks )Ny + (—en kiky + ey kiky)N,
seklinde bulunur. Burada 7, N; , N, nin katsayilar1 arasinda islem yapildiginda
WT<I5(N1) = —€N1k1’T

elde edilir. Benzer sekilde ¢p(N,) Lorentz kuvveti i¢in Fermi-Walker tiirevi
Vrp(N2) = Vrp(N2) = ($(N5), )V, T + (Vo T, p(N)T

denklemi ile hesaplanir. Buna gore denklemde V¢ (N,) igin ¢(N,) = —uT yerine

yazilip gerekli iglemler yapilirsa

Vrp(Ny) = —u'T — pv;T

elde edilir. Burada VT = k;N; + k,N, oldugundan
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Vip(Ny) = —pu'T — pky Ny — pk; N

oldugu goriiliir. Diger yandan (¢(N,), T)V;T i¢in ¢(N,) = —uT yerine yazilip gerekli

islemler yapilirsa

(p(N,), T)V;T = (—uT,T)(kyN; + k,N,)
olur. i¢ carpimin lineerliginden

(p(N,), T)V;T = —u(T, T)(kyN; + k;N,)
elde edilir. Burada (T, T) = 1 oldugundan
(d(N2), T)V,T = (—u) (k1 Ny + k;N3)
olur. Dagilma 6zellginden

(¢(N2), T)V,T = —pky Ny — uk;N,

elde edilir. Son olarak (V;T, p(N,))T igin ¢(N,) = —uT yerine yazilip gerekli

islemler yapilirsa

(ViT, p(N )T = (k1N + kN, , —uT)T

bulunur. I¢ ¢arpimin lineerliginden

(ViT, (N )T = (kg (N1, T) — ko (N, TYHT

olur. Burada (N;,T) =0, (N,,T) = 0 oldugundan
(VrT, p(N))T =0

olarak bulunur. Bulunan esitlikler

Vrdp(N3) = Vrp(N2) — (p(N2), T)ViT + (V7 T, p(N))T
denkleminde yerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa
§T¢(N2) = —u'T — ukNy — pk, N, + puk; Ny + uk, N,
veya

§T¢(N2) =—-u'T

seklinde bulunur.
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5.2.3 N, Manyetik Spacelike Egrilerin Fermi-Walker Tiirevleri

Teorem 5.6 a egrisi 3-boyutlu Minkowski Uzayinda Bishop ¢atisina gére N,-birim hizli
manyetik spacelike egri olsun. Bu egrinin ¢(T) , ¢p(N,) ve ¢(N,) Lorentz kuvvetlerinin

Fermi-Walker tiirevi sirasiyla,
Vrd(T) = ey,y'N1 + k;'N,
§T¢(N1) =—y'T

ﬁT<l5(1Vz) = _gNszIT

dir.

ispat:

a egrisi 3-boyutlu Minkowski Uzayinda Bishop catisina gore birim hizli N,- manyetik
spacelike egri olsun. Bu egrinin ¢(T) , ¢(N,) ve ¢(N,) Lorentz kuvvetlerinin

¢(T) = ey, YN1 + k3N,

¢(N,) = —yT

$(N;) = —en, kT

seklinde ifade edildigini biliyoruz. ¢(T) Lorentz kuvveti igin Fermi-Walker tiirevi
Vrd(T) = Vo (T) = ($(T), T)V,T + (Vo T, p(T)T

denklemi ile hesaplanir. Buna gore denklemde V¢ (T) igin ¢(T) = ey, yN; + k,N,

yerine yazilip gerekli islemler yapilirsa

Vrd(T) = ey, y'Ny + ey, YVrNy + ky'Ny + k,VrN,

elde edilir. Burada Vo Ny = —ey k4T ve VpN, = —&y, k,T oldugundan
Vr(T) = en,y'Ny = viaT + k' Ny—en, b °T

bulunur. Burada 7T"leri ortak carpan parantezine aldigimizda

Vrp(T) = (—Vk1—5N2k22)T + ey, ¥'N1 + k)'N,

olarak bulunur. Diger yandan (¢ (T), T)V;T icin ¢(T) = ey, yN; + k, N yerine

yazilip gerekli islemler yapilirsa
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(d(T), T)VyT = (en,yN1 + kN5, T)(kyNy + kyN3)

olur. I¢ carpimin dzelliginden

((T), T)VyT = (e, (N1, T) + k(N;, T)) (kN1 + k;N;)
bulunur. Burada (N4, T) = 0 ve (N, T) = 0 oldugundan
(¢(T), TYV;T=0

elde edilir. Son olarak (V+T, ¢(T))T icin ¢(T) = ey, yN; + k,N, yerine yazilip

gerekli islemler yapilirsa

(VeT,p(T))T = (kyNy + kyN, ey, YNy + kNo)T

bulunur. I¢ ¢arpimin lineerliginden

(VT, p(T))T = (glek1<N11 Ny) + kiky(Ny, N3) + ENl)’kz(Np N,) + k22<N2' N, )T
olur. Burada (N4, N;) = ey, ,(N3,N;) = €y, ve (N1, N;) = 0 oldugundan
(VrT,p(T))T = (Vk1 + SNzkzz)T

olarak bulunur. Bulunan esitlikler

WT<I5(T) =V ¢(T) —(d(T), )V, T +(V,T, p(T))T

denkleminde yerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa

Vrd(T) = (—vki—en,ko°)T + en,¥' Ny + ky'No + (vky + en, k,*)T

ve

WT<I5(T) = 5N1V'N1 +k;,'N,

seklinde bulunur. Benzer sekilde ¢(N,) Lorentz kuvveti i¢in Fermi-Walker tiirevi
Vrp(N1) = Vrdp(N1) — (p(N1), T)V;T + (Vo T, ¢ (N1))T

denklemi ile hesaplanir. Buna gore denklemde V¢ (N;) i¢in ¢p(N,) = —yT yerine

yazilip gerekli islemler yapilirsa

Vr¢p(Ny) = —y'T —yV,T

elde edilir. Burada V;T = k;N; + k,;N, oldugundan
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Vr¢p(Ny) = —y'T —yk;N; — Yk;N,

olarak bulunur. Diger yandan (¢(N), T)V;T i¢in ¢(N,) = —yT yerine yazilip gerekli

islemler yapilirsa

(p(N,),T)VT = (—yT,T)(k,N, + k,N,)
bulunur. I¢ ¢arpimin lineerliginden

(¢(N1), T)V,T = (=y(T, T)) (ks N1 + k2N3)
elde edilir. Burada (T, T) = 1 oldugundan
(d(N1), T)V;T = (=y) (kN1 + k2N3)
bulunur. Dagilma 6zelliginden

(¢(N1),T)T = —yk,N, — vk, N,

elde edilir. Son olarak (V;T, ¢ (N,))T igin ¢(N,) = —yT yerine yazilip gerekli

islemler yapilirsa

(ViT, (N )T = (kyNq + koNo , —yT)T

bulunur. I¢ ¢arpimin lineerliginden

(ViT,¢(N)T = (—vki(N1, T) — yko(N,, T)T

Burada (N, T) = 0 ve (N,,T) = 0 oldugundan

(VrT, (N )T =0

olarak bulunur. Bulunan esitlikler

Vrdp(Ny) = Vr@(Ny) = (p(N1), T)VrT + (V1 T, p(N))T
denkleminde yerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa
Vr¢(Ny) = =y'T — ykyN;y — vk,N, + vk Ny + vk, N,
ve

§T¢(N1) =—y'T

elde edilir. Benzer sekilde ¢(N,) Lorentz kuvveti i¢in Fermi-Walker tiirevi

Vr¢(Ny) = Vep(Ny) — (d(N,), T)V.T + (Vo T, (N))T



denklemi ile hesaplanir. Buna gore denklemde V7@ (N3) igin ¢(N3) = —en, k,T

yerine yazilip gerekli iglemler yapilirsa

Vrp(Ny) = _gNszIT — &n, koVrT

elde edilir. Burada V;T = k;N; + k,N, oldugundan
Vrgp(N3) = _gNszIT - 3N2k1k2N1 - gNszZNZ

oldugu goriiliir. Diger yandan (¢(N,), T)V7T igin ¢(N,) = —ey, k,T yerine yazilip

gerekli islemler yapilirsa

(¢(NL), T)ViT = (—ep, k;T, TY(k Ny + k;N3)
bulunur. I¢ ¢arpimin lineerliginden

(p(N2), T)VyT = —ep, ko(T, T)(ky Ny + k;N)
elde edilir. Burada (T, T) = 1 oldugundan
(P(N,), T)WV;T = (—ey, k) (ky Ny + kyN3)
olur. Dagilma 6zellginden

(p(N,), T)V;T = —ey,kik,Ny — ey, ky° N,

elde edilir. Son olarak (V;T, p(N))T icin ¢(N,) = —ep, k,T yerine yazilip gerekli

islemler yapilirsa

(VrT,p(N))T = (kyNy + kN, , —ep, k)T

bulunur. I¢ ¢arpimin lineerliginden

(VrT, §(N)T = (—en, kaky (N3, T) = e, k" (N2, THT
olur. Burada (N4,T) =0, (N,,T) = 0 oldugundan

(VrT, ¢(N2))T =0

olarak bulunur. Bulunan esitlikler

Vrp(N3) = Vrd(N3) — (p(N3), T)VT + (V7 T, p(N))T

denkleminde yerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa
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§T¢(N2) = _gNZkZIT - gNzklkle - SNZkZZNZ + gNzklkZNl + €N2k22N2
veE
ﬁT<l5(1Vz) = _gNszIT

bulunur.
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6. SONUC

Bu tez galismasinda Oklid i¢ carpimindan farkli bir metrik ile olusan Minkowski
Uzay1 ve bu uzayda kurulan Serret-Frenet catisina alternatif bir ¢at1 olan Bishop ¢atisi
tanitilarak birim hizli @ manyetik egrisinin timelike ve spacelike durumlarindaki Lorentz

kuvvetleri ve Bishop vektorleri arasindaki iliski incelenmistir.

Buradan hareketle birim hizli manyetik timelike ve spacelike a egrilerinin V
manyetik alaninin yoriingesi oldugu ispatlanmistir. Son olarak bulunan manyetik
egrilerin Fermi-Walker tiirev hesaplamalari yapilmis ve bazi 6nemli sonuglar elde

edilmistir.
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