T.C.
MUS ALPARSLAN UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

PARANORMLU UZAYLARDA o. DERECEDEN DEFERRED ISTATISTiKSEL
YAKINSAKLIK

Hasmet KAPSIGAY

YUKSEK LiSANS TEZi

Matematik Anabilim Dah

Eyliil-2021
MUS
Her Hakki Sakhdir



T.C.
MUS ALPARSLAN UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

PARANORMLU UZAYLARDA o. DERECEDEN DEFERRED ISTATISTiKSEL
YAKINSAKLIK

Hasmet KAPSIGAY

YUKSEK LiSANS TEZi

Matematik Anabilim Dah

Damisman: Do¢. Dr. Muhammed CINAR

Eyliil-2021
MUS
Her Hakki Sakhdir



TEZ KABUL ve ONAYI

Hasmet KAPSIGAY tarafindan hazirlanan “Paranormlu Uzaylarda o.
Dereceden Deferred Istatistiksel Yakisakhk” adli tez calismasi 02/09/2021 tarihinde
asagidaki jiiri tarafindan oy birligi ile Mus Alparslan Universitesi Fen Bilimleri
Enstitiisi Matematik Anabilim Dali'nda YUKSEK LISANS TEZI olarak kabul

edilmistir.

Jiiri Uyeleri

Baskan

Prof. Dr. Yavuz ALTIN

Mus Alparslan Universitesi, Fen Edebiyat Fakiiltesi
Matematik Boliimii

Danigsman

Dog¢. Dr. Muhammed CINAR

Mus Alparslan Universitesi, Egitim Fakiiltesi
Matematik ve Fen Bilimleri Egitimi Bolimii

Uye

Dog. Dr. Abdullah AYDIN

Mus Alparslan Universitesi, Fen Edebiyat Fakiiltesi
Matematik Bolimii

Yukaridaki sonucu onaylarim.

Dog. Dr. Sedat BOZARI

FBE Miidiirii



TEZ BILDiRiMi

Bu tezdeki biitiin bilgilerin etik davranis ve akademik kurallar ¢ergevesinde elde
edildigini ve tez yazim kurallarina uygun olarak hazirlanan bu c¢alismada bana ait
olmayan her tiirlii ifade ve bilginin kaynagina eksiksiz atif yapildigini bildiririm.

DECLARATION PAGE
| hereby declare that all information in this document has been obtained and
presented in accordance with academic rules and ethical conduct. | also declare that, as

required by these rules and conduct, | have fully cited and referenced all material and
results that are not original to this work.

Hasmet KAPSIGAY

Tarih :  02/09/2021



OZET

YUKSEK LiSANS TEZIi

PARANORMLU UZAYLARDA o. DERECEDEN DEFERRED ISTATISTIKSEL
YAKINSAKLIK

Hasmet KAPSIGAY

Mus Alparslan Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Do¢. Dr. Muhammed CINAR

Bu tez bes boliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde, literatiirde giiniimiize dek yapilan arastirmalardan bahsedilmistir. Ikinci
boliimde, konunun kapsami ve amaci hakkinda agiklamalar yapilmustir. Ugiincii boliimde, calismamizin
temelini olusturan tanimlara ve teoremlere yer verilmistir. Dordiincii boliimde, yogunluk fonksiyonu,
istatistiksel yakinsaklik ve deferred istatistiksel yakinsaklik ile ilgili bulgular verilmistir. Son bolimde, bu
calismada elde edilen sonuglar verilmistir.

2021, 31 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Cesaro ortalamasi, deferred Cesaro ortalamasi, istatistiksel yakinsaklik,
deferred istatistiksel yakinsaklik.



ABSTRACT

MS THESIS

DEFERRED STATISTICAL CONVERGENCES OF ORDER a IN
PARANORMED SPACE

Hasmet KAPSIGAY

Mus Alparslan University
Natural and Applied Science Institute
Department of Mathematics

Advisor: Assoc. Prof. Dr. Muhammed CINAR

This thesis consists of five chapters.

In the first chapter, the research refers to the studies carried out in this field up to now. In the
second chapter, the purpose and the context of the study are given. In the third chapter, the definitions and
the theorems underlying our study take part. In the fourth chapter, the results releated to the density
function, statistical convergence and deferred statistical convergence are included. In the last chapter, the
results optained at this study are given.

2021, 31 Pages

Keywords: Cesaro mean, deferred Cesaro mean, statistical convergence, deferred statistical
convergence.



ONSOZ

Hem yiiksek lisans ders donemlerinde hem tez calismamin hazirlanmasi
stirecinde bilgisiyle aydinlandigim, her tiirli ¢alismamda destegini esirgemeyen, ilgili
calismalarimda sorularimi sabir, giiler yiizlii bir sekilde yanitlayan ve ufkumu agan
saygideger danigman hocam Dog¢. Dr. Muhammed CINAR’a tesekkiir eder, saygilarimi
sunarim.

Ayrica desteklerini bir an bile benden esirgemeyen esim Necibe NEHIR
KAPSIGAY’a ve insan olabilme faziletine ulasma yolunda yetistiren aileme

canigoniilden tesekkiir ederim.

Hasmet KAPSIGAY
MUS-2021

Vi



ICINDEKILER

OZET ...ttt v
ABSTRACT -ttt b ettt b bbb %
(0] 150 ¥/2 TP vi
ICINDEKILER .......oooioiiceeeeeeee ettt vii
SIMGELER ve KISALTMALAR ...........cccccoiiiiiieseeeeeeee et viil
| IR 1 23 TP 1
2. KAYNAK ARASTIRMASI ...ttt 2
3. MATERYAL Ve YONTEM ......coooouiiiiiniiiininiinsineiee s 4
4. ARASTIRMA BULGULARI........ccoooiiiiiii ettt 8

4.1. Yogunluk FONKSIYONU. .....ccoriiiiiiiiiiiiii 8

4.2. Istatistiksel YaKinSaKIIK .........cccveiiiieiiireiiic e 8

4.3. S ve DS Metotlarinin K1yaslanmasi...........ccooviiiiiiiiiiniiniie 14
5. SONUCLAR ve TARTISMA ...ttt 19
KAYNAKGA ...ttt ettt sttt eene et e e s 29
[0 Z.€] 0165\ 1 1T 31

vii



SIMGELER ve KISALTMALAR

Simgeler

D : Deferred Cesaro yakinsak dizilerin uzayi

S : Istatistiksel yakinsak dizilerin uzay:

DS  : Deferred istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1

Cy : Cesaro yakinsaklik

C : Komplex vektor uzayi

N : Dogal sayilar kiimesi

R : Reel sayilar kiimesi

Z : Tam sayilar kiimesi

lo : Sinirlt diziler uzayi

c : Yakinsak diziler uzay1

Co : Sifira yakinsak diziler uzayi
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1. GIRIS

Istatistiksel yakimsaklik fikri, 1935'te Varsova'da yaymlanan Zygmund’un
monografisinin ilk baskisinda verildi (Zygmund, 1979). Istatistiksel yakinsama kavrami,
Steinhaus ve Fast tarafindan kisa bir not olarak verildi ve daha sonra bagimsiz olarak
Schoenberg istatistiksel yakinsakligi toplanabilme metodu olarak inceledi (Steinhaus,
1951; Fast, 1951; Schoenberg, 1959). Istatistiksel yakinsaklik konusu giiniimiize kadar
birgok matematikg¢inin {izerine ¢alismalar yaptigir ve ilgi odagi olan bir konu haline
gelmistir. Istatistiksel yakisaklik kavrammin Cesiaro matrisiyle olan iliskisi bu
kavramin regiiler matrisler araciligiyla genellestirilmesine imkan saglamistir.
Istatistiksel yakinsaklik, analizin iizerinde c¢ok c¢alistigi konulardan biridir. Yaillar
boyunca ve farkli isimler altinda Fourier analizi teorisinde, Ergodik teoride, Sayi
teorisinde, Olcii teorisinde, Trigonometrik serilerde, Turnpike teorisinde ve Banach
uzaylarinda istatistiksel yakinsama tartisilmis daha sonra Dizi uzaylar1 ve Toplanabilme
teorisinde uygulanmistir.

Istatistiksel yakinsaklik, yaklasik elli yildan fazla bir siire énce tanitilsa da son
zamanlarda aktif bir arastirma haline geldi. Farkli matematikgiler istatistiksel
yakinsakligin 6zelliklerini incelediler ve bu kavrami 6l¢lim teorisi, trigonometrik seri,
yaklagim teorisi, lokal digbiikey uzaylar, sonlu toplumsal kiime fonksiyonlari, Banach
uzaylarinda ve dogal say1 kiimesinin Stone-Chech kompaktlagtirmasinin alt kiimeleri

gibi ¢esitli alanlarda uyguladilar.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Istatistiksel yakinsakhik fikri Zygmund (Zygmund, 1979) tarafindan ortaya
atildiktan sonra bagimsiz olarak c¢alisan Fast (Fast, 1951) ve Schonberg (Schoenberg,
1959) tarafindan dogal yogunluga bagl olarak bir (x;) dizisinin istatistiksel
yakinsakligi

1
lim—|{k<n:|x,—1l=¢€}=0
n-on

seklinde tanimlanmustir.
Bu calismalar takip eden siirede (Mursaleen, 2000) A —istatistiksel yakinsakligi

A, pozitif tamsayilarin azalmayan bir dizisi
A1 <Ap+1 ; 4, >

olmak iizere
1
lim — [{kel: |x, — 1| = €}| =0

seklinde tanimlanmaistir.

Salat (Salat, 1980) reel say1 dizilerinin istatistiksel yakinsakligini incelemistir.
Connor (Connor, 1988) istatistiksel yakinsaklik ile Cesaro toplanabilme arasindaki
iliskiyi incelemistir. Fridy (Fridy, 1985) istatistiksel Cauchy tanimini verip istatistiksel
yakinsaklik ile istatistiksel Cauchy arasindaki iliskiyi incelemistir. Rath ve Tripathy
(Rath ve Tripathy, 1994) calismasinda topolojik vektor uzaylari tizerinde istatistiksel
yakinsaklik yapisin1 incelemistir. Topolojik gruplarda istatistiksel yakinsaklik
kavramlar1 Cakalli (Cakalli, 1995) tarafindan incelenmistir. Topolojik gruplarda
istatistiksel yakinsaklik kavramlart Cakalli (Cakalli, 1996) tarafindan incelenmistir.
Fark dizilerinin istatistiksel yakinsakligi ise (Et ve Nuray, 2001) tarafindan ¢aligilmistir.
Fonksiyon dizileri lizerinde u —istatistiksel yakinsaklik kavrami (Duman, 2004)
tarafindan tanimlanmis olup fonksiyon dizilerinin noktasal ve diizglin u —istatistiksel
yakinsakligi ¢alisilmistir. Fuzzy say1 dizilerinin istatistiksel yakinsakligi da (Nuray ve

Savas, 1995) tarafindan ¢alisilmistir.
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Fridy ve Orhan tarafindan lacunary istatistiksel yakinsaklik kavrami verilmistir.
Lacunary istatistiksel yakinsaklik

6 = (k,) bir lacunary dizisi ve h, = k, — k,_; olmak tizere

1
lim — |{kel,: |x;, — l| = €}
oo R,

seklinde tanimlanmustir (Fridy ve Orhan, 1993).

Deferred Cesaro ortalamasi (Agnew, 1932) tarafindan tanimlanmistir. Deferred
Cesaro ortalamasindan faydalanarak deferred istatistiksel yakinsaklik (Kiigiikaslan ve
Yilmaztiirk, 2016) tarafindan tanimlanip istatistiksel yakinsaklik ile iligkileri
incelenmistir.

a. dereceden istatistiksel yakinsaklik (Colak, 2010) tarafindan tanimlanmustir.
2011 yilinda «a. dereceden A —istatistiksel yakinsaklik (Colak ve Bektas, 2011)
tarafindan tanimlandi.

Istatistiksel yakisaklik kavramimi Paranormlu uzaylarda Alotaibi ve Alrogi
(Alotaibi ve Alrogi, 2012) tamimlamistir. Paranormlu uzaylarda A —istatistiksel
yakinsaklik Alghamdi ve Mursaleen (Alghamdi ve Mursaleen, 2013) tarafindan
calisilmistir. Paranormlu uzaylarda lacunary istatistiksel yakinsaklik kavrami Altundag
ve Basarir (Altundag ve Basarir, 2012) tarafindan calisilmistir. Daha sonraki yillarda
paranormlu uzaylarda a. dereceden deferred istatistiksel yakinsaklik (Ercan, 2018)

tarafindan caligilmistir.



3. MATERYAL ve YONTEM

Tamm 3.1. X bos olmayan bir climle ve K reel veya kompleks sayilar cismi olsun

+HXXX->X T KXX->X

fonksiyonlar1 asagidaki ozellikleri saglarsa X ciimlesine K cismi iizerinde bir vektor
(lineer) uzay1 ad1 verilir. V x,y,z € X ve V a,b € K i¢in

Dx+y=y+x

2)(x+y)+z=x+Wy+2)

3) Vx € Xigin x + 6 = x esitligini saglayan bir tek 8 € X vardir.

4)V x € X igin x + (—x) = 0 esitligini saglayan bir tek —x € X vardr.

5 1lx=x

6) a(x +y) = ax + ay

7) (a+ b)x = ax + bx

8) a(bx) = (ab)x
dir (Maddox, 1970).

Bu uzayin elemanlarina da vektor ya da nokta adi verilir. K = R alinirsa X’e bir

reel vektor uzayl, K = C alinirsa X’e kompleks vektor uzayi adi verilir (Maddox, 1970).

Tamim 3.2. X bir K cismi iizerinde vektor uzayr ve M c X olmak lizere; V x,y € M
ve Vc€E€K igin; x+y € M,c.x €M oluyorsa X’ in bir M alt climlesine alt vektor
uzayi denir (Maddox, 1970).

Tanim 3.3. X bos olmayan bir ciimle olsun. Her x,y,z € X igin

M1) d(x,x) =0

M2)d(x,y) =0 S x=y

M3) d(x,y) = d(y,x)

M4) d(x,z) < d(x,y) +d(y, z)
ozelliklerine sahip d: X X X — R fonksiyonuna metrik ve (X,d) ikilisine de metrik
uzay denir. M1, M3, M4 sartlarim1 saglayan d fonksiyonuna bir yar1 metrik ve (X, d)
ikilisine de yar1 metrik uzay denir (Maddox, 1970).

Tamm 3.4. X, K cismi tizerinde bir lineer uzay olsun.

Ill: X -» R
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fonksiyonu asagidaki 6zellikleri saglarsa X iizerinde bir norm ve (X, ||-]|) ikilisine de
bir normlu uzay denir. V x,y € X ve V a € K igin;

N1) [lx]l = 0

N2) |lx] =0 = x=0

N3) [[ax|| = e]llxl

N4) [lx + yll < llxl + [yl
dir.

Eger N2 yerine N2* x =6 = ||x|| = 0 sart1 alinirsa yar1 norm elde edilir
(Kreyszig, 1978).

Tamim 3.5. Tanim ciimlesi N dogal sayilar ciimlesi olan fonksiyona dizi denir.
Diziler deger climlelerine gore ¢esitli isimler alirlar. Eger dizinin deger climlesi R reel
sayilar ciimlesi ise diziye reel terimli dizi, Q rasyonel sayilar ciimlesi ise rasyonel

terimli dizi ad1 verilir (Balci, 1997).

Tammm 3.6. (X, |[])) bir normlu uzay ve x = (x;), X uzayinda bir dizi olsun. Eger
Ve>0 igin Vm,k >k, iken ||x,, — x|l < & olacak sekilde bir k, = ky,(¢) €N

sayist varsa x = (xj) dizisine bir Cauchy dizisi denir (Kreyszig, 1978).

Tanmm 3.7. (X, ||"]|) bir normlu uzay ve x = (x), X uzayinda bir dizi olsun. Eger
Ve>0 igin Vk >k, iken ||lx;, — x|| < € olacak sekilde bir ky = ky(g) € N sayisi

varsa x = (xi) dizisi x' e yakinsaktir denir. I!im X =x veya (k— ) x, —x
—00

seklinde yazilir (Kreyszig, 1978).

Tanmm 3.8. (X,||"||) normlu uzayinda her Cauchy dizisi bu uzayin bir noktasina

yakinsiyorsa bu normlu uzaya tam normlu uzay veya Banach uzayi denir (Kreyszig,
1978).

Teorem 3.1. Bir X Banach uzayinin bir Y alt uzaymin tam olmasi i¢in gerek ve yeter
sart; Y uzayinin X uzayinda kapali olmasidir (Kreyszig, 1978).

Tamim 3.9. w, biitiin reel ve kompleks terimli x = (x;) dizilerin uzayidir. Bu

uzaydaki metrik

o 1 |2 — yicl
dyy =Y kel
G =2 T -l



seklindedir (Kreyszig, 1978).

Tamm 3.10. [ ile biitiin x = (x;) siurl dizilerinin uzay1 gosterilir. Yani

Lo = {x = (1) + suplel < oo}
k
dir. Bu uzaydaki metrik d(x, y) = sup|x; — vy | seklindedir (Maddox, 1970).
K
Tamim 3.11. cile biitiin x = (x;) yakinsak dizilerinin uzay1 gosterilir. Yani
c={x=(xk):3l6c:>lli_>rg|xk—l| =0}

dir. c dizi uzay1 d(x,y) = sup|x, — y,| metrigi ile birlikte bir metrik uzaydir (Maddox,
k

1970).

Tamim 3.12. ¢, uzayu, sifira yakinsak dizilerin uzayidir. Yani

coz{xz(xk):lli_r)r.}ox,C:O}

dir. Bu uzaydaki metrik d(x, y) = max|x; — yi| seklinde alinabilir. Ciinkii her sifir

dizisinin bir maksimum elemani vardir (Maddox, 1970).

Tamim 3.13. p = (p;) pozitif sayilarin sinirh bir dizisi ve 0 < p, < supp, = H < o©

olmak tizere I(p) uzay1

l(p) = {x = (xk)=Z|kupk < 00}
k=1

seklinde tanimlanir. Bu uzaydaki metrik M = Max{1, H} olmak {izere



1
M

d(x,y) = (lek - J’k|p">
n=1

seklindedir (Maddox, 1970).

Teorem 3.14. [, c ve cy uzaylari; [|x||, = S%plxkl normu ile ve [, uzay1 p = 1 igin

normu ile bir Banach uzayidir (Kreyszig, 1978).

Tamm 3.15. X, K cismi iizerinde bir vektor uzayi olsun. Eger g: X = R fonksiyonu
asagidaki sartlar1 saglarsa g’ ye bir paranorm denir, (X, g) ikilisine de paranormlu uzay

denir.

P1) g(8) =0,

P2) g(x) = g(—x),

P3) glx+y) < gx) + g,

P4) (1) skalerlerin bir dizisi ve 1, = 4 (k = ) olsun. x,a € X i¢in x;, =
(k = ) iken g(x; — a) = 0 ve Axx;, = Aga (k = ), gk = Apa) = 0 (k = o)
(Wilansky, 1984).

Tanmim 3.16. Eger g(x) = 0 iken x = 8 oluyorsa g’ ye total paranorm denir (Maddox
ve Willey, 1974).

Tamim 3.17. Her yarmorm bir paranormdur. Bu teoremin karsitt dogru degildir

(Maddox ve Willey, 1974).

Tammm 3.18. A c R, f: A — R bir fonksiyon ve a € A olsun. lim f(x) = f(a) ise f
Xx—a

fonksiyonu a noktasinda siireklidir (Balc1, 1997).

Tanim 3.19. A,BCcR,f:A— B olmak iizere Vx €A i¢in |f(x)| <K olacak

sekilde bir K pozitif reel sayisi varsa f fonksiyonuna sinirlidir denir (Balct, 1997).



4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Yogunluk Fonksiyonu

0: Kc N —[0,1] K kiimesi dogal sayilar kiimesinin bir alt kiimesi olsun.

|K(m)|

S(K) = lim

n—-oo

seklinde tanimlanan fonksiyona K kiimesinin yogunlugu denir. K(n): = {k < n: k € K}
olarak tanimlanir ve |K(n)| ifadesine K kiimesinin kardinalitesi yani eleman sayis1 denir

(Niven ve ark.,1991).
K = {k € N : k =m?} almirsa [K(n)| < v7 olur ve lim ** = 0 olur ki buda 3(K) = 0
n—-0o

elde edilir.
K={2k:k eN }ve K={2k+1: k € N } kiimeleri i¢inde 3(K) = 1/2 olur.
4.2. istatistiksel Yakinsakhik

X=(x;)) bir dizi olsun. Her & > 0 i¢in 5({keN | |x, — I| = €}) = 0 olacak sekilde bir
[ sayis1 varsa x dizisi [ sayisina istatistiksel yakinsaktir denir ve S — lim x;, = ile

X—00

gosterilir.
Teorem 4.1. Acikga goriilebilecegi gibi yakinsak her dizi istatistiksel yakinsaktir.
Ispat: x; — x olsun. Bu durumda € > 0 igin k > k, iken |x; — x| < € olacak sekilde

bir k, € N vardir. Demek ki ancak k < k igin |x;, — x| = € olur. Halbuki

liml|{k<n- lx— x| = e} < limlk =0
n-on - ) k - _n—>oon 0

dir. Fakat bu iddianin tersi dogru degildir. Smurli bir dizi de istatistiksel yakinsak

olmayabilir. Gergekten

m=1,2,3,..



seklinde tanimlanan x = (x;) dizisii¢in S — limx = 1 dir, ancak x & [, ve bu
nedenle x yakinsak degildir.

dizisi siirhidir fakat istatistiksel yakinsak degildir.

Tamim 4.1. x = (x;,) dizisi verilsin. Eger,

n

1

lim ~» (=) =0
k=1

ise x = (x;) dizisi [ sayisina C;-yakinsaktir denir.

C;-yakinsak olan dizilerin kiimesi C; sembolii ile gosterilir.

n

1
1= {x = (xg): lim = ) x, = 1,3l EC}
n—-oon

k=1

Tanim 4.2. Tiim pozitif reel sayilarin azalmayan, sonsuza giden ve

A1 <A, +1, 4 =1

kosulu saglayan A = (A4,,) dizilerinin kiimelerini A sembolii ile gosterecegiz (Mursaleen,

2000).

Tamm 4.3. 1 = (A1,,) dizisi, pozitif reel sayilarin azalmayan, sonsuza giden ve

/171.+1S/1TL+1’ 11:1

I, =[n—2,+1,n]

kosulu saglayan bir dizi olsun. Genellestirilmis De la Valle-Poussin ortalamasi

1 o0
th(x) = = E X;
n

jeln
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seklinde tanimlanir. n— oo iken t,(x) = U’ye gidiyorsa x = (x;) dizisi I’ye (V,1) —

toplanabilirdir denir ve

1 [o.0]
[V, 2] = {x = (x): 3L € R, lim —Z|xj —1l =0
now A,

jeln

seklinde tanimlanir (Mursaleen, 2000).

Tanim 4.4. K c N olsun ve K’nin 4 —yogunlugu

1
8(K) = lim — | kel kek})
n

olarak tanimlanir. Burada A,, = n olmasi durumunda K’nin 1 —yogunlugu §, (K), K’nin
dogal yogunluguna doniisiir. Her K € N i¢in (4,/n) <1 ise §(K) < 6,(K) olur
(Mursaleen, 2000).

Tanim 4.5. x = (x) bir dizi olsun. Her e > 0ve I, = [n — 1, + 1,n] igin

1
lim — [{kel,: |x;, — | =€} =0
n—oo An
oluyorsa x = (x;) dizisi I’ye A —istatistiksel yakinsaktir denir ve S, —llimxk =1

seklinde gosterilir. Tiim A —istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesini S, ile gosterecegiz
(Mursaleen, 2000).
1932 yilinda Agnew (Agnew, 1932)’in Cesaro alt metodunun bir genellemesi

olan deferred Cesaro metodunu asagidaki sekilde tanimlanmugtir:
p(n) < q(n) ve lim q(n) = o (4.1)
n—-oo

kosulu saglayan dizileri olmak tizere x = (x;) reel terimli dizisinin deferred Cesaro

ortalamasi
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q(n)
1

Dyg,X) =———— X ,n =123, .. (4.2)
Poa ), = Sy ot e

bigimindedir.

(Dp.g»X) n doniisiimiine x = (x;) dizisinin deferred Cesaro ortalamas: denir.
(4.2)’de verilen D, , metodu regiiler olmasmin yani sira baska onemli dzellikleri de
sagladigr Agnew (Agnew, 1932) tarafindan ifade edilmistir.

Ayrica, Kc N olmak tzere

1) = lim su

1
Dpq = lim Pme(n) <k <q(m):k € K}|

biciminde tanimlanan ifadeye K kiimesinin deferred istatistiksel {ist yogunlugu denir
(Kiigtikaslan ve Yilmaztiirk 2016).

6*Dp,q fonksiyonu; V K,L < N icin

)& Dpq (K) mevcut ise 6 Dpg (K)=6* o (K)

I é Dpg (K) # 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart §* Dy q(K) >0

Il 6~ Dpq fonksiyonu monoton artandir.

ozelliklerini saglar (Kiiglikaslan ve Yilmaztiirk 2016).

Tanmm 4.6. x = (x;) reel ya da karmasik terimli bir dizi p = {p(n)}eny Ve
q = {g(M)}nen (4.1) kosulunu saglayan pozitif tam sayilarin dizileri olmak tizere, Ve >

0 i¢in

. 1
_— < . —_ > =
rlll_r}go P {p(n) <k <qn):|x,—1 =€} =0,

saglanir ise X = (x;,) dizisi | sayisina deferred istatistiksel yakinsaktir denir ve

Il(im x, = l(DS[p, q]) biciminde gosterilir (Kii¢iikaslan ve Yilmaztiirk 2016).

Teorem 4.2. p = {p(M)}en Ve q = {q(n)},en pozitif tam

sayilarin (4.1) kosullarin1 saglayan dizileri olsun. Bu durumda x;, — [(D[p,q]) xx —

L(DS[p, q]) ’dur (Kiigiikaslan ve Yilmaztiirk 2016).
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Ispat: p = {p(Mleny ve q={q(M)}peny pozitif tam sayilarin (4.1) kosullarmi
saglayan pozitif tamsayilarin dizileri olmak iizer x, — [(D[p,q]) olsun. Bu durumda

keyfi € > 0 sayisi igin

q(n)
a(m — o) |l — 1
q(n) — p(n) iy K
ka—l|2£
1
= MHP(TO <k <qn):|x, —1] = ¢€}le

esitsizligi saglanir. Eger, yukaridaki esitsizligin her iki tarafinda n—oo iken limit alinirsa

rlli_r};mﬁp(n) <ksqgm):|xx—1ll=¢€}=0

elde edilir. Bu ise x = (x;) dizisinin [ sayisina deferred istatistiksel yakinsak oldugunu

gosterir.

Sonug 4.1. Eger,

xr = l(k = o0)isex, = I(DS[p,q])

dir (Kiigiikaslan ve Yilmaztiirk 2016).
Uyar 4.1. Teorem 4.2.°nin ve sonug 4.1.°in tersleri her zaman dogru degildir. Simdi
bunu bir 6rnek ile gosterelim:

Ornek 4.1. q(n) pozitif tam say1larn monoton artan bir dizisi ve m, # 0 tespit edilmis

dogal say1 olsun. x =(xy) dizisi n=1,2,... i¢in

{1 m << V0]

0, diger durum

biciminde tanimlansin. Eger 0 < p(n) < [[w/ q(n)]] —m, kosulunu saglayan

p = {p(n) }nen dizisi i¢in (D[p, q]) metodu goz 6niine alinirsa keyfi € > 0 igin
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1
lim ——— |k {p(n) <k < qn):|x, — 1| = €}| = lim 0

O —
nven q (1) — p(n) ne q(n) — p(n)

saglanir.
Bu ise, x = (xj) dizisi verilmis, q(n) ve Ozenle segilmis p(n) igin x;, —

[(DS[p,q]) oldugunu gosterir. Diger taraftan,

(n)
3 mo([ya@] - me)* _

lim ————
neeq(m) —p() noe q(n) —p(n)

(V]

saglanir.

Bu ise, my # 0 oldugundan x = (x;) dizisinin I’ye D[p, q] yakinsamadigini
gosterir.

Asagidaki teorem de Teorem 4.2.’nin tersinin ne zaman dogru olacagini ifade

eder.

Teorem 4.3. x = (xi) € l,, Ve x; = [(DS[p, q]) olsun. O zaman x;, = L(D[p,q])

dir (Kiigtikaslan ve Yilmaztiirk 2016).

Ispat: O halde 3 M > 0 reel say1s1 bulunabilir yle ki V n € N icin [x; — | < M

dir. Keyfi € > 0 i¢in

q(n)
e
A -p@) Ly
a(n) q(n)
I Z]m=”+————— I — 1|
q(n) — p(n) k=50 41 q(m) —p(n) k=p(n)+1
|x—1|ze | —ll<e
) q(n) q(n) \
P — Y Z 1+¢ Z |2 — 1
q(n) — p(n) k=p(m)+1 k=p(n)+1 /
| —1|ze |xp—1|<e
1
< . < . — >
<M e e (P00 <k < a():x =~ 1] = £}

+ sm|k{p(n) <k< Q(TL): |Xk - ll > 8}'
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esitsizligi saglanir.
Eger,
1

m, q(m)—p(n) lk:{p(n) <k < q(m):lx, — 1l 2¢}| =0,

oldugu dikkate alinarak (n—0) iken limite gecilirse

q(n)

lim ———— lx, — 1] =0
e q(n) —p(n) | L T

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.
4.3. S ve DS Metotlarimin Kiyaslanmasi

Bu bolimde istatistiksel yakinsaklik ile deferred istatistiksel yakinsaklik
arasindaki iliski (4.1) kosulunu saglayan p = {p(n)},en Ve q = {q(n)},ey dizileri

tizerine konan kosullar altinda incelenecektir.

Teorem 4.4. x = (x;,) reel terimli bir dizi ve [ € R olsun. Bu durumda {ﬂ}

q(n)-p(n)
sinirh ve x;, = [(S)ise x, — [(DS[p, q])’dir (Yilmaztiirk ve Kiigiikaslan, 2011).

Ispat: x = (x;) reel terimli bir dizi ve [ € R sayisina istatistiksel yakinsak oldugundan

her € > 0 i¢in

1
lim —|{k<n:|x;, —1| =€} =0
n—-oon

saglanir.

Teoremin ispatin1 vermeden asagidaki sonucu ispatsiz olarak verelim:

{(an)Inen Ve {(bp)}nen pozitif tam sayilarin dizileri olmak iizere lima, = a, a€R ve

n—-oo

limb, = wise lima,, = a’dir.
n—oo n—oo
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Eger, {(@n)}nen dizisi Tlk<n:|(—1 =&}l =e ve {(bp)lnen dizisi

(b)) nen = q(n) bigiminde secilirse yukaridaki ifadeden

{I{k <qm):|x, =1l = €}| = e}
q(n)

dizisinin sifira yakinsakligi elde edilir. Yani;

1
lim —|[{k<n:|x, =1l =>¢}| =0
n—-oon

saglanir. Bu durumda, (4.1) kosullarini saglayan q = {q(n)},ey dizisi i¢in
{p() <k <qm),|Ix, =z} € {k <qm), lx, -] = ¢}
icermesi ve
{p(m) <k <qm),lx -l z e} <{k <q),|x — 1| = €}

esitsizligi saglanir. Her iki taraftan n—oo * iken limit alinirsa

}li_r)r(}omﬁ p(n) <k <qn),lx — 1] =€}

< I 3y~ g = 900 1129
. q(mn) 1
< lim I{k < q(n),|x; — 1| =€}
n-c _ b\ qm)
q(n) (1 q(ﬂ))
1
(1 B q(n)>

elde edilir. Burada,
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_ 1
(T

Ve

1
lim ——|{k<qn),|x,—1|=¢€} =0
lim —e 10k < a0, b — 11 2 )

oldugundan x;, — [(DS[p,q]), n = oo, bulunur.

Sonuc 4.2. Teorem 4.4. kosullar1 altinda q = {q(n)},en pozitif tam sayilarin bir dizisi

n

—} sinirl bir dizi olsun. Bu durumda
q(n)—p(n)

Oyle ki VneN i¢in q(n) < n saglansin ve {

x = L(S) ise x; = [(DS[p, q]) *dir (Yilmaztiirk ve Kiigiikaslan, 2011).

Uyan 4.2. Eger {%} sinirlt degilse Teorem 4.4.°1n tersi dogru degildir. Bunu

gormek icin asagidaki 6rnegi gdz oniine alalim.

Ornek 4.2. x = (x;,) dizisi

k+1 K tek
2 ¢

X = k
—E, kglft

biciminde tanimlansin. Eger, p(n) = 2n, q(n) = 4n bi¢iminde se¢ilirse Teorem
4.4.in kosullarinin saglandigi agiktir. Ayrica Teorem 4.4.’ten x;, — 0(DS[2n, 4n]),
oldugunu goriiriiz. Fakat vV € > 0 igin

1
lim —[{k<n:|(x, =1l =€} #0
n—-oon

dir. Bu da x;, » 0(S) ’dir.

Tamm 4.7. x = (x;) kompleks terimli bir dizi olmak tizere, Ve > 0 igin
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) 1
7lql_r)rgon—aI{kSn:ka—yIZs}l:0

olacak sekilde bir y sayisi varsa x = (x;) dizisi y sayisina a. dereceden istatistiksel

yakinsaktir denir ve S¢ — limx = y seklinde gosterilir, (Colak, 2010)

Tamm 4.8. 1 € A ve a € (0,1] olsun. I, = [n — A, + 1,n] ve 1,,%, 1, in a. Kuvveti

yani 4, = (1,%) = (,% 1,% 155, ..., 1,%, ...) olmak iizere Ve > 0 igin,

1
lim — {k<€el, :|x() —y|l=¢€}| =0
n—>oo/1n

ise x = (x;) dizisi y ye a. dereceden A —istatistiksel yakinsaktir veya y ye S;%
yakisaktir denir (Colak ve Bektas, 2011). Bu durumda S;% — limx =y veya x; —

v(5;%) yazilir. 4, = n dzel halinde S ile S* uzaylar birbirine denk olur.

Teorem 4.5. Her n € N i¢in q(n) =n olmak iizere p = {p(n)},ey dizisi verilsin.
x; — [(DS[p,q]) olmas1 icin gerek ve yeter kosul x; — [(S)‘dir (Yilmaztirk ve
Kiigiikaslan, 2011).

Tamim 4.9. (X, g) bir paranormlu uzay olsun. Bir x = (x}) dizisine Ve > 0 i¢in k > k,
iken g(x; —¢) < € olacak sekilde bir pozitif k, tam sayisi mevcut ise ¢ sayisina
yakinsak veya g — yakinsak denir. g — limx = ¢ seklinde gosterilir (Alotaibi ve Alroqi,
2012).

Tanim 4.10. (X, g) bir paranormlu uzay olsun. Bir x = (x;) dizisine Ve > 0 i¢in

1
lim—=|{k<n:g(x,—¢)=¢e} =0
n-oon

ise (xj) dizisine, ¢ sayisina istatistiksel yakinsak veya g(S) —yakinsak denir. g(§S) —
limx = ¢ seklinde gosterilir (Alotaibi ve Alroqgi, 2012).

Tamm 4.11. (X, g) bir paranormlu uzay olsun. Bir x = (x},) dizisine Ve > 0 igin
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1
lim /’l_l{k ElL:gxy—¢)=¢}| =0

n—-oo n

ise (xj) dizisine, ¢ sayisina A- istatistiksel yakinsak veya g(S;) —yakinsak denir.
9(S;) — limx = ¢ seklinde gosterilir (Alghamdi ve Mursaleen, 2013).

Tamim 4.12. (X, g) bir paranormlu uzay ve a € (0,1] olsun. Bir x = (x;) dizisine

Ve > 0 i¢in

1
lim —|[{k<n:g(x,—¢)=¢} =0
n-on

ise (x;) dizisine, ¢ sayisina a. dereceden istatistiksel yakinsak veya g(S)% —yakinsak

denir. g(8)* — limx = ¢ seklinde gosterilir (Ercan, 2018).
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5. SONUCLAR ve TARTISMA

Bu boliimde paranormlu uzaylarda o. dereceden deferred istatistiksel
yakinsaklik, deferred istatistiksel Cauchy ve deferred Cesaro toplanabilme kavramlari

tanimlanip bunlar arasindaki iliski incelenecektir.

N dogal sayilar kiimesinin bir A alt kiimesinin a. dereceden deferred

yogunlugunu

Opq(A) = li

i s s P () <k < g ke )]

seklinde tanimlayacagiz.

Tamm 5.1. x = (xi) , (X, g) paranormlu uzayinda bir dizi ve {p(n)} ve {q(n)} negatif
olmayan tamsayilarin (4.1)’deki sartlar1 saglayan iki dizi ve a € (0,1] olsun. Ve >0

i¢in;

lim @) = p))" {p(m) <k<qn):gxx—1=e}|=0

ise x = (xi) dizisine (X, g) paranormlu uzayinda [ sayisina a. dereceden deferred
istatistiksel yakinsaktir denir.

X = (xi) dizisi paranormlu uzayda [ sayisimma a. dereceden deferred istatistiksel
yakinsak ise g(DS%[p,q]) — limx;, = [ seklinde gosterilir. Bu sekilde yakinsayan tiim
dizilerin kiimesini g(DS%[p, q] ) ile gosterecegiz.

i) Butanimda q(n) = n, p(n) = 0ve a = 1 segilirse paranormlu uzayda a. dereceden
istatistiksel yakinsaklik Tanim 4.10.’daki (Alotaibi ve Alrogi, 2012) paranormlu
uzaylardaki istatistiksel yakinsaklik tanimina indirgenir.

ii) Bu tanimda q(n) = 4, , p(n) = 0 ve a = 1 segilirse Tanim 4.11.” deki (Alghamdi ve
Mursaleen, 2013) paranormlu uzaylarda A-istatistiksel yakinsaklik tanimina indirgenir.
iii) Bu tamimda q(n) =n,p(n) = 0 segilirse Tamim 4.12.’deki (Ercan, 2018)
paranormlu uzaylarda o. dreceden istatistiksel yakinsaklik tanimina indirgenir.

(X, g) paranormlu uzayda tanimli a. dereceden deferred istatistiksel yakinsaklik

a € (0,1] igin iyi tanimli fakat o > 1 igin iyi tanimli degildir.
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x = (xy) dizisini;

x—{l’ k=2m
k10, k +2m

seklinde secelim. Bu takdirde q(n) = n?, p(n) =n, g(x) = |x| ve a > 1 secilirse

2

elde edilir ki bu miimkiin degildir.

Tammm 5.2. x = (x), (X, g) paranormlu uzaymda bir dizi, {p(n)} ve {q(n)} pozitif
tamsayilarin (4.1)’deki sartlar1 saglayan iki dizisi o € (0,1] olsun. V € > 0 i¢in

{ p(n) <k <q(m):g(xx —xy) =€} =0

W, ) — p()°

olacak sekilde bir N = N(¢) sayis1 varsa x = (x) dizisine (X, g) paranormlu uzayinda

a. dereceden deferred istatistiksel Cauchy dizisi denir.
Tammm 5.3. x = (x;), (X, g) paranormlu uzayinda bir dizi, {p(n)} ve {q(n)} pozitif
tamsayilarin (4.1)’deki sartlari saglayan iki dizisi ve

a € (0,1], m € R* olsun.

qm)
1

lim lglx, — D™ =0
T R LN

olacak sekilde bir [ sayis1 varsa x = (x;) dizisine a. dereceden kuvvetli deferred m-

Cesaro yakinsaktir denir ve DWW, (g) — limx;, = L ile gosterilir.

Teorem 5.1. x = (x;) ve y = (y;) herhangi iki dizi ve a € (0,1] olsun. Bu takdirde;
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i) ceR ve (xi) dizisi (X,g) total paranormlu uzayinda [ sayisina o. dereceden
deferred istatistiksel yakinsak ise (cxj) dizisi cl’ye o. dereceden deferred istatistiksel
yakinsaktir.

i) (X, g) total paranormlu uzayinda (x;) dizisi [, e ve (y) dizisi [,’ye o. dereceden
deferred istatistiksel yakinsak iseler (x; + ;) dizisi (I; +1,)'ye a. dereceden

deferred istatistiksel yakinsaktir.

Teorem 5.2. (X,g) total paranormlu uzayinda (xj) dizisi a. dereceden deferred
istatistiksel yakinsak ise istatistiksel limiti tektir.
Ispat: Farz edelim ki g(DS%[p,q]) — limx, = I, ve g(DS%[p,q]) — limx; = I, olsun

ve € > 0i¢in A;(¢) ve A,(¢) kiimelerini
&
(&) ={p(m) <k<q(n): glxe — L) =5}

Ax(e) = fp(m) <k < am) : gl — 1) 25}

seklinde tanimlayalim ve g(DS%[p,q]) — limx; =I; oldugundan 6(A;(e)) =0 dir.
Benzer sekilde g(DS*[p, q]) — limx, = I, oldugundan 6(A,(g)) = 0 dur.

A(e) = A1(€) U Ay () oldugundan §(A(e)) = 0 ve §(A°(e)) = 1 dir. Simdi

k € N\ A(e) olsun. Bu takdirde

gl —0L) <iglx, =1+ gl — 1) < g + g =¢ olur. €>0 keyfi oldugundan

g(l; — 1) = 0 elde ederiz ki buradan [; = [, elde edilir.

Teorem 5.3. (X, g) paranormlu uzayinda x = (x;) dizisi I’ye g — yakinsak ise (x)
dizisi I’ye o. dereceden deferred istatistiksel yakinsaktir fakat bunun tersi dogru
degildir.

Ispat: Farz edelim ki (x;) dizisi I’ye g — yakinsak olsun. O zaman V £ > 0 icin N €
N* vardir yle ki Vk = N i¢in g(xx — 1) < € yazabiliriz.

A(e) ={k€N:glxx— D =e}c {1,2,..,k} oldugundan &(A(¢)) =0dir. Bu
nedenle g(DS*[p,q]) — limx;, = L olur.
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Teoremin tersinin dogru olmadigini gostermek i¢in asagidaki Ornegi goz Oniine

alalim.

Ornek 5.1. X = f(%) = {x = (xk):z,cf:llxkli < Oo},g(X) = (Z}?:ﬂxk)l%)

paranormu ile bir paranormlu uzay olsun. (x;) dizisini

seklinde tanimlayalim. Buradan
A(e) ={k <n:g(xy) = €}

kiimesini ele alalim. Buradan

1
g(x) = {kf, k = n?ise
0, k # n?ise

elde edilir. Boylece

1, k = n?ise

Il{l_r)rgog(xk) - {0, k #n?ise

elde edilir. Bu da bize (x;) dizisinin g — limitinin olmadigimi gosterir. Diger taraftan
a>- icin 8%4(A(e)) = Oelde edilir. Bu da g(DS*[p,q]) — limx;, = 0 oldugunu
Verir.

Teorem 5.4. x = (x;) dizisinin (X, g) tam paranormlu uzaymda a. dereceden deferred

istatistiksel Cauchy olmasi igin gerek ve yeter sart a. dereceden deferred istatistiksel

yakinsak olmasidir.

Ispat: Farz edelim ki (x,) dizisi g(DS*[p,q]) — Cauchy fakat g(DS%[p,q]) yakinsak

olmasidir. O zaman F(e) = {k € N : g(xy — x;,) = €} olmak iizere 85 4(F(¢)) = 0 elde
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ederiz. Ayn sekilde H(g) = {k EN:g(x,—D< g} olmak iizere 63 4(H(g)) = 0 yani
8p,q(H (g)) = 1elde ederiz. g(x, — 1) < g ise 0 zaman

(X — Xm) < 2g(x — 1) < € elde ederiz. Dahasi 85 4 (F¢(g)) = 0 yani

8p,q(F()) = 1 elde edilir ki (xj) dizisi g(DS*[p,ql) — Cauchy oldugundan bu bir

celiskidir. Bu nedenle x = (x;) dizisi g(DS*[p, q]) yakinsak olmalidir.

Tersine farz edelim ki g(DS%[p, q]) — limx;, = [ olsun 0 zaman
A(e) ={kEN:g(xk—l) >£}
2

olmak {izere 6(A(£)) = 0 elde ederiz. Bu da
S(N\A(e)) =6 ({k EN:g(x,— D < %}) =1 oldugu anlamina gelir. m, k & A(¢)
olsun o zaman g(x,, — x;) < € dur.
Sabit m & A(e) i¢in B(¢) = {k € N : g(x,, — xx) < €} olsun. O zaman
N\ A(e) < B(¢) dur. Bundan dolay1

1=58(N/A(e)) < 8(B(e)) < 1.
N\B(e) ={keN: gl —xp) = ¢}

olmak tizere §(N \ B(¢)) = 0 anlamina gelir ki buda (x;) dizisinin (X, g) paranormlu

uazayinda o. dereceden deferred istatistiksel Cauchy oldugu anlamina gelir.

Teorem 5.5. (X, g) paranormlu uzaymda (x; ) dizisi I’ye o. dereceden kuvvetli deferred

-Cesaro yakinsak ise (xy) dizisi I’ye a. dereceden deferred istatistiksel yakinsaktir.

Ispat: (x;,) dizisi I’ye a. dereceden kuvvetli deferred -Cesaro yakinsak olsun & > 0 i¢in

q(n)
1

(a(m) —p(m))* k=Pt +1

lg(xie = D
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1 q(n) q(n)
= 9Ca =D+ > lgCue =D
a
(Q(n) - P(n)) k=p(n)+1 k=p(m)+1
g(xk—L)ze g(xp—L)<e
q(n)
> > lgGu - DI
= @ g\x —
(q (n) — p(n)) k=p(n)+1
g(xg—L)ze

= &) — p)® {p() <k < q(m):g(x =D = €}

elde ederiz. n — oo i¢in her iki tarafin limiti alinirsa

lim @) = p()< {p(m) <k<qn):glxx—1)=e}|=0

bu da bize (x;) dizisinin a. dereceden deferred istatistiksel yakinsak oldugunu verir.

Teorem 5.6. (X, g) paranormlu uzayinda (x;) dizisi sinirli ve a. dereceden deferred

istatistiksel yakinsak ise (x;) dizisi a. dereceden Cesaro yakinsaktir.

Ispat: (x) sl ve o. dereceden deferred istatistiksel yakisak olsun. . A(g) =
{k € N: g(xx — ) = €} kiimesini tanimlayalim. & > 0 i¢in 65 4(A(€)) = 0 elde ederiz.

(xx) smirh oldugundan g(x;, — ) < M olacak sekilde M > 0 sayisi vardir.

q(n)
1

(q(m) — p(m))” (Z

ke A(e)

S1(n) = gl =1

ve

q(n)
1

(q(m) — p(m))* (Z

keA(e)

S2(n) = g =1

olmak tzere
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1 q(n)
7 g = 1)
(q(n) - p(n)) k=p(n)+1 *
1 q(n) qn)
= a gxe =1+ a g = 1)
(qm) - p(m) kig%;l * (q(m) = p(m)) kz%“);l )

=51(n) + Sz (n)

dir.
k & A(e) ise S;(n) < e dur. k € A(¢e) igin oldugundan

|ACe)| - M |ACe)|

2 = 4 y '
S,(n) < (supg(x, — 1)) (qm) — p(m) (q(n) — p(n))

n — oo i¢in limit alinirsa S, (n) = 0 elde edilir ki bu da ispati tamamlar.
Teorem 5.7. (X, g) paranormlu uzayinda (x;) dizisi o. dereceden istatistiksel yakinsak

o
e (&) stirli bir dizi olsun. Bu takdirde (x;) dizisi a. dereceden deferred
p(m)—q(n)

istatistiksel yakinsaktir.

Ispat: (x;) dizisi (X,g) paranormlu uzaymda o. dereceden istatistiksel yakisak

oldugundan Ve > 0 i¢in

1
lim —|{tk < qn): gl — ) =€} =0
n-oon
yazabiliriz. Buradan

Jim I{k < q(n): g(xx — 1) = €} o
n-e (q(m)*

yazabiliriz. Buradan

{pM)<k<qgn):glx,—D=e}c{k<nglx—1 =c¢}
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oldugundan

{p(m) <k<q):glx—D=e<|{ p(n) <k <qn):glx,—1) = e}

yazabiliriz.

[{p(n) <k <q(m):g(x, — 1) = €}

1
(@) —p(m)*

p(n) 1
<(1+ q(n)—p<n>) Q)"

o

[tk < q(m): g(xx = D) = €}

Buradan (x;) dizisinin o. dereceden deferred istatistiksel yakinsak oldugunu elde

ederiz.

[24
Sonuc¢ 5.1. Her n € N i¢in g(n) < n ve ( ) sinirl bir dizi olsun. Bu takdirde

__ W
a(m)-p(m)
(X, g) paranormlu uzayinda bir dizi a. dereceden istatistiksel yakinsak ise a. dereceden

deferred istatistiksel yakinsaktir.

Teorem 5.8. {p(n)}, {g(n)}, {p'(n)} ve {q¢'(n)}, dizileri her n € N igin

p(n) <p'(n) <q'(n) <q®n)

esitsizligini saglayan diziler ve a € (0,1] olsun. Eger

(9 —p(m)\*
(=) >

ise (X,g) paranormlu uzayinda x = (x) dizisi g(DS%*[p,q]) yakinsak ise
g(DS*[p’,q']) yakimsaktir.

Ispat:

{k:p(M) <k<qdm):glxy,—-D=e}c{k:pm)+1<k<qn):g(x,—1) = ¢}

kapsamasini yazabiliriz. Buradan hareketle
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{k:ip'(m) <k <q' (Mgt —D =z}l <l{kip)+1<k<qm):glx—1D =¢l

bu esitsizlikten faydalanarak

1 l ! . _
oy 0P <k < d@:gtu =D 2 e}

- (q(n) —p(n) )“
“\g'(m)—p'(m)/) (g(n) —pn))“

{kip(M) + 1<k <qn):glg —1) = ¢}

yazariz. n — oo i¢in esitsizligin her iki tarafinin limiti alinirsa

lim @) = p()° {p(W) <k<qn):glxy—1) =€} =0

elde edilir. Buda x € g(DS*[p’,q']) olmasi demektir.

Teorem 5.9. {p(n)}, {g(n)}, {p'(n)} ve {q’(n)}, dizileri her n € N igin

p(n) <p'(n) <q'(n) < qn)

esitsizligini saglayan diziler ve a € (0,1] olsun. Her n € N igin {k:p(n) < k < p'(n)}
ve {k:q'(n) < k < q(n)} sonlu kiimeler olsun. Bu takdirde (X, g) paranormlu uzayinda
(xx) dizisi a. dereceden g(DS*[p’,q']) yakinsak ise a. dereceden g(DS%[p,q])
yakinsaktir.

Ispat: x = (x;) dizisi I’'ye g(DS*[p’,q']) yakinsak olsun. Bu takdirde Ve > 0 icin

p() <k <qn):glx,—D}=e¢
={p(n) <k <p'(m): g(xx — }
U{p'(n) <k<qgm)gl—1)=¢}
U{g'(n) <k <qn):glx,—1) =&}

esitligini yazabiliriz. Buradan
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1
(q(n) — p(n))« [{ p(n) <k <qM): g(xx — 1) = €}

1
< e =yay (P <k <p':gCu =D =€)

T = p )" {p'(n) <k <q'(n):glx —D = e}

1
(q'(m) = p'(M)*

{p'(n) <k <q(n): g(x, — 1) = €},

esitsizligini yazabiliriz. n — oo esitsizliginde limit alinirsa

lim @) = pa)® I{ p(V) <k <q(n):g(xx — 1) =€} =0

elde ederiz. Buda x € g(DS*[p, q]) olmas1 demektir.
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