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1. GIRIS

Geometrik tasarim ve modelleme, miihendislikten mimariye, endiistriyel
tasarimdan bilgisayar grafiklerine kadar modern diinyanin pek ¢ok alaninda merkezi bir
rol oynamaktadir. Bilgisayar destekli tasarim (CAD) sistemlerinin temelini olusturan
egriler ve yiizeyler, karmasik formlarin dijital ortamda hassas bir sekilde
tanimlanmasini, manipiilasyonunu ve gorsellestirilmesini miimkiin kilar. Bu egri ve
yiizey temsil yontemleri arasinda, 6zellikle esnekligi ve sezgisel kontrol edilebilirlikleri
sayesinde Bézier egrileri ve genellemeleri, endiistriyel standart haline gelmistir. (Piegl
ve Tiller, 1997; Farin,2002)

Bézier egrileri, ilk olarak 1960'1 yillarin basinda Fransiz miithendis Pierre Bézier
tarafindan, Fransiz otomobil iireticisi Renault'da otomobil govdelerinin piiriizsiiz ve
estetik hatlarin1 tasarlamak amaciyla gelistirilmistir. (Bezier,1972) Ancak benzer bir
caligmay1 ayn1 donemde Citroén'de Paul de Casteljau da bagimsiz olarak yliriitmekteydi.
(Farin, 2002; Rogers, 2001) Bu iki 6ncii isim, kontrol noktalar1 araciligtyla egrilerin
seklinin kolayca degistirilebilmesini saglayan algoritmalar gelistirerek, elle ¢izimden
dijital modellemeye geciste devrim niteliginde bir adim atmistir. Bézier ve de
Casteljau'nun calismalari, giiniimiizde kullandigimiz pek ¢ok 3D modelleme yaziliminin
ve CAD/CAM sisteminin temelini atmis, tasarimcilara hayal giiclerini somutlagtirma
konusunda benzersiz bir 6zgiirliikk sunmustur. (Mortenson,1997; Piegl ve Tiller, 1997)
Otomotivden havaciliga, gemi insasindan ayakkabi tasarimina, hatta animasyon
filmlerindeki karakter modellemelerine kadar sayisiz alanda Bézier egrileri, karmasik
yiizeylerin akici ve estetik bir bigcimde olusturulmasini saglamistir. (Farin, 2002)

Bu tezin temel odak noktalarindan biri olan Dual Bézier Egrileri ise, Bézier
egrilerinin matematiksel dualite prensibi {izerinden farkli bir bakis acisiyla
incelenmesidir. Dualite, geometride noktalarin dogrulara, dogrularin noktalara
dontigsmesi gibi temel kavramlar arasinda simetrik bir iliski kurar. (Mortenson,1997) Bu
perspektif, egrilerin ve ylizeylerin sadece noktalar kiimesi olarak degil, ayn1 zamanda
tegetler, normal diizlemler veya diger geometrik elementler koleksiyonu olarak da ele
alinmasina olanak tanir. Dual Bézier egrileri, 6zellikle belirli geometrik 6zelliklerin
veya smir kosullarinin hassas bir sekilde kontrol edilmesi gereken uygulamalarda,
geleneksel yaklagimlara gore avantajlar sunabilir. Ornegin, bir yiizeyin belli bir yondeki

tegetsel siirekliligini saglamak veya belirli bir diizleme gére konumunu ayarlamak gibi



miithendislik problemlerinde dual formiilasyonlar daha sezgisel ve etkili ¢dziimler
sunabilir. (Piegl ve Tiller, 1997 — NURBS baglaminda genel diialite fikri)

Tezin diger ana konusu olan Bishop Catilar1 ise, uzaydaki bir egri boyunca
hareket eden bir referans g¢ergevesidir. Geleneksel olarak egrilerin geometrik
Ozelliklerini incelemek i¢in kullanilan Frenet Catis1 (veya Frenet-Serret Catisi), egrinin
burulmasinin sifir oldugu diizlemsel egrilerde veya burulmanin tanimlanamadig
noktalarda sorunlar yaratabilir. Bishop catisi, bu kisitlamalari asarak, bir egri boyunca
siirekli ve 1yl tanimlanmis bir ortonormal baz saglar. Richard L. Bishop tarafindan
1970'li yillarda gelistirilen bu ¢at1, bir egri boyunca doniisii minimize eden "donme
indirmeli" (rotation minimizing) bir ¢erceve sunar. (Bishop, 1975) Bu 6zelligi sayesinde
Bishop catisi, bilgisayar grafikleri, robotik, sanal gergeklik ve mekanik tasarim gibi
alanlarda, 6zellikle de yoriinge planlama, kamera hareketi kontrolii veya nesnelerin bir
yol boyunca yoneliminin hassas bir sekilde belirlenmesi gereken durumlarda kritik bir
ara¢ haline gelmistir. (Wang ve ark.,2008) Ornegin, bir robot kolunun belirli bir yol
boyunca hareket ederken tuttugu aracin yOniinii sabit tutmasi veya bir sinema filminde
kameranin bir nesneyi takip ederken titrememesini saglamak gibi uygulamalarda Bishop
catis1 vazgecilmezdir. (Wang ve ark., 2008)

Bu tez calismasi, Dual Bézier egrilerinin teorik yapisini Bishop ¢atilariyla olan
iliskisi baglaminda inceleyerek, egri tasariminda ve kontroliinde yeni yaklagimlar
sunmay1 hedeflemektedir. Calismada, dual geometri prensiplerinin Bézier egrilerine
nasil uygulanabilecegi, bu dual formiilasyonlarin Bishop catis1 6zellikleriyle nasil
entegre edilebilecegi ve elde edilen sonuglarin potansiyel uygulama alanlar1 detayli bir
sekilde arastirilacaktir. Bu entegrasyonun, 6zellikle uzamsal egrilerin hassas kontrolii ve
karmasik geometrik yiizeylerin tasarimi konularinda 6nemli katkilar saglayacagi
diisiiniilmektedir. Bu ¢alisma hem teorik bir temel sunmay1 hem de pratik uygulamalara

yonelik yeni ufuklar agmay1 amaglamaktadir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Egriler diferansiyel geometride siirekli ilgi alan1 olmakla beraber genis bir
caligma alanina sahiptir. En yaygin olarak egrilerde Frenet catis1 kullanilmakla beraber
farkli yeni ¢atilar da olusturulmustur. Bunlardan Bishop c¢atis1 (Bishop, 1975) egrinin
teget vektori degismeden diger normal ve binormal vektorlerinin bir ag1 ile
dondiiriilmesiyle paralel 6teleme cat1 olarak adlandirilan farkli bir ¢at1 olarak karsimiza
cikar. (Bishop, 1975) Literatiirde pek ¢ok egri Bishop c¢atisina gore incelenmistir
(Y1lmaz ve Turgut, 2010; Biik¢ii ve Karacan, 2008; Biik¢ii ve Karacan, 2009; Kd&rpinar,
Asil ve Bas, 2011; Korpinar ve Demirkol, 2017; Yilmaz ve Turgut, 2010).

Matematiksel modelleme ve dizaynda 6nemli bir yeri olan Bernstein polinom
egrileriyle tanimlanan Bezier egrileriyle pek cok calisma yapilmigtir. (Samanci, Celik
ve Incesu, 2015), Bezier egrilerini Bishop ¢atisina gore incelemislerdir. (Evren ,2020),
Bertrand NURBS egrilerini tanimlamistir. (Samanci Kusak, 2018), Bezier egrilerini
farkli bir uzayda alip Minkowski Uzayinda timelike rasyonel Bezier egrilerini
calismistir. Ayrica bu egriler literatiirde (Farouki, Szafran ve Biard, 2009; Hoschek,
1992; Incesu ve Gursoy, 2004; Incesu, 2003; Incesu ve Kiren, 2008; Juhasz, 1999; Liu
ve Wang, 2002; Piegl ve Tiller, 1999) tarafindan ¢alisilmiglardir. Son zamanlarda ise
(Kilicoglu ve Senyurt, 2020), Kiibik Bezier egrisinin involiitiinii ¢calismistir. Ayrica
(Abdel-Aziz vd. 2021), Frenet cati kullanilarak tibbi goriintii rekonstriiksiyonunu
tyilestirmek i¢in Bezier egrileri tanimlamustir.

Bishop c¢atisinin disinda son zamanlarda q-gati (quasi); g-normal vektoriin
izdiisiim vektort ile teget vektoriin vektorel carpimi ile tanimlanmistir (Dede vd., 2018).
Calismamizda kullandigimiz ¢at1 ise Bishop catisinin belli bir ag1 ile dondiiriilmesiyle
elde edilen Hibrit catisidir. Bu cati, miihendislikte malzeme alaninda modelleme
olusturulurken kullanilmistir. Bir uzay egrisinde Hibrit cat1 kullanilarak ince ve kalin
kavisli ¢ubuklarin veya borularin biiyilk deformasyonunu analiz etmek i¢in model
sunulmustur (Arbin ve Reddy, 2018; Arbin ve Reddy, 2019).

Ayrica (Biik¢li ve Karacan, 2008, 2009), Bishop catisina gore slant helix (egik
helezon) tiirlerini Lorentz uzayinda detayli olarak incelemislerdir. (Biik¢ii ve Karacan,
2009). Bu calismalarda, zaman-benzeri egrilerin Bishop c¢ercevesine gore geometrik
karakterizasyonu yapilmistir. Bishop Darboux ekseni ve paralel offset egrileri gibi

konular ele alinmistir.



Hatice Kusak Samanci ve Muhsin Incesu'nun ise 6zellikle Bezier egrileri iizerine
¢ok sayida calismalari bulunmaktadir. Ozellikle Minkowski uzayinda timelike Bezier
egrilerinin incelenmesi, N-Bishop catisina gore egrilerin tanimlanmasi, uzay-zaman
yapisinda rasyonel egriler, smarandache egriler ve regle yiizeyler gibi konular
literatiirde dikkat ¢ekmektedir. (Samanc1 Kusak, 2018; Incesu, Giirsoy ,2004; Incesu,
Kiren,2008; Samanci, Celik, Incesu, 2015)

Bu yoniiyle, literatiirdeki bu calismalar, dual Bezier egrileri ve Bishop c¢ati
yapisinin kombinasyonuna dayanan tezimize teorik altyapr ve karsilastirma imkani

sunmaktadir.



3. MATERYAL ve YONTEM

3.1 Egrilerde Bishop cati

Bishop cat1 veya paralel tagima catisi, egrinin ikinci tiirevi kayboldugunda bile
iyl tanimlanmis olan hareketli bir cer¢eveyi tanimlamaya yonelik alternatif bir
yaklagimdir. Bir egri boyunca ortogonal bir catinin paralel taginmasi, ¢atinin her bir
bilesenini paralel tagiyarak basit¢e ifade edilebilir. (Biik¢ii, Karacan, 2009) Catinin geri
kalani i¢in teget vektdr ve herhangi bir uygun keyfi baz kullanilir (ayrintilar i¢in bkz.
[10]). Birim hizli bir egrinin Bishop ¢atisinin (Biikg¢ii, Karacan, 2009, Bishop,1975)

tirev matrisi

TV 11 Kk k[T
M1 = [_kl O 0 M1
M, —k, 0 o0llm,

Olarak ifade edilebilir. Burada, {T, M;, M,} kiimesine Bishop tgliisii, k; ve k;'ye de

Bishop egrilikleri adin1 verecegiz. Bu catinin Frenet ¢atistyla iligkisi ise

T 1l 0 0 T
N| =10 cos(8(s)) sin(0(s)) [Ml
B 0 —sin(8(s)) cos(6(s))lLM,
Yada
T1 1 0 0 T
M;[=10 cos(8(s)) —sin(6(s))||N
M, 0 sin(6(s)) cos(6(s)) ILB

Seklindedir. Burada

k,
0(s) = arctg (—)
ky
Ve

7(s) = 6'(s)

K(S) = ’klz + kzz

ki, = kcos(6(s))
k, = ksin(0(s))

dir. Burada Bishop egrilikler ise

dir. (Yilmaz, Turgut, 2010)



3.2 Dual Egrilerinde Frenet Cati

Dual egrilerde dual Frenet ¢atiy1 {T, N, E’} ile ve dual egrilikleri de {k, 7} ile
gosterirsek,
Dual Frenet cat1 reel ve dual kisimlarina ayrilarak

T =T(t) +€T*(t)

N = N(t) + eN*(t)

B =B(t) + €B*(t)
Yazilabilir. ¢: D — D? Olarak tamimlanan bir ¢(t + et*) dual egrisinin taylor
acgilimlart dikkate alinarak elde edilecek ifadesi

P(B) =t +et) = p(t) + (" (1) +t7¢' (1)) )

yazilabilir. Burada ¢ (t) ve ¢*(t) egrileri ¢(t + et*) dual egrisinin t* = 0
anindaki konum egrisinin reel ve dual kisimlarini ifade eder. Yani

¢'(t+et)],._, =) +ep(®)

dir.
Ornek olarak
d(@) = (ag + €ay®) + (a; + €a;”)(t + et*) + (a, + €a,”)(t + et*)? Bigiminde
ikinci dereceden dual polinom egrisi olsun. Bu egri
d(@) = (ap + a; t + ayt?) + €[(ap” + a;*t + ay"t?) + t* (a; + 2a,t)]
Bi¢iminde yazildiginda
d(t) =ag+a;t+ a,t?
¢*(t) = ap* + a;*t + a,*t?
dir. Benzer sekilde ¢(f) nin tiirev denklemleri de

P = t+et)=¢'(0)+e(9” () +'9"(®)) )
$'(®) =¢"(t+et) =" (®) +e (9" () + 0" (D) 3)
$"(D) ="t +et)=¢"(O) +e(d7©® +'¢D ) ©

Olur. Buna gore bu egrinin herhangi bir £ = t + et* anindaki Frenet vektor alanlari
asagidaki gibidir:
T dual teget vektor alani

(’i)/ Zﬁ’ . ¢I+E(¢*’+t*¢”) . ¢,+€(¢*’+t*¢u)

T O T Toree@ T gy T

~)



Yazilirsa reel ve dual kisimlari

] _ " _ ¢’ ¢*,+t*¢” .
T=T@®+el"() =, 5+ €| =
(¢,,¢*,+t*¢”) , .
BT ()X PRI (5%)

Olur. Benzer sekilde B dual binormal vektdr alani

¢'xp"  _ [pr+e(@  +t7 9" )Ix[prr+e(p™ +e7prr)]
[8'x3"[|  llpr+e(p™'+t*¢" )Ix[prr+e(d" +t*pr]|

yazilirsa reel ve dual kisimlar

B =

5o ¢ x " +e 1 |[¢’ X"+ x " — (@79 ﬁ(;fx(p(:::l-;:{p*, x0T (@' x¢") +]|
llg" x ¢"I ||¢>'><¢"||Il + | x q,),,,_(qb’ ﬁﬁ';(z)"f;lf )(¢, < $") J|
=B + €B"

olur. Ayni sekilde N dual normal vektor alani da

N=BXxT

olacagindan

y [qb’ x¢" o x¢ - (6 x¢.0 - ¢*’:,+ ¢ x¢) (¢ o) +D
{ ¢’x¢” iy ’1 _ , ||f{>>§¢||,fl }x
o kI|<f> x¢'ll g x ¢ II{ . [¢, o 2 H; >.(¢¢">|<|;1> (s x¢,,)] ‘J

!

¢ do 0o
X ——+ €t T — -
loll - [lell o)

Bicimindedir. Bu ifadeden dual normal vektor alani

N
_ (¢’X¢”) X¢’
g llllg" x "Il
(¢/ X ¢*”) X ¢/ + (¢*’ X ¢H) X ¢/ + (¢/ X ¢//) X ¢*’
(' X", ' xp™" + 9" x ") (®.d)\ ., ., ,
1 _< PR AR e )“’ X xe

(@' X ") x ¢+ (@' X ¢") X §" +
(@' X" XY AN,
‘( o <o 2 T o )“’ ¢ x ¢

ter——
llgllllg" < ¢"ll
+t*

=N + eN*
bulunur.

Dual egrilik fonksiyonu K i¢in



||$I % $11|| _ ||[¢I + E(d)*’ + t*d)”)] % [d)” + e(d)*" + t*d)”,)]”

R = = ,
11 1¢1F + Bet"li@' I, ¢ + ")
_ ||¢/ % ¢u + 6[¢’ X ¢*” + ¢*’ % ¢// + t*(¢/ X ¢u/)]||
lp'1I3 + 3et*||p’ll{p", p*" +t*d"")
, N <¢I X ¢H,¢I X ¢*” +¢*’ X ¢II + t*(¢l X ¢III)>
=I|¢ x¢"|l+€ o X ]|
lp'lI3 + 3et*|lgp'lI{p", " +t*¢")
. lle' x ¢l ' (¢ x¢',¢ x9d" +¢" x¢ +t°(¢ x9"))
llo']l® o' 112lle x ¢l
o x¢'ll{¢. 0" +t°¢")
llp'll®
=K + €K*

Olur. Dual torsiyon egriligi ise,

PAPNIANAA)

_det(3 33 )
= 2
15" >3""

det l(cp +e ((1)*, + t*cp")) , (d)" +e (d) + tqb)) (qb +e (qb + t*¢(4))>l
B g x ¢ + eld’ x o + " x " + (@' x ¢ ]II?
[det <¢>', o (¢ + t*¢>(4)>> +det(¢ o ¢>)]

tdet (¢* b ¢)
" X " 12 + 26(p' X ", ' X ¢ + ¢~ X ¢ + t*(¢p' X "))

>

det(¢, ¢ ,¢") +e

( ldet(cp', ¢ (0" +9®)) +det(e, ¢, ¢"’)] )
. det(90"9) LLICRTITD)
T=—r 5 te) llo' x ¢"||? >
||¢ X ¢ || ! " 177 ! " ! *” *’ n * ’ nr
2det(¢p, ¢, ¢" ) p x ¢ ¢ x ¢+ x ¢ + (¢ x0"))
\ o x ¢[[* J

=T+ €T
dir. Bu sonugclar1 bir teorem ile verirsek,

Teorem 3.1: () dual regiiler egrisi verilsin. Bu taktirde £ =t + &t* €D

noktasinda egrinin dual Frenet vektor alanlari {T, N, 'E} ve dual egrilikleri {K,7}

asagidaki gibidir:



T _ ”2:” +E[¢* +t*¢)” ~ <¢/,¢* + t*¢”>¢,]

[todl llp'l13
X X+ XY
g . |[¢> X+ X g - e @ x ¢ )+]|
B= ! " +6 ! " 12 123 12 nr
o' <"l " ¢ x ¢ |||l e [or g (@ m x.q;”xnqu >(¢,X¢,,)] J|
N
_ @' x¢Mx ¢’
16T x ¢l
@ X)X P+ (p" X ") X P + (¢ X §") X ¢*
@ xP" ¢ X" + " X"y (BN
W ( 167 67T ) @ e %o
16T x ¢” @' X ") X d' + (@' x ") X " +
+e| (@' X" X"y (DN, .,
( o <o T g2 )“’ X@T)x ¢
oo x ¢l (o x99 xd +¢" xp" +t (¢ xp"))
K = n + € 7 7 m
lg I g |13l x ¢ ||
o' x¢"I{¢’, o™ +t°¢")
— 3t 7
lg [I°
( [det (6.0 (8" +£0D)) + der(p, 476" )
. det(p, 0, 9") +det(p”, ¢, ¢ ")
e o < oI >
2det(¢, ¢, 0 )(p x ¢, xd" +¢" xd +t(¢p x¢))
\ l¢" x ¢"[|* J

dir. Burada ¢(t) ve ¢*(t) egrileri ¢(t + et*) dual egrisinin t* = 0 anindaki konum

egrisinin reel ve dual kisimlarini ifade eder. Yani

Pt +et],._, = ¢®) +edp" ()

dir.
Teorem 3.2: @(f) dual regiiler egrisi verilsin. Bu taktirde £ =t + et* € D
noktasinda egrinin dual Frenet vektor alanlari {T, N, 'E} ve dual egrilikleri {K, %}, reel

ve dual kisimlarma ayrilarak yazilacak olursa yani T=T + €T* ; B=B +€B";

N=N+eN" ;R =K+ ex*veT = T + er” biciminde ifade edilirse,
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¢ Prxpr (prxri)xer o' xo"||
T = - B —_ — . N —_ = . === i .
ol liprxprr] o' Me xpr | > TR E

T =

det(¢',¢”,¢)'”)
i< I
T* B d)*’ + t*¢r/ B <¢,:¢*, + t*¢//)¢,
¢l o' II®

[ . . . (exe.oxe +¢"x¢) . ]
|6 x0" +¢" x¢ — — (6 x o) +|
g o |I¢> x ¢l
o’ x o] . . (e xe.e ><¢>'">
+t" ¢ x ¢ - — (¢ x¢)
" x o]l
(P xd )xdp +(p" xp)xop + (¢ x¢)x¢"
(¢ x¢p, 0 x¢" +¢" x¢) (D, 0\, . . .
- r—amn +—— | (@ x ¢ ) x ¢
. 1 l¢" x o]l ¢l
N = ’ ! 1274 ! ! " "
o' [11l¢" x ¢l (o xp")x¢p +(p xp)x¢ +
+t <¢>'x¢".¢'x¢"')+<¢',¢>"> (o x 6 x s
= X X
| o <ol gl )" %] |

o (0 x¢ 0 xo" +¢" x¢ +t(¢ xp)) o xo|{o, 9" +t¢)

p r p -3t ,
o [1*lle" > ¢l llo]l°
[det (¢ ¢ (¢ +¢ ¢(4)) +det(9, 9", ¢"')]

= +det(¢”, ¢, ¢)

llo" x ¢l

2det(g.9,0 N9 x 9.0 x¢" 49" xp +1(¢ x¢))
llo" x o"||*

olur.

3.3 Dual Bezier Egrilerinde Frenet Catisi

B (%) Kontrol noktalar1 P; = P; + eP; olan dual Bezier egrisi olsun. Bu takdirde
herhangi bir £ = t + £t* noktaninda egri lizerindeki Frenet-Seret ¢atisini insa edelim.

T,N,B dual Bezier egrisi tlizerindeki dual Frenet vektor alanlar1 olmak tizere
{’T‘, N,B } ti¢liistinii olusturalim.

Teorem3.3: B(f) = B(t) + S(B*(t) + t*B’(t)) egrisi, kontrol noktalari

P, =P, +eP (i=0,..n) olan dual Bezier egrisi olsun. Bu taktirde { = t + £t* €D
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noktasinda egrinin Frenet vektor alanlari {'T", N, 'E} ve dual egrilikleri {K,7} asagidaki
gibidir:
a) Dual Teget Vektor Alani,

' wl | xpltr a1 ! L xpll
7B +£B +t'B"  (B'.B* +t*B"") ,]

[EA 1B/l IB"|I3

b) Dual Binormal Vektor Alani,

_ BxB’

155"
i (B*'xB"'+ B'xB*"' +t*B'xB"") 1

1B’ xB"||
[(BI’B*’)llBII||2+(BII’B*”)||BI||2_(BI’BH)((BI,B*”)_'_(B*’,BH))]
+e| IIB'xB""||3 .B" X B"
t*(”BI||2(BII,BIII)_(BI,BII)(BIBIH))
IB’xB""|I3

¢) Dual Normal Vektor Alani,

—~ _ (BI,B,>B”—(B’,B”>B’

IB'IIIIB'<B"||
r (BI‘B*’)BII_(B*”BII>BI+L_*[(BI‘BH>BH_(BIIIBII>BI] E
1B xB"I.IB"Il
((BI’B*’+t*BH>)[(BI‘BI>BH_(BII‘BI>BI]
te 1B"113.11B"<B""||
+ (B*’,BI>BII_(BII'BI>B*’+(BI,BI)B*”_(B*”,BI)BI+t*((BI'BI>BIII_(BIII,BI>BI)
IB"xB"|L.IB"l
[((B'xB""),(B*'xB" +B'xB*"" +t*B'xB"" )| ((B"B'YB" — (B", B')B")
- 1B xB""||3.][B'|| ’ ’ .
d) Dual Egrilik Alani
o _ [1BxB"|
18”113
(B’XB”,B'XB*”+t*B'><B”’+B*’><B”) 3||B'><B”|| B B*’ g
te Y 3 - e ( ’ +t )
1B"><B"||.IIB" |l 1Bl
e) Dual Torsiyon Alan
R det(B',B" B'"

1B"xB"|?
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det(B’,B”,B*"')+det((3’,3*",3”’))
+det(B*' B B'")+t"det(B' B" BV
IB'xB""||2

(B"xB",B'xB*" + B* x B" + t*B' x B"")

+&

2det(B',B"",B'"")
1B"xB""||*

dir.

Teorem 3.4: B(£), kontrol noktalar1 P; = P; + eP; (i = 0, ....,n) olarak verilen
dual bezier egrisi olsun. Bu Bezier egrisine £ = t + et*eD noktasinda (te[0,1], t*€R)
dual De Casteljau algoritmas1 uyguladigimizda
P? = P; ve

Pl =-p " +ip
noktalar1 elde edilir. Bu noktalar reel ve dual kisimlarina ayrildiginda

Pl=pP +¢ (P*}f +t ((AP);'-—1 + A(P;'—l)))
olarak yazilabilir. Burada Pji reel de Casteljau algoritmasinin (P, ... B,) noktalarina

uygulanmasiyla elde edilen kontrol noktalari; P*]l: ler de aymi algoritmanin (P, ... B;)
kontrol noktalarina uygulanmasiyla elde edilen kontrol noktalaridir. Ayrica te[0,1]
olmak tizere

(8P)} = AP, = Pyy — B,

(AP = (1= )P, + tBjyq

(AP): = (1 — O)AP/™" + t(AP)'3] dir.
ve

A(Pji) = Pji+1 - Pji
dir.

Teorem 3.5: B(f), kontrol noktalar {BO, Bn} olan dual Bezier egrisi olsun. Bu

egrinin teget vektor alaninin 6zel konumlart agsagidaki gibidir.

~ Abg Ab; (Abg,Abg)
a) T . = +£[ - Ab
) |t=o,r =0~ ||Aboll laboll — llAbeli3 — 0
PN Ab,,_ AbZ _ (Aby,— ADb% _ )
B T|,_, oy = ot e |oonst, - oot ppy |
t=1,t"=0  ||Abp—4|| by | llAbp—y I

Ab6+t*(n—1)[Ab1—Ab0]
o) Tl _ Abg +e 1D |l
t=0,t*eR [1Abg | _(Abo,Ab3+t*(n—l)[Abl—AbO])
llAbo I3

Aby
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Abjy_y +t*(n—1)[Aby_q —Aby_5]
Abp_q [1Aby—1l

d) T — SOn-1
)T|t=1,t*eR [[Aby—1]l € _(Abn_l,Ab;‘l_1+t*(n—1)[Abn_1—Abn_z](n_l))Abn—l
1Aby—1I3
@b +t* (n-D)[(Ab)T ™"~ (Ab)5]
7 _ _(ab)y llcab)3 n
€) T|f=t0+gt5 = Teon Y| anpeppre m-nl@nii-eng)y (Ab)j
@

dir.
Burada Ab; = b;yy —b;;  Ab; = b;., — b;; bij ve b*{ noktalar1 da Kontrol
noktalart {by, ... b, } ve {bg, ... b;;} olan Reel Bezier egrisine uygulanan de casteljau
algoritmasiyla elde edilen yeni kontrol noktalaridir.

(Ab)) = Ab;;  (Ab)} = (1 — t)Ab; + tAb;,q

(Ab): = (1 —O)(Ab) + ¢(Ab)FY;  A(bf) = bjyy — b} (i #0)
dir.

Ispat: Bezier egrilerinin son nokta interpolasyon ozellikleri yardimiyla kolayca
goruliir.

Teorem 3.6: B(f), kontrol noktalari {BO, En} olan dual Bezier egrisi olsun. Bu
egrinin binormal vektdr alaninin 6zel konumlar1 asagidaki gibidir.

a) t=0, t*=0 durumunda,

=)

| _ AboXAbl
£=0 ~ ||AboxAbs]|

Ab§x (Aby —Abg)+Abg X (Ab} —AbY) 1
[[AbgxAb4 ||
(Abo,Abg)|Aby —Abg ||% +(Aby —Abg,AbT —Aby)||Abg || 2 -
+& AbgXAbq||3
[[Abg ‘ 1||* ) .(Abo % Abl)
(Abg,Aby —Abo)[(Abg, AL —Ab%)+(AbE Aby —Aby)]
|AbgxAby |3

b) t=1= (t=1,t*=0)

| = Abpy—yXAby_y
t=1 |1Abp—1 XAbp ||

=s)



14

Abp_1 X(Abp—_1 —Abp_3)+Abp_1X(Aby_1—Aby_p)
[ [[Aby—1 XAby -2 || ]
(Abp—1,0bp 1) |Aby— 1 ~Aby_||* +{Aby—1 ~Aby 3, Aby_ 1 ~Abp_p)l|Abp—q 1>~
+& _ ||Abn—1*XAbn—2*”3 . ] (Abn—l X Abn—z)
| (Abp_1,Abp_1—Abp_2)[{(Abn_1,Aby_1 —Abp_3)+(Abp_q,Abp_1—Abp_)]
l [1Aby—1XAby 5|13 J

c) t=tye(0,1), t*=0

Bl = Comxen
B|f=t0 = Tangxa@nr ]
(8b°)3 X (BB}~ = (AD)Y) + (AD)F X ()3~ — (Ab")p)

l(ab)G x (Ab)F~*I

[{(AB)§ AL IDN(AD)T™! — (AD)FII* + ((AD)T~! — (Ab)F, (ADM)F~T — (AB)IDI(AD)EIIZ —]
+e|_| ICab); x (@b | camyn x abyr1)
| (Ab)3, (Ab)T~" — (AD)D)[((Ab)E, (Ab™)T ™" — (Ab*)F) + {(Ab*)F, (AD)} ™! — (AD)E)] | 0 !
| DEIORRE |
d) t():O, tSER
PN AboXAb
Bl , =—
t=ety  ||AbgxAbq||
- Abgx(Aby—Abgy)+Aby X (AbS—AbY) .
[[AbgxAb ||
(Abo,Abg)||Aby —Abg |2 +(Aby —Abg,AbT —Abg)||Abg |2 —
lAbgxAby |3
A (Abg,Aby —Abo)[{Abo,Ab; —Abg)+(Abg,Aby —Abo)] - (8bo X Aby)
lAbyxAby |3
|Abg |12¢(Ab; —Abg),(Aby —2Aby +Abg))—
_x |AbgxAby |3
Abg,Aby —Abo){Abgy,Aby—2Ab, +Abg
to| W ) .(Aby X Ab,)
L 1AbgxAby||3 -
e) t=ty+ ety Durumunda (tye[0,1], t5eR )
PN _ (ap)Fx@n)?
B|f=t0+e ty lap)3x (b)Y +
r Ab)Ex (D) —(ab)F)+(@b)gx (AT -b")F) ]
l@p)g=@p)F~
(AD)E@DHBI BT = (@) |* +(ab) P~ (@b, (Ab ) - @b )| ab)* -
l[ab)Rx@ab)P-1|* AB)T n-1
_ . X (Ab
te ((AD)F, (D) =(AD)P[((AB)E.(AD) T = (Ab)})+((Ab M), (AB) T —(Ab)})] ((abY5 x (4b)1™)
llab)gx@n)p~|*
[ lan)BI* (@0 -@b)3) (an3-2-20)F  +@b)3)) |
. lcanyz-anyz=|® | n -1
—t .((Ab)y x (Ab
°|((Ab)g,((Ab);l—l—(Ab)g))((Ab)g,((Ab)g—z—z(Ab){l—1+(Ab)g)>| ((Ab)y x (Ab)i™")
| [|(ab)B—(abyn=1|* |
Elde edilir.

Teorem 3.7: B(£), kontrol noktalar {50, Bn} olan dual Bezier egrisi olsun. Bu
egrinin asli normal vektor alaninin 6zel konumlar1 asagidaki gibidir.

a) £ =0 Icin




N = {Abg

Abo)[Aby —Abo]—(Abg,[Aby —Abg |)Abg +

lAbo|1|Abo X [Aby —Abo] |

(Abg,Abg)[Aby—Abg]—(Abg,[Aby —Abg])Abg
1Abo I/l Abo X [Ab; —Abo] |
__ ({Abo,Abg))[{(Abg,Abg)[Aby —Aboy] —(Abg,[Aby —Abg |)Abo |
1Abo [1311Abo X [Ab —Abo]
(Abg,Abg)[Aby—Abg]—(Abg,[Aby —Abg])Abg+

+& +
lAbg |[|Abg % [Aby —Abo]l
+{Abg,Abg)[Ab1—Abg]—{[Ab]—Abg],Abg)Abgy
lAbg |[|Abg % [Aby —Abo ]|
_ (@b x[Ab; —Aby]),(Abg X[Aby —Abg]+Abo X [Aby —Abg]))] I
S 1Abo [|11Abg % [Aby —Abg]||3 T
dir. Burada
B = ((Abo: Abo)[Abl - Abo] - <Ab0: [Abl - Abo] )Abo)
Bic¢imindedir.
b) £ =11I¢in
N' _ (Abyp_1,Aby_1)[Abp_1—=Abp_3]—(Aby_1,[Aby_q—Aby_3]nAby_4
t=1 InAbp—1lllnAby—1 Xn(n—1)[Aby—1—Abp ]Il
[ (nAby_1,nAb}_1)n(n—1)[Aby_1 —Aby_3]—(Abs_4,[Aby 1 —Aby_5])Aby—y
”Abn—lll”Abn—lx[Abn—l_Abn—Z]”
_ ((Abn—1'Ab;L—1))[(Abn—l'Abn—l)[Abn—l_Abn—z]_(Abn—b[Abn—l_Abn—z])Abn—ﬂ
“Abn—1”3”Abn—lx[Abn—l_Abn—Z]”
+E + (Abn—l'Ab;L—ﬂ[Abn—l_Abn—z]_(Abn—l,[Abn—l_Abn—z])Ab:l—l
”Abn—lll”Abn—lx[Abn—l_Abn—Z]”

+(Abp_1,Abp_1)[Abp_y —Abp_5|=([Aby_1 —Abpy_5],Abp_1)Abp_q

”Abn—l ” ”Abn—l X [Abn—l _Abn—z] “

[{((Aby—1 X[Abp_1—Aby_31),(Aby,_y X[Aby_1 —Aby_3]+Aby_1 X[Aby,_y —Aby, ;)]

dir. Burada,

ﬁ = ((Abn—l'Abn—l)[Abn—l - Abn—Z] - <Abn—1' [Abn—l - Abn—z])Abn—l)

Bic¢imindedir.

|Aby 1 [[|Aby g X[Aby_q —Aby_,]|I3

c) t=1tye(0,1), t* =0 Icin

((AD)E,(AB))[ (MDY~ (AB)}]—((AD) [ (MDY~ —(AB)R]) (Ab)

N =

@bzl anyg=[an)F~*~@b)g]]

_|_

B
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((Ab)3,(Ab")P)[(Ab)T "~ (Ab)g]—((Ab")5,[(Ab)T "~ (Ab)]) (Ab)E
@by |lllap)gx[@p)F=1-@b)g]|
(U e (DA (CY el GO e (CVOH AC d CYDN DL

lan)2] | @abyzx[@b)i-2-@n)g]|
te + ((AB),(Ab)[(AB)F 1 —(Ab)F ] —((Ab)E,[(AD)} - (AB)F]) (AD™)g +
@B [[@p)g=[ap)F~~(ab)g]|
((Ab)g,(Ab)H[AB )T =G| =([(B)T - (b")F],(Ab)F) (Ab)F
@B [[[@p)g=[@p)T~ -~ (ab)g]|
_ [((@bn)g <[~ =@b)F]),(Ap")Fx[(Ab)T - (Ab)F|+(@b)gx[(Ab) T~ = (Ab")F]))]
! llap) | ab)gx[@ab=-an)]’

dir. Burada

B = (((ab)g, (AL)HH(AB)T " — (Ab)§] - ((Ab)G, [(Ab)T~" — (Ab)§1)(AB))

Bicimindedir.

d) (to =0,t3eR) t = et} ise

[ = {800.8bo)[Ab, ~Abg]|—(8bo [by ~8bo|)Ab
lAbg [[|Abo X [Aby —Abo ]|l
(Abo,Ab)[Aby —Abo]—(Abg,[Ab; —Ab])Aby+A -
1Abg ||[|Abg x[Aby —Abg] ||
((Abo,Abg+™—t" (A1~ Abq)) ) [(Abo,Abo)[Aby ~Abo]—(Abo,[Aby ~Abo1])Abo]
- 10|12 [|Abo X [Aby —Abo] |
te + {80AbG)Aby ~Abo ] ~(Abo [8b; ~AboDAbG+
1Abo |||Abg x[Aby —Ab ]|l
+(Abg,Abo)[Ab; —Abg]—([Ab; —Abg],Abo)Abg+B
1Abg |||Abg x[Aby —Abo] ||
__ [{(Abgx[Aby =Aby]),(Abg X [Aby —Abo]+Abo X [AbT —Abg])+C)]
1Abg [[l|Abg x [Aby —Abg] |3 B .
dir. Burada

A= (n-1)t*[(Abo, Ab; — Abg)(Aby — Abg) — ||Aby — Aby||>Aby]

B= (n-2)t*[||Aby||>[Ab; — 2Ab; + Aby]| — {[Aby — 2Ab; + Abg], Abg)Ab,]

B= ((Abo’Abo>[Ab1 - Abo] — (Aby, [Ab1 - Ab0]>Abo)

Bi¢imindedir.

e) (to =0,t3eR) t = et ise

PV GO H AU )GV e CYO ] e (DN AC b e CYO 1 YO
@bz (Il anyg=[an)F~*~@b)g]]
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+&

dir. Burada
A= (n-1)t"[((ap)g, (ab)5" = (a0)5)((ab)i ™ = (ab)5) — ll(a)}~" - (ab)5l1* (ab)t]
B=(n-2)t"[l| (an)31I?[(an)57* — 2(ab)i™" + (ab)g] — ([(ab)57* — 2(ab)}™"
(ab)5], (ab)5) (an)5]
C=(n-2)t"[((ab)5 % (ab);7*) — 2((ab)5 X (ab); )]
B = (((an)g, (ap)5)[(an)7™" = (ab)5] = ((ab)s, [(a0)1™" — (ab)5])(ab)7)

dir.
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((AD)F,(Ab)H[(AB) = (AD)F]—((Ab") [ (AD) 1 = (AD)F])(AD)F+A
[ab)g|[[ab)g x[(ap)T~ =(@b)g]||

((@), (b B+t (D)1= (AD))) ) [((AD)F(ADYB) [ (AD) T~ ~(AD) ] ~((AD)E, [ (AD) F ™~ (AD)F ) (D)

Ican)] [l abyzx[ab)p~-ab)3])|
((Ab), (b)) (Ab)T = (Ab)F|—((AD)§,[(AD)T ' —(Ab)§]) (Ab™)g +
[@p)3[[Iap)g x[(ab)T~1 - (ab)g]|
+((Ab)g,(AD) ) [(Ab") T~ =(Ab")§]—([(Ab")F ™= (Ab*)§],(Ab)3) (Ab)§ +B
[l @p)3||[|(ap)gx[(ab)T~*~(@b)g]|
_ [((@b)gx[(ab)T - (ab)g]).((Ab)g x[(AD)TE~* (Ab)3]+(Ab)ox[(Ab*)" 1-(ab"g])+0)] B
Ian) [ ab)x[ab)i=-@bg]|*

Teorem 3.8: B(f), kontrol noktalar {50, En} olan dual Bezier egrisi olsun. Bu

egrinin egrilik vektor alaninin 6zel konumlari asagidaki gibidir.

a)

b)

n lAby 1113

7 _ n=1|AbgxAb || [(AboxAbl, Aby(Ab;—Abg)+Abyx(Aby—Abg))
Al [AboxAby || _
=0 = T T abol® llAboxAby ||2

3(Ab0Ab0)]

nl|Abo||3

klg=1 =

=1 ||Abp—1XAbp_s || [1 + (Abp_1XAbp_p, Abp_1(Abj,_5—Abj_1)+Abj_1X(Abp_p—Abp_1))

¢)

klf:sté =

|Aby—1 xAby 5 |2

3(Abp_1,Ab;,_ 1)]
n|Abp_q |3

n—1[|AbgxAby ||
n |lAbo|l3

N (AbgxAby, Abg(Ab—Ab{)+Abix(Abi—Abg))  3{Abg,Abg)
[lAbgxAb4 |2 n|lAbg |3

to(n — 2)[Ab, X [Ab, — 2Ab1]]H

d)

n-1[[@p)gx@nT |

klf:to =

n g’

1+ g[((Ab)Q‘x(Abﬁ‘l. (Ab)F (AT =(Ab") +(Bb")E X (D) -(Ab)E)) 3<(Ab)6‘,(Ab*>Bl>]
@)z x@by1 |7 nll@n)g|?
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e)  Rlt=tyrery =

n—1[[@b)gx@p)7 7Y
n llcan)g|®

((Ab)gx(AD)T™Y, (Ab)F (AT =(AbM)F)+Ab)EX((AD)FX(AD)TT))

1+ ¢
[@b)px @by |

3((Ab)g,(AD))
nl|@b)z|’®

+ t5(n —2) [(ab)} x [(ab)3 2 - Z(Abw]]”

dir.
Teorem 3.9: B(£), kontrol noktalar {50, Bn} olan dual Bezier egrisi olsun. Bu
egrinin dual burulma vektor alaninin 6zel konumlart asagidaki gibidir.

A _2 *
a) Tlfzo = m ldet(Abo, Abl, Abz) + ¢ [det(Abo, Abl, Abz) +
2det(Abg,Abq,Aby)

det(Abo, Ab7, Ab,) + det(Abg, Aby, Aby) — l|AboxAb4 |2

(Aby %

Aby, Aby X (Ab: — AbY) + Abg X (Aby — Abo))”

b) i =

n-—2
n||Aby—1 XAby 5|2

[det(Abn_l,Abn_z,Abn_g) +

£ |det(Ab,_y, Aby_y, Abjy_3) + det(Ab,_y, Ab;,_5, Aby,_5) +

2 det(Aby_q,Aby—_,Aby_3)
|Aby—1 XAby 5|2

det(Abr*L—ll Abn—Z: Abn—3) - (Abn—l X

Abp_p,Aby_y X (Aby_5 — Abp_4) + Aby_y X (Abp_; — Abn—1)>]l

n-—2

e |det(Abo, Aby, Aby) + & [det(Abo,Abl,Ab;) +

c) Hf:sté =

det(Aby, Abj, Aby) + det(Abg, Aby,,Ab,) +

2de (Abg,Aby,Aby)

t*(n = 3)[det(Abo, Aby, Abs — 3Ab,)] — == 2t

(Aby %
Aby, Aby X (Ab: — AbY) + Abg X (Aby — Abo))”
d) ez, =
nllAboxAb, |12

n-2 [det((Ab)", (AB)™1, (AD)72) +

e [det((Ab)", (Ab)1, (Ab™)2) +

det((AD)L, (A1, (AD)E2) +
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det((Ab")5, (Ab)T™H, (AD)3 %) —

2det((Ab)3.(AD)F1,(AD)E~2)
[ab)Ex @by

((Ab)§ x (Ab)T™1, (Ab)E x ((Ab)F™" —

(AB)F) + (AbF x (Wb - (Ab)3>>”

e) %|f=t0+et3 =

n-2

n n-1 n-2
nllabox by |2 [det((Ab)m (Ab)F7L, (AD)F72) +

e [det((Ab)g, (Ab)™1, (Ab™)2) +

det((Ab)g, (Ab)T™H, (AD)372) +
det((Ab")5, (Ab)T™H, (AD)3™2) +
+ t*(n — 3)[det((Ab)g, (AD)T ™, (AD)5 % — 3(Ab); )] —

2detdet((AD)E,(AD)E1,(Ab)E2)
T rak

((Ab")T™H = (Ab")) + (Ab)G x ((AD)T™ — (AD)D) +

((Ab)g x (AD)T™, (Ab)g x

to(n — 2)[(Ab)g x ((Ab)3 ™2 — Z(Ab)?‘l)])”
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4. ARASTIRMA SONUCLARI ve TARTISMA

4.1 Dual egrilerde Frenet ¢catisinin bazi 6zellikleri

Sonu¢ 4.1: (’f)(f) dual regiiler egrisi verilsin. Bu taktirde =t + &t* eD
noktasinda egrinin dual Frenet vektor alanlari {T, N, 'E} ve dual egrilikleri {K, %}, reel
ve dual kisimlarma ayrilarak yazilacak olursa yani T=T + €T* ; B=B +€B";
N=N+€eN*" ;R = k+ €k* ve T = T + et” biciminde ifade edilirse goriilecektir ki,

(T,T)=(B,B)=(N,N) =1
(T, T*) =(B,B*) =(N,N*) =0

(T,B*)+(B,T")=0

(N, T*)+(T,N*)=0

(N,B*)+(B,N*) =0
dir.
ispat: T=T + €T* 3 B=B +€B"; N = N + €N" vektor alanlar1 dual kiiresel egrilerdir
ve ortonormal cat1 alan vektdrleridir. Dual birim vektor 6zelliklerinden yukaridaki

ozellikler elde edilir.

Teorem 4.1: @(f) dual regiler egrisi verilsin. Bu taktirde £ =t + et* € D
noktasinda egrinin dual Frenet vektor alanlari {T, N, ﬁ} ve dual egrilikleri {K, T} olmak

lizere catinin tiirev denklemleri ise

—

T = kN
N' = —VRT + V2B
B' = —-9iN

. N : @' .0 O+t ©) \
dir. Burada v = ||¢ (t)” =|ld @] +e AG ¢”¢,t(;ﬁ ¢ O _ytevt dir.

Simdi,
(’]5: D — D3 dual degiskenli diferensiyellenebilir bir egri olsun. £ € D noktasinda

egrinin Frenet vektor alanlar ve egriliklleriT =T + €T* ; B=B+€B"; N =N + eN*

; K=K+ €ek* ve T =1+ €1’ olsun. Bu durumda birim teget vektdr alanmin tiirev
denklemi

T =T + €T
dersek,
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T'=9kN = (v+ ev*)(k + ex”) (N + eN*)

Ifadesi acildiginda
T' = vkN
ve
T*' = W'k + vik*)N + vkN*
elde edilir.
Ayni sekilde
N' =N'+eN"
dersek,

=

N =-9%T+9B=-(w+ev)(k+ex)(T+eT) + (v+ev)(t+et?)(B +
€B")
Ifadesi acildiginda
N' = —vkT + vtB
ve

N*' = —vkT* — W'k + v&k)T + viB* + W't + vt*)B

elde edilir.
Benzer olarak
B'=B' +eB*
dersek,
B'=-9iN=—-(v+ev)(t + et*)(N + eN")
Ifadesi agildiginda
B' = —vIN
ve

B*' = —(v*t + vt*)N — vIN*

elde edilir. Tabii ki burada ¥ = || (®)|| = v + ev" yani

T L _ 0o  0reg" ©)
v=[p'@| ve v X3

dir. Diger T, T*, B,B*,N,N* , K, k* ve T, T" yukarida teoremde verildigi gibidir. Bunlari
bir teorem ile yazarsak,
Teorem 4.2: ¢:D — D3 , $() = p(t +et?) = p(t) + e(p* () + t*¢' (D))

biciminde dual degiskenli diferensiyellenebilir bir egri olsun. £ € D noktasinda egrinin
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Frenet vektor alanlari ve egriliklleri T=T + €T* ; B=B+€B'; N=N+eN* ;

K=K+ ex* veT = T + et” olsun. Buna gore

T' = vkN
N' = —vkT + vtB
B' = —vIN

T*' = W'k + vk*)N + vkN*
N*' = —vkT* — W'k + vk)T + viB* + (vt +vt")B
B*' = —(v*t + vt*)N — vIN*

@ e o)

dir. Burada v = ||¢)'(t)|| ve Vv o]

4.2 Dual Egrilerinde Bishop Cati

Buna gore (Samanci, Celik ve Incesu, 2015) da oldugu gibi burulma

fonksiyonunun integrali alinarak dual Bishop agisi bulunur. Burada df  ifadesi
yukaridaki ¢ fonksiyonu bigiminde yazilacak olur ve diferensiyel almirsa yani

dt =d [t + €(0 + t*. 1)] biciminde yazildiginda
16 =f%df= f(r+e‘r*)dt

= [tdt +¢€[T'dt

~——— [ —
= 0(¢) + €67 (¢)
bigiminde olur. Burada 6(¢t) = [zdt ve 6*(t) = [ T*dt dir. Yani,
det(d)',d)",d)"')
0 =) ————=—=dt ve
f llp' <" |2
0 =
[[det(d)’,d)”,(¢*'”+t*¢(4)))+det(¢’.d)*",d)”’)]
fl +det(¢*’,¢”,¢”’) _ 2det(¢',¢",¢’”)(¢’><¢”,¢’><¢*”+¢)*’><¢”+t*(¢'><¢’”)) | dt
I %" 12 <" I1* I

| |

olur. O halde
@:D—D3 , (@) =Pt +et) =) +e(p*(t) +t*¢'(t)) bigiminde dual

degiskenli diferensiyellenebilir bir egri olsun. £ € D noktasinda egrinin Dual Bishop
catisi

T=T

M, = 005(9)1\7 - Sin(é)g



M, = Sin(@)lv + Cos(é)B’
olarak yazilabilir. Burada
cos(@ + €0*) = cos(0) — €6 sin(0)
sin(@ + €0*) = sin(0) + €6*cos(0)
esitlikleri de yerine yazildiginda dual teget, dual normal ve dual binormal vektor
alanlari reel ve dual kisimlara ayrildiginda dual Bishop cat1 vektor alanlari
T=T+eT"
M, = (cosON — sin6B) + €[(cosON* — sindB*) — 8*(sinON + cos6B)]
M, = (sinON + cos6B) + €[(sinON* + cosOB*) + 8*(cosON — sinbB)]
biciminde olur. Burada
(T,T) = (MyMy) = (M, M) = 1
(T, M) = (M M) = (T,Mz) = 0
dir.
Gergekten de
(T, M) = {(T + €T*), (cos@N — sin6B)
+ €[(cosON* — sinOB*) — @*(sin6N + cos6B)])
= (T, (cosON — sindB))
+ €[(T", (cosON — sindB)) + (T, (cosON* — sindB*) — 0" (sindN + cos6B))]
= €[cosd((T*,N) + (N, T)) — sind((T, B*) + (T, B))| = 0

(T, M,) = {(T + €T™*), (sin6N + cos6B)
+ €[(sinN* + cosOB*) + 0*(cosON — sin6B)])
=(T,(sindN + cos6B))
+ e[(T*, (sinN + cosOB)) + (T, (sinN" + cosOB™) + 6*(cosON — sinfB))]
= €[sind((T*, N) + (N", T)) + cosd (T, B*) +(T*, B))| = 0
olur.
Simdi Bishop catisinin vektor alanlarini reel ve dual kisimlarina ayirirsak,
T=T+eT"
M; =M, +eM;"
M, = M, + eM,"
dersek, 8(t) = [Tdt ve 6*(t) = [T*dt olmak iizere
T=T
My = cosON — sin6B

23



24

M, = sinON + cos6B
ve
T =T~
M. = (cosON* — sinfB*) — 0*(sinON + cosOB)
M," = (sinON* + cosOB*) + 6*(cosON — sinfB)
olur. Yine burada goriilecektir ki,
(T,T) = (M1,M;) = (M3,M) =1
(T, T") =(My,M;") = (M,M;") =0
(T,M{") + (M, T") =0
(M3, T*) +(T,M3") = 0
(M3, My") +(M{,M;") = 0
dir.

4.2.1 Dual Bishop Catimin Tiirev Denklemleri

Daha énce gordik ki @:D — D3, $(E) = Pt + et*) = p(t) + (p*(t) +
t*¢'(t)) biciminde dual degiskenli diferensiyellenebilir bir egrinin £ € D noktasinda
Dual Bishop catisi

T=T

M, = 005(9)1\7 - Sin(é)B’

M, = Sin(@)lv + Cos(é)B’

N

Ve

idi. Simdi, Bishop denklemlerinde tiirev alirsak, 8’ = # olacagindan

T' = VRN
—

M, = —%sind N + CosO(—VRT + 92B) — % cosd B + sinf9EN

(@ — 1)(Sin(8) + Cos(8)B)

+
+

M, = —%cosO N + siné(—flﬁf‘ + 17%?) — % sind B — cos@PEN
+

2(1 — 9)(cos(8)N — sin(0)B)
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= —sinfVkT + (1 — V)M,
Buna gore
T' = ay T + a;M; + a3 M,
My = a3 T+ azpM; + ayh,
M, = a3 T + as, M, + az3h,

dersek, katsayilar

a1 = 0 Aqp = fI'IECosé a3z = 17ﬁsmé
a1 = —flﬁCosg QAyy = 0 ay3 = {l\'(f’ — 1)
asq = —f’RSlné a3y = —{l\'(f’ — 1) a3z = 0

Bulunur. Buna gore ¢atinin tiirev denklemleri matris olarak

r 0 ki k|[T
My|=|-k 0 Fs||M
—k; —k;

M, 0 |1M;
Yazildiginda
k, = ¥&CosO
k, = PRsind
k; =t(-1)
Elde edilir.

Eger $ egrisi birim hizli bir egri ise ¥ =1 olacagindan k; = 0 olacaktir.
Boylece dual Bishop egrilikleri dual ve reel kisimlarina ayirarak ifade ederek,
k, = vkcos@
k, = vksin@
ks=w-1)T
ki = (V'K + vk*)cosO — 0*vksinO
k,” = (V'K + vKk*)sin@ + vkcos0
k"=t + -1t

olur.

4.3 Dual Bezier Egrilerinde Bishop Cati

C (), kontrol noktalar1 {Py = Py + €Py",P; = P, + €P,", ..., B, = P, + €P,"} olan dual

Bezier egrisi olsun. Bu durumda t € [0,1] ve t* € R olmak iizere t = t + €t* € D igin
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n
C®) =) PBID)
i=0

Yazilabilir. Ifade agildiginda
CEH=Ct+et)=C@)+e(C* () +t°C'(D)

Olur. Burada C(t) egrisi, kontrol noktalar1 {P,, Py, ..., B} olan reel Bezier egrisi, C*(t)
egrisi de kontrol noktalar1 {P,", P;", ..., P,"} olan reel Bezier egrisidir.

Teorem 4.3: C: D - D3, C(f) = X" ,P; B*(t) bigiminde kontrol noktalari
(Py = Py + €Pj,P, = P, + €P}, ...,P,, = P,, + €P}} olan n. dereceden dual Bézier
egrisi olsun. Buna gore C’nin herhangi bir £y = ty + et*y £ € D noktasindaki dual
hizi ty € [0,1] ve t* € R olmak iizere £, noktasim1 (tq,t*) ikilisi ile gdsterirsek
V =V + &V* Dual hiz vektor alanlarin 6zel konumlari:

Viooy = Vo

Vo) = Ve
Vito0) = Vito,t"
Voo, =nll APyl
V(1,0) =n|l AP,_4 |l
Vieoy =l APE I

_ n{AP,, AP;)

Viooy =
©.0 Il AP, |l
e MAPu_y, AP )
1.0 Il AP, |l
i n(AP}, AP*")
V(t 0 — n
o Il APP ||
- _ (ndPy,ndP; + t'n(n — 1)(AP, — AF,;))
©e  — | nAP, |
T 1 AP, |l Il AP, |l
vV _ n(APn—l'APrj—l) + t*n(n - 1)(APn—1rAPn—1 — APy _3)
S | AP, | Il AP, |l
- _ n(AP(?,AP(?*) t*n(n — 1)(AP51,AP1" - AP(?)
@t = AR | I AP? |
dir.

Teorem 4.4: C: D - D3, C(f) = X" ,P; B*(t) bigiminde kontrol noktalari
(Py = Py + €Pj,P, = P, + €P}, ..., P, = P,, + €P}} olan n. dereceden dual Bézier

egrisi olsun. Buna gore C’nin herhangi bir £y = ty + et*q £ € D noktasindaki dual
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hizi ty € [0,1] ve t* € R olmak iizere £, noktasim1 (tq,t*) ikilisi ile gdsterirsek

T =T + eT* Dual teget vektor alanlarin 6zel konumlari:

- _ AP,
©0) = 4P, |l
_ APy
Tao = 4Pyl
AP}

Tto0) = j2pmy

L
©& = ap, |l

AP, _4
T * o e——
@ = ap, |

. OB
R T

. AP, (APy, AP)AP,

COT AP I 4P 1B

re APy (AP AP )AP
WO AP, | I AP,y IP
e _ AP (ARG, APY)APY
O L AR VIR

AP+t (n—1)(4P, — APy)
08 = I AP, |
(APy, AP} + t*(n — 1)[AP, — AP,])AP,
B I AP, I3

T(*l,t*) =

AP,*l_1+t*n(n—1)(APn_1 —APp_5) _ (APn_l,AP;l_1+t* (n—1)[APp—1—APy_3]1(n—1))APy_1
[[mMAP, 1l ||TlAPn_1"3

T _ APS+t'n(n-1)(AP['-APT) (APE,(APH)E+t*(n—1D)[(AP)} - (AP)F])APY
(to,t™) APl lapt3

dir.
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Teorem 4.5: C: D - D3, C(f) = X" ,P; B*(t) bigiminde kontrol noktalari
(Py = Py + €Pj,P, = P, + €P}, ..., P, = P, + €P}} olan n. dereceden dual Bézier
egrisi olsun. Buna gore C’nin herhangi bir £y = ty + et*y £ € D noktasindaki dual
hizi ty € [0,1] ve t* € R olmak iizere £, noktasim1 (tq,t*) ikilisi ile gdsterirsek

B = B + €B* Dual binormal vektér alanlarin 6zel konumlart:

APy X (AP; — AP,) APy X AP,
Boo) = 2P, X @P, 2P 1 ~ 1 4P, X 4P, 1
—AP,_, X AP, ,
Bao =12p _xap., 0

5 _APEx AP
(to,0) — ” APOn X Apln—l ”

5 _ 5 B APy X AP,
©87 = 200 = "Ap, x AP, ||
APn_l X APn—Z
B *) — B =
(1,t%) (1,0) | AP,,_; X AP, _, |l

AP} x AP}?
Il AR® x AP ||

B(to,t) = B(ty,0) =

B*(0,0)
AP X (AP, — APy) + APy X (AP; — APY)
1APy % AP, || B
[(APo, AP)IAP, — APy||2 + (AP, — APy, AP; — APG)IIAP |12 —
= 3
! (APy, AP, AP0>[<API(|).A§%;‘X—A iP!) (AP, AP, — APy | (AP0 X AP
| AP, X AP, |I? |

B’ (1,0)
[ APy X (AP — APy _p) + AP,y X (APp_y —AP;_,)
1AP,_y X AP, 5|
[{APy_1, APy ) IAPy_y — APy 5 ||* + (AP, _y — APy_p, APy_y — AP, _p)IAP, 4 [|* =]
=l_ lAP,—1 X AP, 5|I?
| (APy_y,APy_y — APy 5)[(APy_y, AP,y — APy ) + (AP;_1,APp_y — APy 5)] |
18P,y X APy, J

. (APn—l X AP‘n—z)
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Bty =
APHEX((AP)T 1= (AP)})+(AP)EX((APH T 1-(APMY) _
ll@pPg> @y~
[«aPB@PIB P~ -@P)B[*+(@P) I -aP)E aP)E - aPB|@aP)E]*-]
lapygx @y’

| J' ((APYE x (APYF™)

((AP)S,(AP)?_1—(AP)S)[((AP)S,(AP*)?_l—(AP*)3)+((AP*)3,(AP)?_1—(AP)I)‘)]
lar)gx@pyi=1|*

Blor)
APy X (AP — APg) + APy X (AP1 — APg)
[APo X AP||
* 2 * * 2
|f<AP0, APy |AP1 — APy||” + (AP, — AI;O, AP — APy) |AP|| —1|
-| [APo X APyl (4P x AP))
| (APg, APy — APg) [(APo, AP — APy) + (APy, APy — APy)] |
l |APo X AP, |)° |
I[||AP||2<(AP1 — APy), (AP, — 2AP; + APy)) —1|
3
_t;;l [APo X AP4|| |.(AP0 X APq)
| (APo, APy — AP)XAPo, AP, — 2AP; + APy) |
| APy X AP, |)? |

B (1)
[ (AP*)g x ((AP)}™ = (AP)3) + (AP)§ X ((AP*)T™' — (AP")}) _
ICAP) x (AP)T|
[((AP)()'(AP*)E‘)||(M’)’f1 — (AP)3II? +{(AP)T™! = (AP)g, (AP)T™' — (AP)DII(AP)GII? —
) TGP x GPYFTF
[ ((AP)g, (AP)T™ = (APYD((AP)E, (AP*)T™" — (AP*)g) + ((AP")F, (AP)I™! — (AP)F)]
1CAP)F x (AP)FH||3
[ AP SIX((AP)T — (AP)R), ((AP)3 ™2 — 2(AP)T ™ + (AP)R)) ]
e 1aP); — (AP)THIP
*[{(AP)Z, (AP)T™* — (APY)X(AP)F, (AP)F 2 — 2(AP)Y™* + (AP)R))
I(AP); — (AP |3

}-((AP)S x (AP)TY)

|-((AP)61 x (AP)T™H)

dir.

Teorem 4.6: C: D - D3, C(f) = X" ,P; B*(t) bigiminde kontrol noktalari
(Py = Py + €Pjy,P; = P, + &P}, ..., P, = P,, + €P}} olan n. dereceden dual Bézier
egrisi olsun. Buna gore C’nin herhangi bir £y = ty + et*q £ € D noktasindaki dual
hizi ty € [0,1] ve t* € R olmak iizere £, noktasim1 (tq,t*) ikilisi ile gdsterirsek

N = N+ &N* Dual normal vektor alanlarm 6zel konumlari:
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(APy x AP;) X AP,

N(0,0) =
0.0) | APy II-ll APy x APy ||
AP, X AP, _,) X AP, _
N(1,0)= ( n-—1 nz) n-—1
| APp_q Il APy X AP,_4 |l
APY X APP™) x AP}
N(to.o>=|( kL L

| AP? |-l AT X APP 1|
N(0,t*) = N(0,0)
N(1,t*) = N(1,0)

N(tO' t*) = N(tO' 0)

Niooy = |4Po X (4P} — AP3) X APy + (4P (AP, — APy )) X APy + (4P, X AP;)

X APy | x AP;

_[{CaPy x AP, APy) X (AP — APg) + APg X (AP, — APg)} (AP X APy) X AP;
| APy — AP, |12 I AP, |12

X AP;) X AP

|

Niig) = [APn_l X (AP,_y — AP, _,) X AP, + AP;_1 X (AP,_4 — APn_l)] X AP,
— (AP, X AP,_,) X AP,_4

B lAPn_l X (APy_3), [(APy_y X AP,_1) + (4P,_; X APn_z)]l
| APp_y X APy_s 112

. (APy_1, APy _1) - (=APyoy X AP, ;) X AP, _y)
| AP, _4 |l

Neo0)
((AP), (AP)YDI(AP)T — (AP)E] — ((APM)E, [(AP)Tt — (AP)EIN(AP)G
ICAP)RIN(AP)E x [(AP)F~ — (AP)R]|
_ ((@P)5, (APEN(AP)G, (APYE)(AP)T ™! — (AP)5] — ((AP)G, [(AP)}~ — (AP)E(AP)E]
ICAP)RIIBII(AP)E % [(AP)F~ — (AP)R]|I
N ((AP)g, (APDI(AP)T™t — (AP)E] — ((AP)E, [(AP)T ™ — (AP)I)(AP™)E +
AP INIAP)G x [(AP)F~! — (AP)R]II
((AP)g, (APYDAP)T ™ — (P — ([P — (P)3], (AP)E)(AP)G

AP INICAP)G x [(AP)F~! — (AP)R]II

[((AP)§ x [(AP)T™1 = (AP)ED), ( (AP*)§ x [(AP)T™' — (AP)3] + (AP)§ x [(APM)T™! — (AP*)E])]

- IAPYFINICAPYE x [(AP)T~ — (AP)RII® A

di;. Burada
B = (((aP)§, (AP)DI(AP)T™ = (AP)§] - ((AP)§, [(AP)T ™ — (AP)IN(AP)})

Bi¢imindedir.
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N(*O.t*)
(AP, APE)[AP, — APy] — (AP, [AP, — AP,])AP, + A
[1AP, ||IIAPy X [AP; — APy ]||
n—1_,
=" (AP, — APY)) ) [{APo, APG)[AP; — APy] — (APy, [AP; — AP ])AP]
AP [[3I|APy X [AP; — AP ]|
_ , (8P, APG)IAP; — APy] — (APy, [APy — AP DAPG +
[1AP, ||I|APy X [AP; — APy ]||
+(AP,y, APy)[AP; — AP;] — ([AP; — AP§], APy)AP, + B
[[APy [|I|APy X [AP; — APy]||
[((APy x [AP, — AP,]), (AP} X [AP, — APy] + APy x [AP; — AP{]) + C)] P
AP |II|APy % [AP; — AP]|I3 -

A= (n-1)t*[{APy, AP; — APy)(AP; — APy) — ||AP; — APy||>AP,]

B= (n-2)t*[||AP,||2[AP, — 2AP; + AP, — ([AP, — 2AP; + APy], APy)AP,]
C= (n-2)t*[(APy X AP,) — 2(AP, X AP,)]

B = ((APy, APy)[Ab; — APy] — (AP,, [AP, — AP,])APy)

(¢apy, 8P +

Neo.r)
[ ((AP)3, (APYN(AP)T ! — (AP)E] — ((AP)E, [(AP)Y ™ — (AP)E]Y(AP); + A
[ICAP)EIIIAP)G x [(AP)T~ — (AP)RTII
((@P, P + B L (AP — (4PYR)) (AP, (APYDIAPY — (AP)] - (AP, [P — (AP)F1(@PY]
[ICAP)IIRNI(AP)E x [(AP)F~ — (AP)R]II
= + ((AP)E, (AP)DI(AP)T™" — (AP)§] — ((AP)F, [(AP)T ™" — (AP)F1)(AP*)F +
ICAP)IINICAP)E x [(AP)F~* — (AP)R]II
+((AP)G, (APYD(AP)T™ — (AP*)5] — ([(AP)T™ — (AP")3], (AP))(AP)G + B
[ICAP)EIIIAP)G x [(AP)T~ — (AP)RTII
_ @P)g x [(AP)T™" = (AP)]), ((AP*)§ x [(AP)T ™! — (AP)§] + (AP)§ X [(AP) ™! — (AP*)5]) + C)] P
[ICAP)EINIAP)G x [(AP)T~ — (AP)R1II® '

A= (n-Dt*[((aP), (aP)1™* = (aP)p)((aP)1™* = (aP)}) — I (aP)1™ = (aP)3lI* (aP);]
B=n-2)t"[|[(aP)3l1*[(aP)57* — 2(aP)i™" + (aP)j] — ([(aP)5* — 2(aP)1™" +
(aP)s], (aP)3)(aP)i]
C= (n-2)t*[((aP); X (aP)572) — 2((aP)5 X (aP)i™)]
B = (((ar)g, (aP)p)[(aP)1™" = (aP)5] - ((aP), [(aP)i™" - (aP)5]) (aP)p)
dir.

Teorem 4.7: C: D -» D3, C(t) = ¥ ,P; B*(%) biciminde kontrol noktalar:
(Py = Py + €P}y,P; = P, + €P}, ..., P, = P,, + €P}} olan n. dereceden dual Bézier
egrisi olsun. Buna gore C’nin herhangi bir £y = to + et*q £ € D noktasindaki dual
hizi ty € [0,1] ve t* € R olmak iizere £, noktasin1 (to,t*) ikilisi ile gdsterirsek
K = Kk + €k* Dual egrilik vektor alanlarin 6zel konumlart:

n?(n — DIIAP, X (AP; — APyl _(n-1) ' APy x (APy — APy)ll
n3(AP I n AP, I3

K(,0) =
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n*(n — DIAP,_; X (AP,_; — AP, )|

K@,0 =

n31AP,_4 I
"APn—l X (Apn—l - APn—Z)"
=—(-1- 3
nllAP,_4|l
n?(n— D)APY x AP} Y| (n—1) ||APY} x AP}
K(tO,O) = = )

n3 AP n lapMi®
Ko,t) = K(0,0)
K@t = K(1,0)

K(to,t) = K(t,0)

_n—1(APy X APy, APy X (AP{ — APg) + AP X (AP — APy))

k*
(0,0) n | APy 1131l APy X APy |l
K _ (n—-1) _ (APy_q X APy _5, APy 1 X (APy_y — APy _3) + APy_y X (APy_1 — AP, _35))
1,0 n | AP, 1131l AP,_y X APy, |
” _n—1 (AP} X AP}, APF x (AP;™* — APG™) + APG™ X (APF™ — APY))
(t0,0) ) n 3. n n—1
n I APZ 13- APS x AP |
I |(Po X APy, APo(AP; — APG) + AP X (APy = APy))  3(APy, APG)
(t0,0) 1AP, x AP, |2 INAE
+t* (n—2)[AP, x [AP, — 2AP1]]”
K(to,e)

_[[$Cap)s x (aP)I™, (APYG((APT)T™ — (AP")5) + (AP")5 x ((AP)5 X (AP)T™))
I1CaPYg x (AP)THI?

G t*(n—z)[(AP)'&x[(AP)';‘Z—Z(AP)?‘I]]]

+
n||(AP)5lI? °
dir.
Teorem 4.8: C: D - D3, C(f) = X" ,P; B*(t) bigiminde kontrol noktalari

{Py = Py + €Py, Py = Py + &P}, ...,P,, = P, + €P}} olan n. dereceden dual Bézier
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egrisi olsun. Buna gore C’nin herhangi bir £y = ty + et*y £ € D noktasindaki dual
hizi ty € [0,1] ve t* € R olmak iizere £, noktasim1 (tq,t*) ikilisi ile gdsterirsek
T =1+ et Dual torsiyon vektdr alanlarin 6zel konumlart:

__det(ndPy, n(n — 1)(4P; — APy),n(n — 1)(n — 2)(4P, — 24P, + AP,))
(" 00) = I nAP, x n(n — 1)(AP, — APy) II2

_n_z det(Apo,Apl,Apz)
T n | APy X AP, |I2

7(1,0)

_det(naAP,_,n(n — (AP,_; — AP,_;),n(n — 1)(n — 2)(AP,_, — 24P,_; + AP, _3))
- | nAP,_; x n(n — 1)(AP,_1 — AP,_,) II?

n—2 det(4P,,_,, AP, _1,4P,_3)
T on Il AP,,_, X AP,_; II?

T(tO' 0)
_det(naPg,n(n — 1)(APP~! — APg),n(n — 1)(n — 2)(AP3~2 — 2APP~" + APY))
B | nAP? x n(n — 1)(AP2~ — APP) |2

_ n—2 det(AP§, AP}, AP}?)
on | APP x APP~1 |2

e 7(0,t") =1(0,0)
e (1,t") =1(1,0)
° T(to, t*) = T(to, 0)

det(n APy, n(n — 1)(4P; — AP,), n(n — 1)(n — 2)(AP, — 24P, + AP,))

7%(0,0)= —2 5
In APy x n(n — 1)(4AP, — AP,)||

_ (ndPy xn(n—1)(4P, — APy), n 4Py X (n(n — 1)(AP; — APg) + n(n — 1)(4P, — APy)"))
a In APy x n(n — 1)(AP, — APy)|?

_n—2 det(4Py, AP;,AP,) + det(APy, AP; — AP;, AP, — 2AP;) + det(APs, AP, — AP,, AP,)
on | AP, x AP, ||2

n | AP, X AP, |I*
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(1,0) = [ Idet(APn_l,APn_z,AP,’{_3) + det(AP,_y, AP;_,, AP,_3)

+ det(AP,_;,AP,_5, AP, _3)
2 det(APn—li AP‘n.—ZJ AP‘n—3)
IAP,—y X AP, ]|?

(APp_y X APy _5,AP,_4

X (AP,_, — AP,_1) + APy _; X (AP, — APn—l))”

T (t, 0) = [ ldet((AP)", (AP)T™H, (AP)572) + det((AP)F, (AP)T™, (AP)372)

+ det((AP?, (AP)™1, (AP)}2)

_ 2det((AP)3, (AP)FY, (AP)E )
ICaPY; x (BPY; 12

((AP)§ x (AP)T™H, (AP)G

x ((AP)T™H = (PP + (AP)5 x ((AP)T ™ — (AP)G‘))l

7°(0,t") = “det(APO,APl,AP;) + det(APy, AP, AP,) + det(AP;, APy, AP,) + t*(n

— 3)[det(APy, AP;, AP — 3AP,)]

2det(AP,, AP, AP,)
|APy x APy |2

(APy X APy, APy X (AP; — APY) + AP;

X (AP, — APO))]

T (to t7) = “det((AP)", (AP)T™H, (AP)F7%) + det((AP)g, (AP)TTH, (AP) ™)

+ det((AP*)g, (AP)T ™1, (AP)5 %)
+ + t*(n — 3)[det((AP)§, (AP)T™ 1, (AP)S ™3 — 3(AP)5%)]

_ 2detdet ((AP)g, (AP)T™", (AP)3™%)
1(AP)§ x (AP)T~H||2

X ((BPI7 = (APR) + (AP7E x ((AP)T = (AP))

((AP)§ x (AP)T™Y, (AP)}

+t5(n — 2)[(AP)5 x ((AP); ™% — Z(AP)QH)])”

dir.
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Teorem 4.9: C: D - D3, C(f) = X" ,P; B*(t) bigiminde kontrol noktalari
(Py = Py + €Pj,P, = P, + €P}, ..., P, = P, + €P}} olan n. dereceden dual Bézier
egrisi olsun. Buna gore C’nin herhangi bir £y = ty + et*y £ € D noktasindaki dual
hizi ty € [0,1] ve t* € R olmak iizere £, noktasim1 (tq,t*) ikilisi ile gdsterirsek
M, = M; + eM; Dual M, Bishop normal gat1 vektor alanlarin 6zel konumlart:
M; =cosf-N —sinf -B
0 =[rtdt 0= [t dt
Ml(0,0) = cos0 - N(O,O) — sin@ - B(O,O)
Ml(].,O) = cos0 - N(l,O) — sin@ - B(l,O)
M, (to,0) = cosb - N, 0y — Sinb - B, o)
M;(0,t*) = cosB - N(g ¢+ — sinf - B+
M;(1,t*) = cosO - Ny ¢+ — sinf - By ¢+
M, (to,t*) = cosO - N, ¢+ — Sinb - B, ¢+

M; = (cosf - N* —sinf - B*) — 6*(sinf - N + cosf - B), 6* = [1*dt
Mj icin 6zel konumlar:

M;(0,0) = (cos6 - N0y — Siné - Bfo,o)) — 6" (sind - Ngg 0y + cosb - By )
M;(1,0) = (cosB - Ny gy — sinb - B(1 5)) — 67 (sind - Ny ) + cos6 - By )
M; (to,0) = (cos@ - Nty 0) — sind - B;to,O)) — 6*(sin® - N(¢,0) + cos6 - B(tO,O))
M;(0,t%) = (cosf - Niyp+y — sinb - B(y ) — 6*(siné - Nig ) + cosb - B(g )
M;(1,t*) = (cosb - Niyp+y — sinb - B(y 1)) — 67(sind - Ny 1) + cos6 - By ¢+))
M; (to, t*) = (cosb - N(y, ) — sing - B&kto,t*)) — 0*(sind - Nz, vy + c0s6 - B, 1))
dir.
B Binormal vektoriini Teorem 4.5°da, N normal vektoriinii Teorem 4.6’de
inceledigimiz gibidir.
Teorem 4.10: C: D —» D3, C(¥) = X", P; B*(t) biciminde kontrol noktalari
(Py = Py + €P}y,P; = P, + &P}, ..., P, = P,, + €P}} olan n. dereceden dual Bézier
egrisi olsun. Buna gore C’nin herhangi bir £y = to + et*q £ € D noktasindaki dual
hizi ty € [0,1] ve t* € R olmak iizere £, noktasim1 (to,t*) ikilisi ile gdsterirsek

M, = M, + eM; Dual M, Bishop ¢at1 binormal vektor alanlarin 6zel konumlart:

0= rdt 0*=/[t"dt
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M, =sinf-N+cosf-B
MZ(u.u) = sinf - N (0,0 + cosf@ - B (0,0
Dags siné - Naoy + cosé - B(1,0)

MZ(LD,O) = siné - Neegoy + cosé - B(z..0)

Mz(o‘t‘_) = sin@ - N([),t*) + cos@ - B{[),t*)
Tt = sinf - Neen + cos@ - B(1,th
Mz(toix) = sinf - N ) + €050 - By, e

M5, = (sinf-N"+cosf-B") +6" - (cosh - N—sinf - B)

Mz, = (sinG *N(0,0y + cOS8 - 320,0)) + 6" - (cosh - N(o,0)—sinb - B(o0))
Doy = (sinH +N(1,0) + cost - le,o)) + 6" - (cost - N(1,0)—sinb - B(1,0))
P, (sin@ - N(¢,,0) + €OS8 - tho,O)) +0" - (cosh - N, 0)—Siné - B(e,,0)
g, = (sinG - N o,y + c0s6 - Bzo,g)) + 86" (cosd - Noy—sinb - Bio,)

My, a6 = (sinH - N (1, + cos@ - le.t")) + 6"+ (cos - N(q,,y—sind - Bq,i)

Mzzto‘t‘_) = (sinf) + N,y + cOSH - tho,t*)) + 8" - (cost - N(t,ty—Sind - Bie,e%))
dir.

Not: N ve B ifadeleri teorem 4.6 ve teorem 4.5’te incelenmistir.

Teorem 4.11: C: D - D3, C(t) = Y1, P; B}(%) biciminde kontrol noktalar:
(Py = Py + €P}y,P; = P, + &P}, ...,P, = P,, + €P}} olan n. dereceden dual Bézier
egrisi olsun. Buna gore C’nin herhangi bir £y = to + et*q £ € D noktasindaki dual
hizi ty € [0,1] ve t* € R olmak iizere £, noktasim1 (to,t*) ikilisi ile gdsterirsek

k, = k, + €k; Dual Bishop birinci egrilik vektor alanlarin 6zel konumlar::
k, =V kcos6

kl (0,0) = V(O,O) K(O,O)COSQ

kl(l,O) = V(l,O) K(l,O)COSQ
ki(to,0) = Vie,0) K(t,,0)c0S0
k,(0,t") = V(O,t*) K(O,t*)COSH
k,(1,t7) = V(l,t*) K(l,t*)COSH
ki(ty, t*) = V(to,t*) K(to't*)COSQ

ki =&V +V “k)cosd — 0*Vksinf

0=/[rdt, 0*=[r"dt
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kI(0,0) = (KEO,O)V(O.O) + V(O,O) *K(0,0))COSH - Q*V(0,0)K(0,0)Sing

k;(l,O) = (KELO)V(LO) + V(l,O) *K(l’o))COSQ - H*V(l’o)K(l’O)Sine

k{ (to, 0) = (KEtO,O)V(tO'O) + V(to,o) *K(to,o))COSH - H*V(tO,O)K(tO'O)SiI’IQ
k{(o, t*) = (KEO,t*)V(O,t*) + V(O,t*) *K(O't*))COSH - Q*V(O,t*)K(O't*)Sine

kI(l, t*) = (Ka,t*)v(l,t*) + V(l,t*) *K(l‘t*))COSH - H*V(Lt*)}c(l,t*)sine

ki(to, t) = (G Vieor) T Viot?)  Kieo.e))€0SO = 87V 1)Kz, erySINO

dir.

Not: V Teorem 4.3’te, k (kappa) Teorem 4.7’de tanimlanmistir.

Teorem 4.12: C: D - D3, C(t) = ¥, P; B*(%) biciminde kontrol noktalar:

(Py = Py + €P}y,P; = P, + &P}, ..., P, = P,, + €P}} olan n. dereceden dual Bézier

egrisi olsun. Buna gore C’nin herhangi bir £y = ty + €t*q £ € D noktasindaki dual

hizi ty € [0,1] ve t* € R olmak iizere £, noktasim1 (to,t*) ikilisi ile gdsterirsek

ke

=kz +ek; Dual k, Bishop ikinci egrilik vektor alanlarin 6zel konumlart:

k,(0,0) = V(g,0)K(0,0)Sin6
k,(1,0) = V(1,0)K(1,0)Sin6
ky(to, 0) = Vig,,0)K(t,,0)5In6
k,(0,t") = Vo, K(o,t+)SINO
ky(1,t%) = Vg eyK(1,e+)Sin0
ko (to, t™) = Vigo,t)K ey t)SING
ky; = (V*K* + V' )sin9 + 6*Vikcos6O
0 =/[rtdt, 0= [t"dt
k5(0,0) = [V(O'O)KEO,O) + Vio.0) K(O,O)] sin@ + 0V 0)K(0,0)c0S0
k;(1,0) = (V(l,O)Ka,o) + V(*l,o)lc(l‘o))sine + 0" (V(1,0)K(1,0) ) cOSO
k3 (ty,0) = (V(to,O)KEtO,O) + V(*to,o)rc(to,o))sine + 9*(V(t0,0)1c(t0,0))c059
k;(0,t*) = (V(O,t*)KEO,t*) + V(’B,t*)K(O,t*))sinH + 0" (Vio,eK (0,6 ) cOSO
ky(1,t*) = (V(Lt*)ica’t*) + V(*l’t*)ic(l,t*))sine + 0" (Vi1 K (1t ) cOSO
k;(to, t*) = (V(to.t*)KEto,t*) + V("‘to't*)rc(to,t*))sine + 9*(V(t0,t*)lc(to,t*))cost9
dir.

Not: V ve k ifadeleri Teorem 4.3 ve Teorem 4.7’de incelenmistir.

Teorem 4.13: C: D —» D3, C(¥) = X", P; B*(%) biciminde kontrol noktalari

(Py = Py + €P}y,P; = P, + &P}, ..., P, = P,, + €P}} olan n. dereceden dual Bézier



38

egrisi olsun. Buna gore C’nin herhangi bir £y = ty + et*y £ € D noktasindaki dual
hizi ty € [0,1] ve t* € R olmak iizere £, noktasim1 (tq,t*) ikilisi ile gdsterirsek
k3 = k3 + €k;

Dual k3 Bishop ti¢iincii egrilik vektor alanlarin 6zel konumlari:

(V birim hizh olmadigindan k;’te var)

0 ky ky
[_kl O k3]

_kz _k3 O
k3 S (V - 1) T

k5(0,0) = (V(0,0) —1)-7(0,0)

ks(1,0) = (V(1,0) —1)-7(1,0)
k3(t,0) = (V(to,0) —1) - 7(to,0)
k;(0,t*) =V (0,t*) —1)-7(0,t*)
ks(1,t*) = W@t —-1)-7(1,t)
k3(to, t™) = (V(to, t") — 1) - (Lo, t7)

ki=t-V+1-(V-1)

k3(0,0) = (0,0)-V*(0,0)+7*(0,0) - (V(0,0) — 1)

k3(1,0) 7(1,0) - V*(1,0) + °(1,0) - (V(1,0) — 1)
k3(to,0) = 1(t0,0) - V*(tp,0) + (2o, 0) - (V(t0,0) — 1)
k;(0,t*) =7(0,t*)-V*(0,t*) +7*(0,t*) - (V(0,t*) — 1)
ki(1,t*) =, t") -V, t)+7°(,t7) - (V(,t7) - 1)
k3(to, t) =1(to, t") -V (o, t") + 7 (Lo, t") - (V(Eo, t") — 1)

dir.

Not: IV ve t ifadeleri Teorem 4.3 ve Teorem 4.8’da incelenmistir.
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5. SONUC ve ONERILER

5.1 Sonuclar

Bu tez c¢aligmasinda, diferansiyel geometri ve bilgisayar destekli tasarim
alanlarinda 6nemli bir yeri olan Bézier egrileri, dual say1 sistemine gore genisletilerek
incelenmis ve bu yapilarin {izerinde Bishop cat1 sistemi kullanimi detayli sekilde ele
alimmustir. Elde edilen sonuglar su sekilde 6zetlenebilir:

o Dual Bézier egrileri lizerinde tanimlanan Frenet ve Bishop catilari, reel ve dual
bilesenlere ayristirilarak vektor alanlar1 agisindan analiz edilmistir.

e Dual Frenet sisteminin, klasik Frenet catisina gore daha fazla bilgi tasidigi ve
dual mekanda uygulamalar agisindan avantaj sundugu gosterilmistir.

e Bishop c¢atisi, donlis minimize eden ve burulma problemlerini bertaraf eden
cerceve yapisiyla, dual Bézier egrileri lizerinde alternatif ve daha stabil bir
modelleme saglamstir.

e Dual Bishop egrilikleri olan kq, k,, k3 dual cat1 sisteminin geometriye etkisini
hem analitik hem de uygulamali olarak ortaya koymustur.

e Bu yapilarin kontrol noktalar1 cinsinden ifade edilebilmesi, algoritmik
hesaplama ve dijital tasarim alanlarinda direkt kullanilabilirlik sunmustur.

Sonug¢ olarak, dual Bézier egrileri iizerinde Bishop catilarinin kullanimi; egri
tanimlamada, yonelim belirlemede ve hassas kontrol mekanizmalarinda basarili ve

genisletilebilir bir yaklagim ortaya koymaktadir.

5.2. Oneriler

Bu caligmanin 15181nda asagidaki 6neriler getirilebilir:

1. Uygulamah Alanlara Adaptasyon: Bishop catis1 ile dual Bézier egrilerinin
birlikte kullanimi, robotik sistemlerde yoriinge planlama, gorsellestirme ve
nesne yonelim kontrolii gibi uygulamalarda degerlendirilebilir.

2. Gelistirilmis Simiilasyon Calismalari: Elde edilen teorik vektor alanlar1 ve
dual egrilik fonksiyonlari, bilgisayar ortamlarinda test edilerek simiilasyon
dogrulama ve hata analizi yapilabilir.

3. Farkh Geometrik Uzaylar: Dual Bishop ¢at1 sistemi, Minkowski ve Lorentz
uzaylarinda denenerek zaman-benzeri egriler iizerinde karakterizasyon

caligmalar1 yapilabilir.
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4. Yapay Zeka Uygulamalari: Dual cati sistemlerinin yapay zeka tabanli egri
analiz ve siniflandirma algoritmalarina entegre edilerek, yeni geometrik
ogrenme yaklagimlari gelistirilebilir.

5. NURBS Tabanh Dual Modeller: Dual Bézier sistemleri, NURBS egrilerine
uygulanarak rasyonel ve parametrik modelleme yaklasimlarinda daha gelismis

kontrol sunabilir.
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