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1. GIRIS

Riesz uzaylarmnin tarihsel gelisimini 1928 yilinda Bologna’da yapilan uluslararasi
matematik kongresine dayandirilir. Riesz uzaylar iizerine yapilan ilk ¢alisma Frigyes
Riesz’in tarafindan (Riesz, 1928) de yapilan lineer fonksiyonlarin ayrisimi ¢alismasidir.
Yillar i¢inde Riesz uzayr kavrami iizerine baya c¢aligmalar yapilmistir. Diger taraftan
istatistiksel yakisaklik ilk olarak (Zygmund, 1935) tarafindan ele alinmstir. Istatistiksel
yakinsakligin uygulamalar1 ve genellestirilmeleri hakkinda bir ¢ok ¢alisma yapilmistir.

Bu calismamizda ilk olarak Riesz uzaymin ve istatistiksel yakinsakligin temel
tamim ve oOzelliklerini hatirlatacagiz. Daha sonra, istatistiksel yakinsakligin Riesz
uzaylarindaki temel tanim ve sonuglarini vererek istatistiksel sira yakinsaklik kavramin
Kullanarak Riesz uzaylari iizerindeki sira siireklilik tanimindan yola ¢ikarak istatistiksel
stra siireklilik kavramini tanimlayacagiz.

Bir E kiimesi iizerinde tanimlanan < bagntis1 yansiyan, ters simetrik ve
gecisken Ozelliklerini saglarsa E kiimesine sirali kiime denir. Bir E vektor uzayi
tizerinde bir < siralama bagntisi tanimlanmis olsun. Eger her x,y € E igin;

1) x<yikenherzeEiginx+z<y+z,

2) x < yikena € Rigin ax < ay
sartlar1 saglanirsa E' uzayina siralt vektor uzay denir.

Eger, her x,y € E icin sup{x, y} ve inf{x, y} E’de mevcut ise E sirali vektor
uzayma bu kismi siralama bagintisina gére bir Riesz uzayi veya kafes uzayr denir. Bir
E Riesz uzayinda (x,)nen dizisi verilsin. Her n € N igin |x,, — x| < p,, olacak sekilde

pn 4 0 sartini saglayan bir (p,)nen dizisi mevcut ise (x,)nen dizisi x € E noktasina

swra yakinsaktir denir ve x, 5 x semboliiyle gosterilir.

E ve F iki sirali vektor uzayr olmak iizere bir T:E — F dogrusal doniisiimii
kisaca E’den F’e bir operator olarak adlandirilir. Ayrica her bir x € ET igin 0 <
T(x) oluyorsa T operatoriine pozitif operator denir ve 0 < T seklinde gosterilir. Bu
calisgmamizda ele alacagimiz tim operatorler lineerlik sartini  sagladigi  kabul

edilmektedir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Istatistiksel yakinsaklik teorisi, reel degerli bir dizinin yakinsakligmin
genellestirilmesi olan aktif bir arastirma alanidir ve istatistiksel yakinsama fikri ilk olarak
(Zygmund, 1935) tarafindan ortaya atilmistir. Daha sonra (Fast, 1951) ve (Steinhaus,
1951) birbirlerinden bagimsiz olarak bu fikri gelistirmiglerdir.

Istatistiksel yakinsaklik kavrami, (Buck, 1953) ve (Schoenberg, 1959) tarafindan
gercel ve kompleks diziler igin; (Maddox, 1988) tarafindan ise herhangi bir yerel konveks
topolojik vektor uzaymdaki diziler i¢in tanimlanmustir.(Salat, 1980; Fridy, 1985; Connor,
1988; Maddox, 1988; Fridy, 1993; Rath ve Tripathy, 1994) tarafindan istatistiksel
yakinsaklik ile toplanabilme arasinda iliski kurulmus, istatistiksel Cauchy dizileri iizerine
de (Fridy, 1985) ve (Rath ve Tripathy, 1994) calismalar yapmuslardir. Istatistiksel
monotonluk kavramina girisi (Fridy, 1993)‘de yapmuistir, fakat istatistiksel yakinsaklik
icin monoton yakmsaklik teoremi (Tripathy, 1998) tarafindan yapilmistir. Bununla
beraber (Fridy, 1985; Connor, 1988; Tripathy, 1997; Tripathy, 1998) ayrisim
teoremlerinin farkli ifadelerini vermislerdir. Istatistiksel limit infimum ve supremum
kavramlarin1 da (Fridy ve Orhan, 1997) tanimlamislardir. R™de istatistiksel yakinsaklik
kavrami, (Pehlivan ve Mamedov, 2000) tarafindan incelenmistir. Bir (X») dizisinin tiim
istatistiksel limit noktalarinin kiimesi Fo-kiimesi olarak tanimlanmasi ise (Kostyrko ve
ark., 2001) tarafindan yapilmustir.

Istatistiksel yakinsaklik teorisi iizerine yapilan g¢alismalarn gogu belirli bir
topolojiye gore ele alinmistir. Fakat ilk olarak (Ercan, 2009)‘de topolojisi olmaksizin
Riesz uzaylar1 iizerinde istatistiksel yakinsaklik kavramini tanimlamistir. Daha sonra
Sencimen ve Pehlivan bu kavrami sira yakinsaklik kavramini kullanarak Riesz uzaylari
tizerinde daha kapsamli olarak ele aldilar (Sengimen ve Pehlivan, 2012). Son zamanlarda
ise Aydmn ve ark., Riesz uzaylari, Riesz cebirleri ve yerel olarak kati Riesz uzaylari
tizerinde istatistiksel yakinsaklik hakkinda bazi ¢aligmalar ortaya koydular (Aydin, 2020;
Aydin, 2021; Aydin ve ark., 2021; Aydin ve Temizsu, 2021).



3. TANIM ve TEOREMLER

Bu boliimde, diger boliimlerde kullanilacak olan temel tanim ve kavramlar ile
birlikte bazi teorem ve 6nermelere yer verilmistir. Bunun yaninda ifade edecegimiz gesitli
tanim, teorem, sembol ve notasyonlar, kafes uzaylarmin temel argiimanlaridir ve bu
arglimanlar (Vulikh, 1967; De Pagter, 1981; Zaanen, 1983; Huijsmans, 1991; Meyer-
Nieberg ve Schaefer, 1995; Gutman, 1996; Wickstead, 2001; Abramovich ve Aliprantis,
2002; Aliprantis ve Burkinshaw, 2003; Aliprantis ve Burkinshaw, 2006; Kusraev ve
Kutateladze, 2020; Aydin ve ark., 2021) ¢alismalarindan alinmistir.

3.1 Riesz Uzaylari

Tanmm 3.1 E bostan farkli bir kiime ve “<”, E’de bir bagint1 olsun. Eger bu baginti
asagidaki kosullar1 sagliyorsa E’ye bir kismi sirali kiime veya kismi siralanmis kiime
denir ve (E, <) ile gosterilir.

1) Herx € E igin x < x;

2) Herx,y €FE igin x <yvey <xikenx =y;

3) Herx,y,z€FE iginx <y ve y<zikenx < z.

Eger kismi siralanmig bir kiimenin her eleman ¢ifti, lizerinde tanimlanan

bagintiya gore karsilastirilabiliyorsa bu kiimeye tam sirali kiime denir.
Tanim 3.2 E gergel vektor uzay: ve “<”, E’de bir siralama bagintis1 olsun. Eger

1) Her x,y,z€ Eicinx <yikenx +z < y + z,

2) Her x,y € E,0<A€Riginx <yikenix < Ay
sartlar saglaniyorsa (E, <) swali vektor uzay: olarak adlandirilir.
Tamim 3.3 E bir sirali vektor uzayi, A da bu uzayin herhangi bir alt uzay1 olsun. Eger;

1) Herx € Aig¢inx < z,

2) Her x € A igin x <y olacak sekildeki her y € E i¢inz <y kosullari

saglayacak sekilde bir z € E' var,

sartlar1 saglanirsa z elemanina A kiimesinin supremumu denir ve sup(A4) = z bi¢iminde
gosterilir. Ozel olarak A = {x,y} € E ise z = sup{x,y} = xVy seklinde gosterilir.
Benzer sekilde eger;

1) Herx € Aigin z < x,

2) Her x € A igin y <x olacak sekildeki her y € E i¢in y <z kosullarm

saglayacak sekilde bir z € E var,



sartlar1 saglanirsa z elemanina A kiimesinin infumumu denir ve inf(A) = z bigiminde
gosterilir. Ozel olarak A = {x,y} € E ise z = inf {x,y} = x Ay seklinde gosterilir.
Tamm 3.4 E sirali vektor uzayi ve 8, E’nin sifir vektorii olsun. 8 < x sartin1 saglayan
E’nin x elemanina pozitif eleman denir. E’nin tiim pozitif elemanlarinin kiimesi E, ile
gosterilir ve
E,={x€e E: 0< x}
seklinde ifade edilir.
Tamm 3.5 E sirali vektor uzayr ve V C E alt vektor uzayr olmak iizere E’den gelen
siralama ile V bir sirali vektor uzayidir. Bu durumda V’ye sirali alt vektér uzay: denir.
Tamim 3.6 E siral1 bir kiime olsun. Eger E lizerindeki siralamaya gore her x, y elemanin
supremumu ve infumumu var ve E’ye ait ise E uzayina bir kafes uzayr (6rgii) denir. EK
olarak E vektor uzayi ise E’ye vektor orgiisii veya Riesz uzayr veya kafes uzay: adi
verilir.
Tanmm 3.7 E Riesz uzay1 ve G, E’nin bir alt vektor uzayi olsun. Eger her x,y € G icin
xVy€eGveyax Ay € Gise G’ye E’nin Riesz alt uzay: denir.
Ornek 3.1 Q1) bir topolojik uzay olmak lizere,
C(Q) = {f: Q - R:fsiirekli fonksiyon} kiimesi i¢in alinan her f,g € C(Q) i¢in f < g
ancak ve ancak f(x) < g(x) tim x € Q elemanlar i¢in saglanir. Bu sekilde tanimli
C (2) noktasal siralama ile bir Riesz uzayidir.
Tanim 3.8 (E, <) bir Riesz uzay1 olsun. Eger E’nin en kiigiik eleman1 varsa buna sifir
(null) eleman denir ve @ ile gosterilir. Eger E’nin en biiylik elemani varsa buna birim
(unit) eleman denir ve e ile gosterilir.
Tamim 3.9 (E, <) Riesz uzay1 olsun. Eger her x,y,z€ Eicinx A(yVz)=(xAy)V
(x A z) saglanmiyorsa E’ye dagilmali kafes denir.
Teorem 3.1 E bir Riesz uzayi ise her x, y, z € E i¢in asagidaki ifadeler saglanir:
) xv(yvz)y=((xVvy)vzvexA(yAz)=(xAYy)Az
(i) xVy=yVvVxvexAy=yAx,
(i) xA(xVvy)=xve xV(xAy)=x;
iv) (xAy)vVxAz)<xA(yvz)ve xV(yVvz)<(xVy AxVz).
Tamim 3.10 E bir Riesz uzay1 ve x € E olsun.
1) xV 0 elemanina x’in pozitifi denir ve x* ile gosterilir.
2) (—x) Vv 0 elemanina x’in negatifi denir ve x~ ile gosterilir.

3) (—x) V x elamanina x’in modiilii (mutlak degeri) denir ve |x| ile gosterilir.



4) Herx,y € Eicinx Ay = 0isex ile y elemanlari birbirine diktir denir ve
x L1 yile gosterilir.

Tammm 3.11 A, E’nin bostan farkli bir alt kiimesi olmak iizere, {x € E : hery €
Aicinx 1L y} kiimesine A kiimesinin diklik tiimleyeni denir ve A% ile gosterilir.
A,B € E olmak tizere her x € E ve her y € E i¢in x L y oluyorsa A ile B kiimelerine
birbirine diktir denir ve A 1L B seklinde gosterilir.
Sonucg:

1) A% alt vektdr uzayidir.

2) A% ={z €E: hery € A%y 1 zolmak lizere A% 1 A% =0} dur.
Tammm 3.12 E Riesz uzay1 ve A,B € E bostan farkli iki kiime olsun. Asagidaki
tanimlamalar1 yazabiliriz

1) A" ={a*: a€A}

2) A-={a" : a €A}

3) 1Al= {lal : a € 4}
Teorem 3.2 E Riesz uzay1 ve A S E bostan farkli bir kiime olsun. Eger supA varsa her
x €E i¢in sup(x AA) vardir ve sup (x A A) = x A supA’dir. Benzer sekilde eger
infAvarsaher x € E igin inf (x vV y) vardir ve inf(x Vy) = x VinfA’dir.

Asagida verecegimiz sonuglar Aliprantis ve Burkinshaw (2006) c¢alismasindaki
Teorem 1.3., Teorem 1.5. ve Teorem 1.7.’den alinmustir.
Teorem 3.3 E bir Riesz uzay1 ve x,y,z € E olsun. O zaman asagidaki Onermeler
dogrudur.
(i) xVy==[=x)A =0T
(if) xANy=—=[(=x)V (=N}

(iii) X+y=xVy+xAYy,

(iv) x+(Vvz)=x+y)V(x+2z);

(V) x+WNAz)=@x+y)AN(x+2);

(vi) a€Rigina*(xVy)=a-xVa-yve a-(xAy)=a-xAa-y,
(vii) x=x"+ x7;
(viii) x| =x* +x7;

(ix) xTAxT =0;

(x) x=@x=y)"+x Ay

(xi) lx —yl=vVy—xAy.



Tanmim 3.13 iki vektor uzayr arasinda tanimlanan dogrusal fonksiyona operatdr denir.
Yani E ve F iki vektor uzayr olsun. Eger T:E — F fonksiyonu i¢in T(ax + By) =
aT(x) + BT(y) sart1 tim x,y€E ve a,f € R elemanlann igin saglanirsa T
fonksiyonuna operator denir. Bundan sonra T (x) yerine Tx ifadesini kullanacagiz.
Sonug: E sirali vektor uzayi i¢in asagidakiler birbirine denktir.

(i)  E bir Riesz uzayidir.

(ii) Herx € E igin x* € E’dir.
(i) Herx € E igin x~ € E’dir.
(iv) Herx € E igin |x| € E’dir.
Teorem 3.4 E Riesz uzay1 ve her x,y,z € E olsun. Asagidakiler saglanir:

i) |xvz—yvz] <|x—ylve|lxAz —y Az|<|x—Y]|,

(i) Egerx,y,z >20isex A(y+z)< xAy + x A z.
Tamim 3.14 E sirali vektor uzay1ve A € E olsun.

1) Eger her x,y € Aicin x < z ve y < z olacak sekilde bir z € A varsa A’ya
yukart yonlendirilmis kiime denir ve AT bigiminde gosterilir. A yukar
yonlendirilmis kiime ve E iginde sup(4) = a varsa ATa Dbi¢iminde
gosterilir.

2) Eger her x,y € A ig¢inz < x vez <y olacak sekilde bir z € A varsa
A’ya asagi yonlendirilmis kiime denir ve Al bigiminde gosterilir. A asagi
yonlendirilmis kiime ve E i¢inde inf (4) = a varsa A 1 a bigiminde gosterilir.

3) Yonlendirilmis bir A kiimesinden herhangi bir E kiimesine tanimlanmis bir
fonksiyona ag (net) denir. A yerine herhangi bir (x,) ag1 alindiginda benzer
sekilde x, T, x, T a, x, 1 ve x, | b tanimlar1 verilebilir.

Tamm 3.15 E Riesz uzayinda her x € E*t icinn € N* olmak iizeren™! - x | 0 sart1
saglanirsa E’ye Archimedean Riesz uzayt denir.

Bu caligmada aksi sdylenmedikce, tiim kafes uzaylarinin gercel degerli
Archimedean 6zelligine sahip oldugu kabul edilecektir. Tiim kafes uzaylar1 Archimedean
ozelligini saglamayabilir. Bunu asagidaki drnekte gorebiliriz.

Ornek 3.2 R? iizerinde, (x1,%,), (¥1,¥,) € R?igin,
X<y x 1<y AN Xy,
siralamasina gére Archimedean Riesz uzayidir.
Ornek 3.3 R? iizerinde, (x1,%;), (v1,¥2) € R?%igin (x1,x,) < (y1,y,) ancak ve

ancak x; <y, yada x; = x, iken y; < y, siralama bagmtisin1 tanimlarsak (R?, <) bir



kafes uzayr olur. Ancak Archimedean degildir. Bunu goérebilmek igin (1,1) € R?
elemanini ele alalim. Tanimladigimiz bu siralamaya goére %(1,1) 1 fakat %(1,1) l

0 degildir. Dolayisiyla bu siralama bagmtisiyla R? Archimedean o6zelligine sahip
degildir.

Tamim 3.16 E bir kafes uzayi olsun. Herhangi a, b € E iki elaman ve a < b olmak iizere
{x € E:a < x<b} kimesine E’de bir sirali aralik denir ve [a, b] ile gosterilir. Bir
A C E alt kiimesi i¢cin A € [a, b] olacak sekilde a, b € E varsa A’ya, E’de swra sinirlt
kiime denir.

Tammm 3.17 E bir Riesz uzay1 olsun. E’nin bostan farkli ve {istten smirli her alt
kiimesinin (sayilabilir alt kiimesinin) supremumu ya da alttan sinirli her alt kiimesinin
(sayilabilir alt kiimesinin) infumumu varsa E Riesz uzayina Dedekind tam (o-Dedekind
tam) Riesz uzayr denir. Her dizi aym1 zamanda bir ag oldugundan dolayr E uzayi
Dedekind tam ise o-Dedekind tamdir. E Riesz uzaymin Dedekind tam olmasi igin
gerekli ve yeterli kosul 0 < x, T ve lsten smirli olacak sekilde her agin E iginde
supremumunun var olmasidir.

Tamm 3.18 E bir Rieszuzayive A S E olsun.

1) Hery € Evex € Aiginy < x iken y € A oluyor ise A’ya solid kiime
denir. Ayn1 zamanda solid alt uzaya ideal denir.

2) A, E’nin solid alt uzay1 ise A’ya E iginde ideal denir. A S E bostan farkli
kiimesi i¢in A’y1 kapsayan en kiiciik ideale A’nin {irettigi ideal denir ve I,
ile gosterilir. Her ideal bir Riesz alt uzaydir.

3) A, E de bir ideal olmak {izere A’nin E de supremumu olan her alt kiimesinin
A’da supremumu varsa A’a band denir ve B, ile gosterilir. Diger bir ifade ile
A’nin band olmasi i¢in yeterli ve gerekli sart keyfi her (x,) S A agi i¢in
0 < x, T |x| sart1 saglanirken x € A olmasidir.

Tamim 3.19 Eger bir E' kafes uzayindaki (x¢) ey a8l igin baska bir (yz)gep) | 0 ag1

var ve her § € B indisi igin en az bir a, € I var dyle Ki |x, — x| < yg her a = «, igin

0
saglanirsa (xo) (qer) 881 x € E’ye sira (Order) yakinsaktir denir ve x, — x ile gosterilir.
Tamm 3.20 E bir Riesz uzayive 0 < e € E olsun.

1) I, = E ise e’ye gii¢lii birim (strong unit) denir.

2) B, = E iseise e’ye zayif birim (weak unit) denir.



Tamim 3.21 E Riesz uzayi olsun. G, E’nin Riesz alt uzay1 olmak tizere her 0 < x €
E igcin 0 < y < x olacak sekilde bir y € ¢ varsa ¢ kiimesine E’de sira yogun
(order dense) denir.
Tamm 3.22 E ve F birer Riesz uzay1 ve T: E — F bir operator olmak tizere;

1) T operatorii sira sinirli kiimeleri sira siirl kiimelere tasirsa T operatoriine sira

suirlt operator denir.

2) Eger x, 2 x yakinsamas1 E’de saglanirken, Tx, 2 Tx yakinsamasi F’de

saglanirsa T’e sira stirekli operator denir.

3) Eger «x, x yakinsamasi1 E’de saglanirken, Tx, 2 Tx yakinsamasi F’de
saglanirsa T e o-swra siirekli operator denir.
Tamm 3.23 E bir Riesz uzayi, F Dedekind tam Riesz uzayi ve T: E — F sira sinrlt bir
operator olsun. Asagidaki ifadeler birbirine denktir.
1) T sira siireklidir.

2) Eger E iginde x, | 0 ise F iginde Tx, 50.
3) Eger E iginde x, | 0 ise F iginde inf{|Tx,|} = 0.
4) T*ve T~ ikisi de siire siireklidir.

5) |T| sira siireklidir.

3.2 istatistiksel Yakinsaklhik

Tammm 3.24 K dogal sayilarin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. K,, = {k <n:k €
K} kiimesi ve |K| = card(K) (K kiimesinin kardinalitesi) olmak tizere;
1Kyl

5(K) = lim inf—
- n—-co n
ve
5(K) = lim sup—nI
n—oo n

limitlerine sirastyla K kiimesinin alt ve iist yogunlugu denir. §(K) = §(K) ise
(1) dizisinin limiti meveuttur. Bu limit §(K) ile gosterilir ve K kimesinin dogal

yogunlugu (asymptotic density) denir. K < N kiimesinin dogal yogunlugu,

Kl 1
6(K) = lim = lim—|{k <n:k € K}|
n-oco N n-on

ile gosterilir (Niven ve ark., 1991). Simdi dogal yogunluk ile ilgili baz1 6zellik ve

ornekler verelim.



() K < Nsonluise §(K) = 0 dur.

(ii) K:Nise5(k)=§=1

_ . _ - T n 1
(iii) K={2n+1:neN}=Tise 6(T) = #_t?o rowialy
(iv) K={2nneN}=Cised(C) = lim==2,

n—oo 2n 2
(v) K ={n*neN}ise §(K) = lim % = 0.
n—-o0o

(vii) K, € K, ise 6(K;) < 6(Ky).

Tammm 3.25 Reel sayilarin bir (x,)ney dizisi igin alin her & > 0 sayist igin
1
lim—|{k<n:|x,—L|>¢€}=0
n-on

saglanir ise x = (x,,) dizisi L € R sayisina istatistiksel yakinsaknir denir (Fast, 1951).

Simdi istatistiksel yakinsaklik ile ilgili ve literatiirde mevcut bulunan birkag
Ornegi inceleyelim.

Ornek 3.4 R Reel sayilarda n = k? olarak yazlabilirse x,, = 1, diger durumlarda
X, = 0 olarak tanimlanan bir (x,)ney dizisi alalim. Bu durumda dizinin terimleri
x, = {1,0,0,1,0,0,0,0,1,...} seklinde olacaktir. O halde, K, = {k:|x, — l| =
e} =1{k: |xx,— 0| = ¢} = {k: k = n?}olurKki;

ifadesi saglanir. Boylece st — limx,, = 0 elde edilir.

Kolaylikla goriilebilir ki yakinsak her dizi istatistiksel yakinsaktir. Fakat bu
onermenin tersi her zaman dogru olmayabilir. Yani istatistiksel yakinsak bir dizi
yakinsak olmak zorunda degildir.

Tamim 3.26 Bir x = (x;) dizisini ele alalm. Her € > 0i¢in 6({k: |x;, — xy| > €}) =
0 olacak sekilde bir N = N(¢) varsa x = (x;,) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir
(Fridy, 1985).
Teorem 3.5 Bir x = (x;) dizisi igin asagidaki 6nermeler denktir.

() x = (xy) dizisi istatistiksel yakinsaktir.

(i)  x = (x) dizisi istatistiksel Cauchy dizisidir.

(ili)  xp = yp esitligi hemen hemen saglanacak sekilde yakinsak bir y =
(y) dizisi vardir (Fridy, 1985).

Tamm 3.27 x = (x,,) dizisi verilsin. (x;, ) monoton artan ve §(K) = 1 olacak sekilde
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K=1{k,<k,<:-}CSN
alt kiimesi varsa (x,) reel sayisi dizisine istatistiksel monoton artandir denir. Benzer
sekilde monoton azalma da tanimlanabilir (Tripathy, 1997).
Tamim 3.28 x = (x,,) reel sayisi dizisi i¢in
S{{neN:|x,|>A}D =0

olacak sekilde en az bir sonlu A > 0 reel sayisi varsa x = (x,,) dizisi istatistiksel
surlidir denir (Fridy ve Orhan, 1997).

Simdi Riesz uzaylarinda istatistiksel yakinsaklik ile ilgili temel kavramlar
hatirlayalim.
Tanmm 3.29 (x,) bir E Riesz uzayinda bir dizi olsun. Eger dogal yogunlugu 1 olan bir

K ={n; <n, < -} c N indeks kiimesi bulunabilir ki (xkn) azalan ve lrel£ (xkn) =0
n

saglansin. Bu durumda (x,,) dizisine istatistiksel olarak azalarak sifira yakinsar denir.
Bu durumda bu yakinsama x,, 15t 0 ile gosterilir.
Tamm 3.30 (x,,),ey E Riesz uzayinda bir dizi olsun ve x € E olsun. g, 15t 0 olacak

sekilde K={n,<n,<--}cN ve §K)=1 ve |[x,—x|<qnlhern€eK)

- . . . . - Sto . . oqe
saglanirsa (x,) dizisi x ‘e istatistiksel sira yakinsak denir ve x, — x ile gosterilir.



11

4. ISTATISTIKSEL SUREKLI OPERATORLER

Bu boliimde istatistiksel sira sinirli ve istatistiksel olarak o-sira siirekli
operatorler kavramlarini tanitacagiz. Bu boliimde ifade edecegimiz gesitli tanim, teorem,
sembol ve notasyonlar, kafes uzaylarinin temel argiimanlaridir ve bu argiimanlar (Aydin
ve ark., 2023) ¢alismasindan alinmistir.

Tamm 4.1 (X») bir E Riesz uzayinda bir dizi olsun. Eger bir pozitif e € E vektorii
ve §(K) = 1 sartin1 saglayan bir K = {n; <n, <--}c N indisi mevcut ve |x,, | <e
esitsizligi her n, € K icin saglanir ise (X») dizisine is st,-sinrli denir.

Her sinirli dizinin st,-smirli oldugu ve ayrica istatistiksel olarak sira yakinsak
bir dizinin de st,-smirli oldugu agiktir. Ancak, tersinin genel olarak dogru olmasi
gerekmez. Bunu gérmek igin asagidaki iki 6rnegi inceleyelim.

Ornek 4.1 Tiim sifira yakinsak gercek dizilerin uzay olan c, Riesz uzaymi diisiinelim.
co igin de bir (Xn) dizisini asagidaki gibi tamimlayalim;

Yy - {en, eger n=m3bazim €N
"8, diger durumlarda

0 zaman (X»)'nin is st,-sinurh fakat sira siirh degildir.
Ornek 4.2 E Riesz uzay: yalnizca sonlu sayida farkli degerlere sahip dizilerden olusan
P uzay1 olsun. E'de bir (fn) dizisini tim n € N ve her k € N igin asagidaki gibi

tanimlayalim,;
1

fall) = {E' estaen
0, k>n

Tim n’ler i¢in 0 < f, < koldugu goriilebilir (k her elemani ayn1 ve 1 olan diziyi
gostermektedir). Dolayisiyla (fn) dizisi sira smirlidir ve bdylece st,-simirlidir. Ancak
istatistiksel olarak sira yakinsak degildir.
Ornek 4.3 Yalnizca sonlu farkl terime sahip dizilerden olusan Riesz uzayin1 E olarak
alalim. E de (x,,) = (x¥, x%, -+ ) dizisini tanimlayalim.
dem (112t 00)

" 2’3" 'n’
ne€Nvek €N 6 < x¥ <1 tiim n,k icin saglanir. Burada 1, 1’e esit olan diziyi temsil
eder. Yani (x,,) dizisi sira smirh ve bununla beraber st,- siirhdir. Ancak istatistiksel
olarak yakinsak degildir.

Tamim 4.2 E ve F iki Riesz uzay1 ve T: E — F bir operator olsun.

t t
1) Eger x, >3 x E’de yakinsarken, Tx, 3 Tx F’de yakinsiyorsa T’ye
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istatistiksel o-sira siirekli operatér denir.

2) Eger T operatori istatistiksel sira sinirli dizileri istatistiksel sira smirli dizilere
tasirsa T’ye istatiksel sira sinirli operatér denir.

Genel olarak Riesz uzaylarindaki diziler i¢in o- gosteriminin kullanildigina
dikkat edilmelidir. x; € B ve x, € B% ile tek tiirlii olarak bir x = x; + x, ayristirmasina
sahip her x € E vektoriiniin bir Pg: E > E oldugu bir Riesz uzay1 E = B @ B¢ de bir
band izdiistimii vardir ve Pg(x) = x; formiilii ile tanimlanir.

Ornek 4.4 B bir izdiisiim band1 ve P, B 'ye karsilik gelen band izdiisiimii olsun. O zaman

Py istatistiksel olarak o-diizeyinde siirekli ve sinirli operatordiir.

Ispat: x, S—t‘;x oldugunu kabul edelim. O zaman, 8(K) = 1 kiimesiyle q, {5% 8 dizisi
var dyle Ki; |xi — x| < qyesitsizligi tim k, € K igin saglanir. Ote yandan, Pg'nin
0 < Pg <1 saglayan bir lattice homomorfizmi oldugu bilinmektedir. (Aliprantis ve
Burkinshaw, 2006).

|Pexy, — Pgx| = Pg(|xk, — XI) < |xk, — X| < qx,

K lizerinde elde ettigimiz tiim k,, € K i¢in Pgxy_ 5 Pgx olur. Bu nedenle Pgx, s Ppx
saglanir. Yani, Py istatistiksel o-sira siireklidir. Bu durum istatistiksel sira sinirlilik
icinde benzerdir.
Teorem 4.1 Her sira sinirli operator istatistiksel sira sinirlidir.
Ispat: E ve F iki Riesz uzay1 ve T:E — F bir sira sinirli operatdr olsun. (x,,) , E 'de
st,-smirlt bir dizi olsun. O zaman pozitif bir w € E vektérii ve her k, € K i¢in
|xk, | < w olacak sekilde bir §(K) = 1 indisi vardir. Bu nedenle, (Tx,, ) F 'de sira
siurli bir dizidir, ¢tinkii T sira smirl operatordiir. Bu nedenle, (T'x,,) istendigi gibi F'de
istatistiksel sira sinirli bir dizidir.

Bu teoremin tersinin genel olarak dogru olmas1 gerekmedigi agiktir. Ayrica, her
sira siirekli operatoriin sira sinirli oldugunu biliyoruz; bkz. Lemma 1.54 (Zaanen,1971).
Bu da her sira siirekli operatoriiniin istatistiksel olarak sira siirl oldugunu ima eder.

Teorem 4.2 Her o-sira siirekli operator, istatistiksel o-sira siireklidir.

. - - - - . . .. St
Ispat: E ve F iki Riesz uzay1 ve T: E — F bir o-sira siirekli operator olsun ve x,, — x

E'de bir dizi olsun. O zaman her k, € K, i¢in |x; — x| < qi, olacak sekilde

8§(K) = 1 sartin1 saglayan g, 15t 0 dizisi vardir. Béylece T'nin o-sira siirekliligini
to

kullanarak F'de Txy, S Tx elde ederiz. Buradan Tx, S Tx olur, ¢ilinkii sira

yakinsakligr istatistiksel sira yakinsakligini ifade eder.
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Bu teoremin tersinin saglanmasma gerek yoktur, c¢iinkii (Abramovich ve
Sirotkin, 2005) Ornek 3'ten goriilebilecegi gibi, istatistiksel sira yakinsaklik sira
yakinsaklig1 gerektirmez.

Ornek 4.5 Tiim yakisak gercel degerli dizilerin kiimesi bir Riesz uzayidir ve bu uzayi
E olarak alalim, F = R olsun ve T:E — F operatorii igin T, = limy_,,, 0 ile bir sira

siirli operatorii tanimlayalim. T istatistiksel olarak o-sira siirekli degildir. Gergekten de

sto st
ap = lysn % 0buda a, — 0 oldugunu gosterir. Dolayisiyla Ta, =1 - 1 # 0.

Teorem 4.3 E ve F Riesz uzaylar olsun. O halde, E'den F'ye tiim istatistiksel o-sira

stirekli operatorlerin kiimesi St.(E, F) bir vektor uzayidir.
Ispat: S,T € St.(E,F) ve B € R olsun. E’de x,, % x oldugunu varsayalim. Dolayisiyla
Sx, 23 Sx Ve Tx,, "3 Tx saglanir. O zaman 8(K) = 8(M) = 1 yogunluklar: ile indis
kiimeleri ile p,, 15t 0 ve g, 15% 0 dizileri var 6yle ki;
|SXm, —Sx| < qm, ve [Txp, —Tx| <py,
tim m,, € M ve k,, € K i¢in saglanir. Boylece
|(BS +T)xj, — (BS + T)x| < |B]| - |Sx;, —Sx| + |Tx;, — Tx| < |B| - q;, +pj,
esitsizligi tiim j, € J:= M N K igin saglanir. Bu durumda 6(J) =1 ve (|B]-q;, +
p;,) { 8 oldugundan
(BS + T)x,, = BSx,, + Txy 3 BSx + Tx = (BS + T)x
elde edilir.
Sonraki ornekte St.(E, F) = @’nin miimkiin oldugunu gosterilmektedir.
Ornek 4.6 T:C[0,1] — L,[0,1] istatistiksel olarak pozitif o-sira siirekli operator.
Buradan herhangi bir sabit 0 < h € L,[0,1] i¢in C[0,1] den R ye f € C[0,1] elemanlar

icin asagidaki G fonksiyonu tanimlayalim:
1
G(f):= f h(x)[Tf(x)]dx
0

O zaman G istatistiksel olarak o-sira siireklidir. Boylece Ornek 1.58 (Zaaanen, 1971)
uygulayarak

[y RE)[TE)]dx = 0
her h € L,[0,1] ve tim f € C[0,1] i¢in elde edilir. Dolayisiyla istedigimiz gibi T = 6
dir.
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Hatirlayalim ki eger F Dedekind tam bir Riesz uzayi ise T € Ly (E, F) sira sinirlt
operatoriin |T| modiil operatorii vardir; bknz. Theorem 1.67 (Aliprantis ve Burkinshaw,
2006). |T(x)| < |T|(]x|) formiiliinden de anlasilacagi gibi eger bir T operatorii
istatistiksel olarak o-sira siirekli (istatistiksel sira siirlt) |T| modiiliine sahipse, o zaman
T ayn1 zamanda istatistiksel o-sira siireklidir (istatistiksel sira sinirhidir).

Teorem 4.4 T:E — F ve ayn1 zamanda |T| modiiliine sahip istatistiksel sira sinirli bir
operatdr ise, 0 zaman |T| istatistiksel sira sinirlidir.
Ispat: (x,), E'de istatistiksel sira siirli bir dizi olsun. O zaman pozitif bir w € E
vektorii ve her k, € K igin |x, | < w olacak sekilde bir §(K) =1 indisi vardir.
Bununla beraber Lemma 1.6 (Zaanen, 1971) uygulanirsa ;

T (e, )| < IT1(|xk,|) < ITIW) € F
her k, € K i¢in saglanir ¢iinkii |T| pozitif bir operatordiir. Buradan istenilen sonucu
elde ederiz.
Soru 41 T:E — F, |T| modiiliine sahip istatistiksel sira stirekli bir operator olsun. O
halde
|T| istatistiksel siral1 stirekli midir?

Eger bir S: X — Y operatorii icin |Sx| < T(]|x|) esitsizligi biitiin x € X elamanlar1
icin saglayacak bagka bir pozitif T: X — Y operatorii bulunabilir ise bu T operatorii S
operatoriinii domine eder denir.

Teorem 4.5 T:E — F istatistiksel o-sira siirekli (istatistiksel sira sinirli) bir pozitif
operatér olsun ve S:E — Fsaglasin, 0 zaman S aymt zamanda istatistiksel o-sira

stireklidir (istatistiksel sira sinirlidir).

Ispat: Kabul edelim ki E*de x,, =5 x olsun. O halde her k,, € K igin |x, — x| < g ve
85(K) = 1olacak sekilde g, 15t 8 dizisi ve indis kiimesi vardir. Buradan
|Sxy, — Sx| < T|xy, — x|
esitsizligi ile istenen sonug elde edilir. Sira sinirlt durum iginde benzerdir.
Asagidaki teoremde, Soru 4.1'in kismi bir cevabini almis olacagiz.

Teorem 4.6 T:E — R bir sira sinirli fonksiyonel olsun. O zaman asagidaki ifadeler
denktir.

(i) T istatistiksel o-stireklidir.

(i)  Tistatistiksel o-siireklidir.
(i)  Tistatistiksel o-stireklidir.

(iv)  |T| istatistiksel o-siireklidir.
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Ispat: (i) = (ii) E’de x, % 0 saglansin. Teorem 1.18 (Zaanen, 1971) uygulanirsa
T*x = sup{Ty:0 <y < x}

elde edilir. Ciinkii R bir Dedekind tam Riesz uzayidir. Simdi, R'de bir t,, 1 0 dizisi

alalim. Boylece, her n € N i¢in 6 < y,, < x,, ve T*(x,,) — t, < Ty, olacak sekilde bir

y, € E 6gesi bulabiliriz. Dolayisiyla, her n i¢in  T*x, <t, + Ty, bulunur. Ote
to
yandan, T'nin istatistiksel sira siirekliligini kullanarak Ty, 236 ve boylece (t, + Tyy,)

%90 elde edilir, ciinkii t, L 0 ise t, 56 ‘dir. Dolayisiyla T*x, 30 elde edilir.
Boylece istendigi gibi istatistiksel o-sira siireklidir.
(ii) = (iii) T~ = (—=T)*esitligini géz oniinde bulundurarak T~’nin istatistiksel sira
stirekliligini elde edebiliriz.
(iii) = (iv) |T|=T*+ T~ ve T* = (—T)’yi kullanarak istedigimiz sonucu elde
ederiz.
(iv) = (i) IT| pozitif operatdr oldugundan ve T’ye sahip oldugundan, Teorem 4.5’ten
yola ¢ikarak, |T| istatistiksel o-sira siirekli oldugunda T’nin de istatistiksel o-sira
stirekli oldugu sonucu elde edilir.
Teorem 4.7 T: E — F pozitif ve istatistiksel o-sira siirekli bir operator olsun. O zaman T
o-sira stireklidir.

Teoremi ispatlamadan 6nce su agiklamay1 yapalim.

Onerme 4.1 Riesz uzaylarinda monoton ve st,-yakinsak bir dizi st,-limitine sira

- . . st . -
yakinsar. Gergekten, E Riesz uzay: iizerinde x, | ve x, =x in oldugunu varsayalim.

Keyfi bir m € N alalim. Yani tim n = m i¢in x,, — X, € E, olur. Béylece x,, — x,

st e .. .
S Xy —X € E, i¢in x,, = x oldugu sonuca ¢ikar. x, (xp) dizisinin bir alt smr1 olur

ciinkii m keyfidir. Her nigin x, =y ise, X, —y s x—y € E, buradan x >y elde
ederiz. Boylece x,, | x istedigimiz gibi elde ederiz; bknz Theorem 6 (Abramovich ve
Sirotkin, 2005).

Ispat. T:E - F pozitif bir operatsr ve E’de x,!6 olsun. O halde

sto sto .
x, — O(Abramovich, 2005). Burada varsayimimizdan 6tiirii Tx,, = 6 . Onerme 4.1 i

uygularsak Tx, | ve Tx, ! 6 sonucuna ulasiriz. Béylece T o-sira siireklidir.
(Aliprantis ve Burkinshaw, 2006).
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Teorem 4.8 T: E — F bir pozitif operator ve F bir Dedekind tam Riesz uzay1 olsun. Bu
durumda E’den F’ye tim x € E, elamanlan icin asagidaki sekilde tanimlanan bir T
operatorili g-sira stirekli olur.

~ sto

T(x):= inf{supT(xn): 0 <x,Tandx, - x}

R sto
Ispat: Kabul edelim ki 6 < x,, T ve x,, » x E’de saglansim. O halde bir g,, 15t 6 dizisi

ile §(K) =1 indis kiimesi var Oyle ki |xkn —x| < qy, esitsizligi her k, € K ve

Xk, 5 x K’da saglanir. k, € K i¢in keyfi bir € > 0 alalim. Buradan yola ¢ikarak
Teorem 1.66 (Aliprantis ve Burkinshaw, 2006) géz oniinde bulundurursak Ty, : E* —
F*operatoriinii asagidaki sekilde tanimlayabiliriz;
Ty, (w) = sup{Tv: VE, ve 8 Sv< u}

u € E,. Boylece (sx — xkn)+ tarafindan iiretilen I ideali iizerinde T ile esit olur ve
ayrica (ex —xkn)_ﬁzerinde sifir degerini alir. Dolayisiyla her bir k, € K i¢in 6 <
Tp, V< T ve Ty (xi, — ex)" =0 saglanmis olur. Simdi T, L yani T, 1 G €
Ly, (E,F) oldugunu varsayalim. Buradan her k, € K igin 6 < (xkn - ex)+ T (x—
ex) = (1—&)x ve G(x, — ex)+ =0 olur. G(x)= inf{supG(x;, ):0 <x, T ve
Xy, % x} =0 elde edilir. Ote yandan 6 <x—x, <(1—&)x+ (ex— xkn)+
esitsizliginden

0 <T(x—x,)<(1—&)Tx+T(ex— xkn)+ (%)
elde edilir. Bu nedenle bizde

T(sx — xkn)+ = inf{sup(Tzn): 0<z,7T and z, Sif (ex — xkn)+}

= inf{sup(Tknzn): 0 <z,7T and z, S—tf (ex - xkn)+}

1

= T, (ex — x,,)"

1

IA

kX
elde ederiz, giinkii 8 < z < (ex — xkn)+ise Tz =T,z dir. Dolayistyla (*)
esitsizliginden
0 <T(x—x,)<(1—e)Tx+Tyx (%)

elde edilir. Teorem 1.59 (Zaanen,1971) ele alindiginda T — T operatérii o-sira siirekli

operatordiir. Boylece Ty, 1 G ise Tkn 1 G olur. Dolayisiyla Teorem VII. 2.3. (Vulikh,
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1967) uygulandiginda Tkn(x) 1 G(x) = 0 saglanir. Bu nedenle (*#) esitsizliginden

6 < infy {T(x —x, )} < (1 — &)Tx elde edilir. Buradan istenildigi gibi T(x —x, )

0, yani T (x — x,,) Sif 6 elde etmis oluruz.

Hatirlatma: A’daki 0 < x,, T x dizisi i¢in bir x € A’ya sahipsek bir Riesz uzayinin A
idealinin o-ideal olarak adlandirildigini hatirlayalim. E ve F Riesz uzaylari arasinda
tanmimlanan T operatoriiniin lattice homomorfizmasi olmasi igin her x ve y elemanlari
icin T(xVvy) =T(x)VT(y) esitligi saglanmalidir.

Teorem 4.9 T: E — F bir lattice homomorfizmasi olsun. O zaman Ker(T), E’nin o-
ideali ise T istatistiksel o-sira siireklidir.

Ispat: Kabul edelim ki (x,) Ker(T) iizerinde 6 < x,, T x saglayacak sekilde bir dizi

sto y : .
olsun. Boylece x, — x saglanir. Teorem 1.31 (Aliprantis ve Burkinshaw, 2006)

uygulandiginda lattice homomorfizmanin ¢ekirdeginin bir ideal oldugu goriliir.

sto )
Dolayisiyla T istatistiksel sira  sirekli  oldugundan T(x,) — T(x), Yyani

T(xx,) = T(x). Buradan T(x) =6 bulunur. Béylece x € Ker(T) elde edilir. Bu
nedenle Ker(T) o-idealdir.
Tersine Ker(T) nin o-ideal oldugunu kabul edip, T’nin istatistiksel o- sira

stirekli oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki x, Sif 0 E’de bir dizi olsun. O halde
|k, | < g, 0lacak sekilde §(K) =1 indisli g, {5t @ dizisi vardir. Boylece |Txy | =
T|xkn| < Tqy, esitsizligi tim k, € K icin saglanir, ¢iinkii T pozitiftir. Her k, € K
icin 8 <w < Tqy, oldugunu varsayalim. O halde baz1 z € E, i¢in Tz = w olur ¢linkii
T orten bir lattice homomorfizmadir. Bdylece 6 < (Z_QRn)+ Sﬁf z sahip oluruz.
Buradan T(z—q,) =(Tz—Tq.,) =(w—Tq,,) =6 elde edilir. Bununla
beraber her k, i¢in (z — qkn)+ € Ker(T) olur. Simdi Ker(T)’nin o-idealliginden bir

sty

z € Ker(T) alalim. Boylece w = Tz = 6 olur. Bu nedenle Tq 50 ve Tx, — 6.
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Iki Riesz uzay1 arasindaki sira sinirli operatdriin adjoint operatdriiniin sira smirl:
ve sira stirekli oldugunu hatirlayalim; bknz Teorem 1.73 (Zaanen, 1971). Ayn1 zamanda
E tizerindeki tim sirali smirlt dogrusal fonksiyonellerin vektor uzayr E~, E'nin sira
dualidir. Bir E Riesz uzay1 igin;

Eg:={f:E — R: f istatistiksel o-sira siirekli }
E'nin istatistiksel olarak o-siral1 siirekli duali olarak ele alinabilir. Asagidaki sonug ile
benzer bir durumu inceleyebiliriz.
Teorem 4.10 T: E — F sira sinirhi ve istatistiksel o-sira siirekli operator olsun. O halde
T™:F~ - Eg tanimlanan T~ (f)(x):= f(Tx) operatorii istatistiksel o-sira siireklidir,
burada F~, F'nin o-sira siirekli dualidir.

Ispat: Oncelikle her bir f € F~ igin T~ (f) € E oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki

sto N . Sto
X, — 0 E’de saglansin. T istatistiksel o-sira siirekli oldugundan T'x,, = 6 yakinsamasi

sto

F’de saglanir. f istatistiksel o-sira stirekli oldugundan f(Tx,) - 6 vya da (fo
sty sto

T)(x,,) = 6 olur. Boylece f o T € Eg; elde edilir. Simdi kabul edelim ki 8 < f,, — 6

yakinsamast F~ de saglansin. T~ f, Sif 6 vyada f,oT S—tf 6 oldugunu gosterelim.
x € E, keyfi bir elemanin1 alalim. Boylece baz1 u € F, i¢in |Ty| < u esitsizligi tim
ly| < x i¢in saglanir. Dolayisiyla tim pozitif f € F~igin [|T~|(f)](x)) < f(u) veya
FUT|(x)) < f(w) saglanir. Bu nedenle tiim n igin £, (|T|(x)) < f,,(w) olur. Ote yandan
k, € K igin fi, < gj olacak sekilde §(K) = 1 indisli F~’de g,, 1% 6 dizisi vardir. Bu

Sto
nedenle f;, - 6 oldugundan K’da f; > 6 olur. Burada Theorem VIII.2.3 (Vulikh,
1967) goz oniinde bulunduruldugunda g, (u) | 6 elde edilir. Bu nedenle f, (|T](x)) {
6 veya [IT~|fi,|(x) L 6. Yani |T~| istatistiksel c-sira siireklidir. Teorem 4.6 dan

T~ 'nin de istatistiksel o-sira siirekli oldugu sonucu ¢ikar.
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