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doniigiimleri, kiime degerli biiziilme doniisiimleri, zayif proksimal Kannan biiziilme doniisiimleri ve
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SIMGELER ve KISALTMALAR

Simgeler

CB(X) : X in bostan farkl1 kapali ve sinirh alt kiimelerinin ailesi
CL(X) : X in bostan farkli kapali alt kiimelerinin ailesi

K(X) : X in bostan farkli kompakt alt kiimelerinin ailesi

P(X) : X in bostan farkli tiim alt kiimelerinin ailesi

C(I,R) : I dan R ye siirekli fonksiyonlarin kiimesi

dist(A,B) : A ve B kiimeleri arasindaki uzaklik

Card A : A kiimesinin kardinali

X : X normlu uzayimin duali

viii



1. GIRIS

Sabit nokta ¢aligmalari; bir doniisiimiin sabit noktasinin hangi sartlar altinda var
oldugunu, varsa tek olup olmadigini ve nasil bulunabilecegini inceler. X bos olmayan bir
kiime ve T dontisiimii X den X e tanimli olsun. Bu takdirde T (x) = x denklemini saglayan
x € X noktalarma T déniisiimiiniin sabit noktalar1 denir. Ornegin; X = [0,1] araliginda
tanimh f(x) = x% ve g(x) = 2x doniisiimlerini ele alirsak, f nin (x = 0 ve x = 1) iki
tane sabit noktasi vardir fakat g doniisiimiiniin (x = 0) bir tane sabit noktas1 vardir.
Ayrica f ve g doniigiimlerini Y = (0,1] araliginda tanimlarsak f doniisiimiiniin (x = 1)
bir tane sabit noktasi kaldig1 gibi g déniisiimiiniin ise hig sabit noktas1 kalmaz. Ornekten
de anlagilacagi ilizere sabit noktanin varli§i tanimlanan araliga bagli oldugu gibi
doniisiimiin niteligine de baglidir. Bdyle bir doniisiimiin sabit noktalarinin varligi, niteligi
ve sayist hakkinda bilgi veren ¢ok degisik teoremler vardir ve bu teoremler Sabit Nokta
Teoremleri olarak adlandirilir. Sabit nokta teoremlerinin uygulama alani son derece
genistir.

Sabit nokta teorisi, matematigin; fonksiyonel analiz, genel topoloji, diferansiyel
denklemler, cebir ve geometri gibi alt dallarinin yani sira; fen bilimleri, istatistik,
miihendislik bilimleri ve ekonomi gibi farkli alanlarda da genis ¢alisma alanlarina
sahiptir. Bu ylizden bu konuda birgok farkli ¢alisma yapilmistir ve halen yapilmaya
devam etmektedir. Sabit nokta teorisinin ge¢cmisi 19. yilizyilin son zamanlarina 6zellikle
diferansiyel denklemler tizerindeki ¢alismalarda kullanilan yaklasim yontemlerine kadar
dayanmaktadir. Burada kullanilan yaklasim yontemleri Cauchy (1884), Liouville (1836),
Lipschitz (1877), Peano (1885-1886-1889) ve en oOnemlisi Picard (1890) ile
bilinmektedir. Daha sonra 1910 yilinda Brouwer tarafindan sonlu boyutlu uzaylarda
verilen bir teorem ile daha dikkat ¢ekici hale gelmistir. Ardindan Schauder, R™ yerine
Banach uzaymi alarak Brouwer teoremini bazi ek sartlarla birlikte sonsuz boyutlu
uzaylara su sekilde genigletmistir: "Bir Banach uzaymin kompakt ve konveks bir alt
kiimesinden kendi iizerine tanimli siirekli her doniisiim bir sabit noktaya sahiptir."
Sonrasinda 1922 yilinda Banach tam metrik uzaylarda sabit nokta teorisi ¢aligmalarini
baglatmig ve biiziilme doniisiimii prensibi olarak da bilinen " (X, d) bir metrik uzay ve
T:X — X biizlilme doniisiimii olmak iizere Vx,y € X i¢in

d(Tx,Ty) < kd(x,y)



olacak sekilde bir k € [0,1) sabiti varsa T, X de bir tek sabit noktaya sahiptir." teoremini
ifade ve ispat etmistir. Metrik uzayda biiziilme doniisiimiiniin en anlasilir tanimi, farkli
iki noktanin goriintiileri arasindaki uzakligin bu noktalar arasindaki uzakliktan daha
kiigiik olmasidir. Bu sebeple her biiziilme doniisiimii siireklidir. O halde dogal olarak
“stirekli olmayan doniisiimler de bir tek sabit noktaya sahip midir? Siirekli olmayan

doniistimlerin bir tek sabit noktaya sahip oldugu gosterilebilir mi?" gibi sorular ortaya
¢ikmistir. 1968'de Kannan, biiziilme sartinin yerine A € [0, %) olacak sekilde;

d(Tx,Ty) < Ald(x,Tx) + d(y, Ty)]

esitsizligini kullanarak bu sorunun cevabinin olumlu oldugunu gdstermistir (Kannan,
1968). Bu kosulu saglayan dontistimler Kannan biiziilme doniisiimii olarak adlandirilir.

Bir (X, d) tam metrik uzay1 i¢in X de kendi {izerine tanimli her Kannan biiziilme
dontisiimiiniin tek bir sabit noktas1 vardir (Kannan, 1969). Burada biiziilme doniisiimii ile
Kannan biiziilme doniisiimii birbirinden bagimsizdir. Yani, Kannan biiziilme doniistimii
olmayan bir biiziilme doniisiimii vardir ve biiziilme doniisiimii olmayan bir Kannan
bilizilme doniisiimii vardir. Boylece donilisiimlerin bu iki smnifi direkt olarak

kiyaslanamaz.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Kikkawa ve Suzuki (2008) calismasinda Kannan'in sabit nokta teoreminin bir
genislemesi olan asagidaki sabit nokta teoremini elde etmistir.

Teorem 2.1

(1 o<ret
' - V2

W):i L
1+7 EST<1.

ile verilen ¢, [0,1) den G, 1] ¢ tamimli artmayan bir fonksiyon olsun. (X, d) bir tam

metrik uzay ve T, X tizerinde kendi {izerine taniml1 bir dontistim olsun. a € [0, %) ver =
% olarak alinsin. Eger her x,y € X igin ¢p(r)d(x,Tx) < d(x,y) iken
d(Tx,Ty) < ald(x,Tx) + d(y,Ty)]

ise, 0 zaman T nin bir tek z sabit noktasi vardir ve her x € X i¢in lim T" x = z saglanir
n

(Kikkawa ve Suzuki, 2008).

Teorem 2.1 de tanimlanan ¢ (r) her bir r i¢in en iyi sabittir (Kikkawa ve Suzuki,
2008).

Banach biiziilme prensibinin bir diger genellestirmesi Geraghty (1973) yilindaki
calismada verilmistir.

Teorem 2.2 (X, d) bir tam metrik uzay ve T: X — X bir doniistim olsun. Eger her x,y €
X i¢in

d(Tx,Ty) < B(d(x,¥)) - d(x,y) (2.1)
olacak sekilde B(t,) — 1 iken t, — 0 kosulunu saglayan (: [0, o) — [0,1) fonksiyonu
varsa, 0 zaman T nin yalniz bir sabit noktas1 vardir (Geraghty, 1973).

B(t) = k fonksiyonu sabit oldugundan yukarida verilen sart1 saglar ve dolayisiyla
Teorem 2.2, Banach biiziilme prensibinin bir genislemesidir. Burada k € [0,1) bir say1dir.
Not 2.1 B fonksiyonu 1 den kesin kiigiik oldugundan (2.1) esitsizliginden her x,y € X
ve x # yigin

d(Tx, Ty) < d(x,y),
yazilabilir ve boylece (2.1) sartin1 saglayan herhangi bir T: X — X doniigiimii siireklidir
(Geraghty, 1973).
Bir (X,d) tam metrik uzay1 iizerinde herhangi bir sabit noktasi olmayan

doniisimler de mevcuttur. Yani herhangi bir x € X icin d(x,Tx) > 0 olacak sekilde



dontigiimler bulunabilir. Bu durumda d(x, Tx) ifadesinin en kiigiik degerinin varligini ve
tekligini sorgulamak oldukca dogaldir. Iste bu en iyi yaklasim teorisinin ana motivasyon
kaynagidir.

A kiimesi bir (X, d) metrik uzaymin bos olmayan alt kiimesi ve T: A —» X bir
doniistim olsun. Tx = x denkleminin ¢6ziimleri T nin sabit noktalaridir. Su halde T(4) N
A # @ olmas1 T operatorii i¢in bir sabit noktanin varligi i¢in gerekli bir kosuldur. Eger bu
kosul saglanmaz ise, o zaman herhangi bir x € A igin d(x, Tx) > 0 oldugu goriiliir. Bu
durumda d (x, Tx) ifadesini minimum yapan x € A elemanlarinin bulunmasi gereklidir.

A ve B, bir (X, d) tam metrik uzaymin bos olmayan herhangi iki alt kiimesi olsun
ve T: A —» B doniisiimii goz oniine alinsin. d(xg, Txy) = min{d(x,Tx): x € A} olacak
sekilde bir x, € A elemaninin varligin1 sorgulamak dogaldir. Herhangi bir x € 4 igin
d(x,Tx) = d(A, B) oldugundan, bu problemin optimal ¢ozimii p(x) = d(x,Tx) ile
verilen p: A = R reel degerli fonksiyonu ile elde edilen d(4, B) degeri igin olacaktir.

En iyi yakinlik noktasi tizerine yapilan bazi ¢alismalar Sadiq Basha ve ark. (2001),
Suzuki ve ark. (2009), Di Bari ve ark. (2008) ve Elred ve Veeramani (2006), Al-Thagafi
ve Shanzad (2009), Anuradha ve Veeramani (2009), Caballero ve ark. (2012), Eldred ve
Veeramani (2006), Kirk ve ark. (2003), Sadiq Basha ve Veeramani (2000), Sankar Raj
(2011) ve Sankar Raj ve Veeramani (2009) olarak siralanabilir.

Teorem 2.3 (X, d) bir tam metrik uzay olsun. Eger T, X tizerinde kendi {izerine bir
dontisiim ve her x,y € X i¢in

d(Tx,Ty) < ad(x,y) + Bd(Tx,y) (2.2)
olacak sekilde a € [0,1) ve B € [0, =) sayilari varsa, o zaman her x € X i¢in {T™x} dizisi
T nin bir sabit noktasina yakinsar (Berinde, 2004).

Teorem 2.4 (X, d) bir tam metrik uzay ve T, X iizerinde kendi tizerine bir doniisiim olsun.
8:[0,1) - (% 1],

1
(1, 0<r<-(V5-1)igin

1-r 1 1
5 E(\/g -1)<r< 5 icin (2.3)
1 ! <r < 1ligi

\1+7r" 27~ r e

ile tanimlanan azalmayan bir fonksiyon olsun. Her x,y € X i¢in 0(r)d(x, Tx) < d(x,y)

0(r) =4

iken
d(Tx,Ty) <rd(x,y)



olacak sekilde bir r € [0,1) sayis1 varsa, o zaman T doniisiimiiniin bir tek sabit noktasi
vardir (Suzuki, 2008).

Suzuki (2008) yilindaki ¢alismasinda, her bir € [0,1) igin 6(r) sayisinin en iyi
sabit oldugunu gostermistir.

Bu ¢alismanin kalaninda, bir (X, d) metrik uzayimnin bos olmayan iki alt kiimesi A
ve B igin A, ve B, kiimeleri

Ay ={x € A:d(x,y) = dist(A,B) baz1y € Bigin }

By ={y € B:d(x,y) = dist(A,B) baz1 x € Aicin }
olarak tanimlansin. Eger (4, B) ¢ifti bir X Banach uzayinin bos olmayan ve zayif kompakt
alt kiimeleri ise, 0 zaman (4, By) ¢ifti X in bos olmayan alt kiimeleridir.

Caballero ve ark. (2012) yilindaki g¢alismasinda bu tanimdan yararlanarak

asagidaki sonucu elde etti.
Teorem 2.5 (A,B) cifti Ay # @ olacak sekilde bir (X,d) tam metrik uzaymin bos
olmayan kapali iki alt kiimesi olsun. T: A - B doniisimii T (4,) € B, olacak sekilde bir
Geraghty biiziilme olsun. Eger (4, B) ¢ifti P-6zelligini sagliyorsa, o zaman d(x*, Tx*) =
d(A, B) olacak sekilde bir tek x* € A noktas1 vardir (Caballero ve ark., 2012).

Almeida ve ark. (2013) yilindaki calismasinda Caballero ve ark. (2012)
caligmasinin bir genislemesi ve genellestirmesi olarak Geraghty tipi biiziilme
dontistimleri igin en iyi yakinlik noktasmin varligi ve tekligi lizerine bazi teoremler
vermistir.

Gabeleh (2013) yilindaki ¢alismasinda, kendi tizerine olmayan bir T doniistimii
icin x — d(x,Tx) reel degerli fonksiyonunu minimize eden lineer olmayan
programlama problemi {izerine calismustir. Ozellikle, Kannan tipinde kendi iizerine olan
dontisiimler i¢in sabit noktanin varlik ve tekligini elde etmek i¢in ¢calismistir.

Gabeleh (2014) yilindaki ¢alismasinda, uygun bir geometrik 6zellik kullanarak
metrik uzaylarda kendi iizerine olmayan kiime degerli ve tek degerli doniisiimlerin yeni
bir smifi i¢in en 1yi Yakinlik noktasinin varligini garanti eden yeterli sartlar lizerine
calismistir. Burada elde edilen sonuglar tek degerli ve kiime degerli doniisiimler i¢in bazi

taninmig sabit nokta teoremlerinin genellestirilmesidir.



3. TEORIK ESASLAR

Tamm 3.1 X bos olmayan bir kiime olmak tizere asagidaki sartlar1 saglayan d: X X X —
R* fonksiyonuna X tizerinde bir metrik, (X, d) ikilisine de bir metrik uzay denir (Suhubi,
2001).

(m)dx,y)=0ex=y,

(m3) Vx,y € X igin d(x,y) = d(y, ),

(m3) Vx,y,z € Xigind(x,z) < d(x,y) +d(y, 2).

Ornek 3.1Vx,y € R,d(x,y) = |x — y| seklinde tanimlanan d:R X R — R* fonksiyonu
R tizerinde bir metriktir. Bu metrige mutlak deger (alisilmis, dogal, salt deger) metrigi
denir (Suhubi, 2001).

Ornek 3.2 X bos olmayan bir kiime ve d;: X X X — R* fonksiyonu

_ (0, x=yise
dl(x’y)_{l, X # yise

ile tanimlansin. Bu durumda d,, X tizerinde bir metrik ve (X, d;) bir metrik uzaydir. Bu
metrige ayrik (diskret) metrik denir (Bayraktar, 2006).

Tanmmm 3.2 (X,d) bir metrik uzay, (x,), X’de bir dizi ve x, € X olmak flizere, Ve >
0,3ny € N vardir dyle ki Vn > ng, d(x,,x,) < € oluyorsa, (x,) dizisi x, noktasina

yakinsiyor denir ve limx, = xy, veya x, = x, seklinde gosterilir. Yakinsak olmayan
n—-oo

diziye 1raksak dizi denir. Bir diger ifadeyle, x,, = x, ise dizinin belli bir terimden sonra
biitlin terimleri x, 1 uygun bir € civarinda bulunur (Suhubi, 2001).

Ornek 3.3 (R, d) alisilmis metrik uzaymi ve X = (0,1) < R kiimesini goz oniine alalim.

(xp) = (1,1,§,1,---) dizisi R de yakimnsaktir ve limx, =0 dir. Fakat (x,), X’de

n—-oo

yakinsak degildir. Clinkii lim x, = 0 fakat 0 € X dir. Ancak X = [0,1) alinirsa (x,,) =
n—oo

(1,%,%&, ) dizisi X de yakinsak olur. Bu ornekte de goriildiigii iizere yakinsaklik

PR

dizinin niteligine gore degistigi gibi dizinin tanimlandig araliga gore de degisir (Suhubi,
2001).
Ornek 3.4 Aligilmis metrige gore R de (x,,) = (1,2,3,-+) dizisi yakinsak degildir. Fakat

genel terimi x,, = ﬁ olan dizi yakinsaktir. Clinkdi,

lim d(x,,0) = lim
n—-00

—0|=0
n-eo |+ 1

olur. Yani ayn1 metrik uzay lizerinde tanimlanan diziden biri yakinsak, digeri ise yakinsak

degildir. Dolayisiyla yakinsaklik dizinin tanimina gore de degisir (Suhubi, 2001).



Ornek 3.5 R? de genel terimi x,, = (1%) olan (x,) dizisini goz oniine alalim. x =

(x1,v1),y = (x3,v,) € R? olmak iizere, d(x, y) = maks{|x; — x,|, |y; — y,|} metrigini

alirsak (x,,) dizisi bu metrige gore (1,0) noktasina yakinsar. Yani,
1 1 1
d(xp, (1,0)) =d <(1,—) , (1,0)) = maks{ll —1], |— - o|} ==-0
n n n

olur. Fakat bu dizi ayrik metrige gore yakinsak degildir. Ciinkii d, R? de ayrik metrik ise,
lim d(a,, (1,0)) =1 #0

oldugu goriiliir. Yani, yakinsaklik metrige gore de degisir (Suhubi, 2001).

Tamim 3.3 (X, d) bir metrik uzay ve a € X olsun. r > 0 olmak tizere,
B(a,rv) ={x € X:d(a,x) <r}

kiimesine a merkezli r yarigapl agik yuvar (veya a nin r-agik komsulugu),
D(a,r) ={x €X:d(a,x) <r}

kiimesine a merkezli r yarigapli kapali yuvar ve
S(a,r) ={x e X:d(a,x) =71}

kiimesine a merkezli r yarigapli yuvar yiizeyi denir (Suhubi, 2001).

Ornek 3.6 (X, d) bir ayrik metrik uzay, a € X ve £ > 0 olsun. Bu takdirde

_({a}, e<1lise
B(a,s)—{X' e> 1lise
_({a}, e<lise
D(a,s)—{X’ e>1ise

X\{a}, e=1ise
@, e+ lise

S(a,e) = {
olur (Suhubi, 2001).
Ornek 3.7 (R, d) alisiimis metrik uzay olsun. Buna gore a € R ve € > 0 olmak iizere;
B(a,e) ={x€R:d(x,a)<c¢e}
={x€ER:|x—a|l<¢}
=(a—¢ga+eg),
D(a,e) ={x€R:d(x,a) <¢g}
={x €ER:|x —a| < ¢}
=la—¢a+ce]
S(a,e) ={x€R:d(x,a)=¢}
={x€ER:|x—a|l=¢}
={x=(a—¢)veyax = (a+¢)}
olur (Suhubi, 2001).



Tanim 3.4 (X, d) bir metrik uzay ve A, X in bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Eger x €

A igin B (x, r) € A olacak bi¢imde bir r > 0 varsa x noktasina A kiimesinin bir i¢

noktasi denir. Eger her bir x € A noktas1 A kiimesinin bir i¢ noktasi ise A kiimesine agik

kiime denir. K c X olmak tizere eger K¢ = X\K agik ise K kiimesine kapali kiime denir

(Suhubi, 2001).

Tamm 3.5 R € A X A bagintis1 verilsin.

(@) Her a € Aigin (a,a) € R ise R bagmtisina yansima 6zelligine sahiptir denir.

(b) Her (a,b) € R igin (b, a) € R ise R bagmtisina simetri dzelligine sahiptir denir.

(c) Her (a,b),(b,c) €R i¢in (a,c) € R ise R bagmtisina gecisme ozelligine sahiptir
denir.

Eger R bagintisi yansima, simetri ve gecisme Ozelliklerini sagliyorsa R ye A kiimesi

tizerinde bir denklik bagintis1 denir (Gezer ve Bizim, 2017).

Tamm 3.6 R, A kiimesi tizerinde bir denklik bagintisi ve a € A olsun. a elemanina R

bagintisi ile denk olan tiim noktalarin kiimesine a nin R bagintisina gore denklik sinifi

denir (Gezer ve Bizim, 2017).

Tanmm 3.7 A ve B kiimeleri arasinda birebir ve drten bir fonksiyon tanimlanabiliyorsa A

ve B kiimelerine denk kiimeler denir ve A = B ile gosterilir. Bu bagint1 bir denklik

bagintisidir. A kiimesinin " = " bagintisina gore denklik sinifina A kiimesinin kardinali

denir ve Card A ile gosterilir (Gezer ve Bizim, 2017).

Tammm 3.8 F verilen bir cisim ve V bos olmayan bir kiime olsun. Asagidaki sartlar

saglaniyorsa V kiimesine F tizerinde bir vektor uzayi (veya lineer uzay) denir:

A) V, + islemine gore degismeli bir gruptur. Yani,

(G)) Vx,y €eViginx+y €V,

(G))Vx,y,z €EViginx+ (y+2)=(x+y)+z,

(G3) Vx €Viginx + 6 = 6 + x = x olacak sekilde bir tek 6 € V vardir,

(G,) Vx € Viginx + (—x) = (—x) + x = 0 olacak sekilde bir tek —x € V vardr,

(Gs) Vx,y €Viginx+y=y+xdir.

B) x,y €V vea,p € F olmak tizere asagidaki sartlar saglanir:

(L)) a-x €V,

(Ly) a(x +y) = ax + ay,

(L3) (a+ B)x = ax + Bx

(La) a(Bx) = (aB)x,

(Ls) 1 - x = x olacak sekilde bir tek 1 € F vardir. (Bayraktar, 2006).



Tamm 3.9 X, F cismi {izerinde bir vektor uzay1 olsun. X iizerinde bir norm asagidaki
ozellikleri saglayan
I-ll: X - R*
fonksiyonudur ve (X, ||-]]) ikilisine bir normlu uzay denir:
() lIxll =0 & x =6,
(n,) Vx € X ve Va € F icin ||ax|| = |al||x][,
(n3) Vx,y € X igin ||x + y|| < ||lx|| + |||l dir (Soykan, 2016).
Ornek 3.8 R™, n-boyutlu bir reel vektdr uzay1 ve x = (xq,%5,+,%,) € R"ve p > 1 i¢in
/p

n 1
p
lelly = | Yl | = Vel + P+ Txl?
j=1

ile tamimli ||-||,: R™ — R* fonksiyonu bir norm, (R”, ||-||p) bir normlu uzaydir. p = 2
igin ||-||, normuna standart (alisilmis) norm denir (Soysal, 2016).
Tamim 3.10 X, F cismi iizerinde bir vektor uzayi olsun. X iizerinde bir i¢ ¢arpim asagidaki
ozellikleri saglayan
(,): X x X > R*
fonksiyonudur ve (X, (-,)) ikilisine bir i¢ garpim uzay1 denir:
(ip) (x,x) =0 = x =6,
(ip2) Vx,y € X i¢in (x,y) = (y,x),
(in3) Vx,y,z € X igin x+y,z) = (x,2) + (y,2),
(ipy) Vx,y € X ve VYa € F i¢in (ax,y) = a(x,y) dir (Soykan, 2016).
Ornek 3.9 R", n-boyutlu bir reel vektér uzayr ve x = (xq,X, ", %),y =

(y1;y; "'!yn) € R" 1@11’1

n

(x,y) = Z XiYj

j=1
ile tammli (x,y): R™ X R™ —» R* fonksiyonu bir i¢ ¢arpimdir, (R”, (~,-)) ikilisi de bir i¢
carpim uzayidir (Soysal, 2016).
Tanmm 3.11 (X, d) ve (Y, p) metrik uzaylar, f: (X,d) — (Y,p) bir fonksiyon ve a € X
olsun. Eger her bir "¢ > 0 i¢in d(x, a) < € oldugunda p(f(x), f(a)) < ¢" olacak sekilde
bir e > 0 varsa f fonksiyonu a noktasinda siireklidir. Eger f fonksiyonu her x € X

noktasinda stirekli ise f ye X uzayinda siireklidir ya da kisaca siireklidir denir (Suhubi,

2001).



10

Tanmmm 3.12 (X,d) ve (Y,p) metrik uzaylar olmak tizere bir T : X — Y fonksiyonu
verilsin. Eger Ve > 0 i¢in d(x, x,) < & oldugunda p(Tx, Tx,) < € olacak sekilde sadece
€ sayisina bagli bir § = 8(¢) > 0 sayist varsa T fonksiyonu x, noktasinda diizgiin
stireklidir denir (Maddox, 1970).
Ornek 3.10 R de d(x,y) = |x — y| alisilmus metrigi i¢in T: R - R
x> Tx = x3
ile taniml1 fonksiyon siireklidir, fakat diizgiin siirekli degildir (Suhubi, 2001).
Ornek 3.11 R de d(x,y) = |x — y| alisilmis metrigi i¢in T:R — R
x > Tx =sinx

ile taniml fonksiyon R de diizgiin siireklidir (Suhubi, 2001).
Tamim 3.13 X bos olmayan bir kiime olsun. Asagidaki kosullari saglayan bir T € P(X)
ailesine X tizerinde bir topoloji denir. Burada P (X), X kiimesinin tiim alt kiimelerinin
ailesini gosterir.
(ty) 0, X €1,
(t2) G1,Gy, -+, G €ET=> N2, G; € T(n EN),
(t3) G; €1, i € I = U G; € T (I bir indis kiimesi) dir (Soykan, 2016).
Tamim 3.14 (X, t) ve (Y, p) iki topolojik uzay ve f: X = Y bir doniisiim ve x € X olsun.
X deki x,, = x olacak sekildeki her (x,) dizisi i¢in f(x,) = f(x) oluyorsa f ye x
noktasinda dizisel stireklidir denir (Suhubi, 2001).
Teorem 3.1

a) (X,7) ve (Y, p) iki topolojik uzay ve f: X — Y siirekli bir doniisiim ise f dizisel

stireklidir. Fakat tersi dogru olmayabilir.
b) X veY iki metrik uzay ise f: X — Y nin siirekli olmasi igin gerek ve yeter sart f
nin dizisel siirekli olmasidir (Suhubi, 2001).
Tanim 3.15 (X, d) metrik uzayinin tiim agik alt kiimelerinin olusturdugu
= {A:AcX,d— agk}

ailesi X tizerinde bir topolojidir. Bu topolojiye d metriginin iirettigi topoloji denir
(Suhubi, 2001).
Tamm 3.16 (X, d) bir metrik uzay, {x,} € X ve x € X olsun. Eger verilen herhangi bir
€ > 0 sayisina karsilik, n = n, ozelligindeki her n € N igin x,, € B(a, €) olacak sekilde
bir n, € N sayisi varsa {x,} dizisi a noktasina yakinsiyor denir ve x, - a ya da

lim x,, = a ile gosterilir. Burada a noktasina {x,,} dizisinin limiti denir (Suhubi, 2001).
n—->oo
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Tammm 3.17 (X,d) bir metrik uzay, x € X ve A c X olsun. Eger x noktasinin her
komsulugunda A nin x den farkli noktalar1 varsa, x noktasina A nin bir y1gilma noktasidir
denir. A nin tim y1gilma noktalariin kiimesi A* ile gosterilir. Ayrica A U A' kiimesine A
nin kapanisi denir ve A ile gosterilir (Soykan, 2016).
Teorem 3.2 (X, d) bir metrik uzay ve A c X olsun.

a) Bir x € X noktasinin A nin bir yigilma noktas1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart A

kiimesinde terimleri x den farkli ve x,, = x olacak sekilde bir {x,,} dizisi vardir.
b) A nin kapali olmasi igin gerek ve yeter sart A daki yakinsak her dizinin limitinin
A da olmasidir (Soykan, 2016).
Tamm 3.18 (X, d) bir metrik uzay, x € X ve A ile B, X in bos olmayan iki alt kiimesi
olsun. Bu durumda
dist(A,B) = inf{d(x,y):x € A,y € B}
sayisina A ile B kiimeleri arasindaki uzaklik,
dist(x,A) = inf{d(x,y):y € A}
sayisina x noktasinin A kiimesine uzakligi ve
6(A) = sup{d(x,y):x,y € A}

sayisina da A kiimesinin ¢ap1 denir (Suhubi, 2001).
Tamim 3.19 Bir metrik uzayda herhangi bir kiimenin ¢ap1 sonlu ise, bu kiimeye sinirlidir
denir (Suhubi, 2001).
Tamm 3.20 Bir metrik uzayda herhangi bir dizinin terimlerinin kiimesi sinirli ise, bu
diziye sinirhidir denir (Suhubi, 2001).
Teorem 3.3 Metrik uzayda yakinsak her dizinin limiti bir tektir ve yakinsak diziler
stnirhidir (Suhubi, 2001).
Tanmm 3.21 (X, d) bir metrik uzay ve {x,} € X olsun. k € N igin n, < n,,; olmak
iizere {x,, } dizisine {x,} dizisinin bir alt dizisi denir (Suhubi, 2001).
Teorem 3.4 Bir metrik uzayda yakinsak bir dizinin her alt dizisi de yakinsaktir ve dizinin
kendisi ile alt dizileri ayn1 noktaya yakinsar (Suhubi, 2001).
Tamim 3.22 Bir (X, d) metrik uzayinda herhangi bir dizi {x,} olsun. Eger her € > 0
sayisina karsilik m > n > ny ozelligindeki her m,n € N i¢in d(x,, x,,) < € olacak
sekilde bir ny € N var ise {x,} dizisine bir Cauchy dizisi denir. Eger (X,d) metrik
uzayindaki her Cauchy dizisi bu uzayda bir noktaya yakinsiyor ise (X, d) ikilisine tam
metrik uzay denir (Suhubi, 2001).
Teorem 3.5 Bir metrik uzaydaki yakinsak her dizi bir Cauchy dizisidir (Suhubi, 2001).
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Ornek 3.12 X = (0,1] bir alisilmis metrik uzay ve {xn = %:n € N}, X de bir dizi olsun.

Bu takdirde {x,,} bir Cauchy dizisidir. Ger¢ekten, her € > 0 ve m,n > i icin

1 1
d(Xp, X)) = |E_E <eg

dir. Ancak x,, = 0 € X oldugundan {x,,} dizisi X de yakinsak degildir (Suhubi, 2001).
Ornek 3.13
a) R reel sayilar kiimesi mutlak deger metrigine gore tamdir. Ancak Q < R rasyonel
sayilar kiimesi bu metrige gore tam degildir.
b) Bir diskret metrik uzayda her Cauchy dizisi yakinsak oldugundan, her diskret
metrik uzay tamdir.
c) I =[a,b] € R olmak tiizere C(I,R) kiimesi d(x,y) = sup.|x(t) —y(t)|
metrigine gore tamdir (Suhubi, 2001).
Teorem 3.6 Bir X tam metrik uzayimnin bir M alt uzayinin da tam olmasi i¢in gerek ve
yeter sart M nin X de kapali bir kiime olmasidir (Suhubi, 2001).
Tamim 3.23 Tam normlu vektor uzayina Banach uzayi denir (Suhubi, 2001).
Tanim 3.24 Tam i¢ ¢arpim uzayina Hilbert uzayi denir (Suhubi, 2001).
Tanim 3.25 x, y = 0 olmak iizere f: (0,1) = R fonksiyonu igin
f+y) < fl)+f0)
esitsizligi saglantyorsa f ye alt toplamsal fonksiyon denir (Rosenbaum, 1950).
Not 3.1 f: [0, ) — [0, o) bir alt toplamsal fonksiyon ise y < x igin
fO=flx-y+»sflx=y)+f¥)
oldugundan
f-—fO<flx-y)
elde edilir.
Tanim 3.26 A kiimesi X in bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Her x,y € A i¢in x ve y
noktalarini birlestiren dogru pargasi yine A ya ait oluyorsa A ya konveks kiime denir, yani
A € [0,1] igin
1-MDx+Ay€eA
dir (Soykan, 2016).
Tamim 3.27 Eger bir f:[0,00) — [0, ) fonksiyonu her x,y € [0, ) ve her A € [0,1]
i¢in
fOx+ A =y) <Af(x)+ A -Df )
kosulunu sagliyorsa, f ye konveks fonksiyon denir (Soykan, 2016).
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Tamim 3.28 Eger bir f:[0,00) — [0, ) fonksiyonu her x,y € [0,) ve her A € [0,1]
icin
fOx+ A =y) 22 (x) + A -Df )
kosulunu sagliyorsa, bu fonksiyona konkav fonksiyon denir (Soykan, 2016).
Tamim 3.29 X bir kiime ve A € X olsun. Eger X in alt kiimelerinin bir G = {G;} ailesi
icin A CU; G; saglanirsa bu G ailesine A nin bir ortiisii denir ve eger X bir topolojik uzay
ve her bir G; agik ise bu G ailesine A nin bir agik ortiisti denir. Ayrica G nin bir sonlu alt
ailesi A nin da bir ortiisii ise, yani
ACS G UG,U- UG,
olacak sekilde baz1 G;, G;,, -+, G; € G varsa G bir sonlu drtiiye indirgenebilir ya da bir
sonlu alt ortii icerir denir ve bu durumda {Gil, Gi, Gin} alt ailesine G nin sonlu bir alt
ortiisii denir (Soykan, 2016).
Tanim 3.30 (X, T) bir topolojik uzay ve A € X olsun. Eger A nin her agik ortiistiniin sonlu
bir alt Ortiisii varsa A kompakttir denir (Soykan, 2016).
Tamim 3.31 X ve Y ayni F cismi lizerinde vektor uzaylari olsun. Bir T: X — Y fonksiyonu
her o, € Fve x,y € X i¢in
T(ax + By) = aT (x) + BT (y)
0zelligini sagliyorsa, T ye bir lineer doniisiim denir (Soykan, 2016).
X ve'Y birer vektor uzayi olsun.
B(X,Y) ={T | T:X - Y lineer, siirekli}
ile gosterilsin.
Tammm 3.32 X, F cismi iizerinde bir normlu vektor uzay: olsun. B(X, F) uzaymna X in
dual uzay1 denir ve X’ ile gosterilir (Soykan, 2016).
Tanim 3.33 X bir normlu vektor uzayi olsun.
S={f1G):feX,GeT}
tarafindan tiretilen X {izerindeki topoloji T olsun. Yani f € X’ ve G, F iginde agik olmak
iizere f~1(G) kiimelerinin sonlu kesisimlerinin tiim bilesimlerinin ailesi T olsun. T
topolojisine X tizerinde X’ tarafindan firetilen (indirgenen) zayif topoloji denir. Bu
topolojinin elemanlarina zayif acik kiimeler denir (Soykan, 2016).
Tamm 3.34 X bir normlu uzay olsun. Bir A € X’ (ya da A c X) kiimesinin zay1f agik

kiimelerle olusan her Ortiisiiniin bir sonlu alt Ortlisii varsa A zayif kompakttir denir

(Soykan, 2016).
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Tamm 3.35 X ve Y bos olmayan iki kiime olsun. Herhangi birx € X igin Tx c Y ise T
ye X den Y ye bir kiime degerli doniisiim denir ve T: X — P(Y) ile gosterilir (Nadler,
1969).

Tammm 3.36 T:X —» P(Y) donlisimii i¢in x, € Tx, olacak sekilde x, € X varsa bu
noktaya T nin sabit noktas1 denir (Nadler, 1969).

Ornek 3.14 X = [0,1] olmak iizere T: X — P(Y) déniisiimii

{1} 0<x<1/3
Tx ={ [0,1] x=1/3
[01—x] 1/3<x<1

seklinde tanimlansin. O halde

T(0) = {1}, T (Z — o, ﬂ

|
)) = [0,1]
))=[03)

oldugu goriilebilir. Burada§ € T% = [0,1] oldugundan é, T nin bir sabit noktasidir.
Tanmm 3.37 (X,d) bir metrik uzay olsun. X in bos olmayan kapali ve smirh alt
kiimelerinin ailesi CB(X) ile gosterilsin. H(-,-) Hausdorff metrigini gostersin. Yani,
A,B € CB(X) i¢in

H(A, B) = maks {sup dist (x, B),sup dist (y, A)}

XEA YEB

dir (Munkres, 2000).
Tamm 3.38 B(t,,) — 1 iken
t, >0
kosulunu saglayan : [0, ) — [0,1) fonksiyonlarinin kiimesi F ile gosterilir (Sankar
Raj, 2011).
Tamim 3.39 (4, B) ¢ifti Ay # @ olacak sekilde bir (X, d) metrik uzayinin bos olmayan

alt kiimeleri olsun. (4, B) ¢ifti P-6zelligine sahiptir ancak ve ancak her x,x, € A, ve

Y1,Y2 € By i¢in

{d(pr’l) = dist(4, B) = d(xq1,%2) = d(y1,52)

d(xy,y,) = dist(A,B)
saglanir (Sankar Raj, 2011).
Ornek 3.15 A ve B kiimeleri bir X Hilbert uzaymin bos olmayan kapali konveks iki alt
kiimesi olsun. Su halde (4, B) ¢ifti P-6zelligine sahiptir (Sankar Raj, 2011).
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Ornek 3.16 (4, B) cifti A, # @ olacak sekilde bir (X, d) metrik uzayinin bos olmayan alt
kiimeleri ve dist(A, B) = 0 olsun. Su halde (4, B) ¢ifti P-6zelligine sahiptir (Sankar Raj,
2011).

Ornek 3.17 (4, B) cifti bir X diizgiin konveks Banach uzaymin bos olmayan sinirli,
kapali ve konveks alt kiimeleri ve dist (4, B) = 0 olsun. Su halde (4, B) ¢ifti P-6zelligine
sahiptir (Abkar ve Gabeleh, 2012).

Fan (1969) yilindaki ¢aligmasi sayesinde iyi bilinen en iyi yakinlik noktasi teoremi
asagida verilmistir.

Teorem 3.7 A kiimesi bir X normlu uzayinin bos olmayan kompakt, konveks bir alt
kiimesi olsun. T: A — X doniisiimii siirekli olsun. O zaman

|x — Tx| = dist(Tx,A) = inf{|Tx —a|:a € A}
olacak sekilde bir x € A vardir (Fan, 1969).

Teorem 3.7 deki x € A noktas1 T nin A da en iyi yakinlik noktasi olarak
adlandirilir. Kendi {izerine olmayan dontistimler i¢in en iyi Yakinlik noktasinin gdsterimi
de benzer bir bigimde ortaya ¢ikmuistir.

Tanmim 3.40 (X, d) bir metrik uzay, A ve B kiimeleri, X metrik uzayinin bos olmayan iki
alt kiimesi olsun. T: A — B kendi {izerine olmayan bir doniisiim olsun. Bu durumda
d(p,Tp) = dist(A,B)
oluyorsa p € A noktasina T nin bir en iyi yakinlik noktasidir denir.
Aslinda, en iyi yakinlik noktasi teoremleri en az bir ¢oziime sahip olacak sekilde

mind(x, Tx)
X€EA

minimize probleminin ¢éziimlerini bulmak igin gerekli sartlar1 bulmak iizerine yapilan
caligmalardir.

Tamim 3.41 (A, B) ¢ifti bir (X, d) metrik uzaymin bos olmayan alt kiimeleri ve T: A - B
olsun. Her uq, u,, x4, x, € A igin

{d(ul,Txl) = dist(A,B)
d(u,,Tx,) = dist(A, B)

olacak sekilde negatif olmayan a < 1 sayisi varsa, T ye proksimal biiziilme dontisimii

denir (Sadiq Basha, 2011).

= d(ug,uy) < ad(xqg,x3)

Tamim 3.42 (4, B) ¢ifti bir (X, d) metrik uzayinin bos olmayan alt kiimeleri olsun. Eger
bazix € A i¢in d(x,y,) — dist(x, B) sartin1 saglayan B deki her {y, } dizisinin yakinsak
bir alt dizisi varsa, B kiimesine A ya gore yaklasik kompakttir denir (Sadiq Basha, 2011).
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Teorem 3.8 (4,B) ¢ifti Ay # @ olacak sekilde bir tam (X,d) metrik uzaymin bos
olmayan kapali alt kiimeleri ve B de A ya gore yaklagik kompakt olsun. Eger T: A - B
dontisimii T(A,) S B, olacak sekilde bir proksimal biiziilme ise, 0 zaman T nin bir tek
en iyi yakinlik noktasi vardir (Sadiq Basha, 2011).

Gabeleh (2014) yilindaki ¢alismasinda, Teorem 3.8 ¢ gore daha zayif kosullar
altinda bir en iyi yakinlik noktasi teoremi gelistirerek Teorem 3.8 in kapsamini

genisletmistir.
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4, ARASTIRMA SONUCLARI ve TARTISMA

4.1 Tek Degerli Biiziilme Déniisiimleri icin En Iyi Yakinlik Noktasimin Varhg ve
Tekligi
Teorem 4.1 (A,B) ¢ifti Ay # @ olacak sekilde bir (X,d) tam metrik uzaymin bos

olmayan alt kiimeleri olsun. T: A — B doniisimii T (A,) S B, olacak sekilde verilsin. Her

1
1+a+f

d(Tx,Ty) < ad(x,y) + Bd*(Tx,y) (4.1)
olacak sekilde o € [0,1) ve B € [0, o) sayilari var olsun. Burada her (a, b) € A X B igin
d*(a,b) :=d(a,b) — dist(A, B) dir. Eger (4, B) ¢ifti P-ozelligine sahipse, 0 zaman T

X,y € Aigin d*(x,Tx) < d(x,y) iken

bir en iyi yakinlik noktasina sahiptir (Gabeleh, 2014).
Ispat. x, € A, olsun. Tx, € B, oldugundan d(x;, Tx,) = dist(A, B) olacak sekilde x, €
A, vardir. Benzer sekilde Tx; € B, oldugundan d(x,, Tx,) = dist(A, B) olacak sekilde
X, € A, vardir. Boylece hern € N U {0} i¢in

d(xp4+1,Tx,) = dist(A, B) (4.2)
olacak sekilde A, da bir {x,,} dizisi vardir. (4, B) ¢ifti P-6zelligini sagladigindan her n €
N i¢in

d(xn, Xny1) = d(Txn_q, Txy) (4.3)
oldugu goriiliir. Su halde

d(xg, Txy) < d(xg,x1) + d(xq,Txg) = d(x9,x,) + dist(A, B)

olarak elde edilir. Boylece d* (xg, Txy) < d(xg, x1) olur. Su halde

1+t Bd*(xo'Txo) < d*(xg, Txg) < d(xg,x1)

oldugu goriiliir. (4.1) ve (4.2) esitsizliklerinden
d(Txo, Txy) < ad(xg,x1) + Bd"™ (%1, Txy) = ad(xgy, x1) 4.4
olarak elde edilir. Benzer sekilde d*(x;, Tx;) < d(xq,x,) oldugunu gérmek kolaydir.

Dolayisiyla

1
1+a+p

olur. (4.1), (4.2), (4.3) ve (4.4) esitsizliklerinden
d(Txy, Txz) < ad(xq,x3) + Bd*(x2, Tx1) = ad(xq, x2)

= ad(Txy, Tx;) < oa?d(xg, x1)

d*(xq,Txy) < d"(xq,Tx1) < d(xq,x3)

olur. Boylece A daki {x,} dizisi i¢in
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d(xn: xn+1) = d(Txn—l' Txn) < and(xo'xl)

oldugu goriiliir. Dolayisiyla

o

Z (T, Tity) = Z A, Xpyy) < Z od (%o, x1)
n=1 n=1

n=1
oldugu agiktir. Bu ise {x,} dizisinin A da bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir. X tam ve
A kapali oldugundan {x,} dizisinin yakinsadig1 bir p € A noktas1 vardir. Benzer sekilde
{Tx,} dizisinin yakinsadigi bir ¢ € B noktasi vardir. (4.2) denkleminden
d(p,q) = lim d (xy Txy-1) = dist(4, B)

oldugu goriiliir. Dolayisiyla x # p olacak sekilde her x € A igin

d*(p,Tx) < ad(p,x) + Bd"(q,x)
oldugunu gostermek gereklidir. x;,, = p oldugundan n > N; olacak sekildeki her n € N

icin d(x,, p) < %d(x, p) olacak sekilde bir N; € N sayisi vardir. Su halde

Trarp? GnTx) < d'(onTxn) = dl, Txy) = dist(4, B)

2
< d(xy,p) +d@, xp41) < gd(x, p)

1
= d(x, p) F §d(x' p)

<d(x,p) — d(xp,p) < d(x,, x)
olur. Boylece
d(Tx,,Tx) < ad(x,, x) + Bd*(Tx,, x)
oldugu goriiliir.
< lim [d(x, Tx,_1) + d(Tx,_1, Tx,) + ad(x,,, x) + Bd*(Tx,, x)]
n—-oo
< lim [dist(4,B) + a™d(xy,x;) + ad(x,, x) + Bd*(Tx,, x)]
n—-oo

= dist(A,B) + ad(p,x) + Bd*(x,q)
oldugundan
d*(p,Tx) < ad(p,x) + Bd*(x,q)
olarak elde edilir. (4, B) cifti P-ozelligini sagladigindan ve d(p,q) = dist(4,B) =
d(xy, Tx,_,) oldugundan her n € N i¢in d(p,x,) = d(q,Tx,_,) olarak elde edilir.
Boylece
d*(xn, Txn) < d(xy,p) +d"(p, Txy)
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< d(xn,p) + ad(p, x,) + Bd"(xn, q)

< (1 +a)d(p, x,) +Bld(q, Txp_1) + d*(xp, Txp_41)]
< (1 + a)d(p, x,) + Bd(q, Txn-1)

= (1 + 0)d(p,x,) + Bd(xp,p) = (1 + a + B)d(xn,p)

olur ve dolayisiyla

TTatp d*(xn, Txy) < d(x,, p)

olarak elde edilir. Sonug olarak
d(Tx,, Tp) < ad(xp,p)+ Bd*(p,Txy,)
< ad(xn, p) + Bld" (Xn41, Toxn) + d(xn11, )]
oldugu goriilir. Burada n — oo alindiginda Tx, = Tp olur. Yani q =Tp dir.
Dolayisiyla d(p, Tp) = dist(A, B) ve boylece p, T nin en iyi yakinlik noktasidir.
Sonug 4.1 (A4, B) gifti A, # @ olacak sekilde bir (X, d) tam metrik uzayin bos olmayan
kapali alt kiimeleri olsun. T: A — B doniisiimii T(A,) S B, olacak sekilde verilsin. Her
X,y € A igin
d(Tx,Ty) < ad(x,y) + Bd*(Tx,y) (4.5)
olacak sekilde a € [0,1) ve B € [0, ) sayilar1 var olsun. Eger (4, B) ¢ifti P-6zelligini
sagliyorsa, 0 zaman T bir en iyi yakinlik noktasina sahiptir (Gabeleh, 2014).

Sonug 4.2 (X, d) tam metrik uzay olsun ve T: X — X doniistimi verilsin. Eger her x,y €

1
1+a+f

X i¢in d(x,Tx) < d(x,y) iken

d(Tx,Ty) < ad(x,y) + Bd(Tx,y) (4.6)
olacak sekilde a € [0,1) ve B € [0, o) sayilar1 varsa, o zaman T nin bir sabit noktasi
vardir (Gabeleh, 2014).
Ornek 4.1 X = R? olsun ve

d((xpxz)’ (J’1:3’2)) = maks{|x; — y1l, 1%, — y21}, V(x1, x2), (1, ¥2) € R?
ile tanimli d fonksiyonu X tizerinde bir metrik tanimlasin. Agikgasi (X, d) tam metrik
uzaydir. A = {(3,3),(4.02,6),(4,6)} ve B = {(3,4),(3,1)} alindiginda dist(4,B) =1
olur ve (4, B) cifti P-6zelligine sahiptir. T: A — B doniisimii T(3,3) = T(4.02,6) =
(3,4) ve T(4,6) = (3,1) ile tamimlansin. a = %ve B = 2 olsun. Her (x,y) € A X B igin

a) (x,¥) = ((4.02,6), (4,6)) olsun. Su halde
d(Tx,Ty) < ad(x,y) + Bd*(Tx,y)

oldugu goriiliir.
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b) (x,y)= ((4.02,6), (4,6)) olsun. Su halde

2
X1>—=d(,7y)

d*(x,Tx) = 100

1
1
1+§+2

oldugu goriiliir. Bu ise (4.1) kosulunun saglandigini gosterir. Boylece Teorem 4.1 in tiim

1+a+p

kosullar1 saglanmis olur. Agikgast p = (3,3) € A noktast T nin bir en iyi yakinlik
noktasidir (Gabeleh, 2014).
Ornek 4.2 X = R? olsun. d metrigi de Ornek 4.1 deki gibi tanimlansin. A = {(x,0):1 <
x < 2}ve B ={(0,x):1 < x < 2} ile tammlandiginda (4, B) ¢ifti P-ozelligine sahiptir.
Her 1 <x <2i¢in T: A — B doéniisiimii T(x,0) = (0, x) ile verilsin. a = % ve =3
ikenher x = (x,0) e Avey = (0,y) € B igin

d(Tx, Ty) = |x = yl,d(x,y) = |x — y|,d"(Tx,y) = maks{ x|, |y[} — 1

oldugu goriiliir. x > y ise, 0 zaman
" 1 7 1

>x—y=d(Tx,Ty)
olarak elde edilir. Benzer sekilde x <y ise, d(Tx,Ty) < ad(x,y) + Bd*(Tx,y)
oldugunu gérmek kolaydir. Sonu¢ 4.2 den T nin bir en iyi yakinlik noktasi vardir
(Gabeleh, 2014).

4.2 Kiime Degerli Biiziilme Déniisiimleri icin En Iyi Yakinhk Noktasinin Varhgi ve
Tekligi
Kikkawa ve Suzuki (2008) yilinda yapmis oldugu ¢alismada Nadler'in (1979)

yilinda elde ettigi kiime degerli biizlilmeler i¢in sabit nokta teoreminin genisletilmis halini

sunmustur.

Teorem 4.2 n:[0,1) » (% 1] kesin azalan fonksiyonu

1
n) = 17 (4.7)

ile tanimlansin. X bir tam metrik uzay ve T: X — CB(X) bir kiime degerli doniisiim olsun.
Eger her x,y € X icinn(r)d(x,Tx) < d(x,y) iken

H(Tx,Ty) < rd(x,y)
olacak sekilde r € [0,1) sayis1 varsa, o zaman z € Tz olacak sekilde z € X vardir

(Kikkawa ve Suzuki, 2008).
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Teorem 4.3 (4, B) gifti Ay # @ olacak sekilde bir X tam metrik uzayin bos olmayan
kapali alt kiimeleri olsun ve (4, B) ¢ifti P-6zelligini saglasm. T: A — 28 bir kiime degerli
biiziilme doniisiimii olsun, yani baz1 o« € (0,1) ve her x,y € A igin
H(Tx,Ty) < ad(x,y) (4.8)
esitsizligi saglansin. Eger her x € A icin T (x) kiimesi B de kapali ve sinirli ve her x, €
A, igin T(xy) € B, ise, 0 zaman T nin A da bir en iyi yakinlik noktasi1 vardir. Yani
D(p,Tp) = dist(A,B) olacak sekilde p €A vardir. Burada D(p,Tp) =
inf{ d(p, x): x € Tp} dir (Abkar ve Gabeleh, 2013).
Teorem 4.4 n fonksiyonu (4.7) deki gibi tanimlansin. (4, B) ¢ifti A, # @ olacak sekilde
bir X tam metrik uzayin bos olmayan kapali alt kiimeleri olsun ve (4, B) ¢ifti P-6zelligini
saglasm. T: A — 2B bir genellestirilmis kiime degerli biiziilme doniisiimii olsun, yani her
x,y €A i¢cinn(r)D*(x,Tx) < d(x,y) iken
H(Tx,Ty) < rd(x,y) (4.9)
olacak sekilde r € [0,1) sayisi mevcut olsun. Burada D*(x,Tx) = D(x,Tx) —
dist(A, B) dir. Eger her x € A i¢in T (x) kiimesi B de kapali ve sinirli ve her x, € A, i¢in
T(xy) € By ise, 0 zaman T nin A da bir en iyi yakinlik noktas1 vardir (Gabeleh, 2014).
Ispat. r; sayis1 0 < r <1, <1 olacak sekilde secilsin. xo € Ay Ve yo € Txy S By
olsun. Su halde d(x;,y,) = dist(A, B) olacak sekilde x; € A, vardir. D(xg, Txy) <
d(xg, Vo) < d(xg,x1) +d(x1,y) ve n(r) <1 oldugundan n(r)D*(xq, Txy) <
d(x, x1) olur. Su halde
D(yo,Tx1) < H(Txy, Tx1) < rd(xg, x1)
olarak elde edilir. Boylece d(yy,y1) < rid(xg,x,) olacak sekilde y; € Tx; vardir.
Tx, € B, oldugundan d(x,,y,) = dist(A, B) olacak sekilde x, € A, vardir. Ayrica
D(x1,Tx1) < d(xq,y1) < d(xq,x3) + d(x3, 1)
olur. Buradan n(r)D* (x4, Tx;) < d(xq, x;) oldugu goriiliir. Boylece
D(y1,Txy) < H(Txqy,Txy) < rd(xq,x5)
oldugu goriliir. Dolayisiyla d(y,,y,) < r;d(x4, x,) olacak sekilde y, € Tx, vardir. Bu
islem boyle devam ettirilirse, her n € N U {0} i¢in
e y,€Tx, € By,
o d(xpi1,¥n) = dist(4,B),
* d(Vns1Yn) S 11d(Xpg, xn)
olacak sekilde A ve B de sirastyla {x,} ve {y,,} dizileri elde edilir. (4, B) ¢ifti P-6zelligini

sagladigindan her n € N igin
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d(Xn+1, %) = d(Yn, Yn-1)
oldugu goriiliir.
d(Xns2) Xp41) = AWVna1, Yn) < 11 Xs1, X0) = 11d Yy Y1)
< rd(xn, Xn—1) = ¥ d Y1, Yn-2) < 15°d(Xn-1, Xn—2)
< - S 1d(yy, o) < 1 (xy, xg)
olarak elde edilir. Boylece {x,, } bir Cauchy dizisidir. A kiimesi X tam metrik uzayn kapali
alt kiimesi oldugundan x,, — p olacak sekilde p € A vardir. Simdi her x € A — {p} i¢in
D*(p,Tx) < rd(p,x)
oldugunu gosterelim. x,, = p oldugundan her n = N; i¢in d(p, x,) < éd(p, x) olacak
sekilde N; € N vardir. Boylece
n(r)D*(x,, Tx,) < D(x,,Tx,) — dist(4,B) < d(x,,y,) — dist(A,B)
< d(xXp, p) + d(P, Xn41) + d(Xns1, yn) — dist(4, B)

= 4o D) + AP xsr) S 5 d(xp) = d(x,p) ~ 5dCx,p)
< d(x,p) — d(xn, p) < d(xp, x)
ve bu yiizden n(r)D* (x,, Tx,) < d(x,,x) dir. Buda H(Tx,, Tx) < rd(x,, x) olmasini
gerektirir. Diger taraftan her z € Tx igin
d(xn, 2) < d(Xp, Yn-1) + d(Yn_1,2) = dist(4,B) + d(Yn_1,2)
olur. Dolayistyla
D(x,,Tx) <dist(A,B)+ D(y,_,,Tx) < dist(A,B) + H(Tx,_1,Tx)
< dist(A,B) + H(Tx,,_1,Tx,,) + H(Tx,, Tx)
< dist(A4,B) + " 1d(xy, x9) + rd(x,, x)
oldugu goriliir. Eger n — oo ise, 0 zaman her x € A — {p} i¢in
D*(p,Tx) < rd(p,x)
olarak elde edilir.
Simdi her x € A i¢in H(Tp,Tx) < rd(p,x) oldugu gosterilsin. x = p ise esitsizligin
saglandig1 kolaylikla goriiliir. x # p olsun. Su halde her n € N i¢in

1
d(p,z,) < D(p, Tx) + gd(x, p)
olacak sekilde z,, € Tx vardir. Boylece
1
D(x,Tx) <d(x,z,) <d(x,p) +d(p,z,) <d(x,p) + D(p,Tx) + Ed(x,p)

olur ve dolayisiyla her n € N igin
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1
D*(x,Tx) <d(x,p)+D*(p,Tx) + Ed(x, p)

1 1
<d(x,p) +rd(x,p) + Ed(x, p) = (1 +r+ E) d(x,p)

olur. Suhalde n(r)D*(x, Tx) < d(x, p) ve teoremin hipotezinden H(Tx, Tp) < rd(x,p)
elde edilir. Son olarak
D(p,Tp) = lim D (xn, Tp) < lim [DCey, Txtp—1) + H(Txn—1, Tp)]
< lim[dist(A, B) + rd(x,_1,p)] = dist(A,B)

n —»>oo

olur yani, p € A noktasi T nin en iyi yakinlik noktasidir.
Ornek 4.3 X = R? alistlmis metrik ile verilsin. A4 = {(0,1),(-1,0)} ve B=
{(1,1),(—1,1),(1,9) } olsun. Su halde (4, B) ¢ifti X in bos olmayan kapali ve konveks
olmayan alt kiimeleridir. Ayrica (4, B) ¢ifti P-6zelligini saglar ve dist(A,B) = 1 dir.
T: A — 28 doniisiimii

T(0,1) ={(11),(-1,D}, T(-10) ={(1,9)}
ile tanimlansin. Dikkat edilirse T bir kiime degerli biiziilme degildir. x := (—=1,0) ve y :=
(0,1) ise, 0 zaman H(Tx, Ty) = maks{ 8,68} ve d(x,y) = V2 olur. Béylece her r €
[0,1) i¢in

H(Tx,Ty) = V68 > rV2 = rd(x,y)

olur. Diger taraftan, her r € [0,1) igin

n(r)D*(x,Tx) = ! [d(x,Tx) — 1] = 1 [V4+81-1]

T 147 1+r

1
>1—+T8 > \/E— d(x,y)

oldugu goriiliir. Su halde (4.9) saglanmis olur. Boylece (0,1) noktasi T nin en iyi yakinlik
noktasidir. Yani D((O,l), T(O,l)) = dist(A, B) olur (Gabeleh, 2014).
Ornek 4.4 Alisiimis metrik ile X = R verilsin. 4 = {-5,0,5} ve B ={-3,2,3} olsun.
(4, B) nin X de bos olmayan kapali bir ikili oldugu goriiliir. Ayrica dist(A4,B) = 2 ve
Ay = A,By = B olur. Dikkat edilirse (4,B) giftinin P-6zelligi yoktur. T:A — 2B
doniigtimii

T(=5)=1{23} T0)={3} T()={2}

ile verilsin. Agikgas1 r > 11—0 sabiti ile T bir genellestirilmis kiime degerli biiziilme

dontigimiidiir. Ayrica her x € A, igin T(x) € B, olur ve D(O, T(O)) =3= D(S, T(S))
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ve D(—5,T(=5)) = 7 oldugu gbriiliir. Dolayistyla T nin en iyi yakilik noktast yoktur
(Gabeleh, 2014).

Not 4.1 Dikkat edilirse Teorem 4.1 ve 4.7 de tek degerli ve kiime degerli biiziilme
doniistimleri i¢in en iyi yakinlik noktasina yaklasmak i¢in algoritmalar sunuldu.
Doniigiimlerin bu siniflart i¢in en iyi yakinlik noktalarinin varhiginin tartismasi P-

Ozelliginden dolay1 sabit nokta teorisinden ilgili sonuglardan ortaya ¢ikmistir (Gabeleh,
2014).

4.3 Kannan Biiziilme Déniisiimleri icin En Tyi Yakinlik Noktasinin Varhgi ve Tekligi

Tanim 4.1

o(r)=1-r
ile verilen [0, %) den G, 1] iizerine tanimli kesin azalan 0 fonksiyonu goz oniine alinsin.
(A, B) ¢ifti bir (X,d) metrik uzayinin bos olmayan alt kiimeleri olsun ve T:A - B

doniisimii ~ verilsin. «a € [0,5) igin r:=% olarak verilsin.  d(u,Tx) =

dist(A,B) & d(v,Ty)=dist(A,B) olacak sekilde her u,v,x,y €A igin
0(r)d*(x,Tx) < d(x,y) iken

d(u,v) < ald*(x,Tx) + d*(y, Ty)] (4.10)
oluyorsa, 0 zaman T ye zayif proksimal Kannan biiziilme doniistimii denir (Gabeleh,
2015).
Tamim 4.2 (A, B) gifti bir (X, d) metrik uzaymin bos olmayan alt kiimeleri olsun ve
T:A—> B donisimi verilsin. d(u,Tx) = dist(A,B) & d(v,Ty) =dist(A,B)
olacak sekilde her u, v,x,y € A i¢in 0(r)d*(x, Tx) < d(x,y) iken

d(u,v) < ald*(x,Tx) + d*(y, Ty)]

olacak sekilde a € [0, %) sayis1 varsa, T ye proksimal Kannan biiziilme doniistimii denir

(Gabeleh, 2015).

Acikgasi, zayif proksimal Kannan biiziilme doniisiimlerinin sinifi, proksimal
Kannan biiziilme doniisiimlerinin sinifin1 kapsar. Ayrica proksimal Kannan biiziilme
dontigiimlerinin siifi Kannan biiziilme doniisiimlerinin sinifin1 kapsar (Gabeleh, 2015).
Teorem 4.5 (4, B) cifti A, bostan farkli ve kapali olacak sekilde bir (X, d) tam metrik
uzaymnin bos olmayan alt kiimeleri olsun. Eger T:A — B zayif proksimal Kannan

biiziilme doniisimii T(Ay) € B, olacak sekilde verilirse, 0 zaman d(x*,Tx*) =
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dist(A, B) olagak sekilde bir tek x* € A noktasi vardir. Eger d(x,,41, Tx,) = dist(4,B)
olacak sekilde A da bir {x,} dizisi varsa, 0 zaman x,, = x* dir (Gabeleh, 2015).
Ispat. x, € A, olsun. T(4,) € B, oldugundan d(x;, Tx,) = dist(4, B) olacak sekilde
bir x; € A vardir. Tx; € B, oldugundan d(x,, Tx;) = dist(A4, B) olacak sekilde bir x, €
A vardir. Bu islem boyle siirdiiriildiigiinde, her n € N i¢in
d(xp41,Tx,) = dist(A,B) (4.12)

olacak sekilde A, da bir {x,,} dizisi bulunabilir. Boylece

d(xo, Txg) < d(xg,x1) + d(xq,Txg) = d(x,%1) + dist(A, B)
ve

0(r)d*(xg, Txy) < d*(xg, Txg) < d(xg,x1) & {Zg;;ig : Zizgﬁ:gg
oldugu goriiliir. T zay1f proksimal Kannan biiziilme doniigiimii oldugundan
d(xq,x;) < ald*(xg, Txg) + d*(xq, Tx1)]
< afd(xg, x1) + d*(xq, Txg) + d(xq1,x5) + d* (x5, Txq)]
= a[d(xp, x1) + d(xy,x5)]

olarak elde edilir. Boylece
a
d(xy,xz) < Tad(xo' x1) = rd(xo, x1)

olur. Benzer sekilde

N et
oldugu goriiliir. T zay1f proksimal Kannan biiziilme doniigiimii oldugundan
d(x,,x3) < ald*(xy, Txy) + d*(x,, Tx,)]
< afd(xq,x;) +d* (x5, Txy) + d(xq,x3) + d*(x3,Tx,)]
= a[d(xy, x5) + d(x3,x3)]

olarak elde edilir. Boylece
a
d(xg, x3) < T——d(xy, ) = 1d(x1, %) < 72 (%0, %1)

olur. Boylece tiime varim yontemi kullanildiginda
d(xn' xn+1) < rnd(xO' xl)

elde edilir. Su halde

Z d(xn, xn+1) < Z rnd(in xl) <®
n=1 n=1

oldugu goriiliir. Bu ise {x,} in A, da bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir. Ay kapal ve X

tam metrik uzay oldugundan {x,} dizisi yakinsaktir. Simdi x,, = x* olacak sekilde x* €
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Ay olsun. x* noktasmin T nin bir tek en iyi yakinlik noktasi oldugu gésterilecektir. 11k
olarak, x # x* olacak sekildeki her x € A, igin

d*(x*,Tx) < ad(x™, x) (4.12)
oldugu ispatlanmalidir. x € Ay ve x # x* olsun. T(4,) € B, oldugundan d(y,Tx) =

dist(A, B) olacak sekilde y € A, vardir. x,, = x* oldugundan her n > N; i¢in
1
d(xp,x™) < §d(x,x*)
olacak sekilde bir N; € N sayis1 vardir. Boylece

0(r)d*(x,, Tx,) <d*(x,Tx,) =d(x, Tx,) —dist(A,B)
<d(Qep,x*) +d(x", xpeq) + d(x41, Txy) — dist(A, B)

2
=d(p,x") +d(x", xp0q) < gd(x,x*)

1
=d(x,x*) — §d(x,x*) <d(x,x*) —d(x,,x")

< d(x,,x*)
olarak elde edilir. Boylece

d(xp41,Tx,) = dist(A,B)
d(y,Tx) = dist(A, B)

olur. T bir zayif proksimal Kannan biiziilme doniisiimii oldugundan
d(xn+1r y) < a[d*(xn; Txn) + d*(x; TX)] < a[d(xnr xn+1) + d*(x; TX)]
yazilabilir. Dolayisiyla

0(r)d*(x,, Tx,) < d(x,,x) & {

d(x*,Tx) = 111_1;210 d(x,, Tx)
< rlli_pgo[d(xn' Xn+1) T d(xny1,¥) +d(y, Tx)]
< lim [(1 + a)d (xn, Xn11) + ad”(x, Tx) + d(y, Tx)]
< lim[(1 + a)r™d(xy, x1) + ad*(x, Tx) + dist(4, B)]
n—oo
= ad*(x,Tx) + dist(A,B)
elde edilir. Su halde her x € Ay ve x # x* i¢gin
d*(x*,Tx) < ad*(x,Tx)
olur. Yani (4.12) saglanir. Dolayistyla
d* (x,, Tx,) <d(xp,x*)+d(x*Tx,)
< d(xp,x*) + ad*(x,, Tx,)
oldugu goriiliir. Boylece

0(r)d* (x,, Tx,) = (1 —7r)d*(x,, Txy) < (1 —)d*(x,, Txy) < d*(x,,, x*)  (4.13)
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olarak elde edilir. Diger taraftan x* € Ay ve T(4,) € By oldugundan d(y*,Tx*) =
dist(A, B) olacak sekilde y* € B, elemani vardir. Su halde

d(xn41, Txy) = dist(A, B)
d(y*,Tx*) = dist(A, B)

0" (o Tx) < dCinx) & |
oldugu goriiliir. Boylece
d(xn+1,y") < ofd”(xn, Txp) +d*(x7, Tx™)]
= a[d(xp, Xn41) + d"Oopg, Txy) + d7(x7, Tx ™))
olarak elde edilir. n —» oo alindiginda
d(iy*,x*) <ad*(x*,Tx")

= afd(x",y") +d*(y", Tx")]

= ad(x", y")
olur. Buradan d(x*,y*) = 0 ve x* = y* oldugu anlasilir. Béylece x*, T nin bir en iyi
yakinlik noktasidir. En iyi yakinlik noktasinin tekligi, T nin zayif proksimal Kannan
biiziilme doniisiimii olmasi kosulundan gelir, yani xi,x; noktalar1 i = 1,2 igin
d(x;,Tx;) = dist(A, B) olacak sekilde A da iki farkli nokta olsun. Dolayisiyla

d(x;,Txy) = dist(A,B)
d(x3,Tx;) = dist(A, B)

0 d" (xi, Tx)) < d(x), %)) & {

yazilabilir. Bu ise
0 <d(xq1,x3) <oald*(x1,Txy) +d* (x5, Tx3)] =0
oldugu anlamina gelir ki bu bir geliskidir. Boylece T nin en iyi yakinlik noktas tektir.
Sonug¢ 4.3 (4, B) ¢ifti A, bostan farkli ve kapali olacak sekilde bir (X,d) tam metrik
uzaymin bos olmayan iki alt kiimesi olsun. Eger T: A — B proksimal Kannan biiziilme
dontisiimii T(A4,) S B, olacak sekilde verilirse, 0 zaman d(x*, Tx*) = dist(A, B) olacak
sekilde bir tek x* € A vardir. Eger d(x,,4+1,Tx,) = dist(4, B) olacak sekilde A da bir
{x,} dizisi varsa, 0 zaman x,, = x* dir (Gabeleh, 2015).
Sonug 4.4 (A, B) cifti A, bostan farkli ve kapali olacak sekilde bir (X,d) tam metrik
uzayinin bos olmayan iki alt kiimesi olsun. Eger T: A — B Kannan biiziilme doniisiimii
T(A,) S B, olacak sekilde verilirse, 0 zaman d(x*, Tx*) = dist(A, B) olacak sekilde bir
tek x* € A vardir. Eger d(x,, 1, Tx,) = dist(4, B) olacak sekilde A da bir {x,} dizisi
varsa, 0 zaman x,, = x* dir (Gabeleh, 2015).
Sonu¢ 4.5 A kiimesi bir (X,d) tam metrik uzaymin bos olmayan ve kapali alt kiimesi
olsun. T: A - A doniisiimii her x,y € A igin
0(r)d(x,Tx) < d(x,y)

iken
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d(Tx,Ty) < ald(x,Tx) + d(y,Ty)]
olacak sekilde verilirse, 0 zaman T nin bir tek x* € A sabit noktas1 vardir. Eger x, € A
Ve Xp41 = Tx, ise, 0 zaman x, — x* dir. Burada 6(r) fonksiyonu Tanim 4.1 de
tamimlanmustir (Gabeleh, 2015).
Sonug 4.6 (Kannan Sabit Nokta Teoremi). A kiimesi bir (X, d) tam metrik uzaymin bos
olmayan ve kapali bir alt kiimesi olsun. Eger T: A — A bir Kannan biiziilme doniigiimii
ise, 0 zaman T nin bir tek sabit noktasi vardir. Eger her bir x, € 4 i¢in x,,41 = Tx,
oluyorsa, o zaman {x,} dizisi T nin sabit noktasina yakinsar (Gabeleh, 2015).
Ornek 4.5 X = R alisilmis metrik ile verilmis olsun.

A:=1[02]U{5} & B:=][34]

olarak alinsin. O zaman A ve B kiimeleri X in bos olmayan alt kiimeleri ve A, = {2,5} ve
By = {3,4} oldugu goriilir. Dikkat edilirse dist(A,B) = 1 oldugu aciktir. T:A - B

doniistimii

7 .
TG ={z: * =0
4, x # 0igin

olacak sekilde tanimlansin. Agikcast her a € [O, %) icin T bir zayif proksimal Kannan
biiziilme dontisimiidiir. Gergekten u =5 ve x € A — {0} i¢in d(u, Tx) = dist(4, B)
saglanmasi yeterlidir. Boylece Teorem 4.5, T nin en iyi yakinlik noktasinin tekligini

garanti eder ki bu nokta x* = 5 dir (Gabeleh, 2015).

Ornek 4.6 X = R alisilmis metrik ile verilmis olsun.

1
A= [O'W U1} & B:=[23]

olarak almsin. O zaman A ve B nin X in bos olmayan kapali alt kiimeleri ve dist(4, B) =

1 oldugu aciktir. T: A —» B doniistimii

2, x € Q N Aigin
T(x) = 1101
) {ﬁ, X € 0° N Aigin

olarak tanimlansin. Dikkat edilirse T siirekli degildir. o« = % icin T nin Kannan biiziilme

doniistimii oldugunu gostermek i¢in asagidaki iki durumu incelemek yeterlidir.
Durum 1. Egerx e QN A —{1}vey € Q° N A ise, 0 zaman
11101

ofd" (e, Tx) +d* (0, TY)] = 5| == — (x + )

1
3150 =d(Tx, Ty)

> —
=37 350
olur.

Durum 2. Eger x = 1 ve y € Q° N A ise, 0 zaman
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1 ] RELL S R )
350 ~Y[=3%100 50~ U1y

olur. Sonug 4.4 den T nin bir tek en iyi yakinlik noktasi vardir ve bu nokta x* = 1 dir
(Gabeleh, 2015).

afd*(x,Tx) +d*(y, Ty)] =

4.4 Geraghty Tipi Biiziilme Déniisiimleri icin En Iyi Yakinlik Noktasimin Varhgi ve
Tekligi
Tanmim 4.3 (A, B) ¢ifti bir (X, d) tam metrik uzaymin bos olmayan iki alt kiimesi olsun
ve T: A —» B doniisiimii verilsin. Eger her x,y € A i¢in
d(Tx,Ty) < B(d(x,¥)) - maks{d(x,y), M(x,y) — d(4, B)}

olacak sekilde B € F varsa, T ye bir Geraghty tipi biiziilme doniistimidiir denir. Burada
M(x,y) = maks{d(x,Tx),d(y, Ty)} dir (Almeida ve ark., 2014).

Geraghty tipi biiziilmenin siirekli olmasinin gerekmedigini gostermek icin asagida
bir 6rnek sunuldu.

Ornek 4.7 Alisilmis metrik ile A = B = R olarak alinsin. T: R — R doniisiimii

! .
gx, x < —1lise
Tx =

—x, —1<xise
3

olarak tanimlansin. Agik¢ast T, x, = —1 noktasinda siirekli degildir ve d(4,B) =0
oldugu goriliir. T nin bir Geraghty tipi biiziilme doniisiimii oldugunu gostermek igin su
ti¢ durum dikkate alinmalidir.

Durum 1. x,y € (—oo, —1] olsun.

AT, Ty) = Tx ~ Tyl =[x~ zy| = g eyl = gdx )
oldugu goriiliir.
Durum 2. x,y € (—1, o) olsun.

dU%JW)=W%—TWP=Lx—— | —lx—yl= —d&JO

oldugu goriiliir.
Durum 3. x € (—oo, —1] ve y € (—1, o) olsun.

3x — 5y

d(Tx,Ty) =|Tx—-Ty|= |5x——y| |

3x — 3
<=2

2= -y + i =g (1= y1+31)
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IA

(d(x,y) +d(y, Ty))

IA
N Ul = Ul =

2 - maks{d(x,y),d(y, Ty)}

< gmaks{ d(x,y),M(x,y)}
oldugu goriiliir. Boylece her x,y € R igin
d(Tx,Ty) < gmaks{ d(x,y),M(x,y)}
elde edilir. Sonug olarak T bir Geraghty tipi biiziilme doniisiimiidiir. Burada 8: [0, ) —
[0,1) fonksiyonu her t € [0,0) i¢in B(t) = % dir. Boylece B € F oldugu agiktir
(Almeida ve ark., 2014).
Teorem 4.6 (A,B) ¢ifti Ay # @ olacak sekilde bir (X,d) tam metrik uzaymin bos
olmayan kapali iki alt kiimesi olsun. T: A = B siirekli dontisiimii T(4,) < B, saglayan
bir Geraghty tipi biiziilme ise ve (A4,B) ¢ifti P-0zelligini sagliyorsa, o zaman
d(x*,Tx*) = d(A, B) olacak sekilde bir tek x* € A noktas1 vardir (Almeida ve ark.,
2014).
Ispat. Ay #® oldugundan x, € A, almabilir. Tx, € T(4,) € B, oldugundan
d(x1,Txy) = dist(A,B) olacak sekilde x; € A, bulunabilir. Benzer sekilde Tx; €
T(Ay) € By oldugundan d(x,, Tx,) = dist(A, B) olacak sekilde x, € A, vardir. Bu
stire¢ boyle devam ettirildiginde her n € N igin
d(xp41, Tx,) = dist(A, B) (4.14)
olacak sekilde bir (x,,) € A, dizisi elde edilir. (4, B) ¢ifti P-6zelligini sagladigindan her
n € N i¢in
d(Xp41,%n) = d(Txn, TXp—1) (4.15)
oldugu gortiliir. d(xn0+1,xno) = 0 olacak sekilde bir ny € N sayisiin varligi kabul
edildiginde (4.15) denkleminden
0= d(xn0+1,xn0) = d(Txno,Tan_l)
oldugu goriiliir. Sonug olarak Tx, _; = Txy, olur. (4.14) denkleminden
dist(A,B) = d(an,Txno_l) = d(an,Txno)
olur. Su halde teoremin varlik i¢in olan kismi ispatlanmais olur.
Simdi her n € N i¢in d(x,, 41, X,,) > 0 oldugu kabul edilsin. T bir Geraghty tipi biiziilme

doniistimii oldugundan ve (4.15) denkleminden dolay1 her n € N igin
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(X1, %n) = AT, Tx1) < B(d(n, Xn-1))
-maks{d(x,, Xp_1), M(xy, X,_1) — dist(A4, B)} (4.16)
oldugu goriiliir. Su halde asagidaki iki durum goz 6niine alinmalidir.
Durum 1.
maks{d (xn, Xn-1), M (xXy, Xp—1) — dist(4, B)} = d(xp, xn-1)
olsun. Su halde (4.16) esitsizliginden ve B: [0, ) — [0,1) oldugundan
d(xXpt1, %) < B(d(xn, xn—l))d(xnl Xn-1) < d(xp, Xp_1) (4.17)
olur.
Durum 2.
maks{d(x,, X,_1), M(xp, Xp_,1) — dist(A,B)} = M(x,, X,_,) — dist(4,B)
olsun. Su halde iki alt durum g6z 6niine alinmalidir.
Alt Durum (a) M (xp,, x,,_1) = d(x,, Txy) olsun. Su halde
M (xy, Xp—1) — dist(A,B) = d(x,, Tx,) —dist(A, B)
< d(xp, xXpeq) + d(xp41, Txy,) — dist(A, B)
= d(xn, Xn+1)
oldugundan ve (4.16) esitsizliginden
d(Xp41,Xn) = A(Txp, Txn_1) < B(d (X, Xm—1)) - d () Xni1) < d (%, Xs1)
olur ki bu ise bir ¢geliskidir.
Alt Durum (b) M (xp, x,,—1) = d(x,_1, Tx;,_1) olsun. Su halde
M(x,, xp_1) — dist(A,B) =d(xp_1,Tx,_1) — dist(A,B)
< d(xp_q,%,) + d(xp, Tx,_1) — dist(A, B)
= d(xp-1,%n)
olarak elde edilir. (4.16) esitsizliginden
d(tns1, Xn) = d(Txn, Txn_1) < B(d(n, Xn-1)) - d(Xn—1, %)
< d(xp_1, %) (4.18)
olur. (4.16) ve (4.18) esitsizliklerinden her n € N i¢in
d(Xpt1, Xn) < d(xp_1,Xp)
olur. Boylece (d(xn+1,xn)) negatif olmayan reel sayilarin azalan bir dizisidir. Sonug

olarak lim d (x,41,%,) = r olacak sekilde r > 0 sayis1 vardir. Simdi r = 0 oldugunu
n—-oo

gostermek gereklidir. Bunun i¢in r > 0 olarak alinsin. O zaman (4.17) ve (4.18)

esitsizliklerinden her n € N igin

d(xn+1:xn) < B(d(xn'xn—l)) ' d(xn—lfxn) < d(xn—lixn)
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oldugu goriiliir. Bu ise her n € N i¢in

d(Xp41,Xn)
—_— <
0< xS B(d(xn xp-1)) < 1

olmasini gerektirir. Son esitsizlikte n — oo alindiginda
711_{{)10 B (d(xn, xn—l)) =1

elde edilir. Ayrica $ € F oldugundan Al_r)glo d (X, Xn,—1) = 0 dir. Bu ise
7li_r)rolod Xy Xp—1) =7 >0

varsayimi ile gelisir. Boylece

7li_r)god (X Xp_1) =0 (4.19)
olmalidir. Simdi (x,) in bir Cauchy dizisi oldugu gosterilsin. Her n € N igin
d(Xp41,Tx,) = dist(A, B) oldugundan ve (4, B) gifti P-6zelligini sagladigindan her
p,q € N igin

d(2xp, xq) = d(Txp-1,Txq-1)
yazilabilir. (x,) in bir Cauchy dizisi olmadigi kabul edilsin. Su halde

limsup d(x,, x,,) > 0 oldugu anlamina gelir. Uggen esitsizligi, (4.14) denklemi ve T nin

m,n—oo
bir Geraghty tipi biiziilme oldugu g6z oniine alinirsa,
d(xXp, xm) < d(xy + xp41) + d(Xp41, Xma1) + dXpe1, Xm)
= d(xp, xp41) +d(Txy, Txy) + dOni1, Xm)
< d(xp, Xpe1) + B(d(xn, xm)) -maks{d(x,, ), M (X, Xm)
—dist(A,B)} + d(Xpms1, Xm) (4.20)
yazilabilir. Su halde asagidaki iki durum incelenmelidir.
Durum 1. maks{d(x,, x,), M(x,, x,,) — dist(4,B)} = d(x,, x,,) olsun. O zaman
(4.20) esitsizliginden
d(xp, xm) < d(Xn, Xpi1) + dXm, Xma1) + B(d G xm)) - A, Xim)

olur. Bu ise

A ) < (1= B0 %)) (Ao X)) + dCom X)) (420)
olmasini gerektirir.
Durum 2. maks{d (x,, X,;,), M (x,,, x,;,) — dist(A, B)} = M(x,, x,,,) — dist(A, B) olsun.
Su halde iki alt durumun incenlenmesi gerekir.
Alt Durum (a) M (xy,, X;n) = d(xp, Tx;) olsun. (4.20) esitsizliginden

d(xnf xm) < d(xn'xn+1) + d(xm' xm+1) + B(d(xnﬂxm))
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. (d(xn,Txn) - dist(A,B))

< d(xg xpg1) A, Xmer) + B(d(xn'xm)) - (d(xp, Xp41)
+d(x,41, Tx,) — dist(A4,B) )
= d(xp Xns1) + dCtm, Xma1) + B(dCxn, X)) - d (e, Xnt1)
< 2d(xXp, Xpe1) + d0on, Xmat) (4.22)
oldugu goriiliir.
Alt Durum (b) M (x,,, x,,) = d(x;, Tx,,) olsun. Benzer sekilde (4.20) esitsizliginden
d(x,, X)) < 2d (X, Xma1) + A(Xy, X0 pq1) (4.23)
oldugu goriiliir. Simdi A ve B kiimeleri
A = {(n,m) € N X N: Alt Durum (a) y1 saglayan n, m}
ve
B = {(n,m) € N X N: Alt Durum (b) yi saglayan n, m}
olarak tamimlansin. Card A = o veya Card B = o oldugu kabul edilsin. ilk olarak
Card A = oo oldugu kabul edilsin. (4.22) esitsizliginden
d(xn, xm) < 2d(xn, Xn41) + A, Ximg1)
olur. (4.19) denkleminden ve n ve m sonsuza gittiginde

lim d(x,,x,) =0
n,m—co

elde edilir. Bu ise limsupd (x,, x,,) > 0 oldugu kabulii ile gelisir. Benzer islemler

n,m—oo

Card B = oo varsayimi i¢in de yapildiginda yine bir geliski elde edilir. Su halde
Card A < o ve Card B < o elde edilir. Boylece sonlu sayida (m,n) sayilar1 disinda
her (m,n) € N X N i¢in Durum 1 saglanir.

(4.21) esitsizliginde m, n = oo alindiginda ve (4.19) denkleminden
-1
limsup (1 — B(d(xy, xm))) =
n,m—oo

olur. Boylece limsupB(d(xp, xm)) =1 oldugu gorilir. BE€F oldugundan

n,m—co

limsup d(x,, x,,) = 0 olarak elde edilir ve bu bir geligkidir. Su halde (x,) bir Cauchy

n,m-o
dizisidir.

Simdi A kiimesi (X, d) tam metrik uzayinin bir kapali alt kiimesi ve (x,,) € A oldugundan
x, = x* olacak sekilde x* € A eleman1 bulunabilir. T siirekli bir doniisiim oldugundan
Tx,, — Tx" olur. Boylece

lim d (x4, Tx,) =d(x*,Tx")
n—0o
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oldugu goriiliir. (d(x,41, Tx,)) dizisinin d(4, B) degeri ile bir sabit dizi oldugu dikkate
alinirsa,

d(x*,Tx*) = dist(A, B)
oldugu goriiliir. Bu ise x* noktasmin T nin en iyi yakinlik noktasi oldugu anlamina gelir.
Bu ise teoremin varlik kisminin ispatin1 tamamlar.
X1 # X, olacak sekilde x; ve x, noktalarinin T nin en iyi yakinlik noktalar1 oldugu kabul
edilsin. i = 1,2 igin

d(x;, Tx;) = dist(A,B),
olur. P-ozelligi kullanildiginda

d(xy,%2) = d(Txy, Txz)
olur. T bir Geraghty tipi biiziilme oldugundan

d(xy, %) = d(Txy,Txy)
< B(d(xl,xz)) - maks{d (x,x,), M(xy,x,) — dist(A,B)} (4.24)
elde edilir. Su halde iki durum incelenmesi gereklidir.
Durum 1. maks{d(xq,x;), M(xq,x,) — dist(4,B)} = d(xy,x,) olsun. (4.24)
esitsizliginden ve B: [0, ) — [0,1) oldugundan
d(x1,%;) = d(Txy, Txy) < B(d(x1,x2)) - d(x1, %) < d(xq, %)
olur. Bu ise bir celiskidir.
Durum 2. maks {d(x;,x;), M(x,x,) — dist(4,B)} = M(xq,x,) — dist(A4, B) olsun.
Su halde iki alt durum incelenmelidir.
Alt Durum (a) M (x4, x3) = d(x1, Txy) olsun. d(xy, Tx,) = dist(A, B) oldugundan
d(xq,x,) < M(xq4,x,) —dist(A,B) = dist(A,B) — dist(A,B) =0
olur. Boylece x; = x, oldugu goriiliir.
Alt Durum (b) M (x4, x,) = d(x,, Tx,) olsun. Alt Durum (a) daki islemler yapildiginda
X1 = X oldugu goriliir.
Su halde ispat tamamlanir.
Sonug 4.7 (A, B) ¢ifti A, # @ olacak sekilde bir (X, d) tam metrik uzaymnin bos olmayan
kapali iki alt kiimesi olsun. T: A — B doniisiimii T(4,) € B, olacak sekilde her x,y € A
i¢in
d(Tx,Ty) < B(d(x, y)) ~d(x,y) (4.25)

kosulunu saglasin. Burada € F dir. Eger (4, B) ifti P-6zelligini sagliyorsa, o zaman
d(x*,Tx*) = d(A, B) olacak sekilde bir tek x* € A noktas1 vardir (Almeida ve ark.,
2014).
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Ispat. (4.25) biiziilme sartindan
d(Tx,Ty) < B(d(x, y)) ~d(x,y) < B(d(x, y)) -maks{d(x,y), M(x,y) — dist(A, B)}
olur. Boylece T bir Geraghty tipi biiziilme doniisiimiidiir. Dahasi
d(Tx,Ty) <B((d(x,y)) -d(x,y) <d(x,y)

esitsizligi T nin siirekli olmasin1 gerektirir. Su halde Teorem 4.6 dan istenilen sonug elde
edilir.
Sonug 4.8 (4, B) ¢ifti A, # @ olacak sekilde bir (X, d) tam metrik uzaymin bos olmayan
kapali iki alt kiimesi olsun. T: A = B doniistimii T (4,) < B, olacak sekilde her x,y € A
icin
d(x,Tx) +d(y, Ty)

2

d(Tx, Ty) < B(d(x,y)) < - dist(A,B)) (4.26)

kosulunu saglayan siirekli bir doniisiim olsun. Burada € F dir. Eger (4, B) ¢ifti P-
Ozelligini sagliyorsa, o zaman d(x*, Tx"*) = dist(4, B) olacak sekilde bir tek x* € A
noktas1 vardir (Almeida ve ark., 2014).
Ispat. Dikkat edildiginde her x,y € A igin
d(x,Tx) +d(y,Ty) - 2dist(A,B)
2 - 2
oldugu agiktir. Boylece (4.26) sart1 iyi tanimlidir. (4.26) sartindan her x,y € A i¢in

= dist(A,B)

d(x,Tx) +d(y,Ty)
2

d(Tx,Ty) < B(d(x, y)) ( — dist(A4, B))

< B(d(x,y) (M — dist(4, B))

= B(d(x, y))(M(x, y) — dist(4, B))

< B(d(x, y)) maks{ d(x,y), M(x,y) — dist(4, B)}
olur. Su halde T bir Geraghty tipi biiziilme doniisiimiidiir. Ayrica, T siirekli oldugundan
Teorem 4.6 dan istenilen sonug elde edilir.
Not 4.2 Dikkat edilirse (4.26) kosulunu saglayan bir doniisiim siirekli olmak zorunda
degildir (Almeida ve ark., 2014).

Ornek 4.8 A = B = R alisilmis metrikle géz 6niine alinsin. T: R — R déniisiimii

1

gx, x < —1ligin
Tx= 1

—=x, —1<xicin

7
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ile verilsin. Ag¢ikgasi x, = —1 noktasinda T doniistimii siirekli degildir ve dist(A4, B) =
0 dir. T nin (4.26) kosulunu sagladigini gostermek igin asagidaki {i¢ durum
incelenmelidir.

Durum 1. x,y € (—oo, —1] olsun. Su halde
d(Tx,Ty) :|Tx—Ty|=|5x——y|_5|x|+ lyl = ( x| + = |}’|>

_1/d(x, Tx)+d(y,Ty)
B —

oldugu goriiliir.

Durum 2. x,y € (—1, +) olsun. Su halde

d(x,Tx) + d(y, Ty))

Tx,Ty) =|Tx—Ty| = - = —
AT, Ty) = Tx~Tyl = [ox — 23] < (S1xl 4 21y1) = 3< ;

oldugu goriiliir.

Durum 3. x € (—oo,—1] ve y € (—1, +0) olsun. Su halde

1 1
d(Tx,Ty) =|Tx—-Ty|= |§x ——y|

<l tolyl =7 cld+-olyl
= Bl N=%'5 6 7
<7 ghel 47 olyl =3 (3l +2 1)
= 4 5 X y 5 X y
1 d(x, Tx) + d(y, Ty)
~ 2
oldugu goriiliir.
Bdylece her x,y € R i¢in
d(x,Tx)+d(y, T
iy <3412 40.1)

dir. Boylece F ye ait olan B(t) = % fonksiyonu ile T doniistimii (4.26) kosulunu saglar

(Almeida ve ark., 2014).

Sonu¢ 4.9 (X,d) bir tam metrik uzay ve T:X — X siirekli bir Geraghty tipi biiziilme

dontigiimii olsun. O zaman T nin bir tek sabit noktasi1 vardir (Almeida ve ark., 2014).
Sonug 4.9, Geraghty'nin (1973) yilinda yapmis oldugu ¢alismanin ana teoremini

genigletir ve gelistirir. Sonu¢ 4.8 de A = B alinirsa, bu sonu¢ Geraghty-Kannan tipi

biiziilme doniisiimii i¢in bir sabit nokta teoremi haline doniisiir (Almeida ve ark., 2014).

Sonug 4.10 (X, d) bir tam metrik uzay ve T: X — X doniisiimii her x,y € X i¢in
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d(x,Tx) + d(y, Ty))
2

d(Tx,Ty) < B(d(x, y))(
sartini saglayan siirekli bir doniisiim olsun. Burada 3 € F dir. O zaman T nin bir tek sabit
noktasi vardir (Almeida ve ark., 2014).

Sonu¢ 4.11 (X, d) bir tam metrik uzay ve T: X — X dontisiimii her x,y € X i¢in
d(Tx,Ty) < ad(x,y) + B(d(x, Tx) + d(y, Ty)) (4.27)

sartini saglayan siirekli bir déniisiim olsun. Burada o, B € R* ve a + 2 < 1 dir. O zaman

T nin bir tek sabit noktas1 vardir. (Almeida ve ark., 2014).

Ispat. (4.27) sartindan her x, y € X igin

d(Tx,Ty) <ad(x,y)+ B(d(x, Tx) +d(y, Ty))

= ad(x,y) + 2P (d(x, 1) ; 40, Ty))
< (o + 2B) - maks {d(x, y),w}

= (a+ 2p) - maks{d(x, y), M(x,y)}
oldugu goriiliir. Boylece (4.27) kosulunu saglayan herhangi bir T doniisiimii y(t) = a +
2 olarak tanimli y: [0, c0) — [0,1) fonksiyonu ile bir Geraghty tipi biiziilmedir. Ayrica
a+ 2B <1 oldugundan y € F oldugu aciktir. Su halde Teorem 4.6 uygulandiginda
istenilen sonug elde edilir.
Not 4.3 (4.27) kosulunu saglayan bir T: A — B doniistimii siirekli olmak zorunda degildir
(Almeida ve ark., 2014).
Ornek 4.9 Alisilmis metrikle birlikte A = B = [0,1] olsun. T: [0,1] — [0,1] déniisiimii

7x 0 < <1__
_— 50" _x_21(;1n
3x 1

20X 1 < 1ici
10’ 2<x_11(;1n

ile taniml1 olsun. Acikg¢as1 T donilistimi xq = %noktasmda stirekli degildir. Ayricaa = %
vep = % icin T doniisimii (4.27) kosulunu saglar (Almeida ve ark., 2014).

Asagidaki 6rnek Teorem 4.6 igin P-6zelliginin kaldirilamayacagini gosterir.
Ornek 4.10 X = R aligilmis metrikle goz dniine alinsin ve A = {8, —8} ve B = {1,—1}
olsun. Acikcast A ve B kiimeleri R nin kapali alt kiimeleridir ve Ay = A, By = B ve
d(A,B) = 7 oldugu goriilir. T:A - B doniisimii T(8) = —1 ve T(—8) =1 olarak

verilsin. Su halde T doniistimii siireklidir. Ayrica,
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d(Tx,Ty) = d(T8,T(-8))=d(-1,1) =2
d(x,y) = d(8,—8) =16
d(x,Tx) = d(8,T8) =d(8,—1) =9
d(y,Ty) = d(-8,T(-8))=d(-81) =9

oldugundan her x,y € A i¢in
1 1
d(Tx,Ty) =2 < Emaks{ d(x,y),M(x,y) — dist(A,B)} = Emaks{ 16,2} =8

elde edilir. Boylece T siirekli bir Geraghty tipi biiziilme dontistimiidiir.

Diger taraftan, her x € A igin d(x, Tx) = 9 > d(A, B) = 7 oldugundan T nin bir
en iyi yakinlik noktasi yoktur. Dikkat edilirse (4, B) ¢iftinin P-6zelligi yoktur (Almeida
ve ark., 2014).

Almeida ve ark. (2014) ¢alismasindaki sonuglarin daha iyi anlasilmasi i¢in bazi
ornekler verilmistir.

Ornek 4.11 Alisilmis metrik ile X = R? verilsin. A = {0} X [0, ) ve B = {1} X [0, o)
olarak tanimlansm. Su halde d(4,B) = 1 olur ve A, = A ve By, = B oldugu goriiliir.

T:A — B dontistimii

T(0,x) = (1, ﬁ)

ile tanimlansin. x # y olacak sekilde her (0, x), (0,y) € A i¢in

3 x Yy W\ _|Lx Y
d(T(0,2),7(0,)) _d<(1'1+x)'<1'1+y>>_|1+x 1+y
__ lx—yl
A+ +y)
dirr(14+x)(1+y) =1+ |x—y|oldugundan

=yl lx—yl
drO0.70.9) =G3 501y STrm_y - P —7D

=B (d((0.x),(0,7)))

yazilabilir. Burada B: [0, o) — [0,1) fonksiyonu B(t) = i ile tanimlidir. Boylece x #

y olacak sekildeki her (0,x), (0,y) € A igin
24(T(0,,7(0,) < (0.2, (0,7))

B(d((0,2),(0,7)))
= 'd 0' ) OI
00,0y 0007)
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< y(d((0,x),(0,y))

- maks{ d((O, x), (0, y)), M((O, x), (0, y)) — dist(4, B)})

B _

oldugu goriiliir. Burada y: [0, ) — [0,1) fonksiyonu y(t) = s ile tanimlidir.

Agikcast y € F oldugunu gormek kolaydir. Boylece T doniisiimii bir Geraghty tipi
biiziilmedir. Simdi (4, B) giftinin P-6zelligini géstermek gereklidir.
d((0,x1), (1)) =14 (x; —y,)? =dist(4,B) =1
d((0,x,),(1,y2)) =1+ (x, — y,)? = dist(4,B) = 1

oldugundan x; = y; ve x, = y, olmasi gerekir. Boylece

d((O, x1), (0, xz)) =lx; — x| =y —y2l = d((l' y1), (1, J’Z))
elde edilir. Dahasi T nin siirekli oldugu agiktir ve Teorem 4.6 nin kosullar1 saglanmis

olur. Dolayistyla

d((0,x),T(0,x%)) = dist(A,B) = 1
olacak sekilde bir tek (0, x*) € A bulunur. Dikkat edilirse, (0, x*) € A noktasinin (0,0) €
A oldugu goriiliir (Almeida ve ark., 2014).

(4, B) iftinin bir (X, d) metrik uzayin kapali alt kiimeleri olmasinin bir en iyi
yakinlik noktasinin var olmasi igin gerekli bir sart olmadigini gosteren ornek asagida
verilmistir. Bu 6rnek verilmeden O6nce ornegin ispatinda kullanilacak bazi lemmalar
ispatlanmistir.

Lemma 4.1 Bir f:[0,00) — [0,) fonksiyonu f(0) = 0 ve konkav ise, 0 zaman f
fonksiyonu alt toplamsaldir (Almeida ve ark., 2014).
Ispat. x,y € [0, ) alindiginda f konkav ve £(0) = 0 oldugundan

X
fu>—¢(x+y +x+y«x+w>

f(0) + —f(x+y)

x+y

=mf(x+)0

) =f< S «x+w>
x+y x+y

> f(0) + =L f(x +)
xX+y x+y

Yy
——x+yf(x+y)
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oldugu goriiliir. Bu esitsizlikler toplandiginda
x y
> — —_— =
e+ = +yf(x+y) +x+yf(x +y)=flx+y)

elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Lemma 4.2 f:[0, ) — [0,1) fonksiyonu
Y e?* —1
f(X) = tanhx = m
olarak tanimlansin. Su halde asagidaki iki kosul saglanir:

a) f fonksiyonu alt toplamsaldir.

b) B:[0,) — [0,1) fonksiyonu B(t) = @ ile tanimlandiginda F simifina ait olur

(Almeida ve ark., 2014).
Ispat.
a) Dikkat edilirse tanh 0 = 0 oldugundan ve her x > 0 i¢in
(tanhx)" = Be™(1— ™) <0
(e?* 4+ 1)3

oldugundan f (x) = tanh x fonksiyonu konkavdir. Lemma 4.1 den dolay1 f (x) = tanh x

fonksiyonu alt toplamsaldir.

b)
e?* —1
gx)=x—f(x) =x—tanhx=x—82x_|_1
fonksiyonunu goz 6niine alalim. Bu fonksiyonun tiirevi her x > 0 igin
(er _ 1)2
g’(X) = m >0

oldugundan g fonksiyonu [0, o) iizerinde kesin artandir. g(0) = 0 oldugundan her x >

0i¢in 0 = g(0) < g(x) oldugu goriiliir. Béylece her x > 0 igin f(x) = tanhx < x olur.

B € F oldugunu gostermek igin B(t,) — 1 olacak sekilde [0, c0) araliginda bir
(t,) dizisi goz 6niine alinmalhdir. (t,,) nin sinirh oldugu gosterilmelidir. Aksine (t,) —
oo oldugunu kabul edelim. Bu takdirde

tanh ¢,
tn

-0

B(tn) =

oldugu goriiliir. Bu ise B(t,) — 1 varsayimmu ile ¢gelisir. Su halde (t,,) dizisi sinirhidir.
Simdi B(t,) —» 1vet, » 0olsun.Buisehern € N iginp,, = nvet, = eolacak

sekilde bir € > 0 sayisinin var oldugu anlamma gelir. (t,,) dizisi simirh oldugundan bir
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a = 0 icin t, — a olacak sekilde (t,) dizisinin bir (tpn) alt dizisi vardir. B(t,) - 1
oldugundan
tanht,  tanha
e d =
tpn a

B(tpn) =

olur. tanh x = x denkleminin [0, ) {izerindeki tek ¢oziimii x, = 0 oldugundan a = 0
dir. Béylece t,, — 0 olur. Buise n € N igin t,, = € Olmast ile gelisir. Su halde t,, - 0
dir. Boylece € F olur.
Not 4.4 Not 4.1 ve Lemma 4.2 dikkate alindiginda y < x olacak sekilde her x, y € [0, o)
icin
tanh x — tanh y < tanh(x — y)
elde edilir (Almeida ve ark., 2014).
Ornek 4.12 Alisilmis metrik ile X = R? gz 6niine alinsin. X in A ve B alt kiimeleri A =
[0,00) X {0} ve B =[0,1) X {1} olarak tanimlansin. Agikcasi d(4, B) = 1 ve B kiimesi
X in kapali olmayan bir alt kiimesidir. Ayrica 4, = [0,1) X {0} ve By, = B oldugu
gortliir. Eger T: A — B dontisiimii her (x,0) € A i¢in
T(x,0) = (tanhx,1)

olarak tamimlanirsa, T(4,) € B,y oldugu agiktir. x # y ve x >y (aym islemler y > x
icin de yapilabilir) olacak sekilde her (x, 0), (y,0) € A igin

d(T(x, 0),T(y, 0)) = d((tanhx, 1), (tanhy, 1))

= [tanhx — tanh y| = tanhx — tanh y

yazilabilir. Burada f'(x) = (;i%)z > 0 oldugundan f(x) = tanh x fonksiyonu artandir.
Not 4.4 den dolay1
d(T(x,0),T(y,0)) = tanhx —tanhy < tanh(x — y) = tanh(|x — y|)
tanh(|x —y|)
= W |x — I

tanh (d((x, 0), (, 0)))
d((x,0), (¥,0))

B(d((x0),(,0)) - d((x,0), (y,0))
£ (d((x,0), (5,0))
- maks{ d((x, 0), (v, O)), M((x, 0), (v, O)) —d(A,B)}

-d((x,0), (y,0))

IA
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tanht
t

olur. Burada 3 fonksiyonu (t) =

ile taniml1 olup Lemma 4.2 den dolay1 F sinifina

aittir. Boylece T bir Geraghty tipi biiziilme doniistimiidiir. Ayrica T stireklidir. (4, B)
ciftinin P-6zelligini sagladigini gostermek igin Ornek 4.11 de yapilan islemlerin bir
benzerini yapmak yeterlidir.
Diger taraftan

d((0,0),7(0,0)) = d((0,0), (tanh 0,1)) = d((0,0),(0,1)) =1 = d(4, B)
oldugundan T déniisiimiiniin en iyi yakinlik noktasinin (0,0) € A oldugu goriiliir. Eger

(x,0) € A noktast T doniistimiintin en iyi yakinlik noktast ise, 0 zaman

1=d(4,B) = d((x, 0), T (x, 0)) = d((x, 0), (tanh x, 1)) = /1 + (x — tanh x)2

elde edilir. Sonug olarak tanh x = x dir. tanh x = x denkleminin ¢6zlimiiniin yanliz x, =
0 oldugu gergeginden x = 0 oldugu agiktir. Béylece en iyi yakinlik noktasinin tekligi
ispat edilmis olur. Dikkat edilirse B kiimesi kapali degildir (Almeida ve ark., 2014).
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5. SONUCLAR ve ONERILER

5.1 Sonuclar

Sabit nokta teorisine bakildiginda bir doniisiimiin deger kiimesi ile goriintii
kiimesinin genel olarak ayni oldugu goriilmektedir. Fakat kendi iizerine olmayan
doniistimlerde deger kiimesinin her elemaninin goriintii kiimesine ait olmast miimkiin
olmadigindan, bu tiir doniisiimler i¢in sabit noktalarin varliginin arastirilmasi yerine en
iyi yakinlik noktalarinin arastirilmasi gerekmektedir.

Bu galismada, kendi iizerine olmayan tek degerli biiziilme doniisiimleri, kiime
degerli biiziilme doniistimleri, zayif proksimal Kannan biiziilme doniistimleri ve Geraghty
tipi biiziilme doniisimlerinin en iyi yakinlik noktalarinin varligi ve tekligi {izerine

teoremler verilerek, bu teoremleri destekleyen 6rnekler verildi.

5.2 Oneriler

Bu caligmadaki teoremlerin genellestirilmesi iizerine g¢alismalar yapilabilir.
Ayrica, bu ¢alismadaki tanim ve teoremler tam metrik uzay iizerinde tanimlanmistir.
Bagka uzaylarda bu teoremlerin gegerliligi tartigilabilir veya bu teoremlerin bagka

uzaylarda gegerli olmasi igin yeni kosullara gereksinim duyulabilir.
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