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: Reel Projektif Diizlemde P; noktasinin karsiligi olan dogru

: Reel Projektif Diizlemde alinan dayanak Bezier egrisinin kontrol noktasi

viii



Sekil 1.

Sekil 2.
Sekil 3.
Sekil 4.

Sekil 5.

Sekil 6.
Sekil 7.
Sekil 8.
Sekil 9.
Sekil 10.
Sekil 11.
Sekil 12.
Sekil 13.
Sekil 14.
Sekil 15.

SEKILLER DiZINi

Kontrol noktalar1 by = (1,-2,0), b; = (2,0,1), b, =(3,1,1), b3 = (-1,2,-1)

olan Bezier egrisinin kontrol poligonu ............ccccccoeviieiiiiniiiiieniiceecie e 3
DOGrU deMELIEIT ...veoviiiiiciiecie ettt et eabe e et eebb e s ea e e eveeareebeenreans 5
Afin diizleme Ideal noktalarin eKIENmesi .............ccoeveereeeeeeeveeireereereeeeeeeeeeenenes 6
P nin i¢ nokta, Q nun ideal nokta olmasi durumunda P ve Q nun ayni

dogru lizerinde yer almast..........cccueeviiiiiiiiiienieeiieee e 7

P,Q siradan iki afin nokta R* = [# ] oldugunda her dogru {i¢ nokta igerir. .... 8

Reel Projektif DUZIEM .....ccviieiieieciiiiiiiee et e et e e e e e e e e e e 10
P, ve P; afin nokta olmasi durumunda lineer Bezier Egrisi..........c.ccc.......... 12
P, afin nokta, P; ideal nokta olmasi durumunda lineer Bezier Egrisi.......... 12
P, ve P; ideal nokta olmasi durumunda lineer Bezier EGrisi.........ccccovvveeereeennne. 13
Her ti¢ kontrol noktasi da afin nokta olan kuadratik Bezier egrisi............ccuue...... 14
1deal noktas1 ug kontrol nokta olan kuadratik Bezier egrileri............ccccocvevvernnnee. 15
Ideal noktanin i¢ kontrol noktas1 oldugu kuadratik Bezier egrisi............cccoveenenne. 17
P, afin P, ve P, ideal nokta olan kuadratik Bezier egrileri..............cccocovrrerennn... 19
P; afin nokta olan kuadratik Bezier ESrisi ..........ccccooovviiiinieieiicce, 20
Py , P; ve P, ideal nokta olmasi durumunda kuadratik Bezier Egrisi................... 21

iX



1. GIRIS ve KAYNAK ARASTIRMASI

Bilgisayar destekli tasarimlarin (CAD) temelini parametrik egriler ve parametrik
yiizeyler olugturmaktadir. Bilgisayar destekli geometrik tasarimda (CAGD) siiphesiz
ki en 6nemli buluslar, Bezier Egrileri ve ylizeyleri, Coons yamalar1 (patch) ve daha
sonra da B- spline metodlaridir. Bezier egrileri ve ylizeyleri ilk defa 1958-1960
yillarinda otomotiv sektdriinde, Citroen ve Renault firmalarinda miihendis olarak gorev
yapan Paul de Casteljau ve Pierre Bezier tarafindan birbirlerinden bagimsiz olarak
gelistirilmistir. De Casteljau, P. Bezier’den az bir zaman 6nce gelistirmis, ancak yaptigi
caligmalar1 herhangi bir yerde yayinlamamistir. Boylece, polinom egri ve ylizeylerin
Bernstein formunda ifadesiyle tamamen gelisen Bezier egri ve yiizeyleri teorisi,
P.Bezier’in ismiyle anilir hale gelmistir. Bezier egri ve yiizeyleri otomotiv sanayiinden
ucak sanayiine kadar ¢ok genis bir yelpazede kullanilmaktadir (incesu,2003).

Bilgisayar destekli geometrik tasarim, 1974 yilinda Amerika’da Utah
Universitesinde yapilan konferansin ardindan, Barnhill ve Riesenfeld’ in onderliginde
kendi icinde bir disiplin i¢ine girmistir. (Barnhill ve Riesenfeld ,1974; Incesu, 2003)

Son zamanlarda kullanilan CAD sistemleri i¢inde en kararli sayisal ¢oziimleri
veren egrilerin Bezier ve rasyonel Bezier egrileri olduklari da Farouki ve Rajan
tarafindan gosterilmistir (Farouki ve Rajan, 1987).

Bezier egrileri ile ilgili pek ¢ok ¢aligmalar yapilmigtir. Bunlara 6rnek olarak G.
Farin (1990), R. Farouki (1985), J.Hoschek (1985), H. Potmann (1995), Incesu (2003,
2004), Samanci H,, Celik S, Incesu M (2015), Samanc1 H (2018, 2021), Samanc1 H ve
Incesu M (2020) ¢alismalar1 verilebilir.

Projektif diizlem elde etmenin bir yontemi olarak verilen bir Afin diizleme ideal
nokta ad1 verilen sonsuzda noktalar ilave edilmesi ile bir afin diizlemin kapanisinin elde
edilmesi yontemidir. Buna gore her dogruya sonsuzda bir nokta karsilik getirilmektedir.
Bu tez ¢alismasinda bir afin diizlemin kapanisi olarak alinan bir kiimede tanimlanacak
Bezier egrileri incelenmis, bu egrilerin reel projektif diizlemde karsiliklar1 {izerinde
durulmustur. Burada siklikla kullanilan lineer ve kuadratik Bezier egrileri dikkate

alinmustir.



2. MATERYAL ve YONTEM

2.1 Bezier Egrileri

Bezier egrileri, 6zellikle mekanikte cok 6nemli bir yeri olan polinom egrilerdir.
Bilgisayar destekli tasarimda (CAD) ve bilgisayar grafiklerinde kullanilan egri ve
yiizeylerin en 6nemli gosterimlerinden biri de Bezier formlaridir. n. dereceden bir
Bezier egrisi; kontrol noktalart adi verilen, n +1 tane nokta ile belirlenen ve n.
dereceden Bernstein taban fonksiyonlar: ile lineer sekilde ifade edilen polinom egri

parcalardir. ve

2.1.1 Genel bezier egrileri

Tanim 1: Genel Bezier egrisi, Kontrol noktalari by , by , by, ..., b, olarak verilen
ve baslangi¢ noktasi by, bitim noktasi b, olan n. dereceden bir polinom egridir. Genel

Bezier egrisi, vektorel formda,
B(t) =) bB!(t) te[0,1] (1)
i=0

olarak tanimlanir. Burada B[ (t) fonksiyonlart

n! i .
——(1-t)""t", 0<i<n
By (t)=1i!(n—i)! )
0, diger durumlarda
bicimde verilen Bernstein taban fonksiyonlar1 (ya da Bernstein taban polinomlari) dir.

(1)

Teorem 1: Bernstein taban polinomlari asagidaki 6zellikleri saglar.

ifadeleri de Binom katsayilaridir ve (;‘ ) yada "C,

1

ile gosterilir.

1) iB? () =1,te[0,1] (Toplamin birim olmast) (3)
2) B/ (t)=0, te[0,1] (Pozitiflik) 4)
3) B .(t)=B'(1-t), i=0,1,..,n (Simetri) (%)
4) B'(t)=(1-0)B"'(t)+t B} (t) (indirgeme) (6)

(Incesu,2003)



2.1.2 Bezier Egrilerinin ozellikleri

Teorem 2: Kontrol noktalart by , b; , by, ..., b, olarak verilen n. dereceden bir

B = B(t) Bezier egrisi asagidaki 6zellikleri saglar:

1)B(0)=by , B(1)=b, (Sonnokta interpolasyon 6zelligi) (7)
2) B'(0)= C(li_BL:O = n(b;—by) (Son nokta teget 6zelligi)
t
B'(l):i—? L =n(by—by) ©)
3) Vte[0,1] igin, B(t) € CH({b,,b,,...,b,}) 9)

(Bezier egrisinin tamami, kontrol noktalarinin konvex alani i¢inde kalmaktadir.)

4) F, bir Afin doniisiimii olmak iizere,
F(B(t) = F(Q_b,B! (1)) = > F(b,)B!(t) (10)
i=0 i=0

dir. (Kontrol noktalari b; , 1 = 0,1,...,n olan Bezier egrisinin bir Afin doniisiimii altindaki

gorintiisii, kontrol noktalar1 F(b;), 1=0,1,...,n olan Bezier egrisidir.)

2.1.3 Kontrol poligonu

Tanmmm 2: Kontrol noktalar1 by , b; , b, , ..., b, olarak verilen n. dereceden bir
Bezier egrisinin kontrol noktalarimi sira korumak kaydiyla birlestiren dogru pargalarinin
olusturdugu geometrik sekle Bezier egrisinin kontrol poligonu ad1 verilir.

Ornek 1: Kontrol noktalar1 by = (1,-2,0), b; = (2,0,1), b, = (3,1,1), b3 = (-1,2,-1)

olan Bezier egrisinin kontrol poligonu Sekil 2.2 de gosterilmistir.

Sekil 1. Kontrol noktalar1 by = (1,-2,0), b; = (2,0,1), b, = (3,1,1), b; = (-1,2,-1) olan bezier egrisinin
kontrol poligonu



2.1.4 Konveks hullar (convex hull)

Tanim 3: X={X0,X1,...Xn} cR’ sonlu noktalar sisteminin konveks hullunun

vektorel ifadesi:

CH(X)z{aoxo +aX +..+a,x,: x,€X, > a=1,a20, i=0,1,...,n} (11)

i=0
olarak tanimlanir. Yani uzayda X;,X;,...X, noktalarmi birlestirmek suretiyle elde

edilen en genis bolgeye XZ{XO,Xl,...Xn} sisteminin konveks hulu denir. (Marsh,

1999)
2.2 Afin ve Projektif Diizlemler

2.2.1 Afin Uzay ve Afin Diizlem

Tamim 4: A # @ bir kiime, V ise K cismi iizerinde bir vektdr uzayi olsun. Asagidaki
onermeleri dogrulayan bir
ftAXA->V
fonksiyonu varsa A, V ile birlestirilmis bir afin uzaydir denir:
Al)VP,Q,R € Aigin f(P,Q) +f(O,R) = f(P,R) d.
A2) VP €A veVa €V icinf(P,OQ) =a olacak bigimde bir tek Q € A vardur.
(Hacisalihoglu,1983)
Tamim 5: A afin uzayda{P,, P, ..., B,} noktan +1 lisi verilsin. Eger A ya karsilik gelen

vektdr uzayinda {PyP;,PyP; ..., PyP,} vektdr n lisi bir cati olusturuyorsa A daki
{Py, Py, ..., B,} nokta n +1 lisine A nin bir afin ¢atis1 denir. (Hacisalihoglu,1983)

Onerme 1: A bir afin uzay ve V de bu afin uzaya birlesen vektdr uzay1 olsun. Bu
takdirde A nin boyutu V nin boyutuna esittir.
Simdi boyutu 2 olan bir afin uzay alalim. Bu afin uzaya bir Afin diizlem adim

verecegiz.
Onerme 2: 4 bir afin diizlem olsun. Bu takdirde 4 su 6zellikleri saglar:

A-1 P,Q € A iki farkli nokta olsun 4 da P ve Q yu iceren tek ve bir tek ¢
dogrusu vardir

A-2 Bir £ c A dogrusu ve P €A (P ¢ ¥) verildiginde ¢ -ye paralel ve P-

den gecen tek ve bir tek m dogrusu vardir.



A-3 Dogrudas olmayan en az ii¢ nokta vardir. (P1,P2,P3 noktalarina dogrudas
denir eger hepsi ayn1 dogru iizerinde ise.) (Hartshorne, 1967)
Sonug 1: Bir afin diizlem en az 4 nokta igerir. (Hartshorne, 1967)
Tanim 6: A afin diizlemde ¢ ve m iki dogru olsun. Eger £ =m veyaf Nm = @ ise
£ ve m dogrularina paralel iki dogru denir. (Hartshorne, 1967)
Onerme 3: Afin diizlemde dogrularin Paralellik bagntis1 bir denklik bagmntisidir.
(Hartshorne, 1967).
Onerme 4: Afin diizlemde Paralel olmayan iki dogrunun ancak bir tek ortak noktasi
vardir. (Hartshorne, 1967).
Tamm 7: Diizlemde dogrularin bir demeti demek, bir P noktasindan ge¢en dogrular ya

da verilen bir € dogrusuna paralel olan tiim dogrular demektir. (Hartshorne, 1967)

a) P noktasindan gegen dogrularin demeti  b) verilen bir £ dogrusuna paralel dogrularin
denklik sinifi olan [£] dogru demeti

Sekil 2. Dogru demetleri

2.2.2 ideal Noktalar ve Projektif Diizlemin Insaasi

A afin diizlem verilsin. Simdi bu verilen afin diizleme sonsuzda bir takim
noktalar ilave edilerek afin diizlemin bir anlamda kapanisiyla projektif diizlemi elde
edecegiz.

A nin her bir £ dogrusu i¢in £ dogrusuna paralel olan dogru demeti bir denklik
sinift olacagindan bu demeti [#] ile gosterece8iz. Her bir [¢#] demetine, £ yOniinde
‘ideal nokta * yada ‘sonsuzda bir nokta ’ diye adlandiracagimiz bir nokta ilave edecegiz
ve bu noktay1 P*, Q ,.. gibi sembollerle gosterecegiz. P* = [£] biciminde yazacagiz.
Yani her bir dogruya bir ideal nokta ilave ediliyor ancak tiim birbirine paralel olan

dogrulara tek bir ideal nokta ilave edilmektedir. Her bir [#] demetini yani denklik



smifin1 temsilen orjinden gecen ¢ dogrusunu alir ve bu demete sonsuzda ilave edilen
ideal noktayr da ¢ dogrusunun sonuna ekleyecek olursak, tiim ideal nokta ilavelerini

asagidaki gibi sembolik olarak gosterebiliriz:

Sekil 3. Afin diizleme Ideal noktalarin eklenmesi

Boylece A nin dogrularina ideal noktalar ilave edilerek A nin kapanisini elde
etmis olacagiz. Bu yeni kiimeyi S ile gosterirsek, S nin noktalar1 A nin noktalari ile A
nin tlim ideal noktalarmin birlesimidir. Boylece,

S deki her bir L dogrusu,

a) A nin bir £ dogrusu ile bu ¢ dogrusunun ideal noktasi [#] =P*
toplamidir. Ya da
b) A nin tiim ideal noktalarindan olusan ‘Sonsuzluk dogrusu ’ nu igerir.

(Hartshorne, 1967)

Tamm 8: ( Projektif Diizlem):
S noktalardan olusan bir kiime ve onun dogrulardan olusan alt kiimeleri Su 4
axiomu saglarsa S-ye projektif diizlem denir:
P1) S-nin iki farkli P ve Q noktalar1 ancak ve ancak bir tek dogru {lizerinde ise.
P2) L, ve L, herhangi iki dogru , en az bir noktada kesisiyorsa .
P3) En az ii¢ dogrudas olmayan nokta varsa.
P4) Her dogru en az ii¢ nokta igeriyorsa.

(Hartshorne, 1967)

Onerme 5: A afin diizlemin kapamis1 S bir projektif diizlemdir .
Ispat: P1-P4 axiomlar sagladigini gostermeliyiz

P1) P,Qe S olsun.



)

P ve Q A-nin siradan elemanlari olsun => P ve Q ancak bir dogru iizerinde
bulunabilir. (yani iki noktadan bir dogru gegeceginden ve ayni anda ikinci dogru
iizerinde bulunmazlar.) P ve Q i¢ nokta oldugundan sonsuzluktaki dogru iizerinde
de olamaz.

P, A —nin bir i¢ noktas1 Q= [# | olsun Bu durumda 3 m dogrusu oyle ki, P € m. ve
ml ¢ (m € [¢]) dir. (A-2). Boylece Q noktasi m dogrusunun S-ye genislemesi
iizerinde yer alir . ( Paralel dogrulara tek ideal nokta karsilik geldigi i¢cin P ve Q
ayni dogru iizerinde yer alir.)

Sekil 4. P nin i¢ nokta, Q nun ideal nokta olmasi durumunda P ve Q nun ayni dogru lizerinde
yer almasi

iii)

iii)

P ve Q ikiside ideal nokta olsun . Dolayisiyla P ve Q sonsuzluktaki dogru iizerinde
olacaktir.

P2:) LveM, S de iki dogru olsun.

Eger L=+¢ ve M = m siradan afin dogru ise ve £ f m ise bu durumda zaten ikisi A-
nin en az bir noktasinda kesisir. (£ = m ise tiim noktalar ortaktir.) Eger € || m => P*
ideal noktas1 P*= [¢ ] = [ m ] olacagindan bu nokta L ve M dogrularinin arakesit
noktasidir.

L= ¢ siradan afin dogru, M sonsuzluk dogrusu olsun Bu durumda P = [?]
noktast hem L ve hem de M iizerindedir.

L ve M ikisi de sonsuzluk dogrusu olsun. S de sonsuzluk dogrusu tek olacagindan
L=M olur.

P3:) A-3 axiomundan ¢ok rahat goriilebilir. Ciinkii P,Q,R A-nin siradan i¢

noktas1 ve dogrudas olmayan {i¢ noktas1 olsun. Bu durumda bu ii¢ nokta sonsuzluk

dogrusunun da tlizerinde degildir. Cilinkii hi¢ biri ideal nokta degildir. Béylece P,Q,R

ayni zaman da S nin dogrudas olmayan ii¢ noktasidir.



P4:) A-nin herhangi bir siradan dogrusu en az iki nokta igerir. Boyle bir dogruya
bir de sonsuzda bir ideal nokta ilave edildiginde ii¢ nokta ayni dogru iizerinde olur. P,Q

€ ¢ise PQR*€e ¢U[£]=L

Sekil 5. P,Q siradan iki afin nokta R* = [# ]| oldugunda her dogru {i¢ nokta icerir.
2.2.3 Reel Projektif Diizlem

R’ siradan ii¢ boyutlu Oklid uzay1 olsun. L , R’ iin O baslangi¢ noktasindan
gecen tiim dogrularinin kiimesi olsun. L nin bir noktasi, R’ iin O baslangi¢ noktasindan
gecen bir dogrusu olarak tanimlanir. Ayni sekilde L nin bir dogrusu olarak da, R’ iin O
baslangi¢ noktasindan gegen dogrularmin bir kolleksiyonu olarak tanimlanirsa L bir
projektif diizlem olusturur. Bu kiimeyi homojen koordinatlar yardimiyla asagidaki gibi
analitik olarak ifade edebiliriz:

L nin bir noktas1 O baslangi¢ noktasindan gecen dogru oldugundan bu noktay: P
ile gosterirsek P noktasi bir £ dogrusudur. Her ¢ dogrusunu, dogru iizerinde (0,0,0) dan
farkli bir (x1, x5, x3) noktasi segerek gosterecegiz. Buradaki (x4, x,, x3) noktalar1 P noktasinin
homojen koordinatlarini ifade edecektir. £ {izerindeki baska bir nokta (Ax;,Ax,, Ax3) dir.
(LE€R, 1% 0). Boylece L, (xq,x,,x3) seklindeki iiclilerden olusur &yle ki, xy, x, x5 lerin
hepsi birden ayni anda sifir olmaz ve herhangi iki tiglii P = (xq,x5,%3) ve Q = (xy',x,',x3")
ayn1 noktayi ifade eder ancak ve ancak P ve Q lineer bagimli ise ya da 34 € R dyleki x;' = Ax;
dir. (i =1,2,3).

R’te O baslangi¢ noktasindan gegen bir diizlemin denklemi

a X1 + azx, +azxz3 =0
dir ve a; lerin hepsi birden sifir olmaz. Gériilecektir ki bu denklem L nin bir dogrusunun

denklemidir.



Tanmm 9: S ve S’ iki projektif diizlem olsun. Eger bir T:S — S’ birebir donisiimii
dogrudas noktalar1 yine dogrudas noktalara resmedecek sekilde bulunabilirse S ve S’
projektif diizlemlerine izomorfik denir. (Hartshorne, 1967)

Onerme 6: Homojen koordinatlar yardimiyla yukaridaki gibi tanimlanan L projektif
diizlemi, Oklid geometride Siradan afin diizlemin kapanisi olarak elde edilen S Projektif
diizlemine izomorfiktir. (Hartshorne, 1967)

Ispat: Bir tarafta, noktalar1 homojen koordinatlarda (x,x,,x;) ler (x; € R ve hepsi
birden sifir degil) olarak verilen S projektif diizlemi ve diger tarafta da , Kartezyen
koordinatlar1 (x,y) olarak verilen A afin diizleminin kapanisi olarak tanimlanan S’
projektif diizlemlerini alalim. Boylece S’ nin noktalart A-nin (x,y) noktalari ile ideal
noktalarin birlesiminden olusmaktadir . Simdi paralel dogrularin dogru demeti tek tiirli

olarak belirlidir . (dogrunun m egimi ile) ve bu egim herhangi bir reel say1 yada oo

olabilir . Boylece ideal noktalar m koordinatiyla belirlidir .

Simdi T:S — S izomorfizmanini tanimlayalim. P(x;, x5, x3) € S olsun.
i) Eger x; # 0ise T(P) -yi A-nin bir noktasi olarak tanimlayalim .
T(p)=(xy); x =2 y=3
Belirtelim ki x ve y tek tiirlii belirlidir. Ciinkii (x4, x5, x3) yerine (Ax;, Ax;, Ax3)
alinirsa xve ydegismez. Yine belirtelim ki A-nin her noktasi bu yolla belirlenebilir.
Aslinda (x,y) koordinatlariyla verilen nokta , S-nin (x,y,1) homojen koordinati ile
belirli olan resmidir .

ii) x; = 0 olsun. Bu durumda T(p) , S’-nin ideal noktas1 olarak ( egimi m = =
X1

ile belirli ) tanimlariz Belirtelim ki bu mantiklidir. Ciinkii x; ve x, ayni anda sifir
olamaz. Yine (x4, x,,0) yerine (Ax;,Ax;,0) alsak da m degismez. Boylece m-nin her
bir degeri olusur :

Yani eger m # o© durumunda T(1,m,0) alabiliriz eger m = o0 ise bu
durumunda da T(0,1,0) alinabilir. Béylece T, S den S’ ne birebir bir doniisiim olur .
Ayrica kontrol etmeliyiz ki T, dogrudas noktalar1 yine dogrudas noktalara resmediyor
mu ? Bunun i¢in S-de bir L dogrusu alalim. Denklemi

a X1 + azx, +azxz3 =0
olsun.

1) Varsayalim ki a; ve a, ayni anda sifir olmasin Bu durumda x; = 0 saglayan
noktalar i¢cin x; = Aa, ve x, = —Aa; alinirsa (x,x,,0), L dogrusu lizerinde
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olur ve ideal noktalar m = —% ile verilir. Aslinda bu S’ de sonsuz
2

dogrularinin iizerinde bulunur.

il) Eger a; =a, =0 1ise L nin denklemine gére x3 =0 dir. Bu da S nin
noktalarinda x; =0 demek olur ki bu noktanin goriintiisi S’ niin bir ideal
noktasidir. Bu da yine dogru iizerinde olur. (Hartshorne, 1967)

(xy,22,%3)
z=1

'3

Sekil 6. Reel Projektif Diizlem
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3. ARASTIRMA SONUCLARI ve TARTISMA

3.1 Projektif Diizlemde Bezier Egrileri

Bir A afin diizlemin kapanisi olarak alinan S projektif diizlemini géz Oniine
alalim. Bu bdlimde S projektif diizleminde bir Bezier egrisi tanitilacak kontrol
noktalarinin afin nokta ya da sonsuzdaki ideal nokta olup olmamasina gore bu egriler

irdelenecek ve reel projektif diizlemde nasil bir karsilig1 olduklar iizerinde durulacaktir.

3.2 Lineer Bezier Egrisi

Kontrol noktalar1 P, ve P; olan lineer Bezier egrisini gbz Oniine alalim. P, ve P;
noktalarint A afin diizlemin kapanisi olarak ifade ettigimiz S kiimesinden alalim.

Burada 3 durum s6zkonusu olabilir:

3.2.1 iki Afin Kontrol Noktah Lineer Bezier Egrisi

i) P, ve P; A nin i¢ noktas1 ya da afin noktalar olsunlar. Bu dudumda lineer Bezier
egrisinin te[0,1] olmak iizere vektorel ifadesi
B(t) = Py + tPyP; (12)
olur. Parametrik karsilig1 da klasik olarak
B(t) = (1 —t)Py + tP; (13)
yazilir. Simdi P, ve P; noktalarinin reel projektif diizlemde karsiliklari sirasiyla € ve £

dogrular1 olarak alinirsa ve bu dogrular iizerindeki herhangi bir nokta da dogrularin

temsilcisi olarak almabileceginden A afin diizlemdeki P; = (P,,P,) noktalarmin

homojen koordinati olan P; = (P,,P,,1) noktalar1 dogrularin temsilcisi olarak alinirsa
B(t) kuadratik Bezier egrisinin reel projektif diizlemde karsiligi B(t) Bezier egrisi

E(z) =(1- t)I_Jo +1P) (14)

dir. Buradaki Po ve P noktalari £, ve ¢; dogrularinin birer temsilcisidir. O halde
B(t) lineer Bezier egrisinin reel projektif diizlemde karsiligi X (t, v) diizlemsel bir koni

yiizeyidir. Bu yiizeyin R? teki denklemi ise

X(t,v)= vE(r) = v[(l—t)l_% +t1_’1} (15)

bicimindedir. (Sekil 7)
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Sekil 7. Py ve P; afin nokta olmasi durumunda lineer Bezier Egrisi

3.2.2 Bir Afin, Bir ideal Kontrol Noktali Lineer Bezier Egrisi

Py , A nin i¢ noktasi ya da afin nokta; P; ise bir ideal nokta olsun. Bu durumda
bir £ afin dogrusu vardir ki P; = [#] dir. Bu halde lineer Bezier egrisi P, dan baslayan ve
¢ ye paralel olan igindir. Yani, £ dogrusunun dogrultman1 U ise teR olmak {izere lineer
Bezier egrisinin vektorel ifadesi

B(t) = P, + tu
olur. Py ve P; noktalarinin reel projektif diizlemde karsiliklarmi sirastyla Ly ve Ly
dogrulan olarak alinirsa ve bu dogrular iizerindeki herhangi bir nokta da dogrularin temsilcisi
olarak alinabileceginden A afin diizlemdeki Py = (Pyq, Pp;) noktasinin homojen koordinati
olan Py = (Py1, Py, 1) noktasi L, dogrusunun temsilcisi olarak alinir; P; de bir ideal
nokta oldugundan ¢ dogrusunun egimi m = oo ise P; in reel projektif diizlemdeki karsiligini
P, = (0,1,0) noktasindan gegen orjin ¢ikish dogru olarak ve temsilcisini de olarak P; noktas1
olarak alirsak; eger ¢ dogrusunun egimi m, o dan farkli ise Py in reel projektif diizlemdeki
karstigi1 P; = (1,m, 0) noktasindan gegen orjin ¢ikish dogru olarak ve temsilcisini de P,
noktasi olarak alirsak; B(t) lineer Bezier egrisinin reel projektif diizlemde karsilig
X(t,v) diizlemsel bir koni yiizeyidir. Bu yiizeyin R’ teki denklemi ise

X(t,v) =vB(t) = v[(1 —t)Py + tP,] (16)
bi¢cimindedir. Burada

B(t) = (1 —-t)P, +tP; (17)
dir. Bu ise X (t, v) diizlemsel bir koni yiizeyinin dayanak egrisi olan bir Bezier egrisidir.

(Sekil 8)



13

..0,
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Sekil 8. P, afin nokta, P; ideal nokta olmasi durumunda lineer Bezier Egrisi

3.2.3 iki Ideal Kontrol Noktal Lineer Bezier Egrisi

P, ve P;, S nin sonsuzdaki ideal noktalar1 olsun. Bu durumda ¢, ve #; afin
dogrulari vardir ki Py = [¢,] ve P; = [¢4] dir. Bu halde lineer Bezier egrisi P, ve P; den
gecen sonsuzluk dogrusu tizerindeki dogru parcasidir. Yani P, ve P;, S nin elemanlar1
oldugundan lineer Bezier egrisi

B(t) =(1—-t)Py +tP;
yazilabilir. Bu egri afin olmayan sonsuzda bir egridir. Yani sonsuzluk dogrusunun
iizerindedir. Bu egrinin reel projektif diizlemdeki karsiligi icin P, ve P; noktalarinin
reel projektif diizlemde karsiliklarini sirasiyla Ly ve L; dogrulari olarak alirsak, L, ve L,
dogrulan z = 0 diizleminde ve sirasiyla £, ve ¥, dogrulariyla ayni egime sahip dogrulardir. £,
ve ¥, dogrularinin egimleri sirasiyla my ve my ise L ve Ly dogrulari {izerindeki noktalar Q,
ve 1 olmak iizere;

myg =00 ve my # o ise Qp=(0,1,0) ve Q= (1,my,0)

my# o ve my =0 ise Qp = (1,my0) ve Q= (0,1,0)

my#o ve my # o ise Qp = (1,my0) ve Q; = (1,my,0)
alinabilir. O halde B(t) lineer Bezier egrisinin reel projektif diizlemde karsihgi X (t, v)
diizlemsel bir koni yiizeyidir. Bu yiizeyin dayanak egrisi B(t) Bezier egrisi

B(t) = (1-1t)Qo +tQ,
dir. Bu yiizeyin R” teki denklemi ise

X(t,v) =vB(t) = v[(1—t)Q +tQ4] (18)
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bi¢gimindedir. (Sekil 9)

X(t,v)

Sekil 9. P, ve P; ideal nokta olmasi durumunda lineer Bezier Egrisi

3.3 Kuadratik Bezier Egrileri

Kontrol noktalar1 P, , P; ve P, olan kuadratik Bezier egrisini gbz oniine alalim.
P, , P; ve P, noktalarin1 A afin diizlemin kapanisi olarak ifade ettigimiz S kiimesinden
alalim. Burada 4 kategoride 8 durum s6zkonusu olabilir:
1) P, , P; ve P, noktalar1 A afin diizlemin i¢ noktalar1 olmalar1 durumu
i) Py , P; ve P, den birinin ideal nokta ikisinin ise A nin i¢ noktalar1
olmalar1 durumu:
Bu durumu da ideal noktanin bir ug¢ nokta ya da bir i¢ nokta olmasina
gore li¢ farkli bigcimde ifade edebiliriz.
111) Py , P; ve P, den birinin A nin afin noktas1 diger ikisinin birer ideal nokta
olmalar1 durumu
Bu durumu da afin noktanin bir u¢ nokta ya da bir i¢ nokta olmasina
gore yine ti¢ farkli bigcimde ifade edebiliriz
1v) Py , P; ve P, den liciinlin de A nin ideal noktalar1 olmalar1 durumu

Simdi bu durumlar inceleyelim:

3.3.1 U¢ Afin Kontrol Noktali Kuadratik Bezier Egrileri

i) Py , P; ve P, noktalar1 A afin diizlemin i¢ noktalari olsunlar. Bu dudumda
kuadratik Bezier egrisinin ifadesi te[0,1] olmak tizere

B(t) = (1 —t)?Py + 2t(1 — t)P; + t?P, (19)
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dir. Simdi P, , P; ve P, noktalarinin reel projektif diizlemde karsiliklar sirasiyla ¢, , €4

ve ¥, dogrulart olarak alinirsa ve her bir #; dogrusu iizerindeki bir nokta ile temsil

edileceginden bu dogrularin temsilcisi olarak A afin diizlemdeki P; = (P,,P,)

noktalarmin homojen koordinat olarak P; = (P,,P,,1) alimirsa B(t) kuadratik Bezier
egrisinin reel projektif diizlemde karsiligi X(t,v) bir koni yiizeyidir. Bu ylizeyin
dayanak egrisi B(t) Bezier egrisi

B()=(1-t)2?P,+2t(1—-t)P, +t*P, (20)
dir. Bu yiizeyin R” teki denklemi ise

X(t,v) = vB(t) = v [(1 — )P +2t(1-0D)P, + tZTDZ] Q1)
bi¢iminde ifade edilebilir. (Sekil 10)

3]
N.v

Sekil 10. Her ii¢ kontrol noktasi da afin nokta olan kuadratik Bezier egrisi

3.3.2 iki Afin Bir ideal Kontrol Noktah Kuadratik Bezier Egrileri

Py , P; ve P, noktalar1 iki afin ve bir ideal noktadan olussun. Bu da temelde iki
sekilde ele almabilir: Ideal noktanin ug nokta olmasi ya da ideal noktanin bir i¢ kontrol
noktas1 olmas1 durumu.

a) ideal noktanin bir u¢ nokta olmasi durumu. Yani, P, ya da P, den birinin ideal
nokta ve bunlardan digeri ile P; in bir afin nokta olmasi durumu. Burada genelinden
bir sey kaybetmeden P, yi ideal nokta olarak alalim. (P, da alinabilirdi.) Bu
durumda bir ¢ afin dogrusu vardir ki P, = [#;] dir. Bu dudumda kuadratik Bezier
egrisinin S deki ifadesi te[0,1] olmak iizere

B(t) = (1 —t)?Py + 2t(1 — t)P; + t?P,
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yazilabilir. Ancak bu egri incelendiginde goriilecektir ki egri, P, dan baslayip P;
yoniine yonelecek ancak P; P, 1s1nina paralel kalarak sonsuza devam edecektir. Hatta
Oyle ki hemen hemen P, P, 1s1n1 gibi olacaktir. Simdi P, , P; ve P, noktalariin reel
projektif diizlemde karsiliklarini sirasiyla ¢, , #; ve £, dogrular olarak alahm. Bu
dogrular iizerinde alinacak i{i¢ nokta sirasiyla Qq, Q1 ve (@, olsun. Bu noktalar Py =
(Py1, Py2), P; = (P11, P;3) afin noktalarmin reel projektif diizlemdeki homojen
koordinatlarda karsilig1 olan Qo = (0Py,, 0Py, 0) ve Q1 = (6P;1,0P;,, 6) noktalar
olarak ve Q, olarak da eger ¢, nin egimi w0 ise Q, = (0, 0, 0) noktasi, eger £, nin egimi
o degilse Q, = (0,0 m,,0) noktasi olarak alinir. (o > 0) Béylece, S deki B(t)
kuadratik Bezier egrisinin reel projektif diizlemde karsiligi X(t,v) koni yiizeyidir.
Bu yiizeyin dayanak egrisi te[0,1] olmak {izere

B(t) = (1 —t)?Qo + 2t(1 — )Q; +t%Q, (22)
bi¢imindeki Bezier egrisidir. Buna gore S deki B(t) kuadratik Bezier egrisinin reel
projektif diizlemde karsilig1 X (¢, v) koni ylizeyi

X(t,v) = vB(t) = v[(1 — t)*Qo + 2t(1 — t)Q; + t*Q;] (23)
bigimindedir. (Sekil 11-a). Benzer olarak Ideal nokta olarak P, degil de P, alinsaydi
bu durumda koni yiizeyi (Sekil 11-b) deki gibi olacakti.

a) P, ideal noktali kuadratik Bezier egrisi ~ b) P, ideal noktali kuadratik Bezier egrisi

Sekil 11. Ideal noktasi ug kontrol noktasi olan kuadratik Bezier egrileri

b) ideal noktanin bir i¢ nokta olmasi durumu. Yani, P, ve P, birer afin nokta ve P; in
bir ideal nokta olmasi durumudur. Bu durumda bir ¢ afin dogrusu vardir ki P; = [¢]
dir. Bu dudumda kuadratik Bezier egrisinin S deki ifadesi te[0,1] olmak iizere

B(t) = (1 —t)?Py + 2t(1 — t)P; + t2P,
yazilabilir. P; bir ideal nokta oldugundan sonsuzda olacagi i¢in bu egriyi sanki bir

noktada sonsuzluk tipindeki siireksizlik gibi diisiinebiliriz. Yani sagdan ve soldan
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ayn1 sonsuzluk durumunun oldugu fonksiyonlardaki bir noktada siireksizlik durumu
gibi goriilebilir. Ancak S projektif diizleminin yapisi ve Bezier egrilerindeki son
nokta teget Ozellikleri dikkate alindiginda Bu egrinin P, ve P, den ¢ ye paralel
¢izdigimizde P; bu paralel dogrularin iigiiniin de izerinde olmalidir. Ciinkii paralel dogrulara
sonsuzda tek bir kargilik getirilmekteydi. Buna gore S deki B(t) kuadratik Bezier egrisi P,
ve P, den sonsuza ¢izilen iki paralel 1511 ifade eder. Simdi bu egrinin reel projektif
diizlemde karsiligina bakalim. P, , P; ve P, noktalarinin reel projektif diizlemde
karsiliklarini sirasiyla ¢, , #; ve £, dogrulan olarak alahm. S deki P, ve P, afin
noktalarinin ( Py = (Pyy, Pyz), P, = (Py1,Py;) olmak iizere ) reel projektif
diizlemdeki homojen koordinatlarda karsiliklarint Qy = (0Pyq,0Py3,0) ve Q, =
(oPyq,0P,,, 0) noktalari olarak alirsak (o > 0) ve @Q; noktasini da £; dogrusunun
egimi m, in durumuna gore, eger m,; = o ise Q; = (0, g, 0) olarak ve eger m; # oo
ise Q; = (0,0 my,0) noktasi olarak aldigimizda S deki B(t) kuadratik Bezier egrisinin
reel projektif diizlemdeki karsihigi X (t, v) koni yiizeyidir. Bu ylizeyin dayanak egrisi

te[0,1] olmak iizere

B(t) = (1-1t)?Qo + 2t(1 = )Q; + t2Q; (24)
bi¢imindeki Bezier egrisidir. O halde X(t, v) koni yiizeyi
X(t,v) = vB(t) = v[(1 - t)*Qo + 2t(1 - )Q1 + t2Q;] (25)

bicimindedir. (Sekil 12).

4
U Q
2
Q,
1
Fo
'-" ’/ B {
P Y.
X(t,v) B 1
0
Qz /1

Sekil 12. Ideal noktanin i¢ kontrol noktasi oldugu kuadratik Bezier egrisi
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3.3.3 iki Ideal Bir Afin Kontrol Noktah Kuadratik Bezier Egrileri

P, , P; ve P, noktalar iki ideal ve bir afin noktadan olussun. Bu da temelde iki
sekilde ele alinabilir: Afin noktanin u¢ nokta olmasi ya da afin noktanin bir i¢ kontrol
noktas1 olmasi durumu.

a) Afin noktanin bir u¢ kontrol noktasi olmasi durumu. Yani, P, ya da P, den
birinin afin nokta ve bunlardan digeri ile P; in bir ideal nokta olmasi durumu.
Genelinden bir sey kaybetmeden burada da P, afin nokta ve P; ve P, ideal
nokta olsun. Bu durumda bir #; ve £, afin dogrular vardir ki P; = [¢1] ve
P, = [#,] dir. Bu dudumda kuadratik Bezier egrisinin S deki ifadesi te[0,1]
olmak tizere

B(t) = (1 —t)?Py + 2t(1 — t)P, + t*P,

yazilabilir. Bu egri incelendiginde P; sonsuzda bir nokta oldugundan egrinin

karakteristiginde biiyiik rolii olacagindan egrimiz sanki P; de kesisen iki dogru

gibi goriinecektir. Bunlar PyP; ve P;P, dogrularidir. Simdi P, , P; ve P,

noktalarinin reel projektif diizlemde karsiliklarimi sirasiyla Ly, , Ly ve L,

dogrular1 olarak alalim. Bu dogrular {izerinde alinacak ii¢ temsilci nokta sirasiyla

Qo, Q1 ve Q, olsun. Q, noktast S deki P, = (Pyy,Py,) afin noktanin reel

projektif diizlemde karsiligi olan L, m homojen koordinatlardaki temsilcisi

olarak alinacak Q, = (a0Py1, 0Py,, 0) noktasidir. (c > 0) Q; ve Q, noktalar1 da

L, ve L, nin egimlerine bagh olarak; L; in egimi m4, L, nin egimi m, olmak

uzere,

m; =0 ve my #0 ise Q; =(0,1,0) ve Q, =(1,m,0)
my#o ve my=o0 ise Q; =(1,my,0) ve Q,=(0,1,0)
my#o ve my#0 ise Q1 =(1,my,0) ve Q, =(1,m,,0)

olarak alinan kontrol noktalaridir. Boylece S de alinan B(t) kuadratik Bezier

egrisinin reel projektif diizlemde karsiligi X(t,v) koni yiizeyidir. Bu yiizeyin

dayanak egrisi R’ teki kontrol noktalari Q,, Q; ve Q, olan bir Bezier egrisidir.

Bu koni yiizeyinin denklemi ise te[0,1] olmak {izere

X(t,v) = vB(t) = v[(1 — t)?Qo + 2t (1 — £)Qq + t2Q,]

bicimindedir. (Sekil 13-a). Benzer olarak afin nokta olarak P, degil de P,

alinsaydi bu durumda koni ylizeyi (Sekil 13-b) deki gibi olacakti.
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Yalniz P, afin nokta olan kuadratik Bezier egrisi b) Yalniz P, afin nokta olan kuadratik Bezier egrisi

Sekil 13. ideal noktasi u¢ nokta olan kuadratik Bezier egrileri

b) Afin noktanin bir i¢ kontrol noktasi olmasi1 durumu. Yani, P, ve P, ideal nokta

ve P; bir afin nokta olsun. Bu durumda bir ¢, ve £, afin dogrularn vardir ki
Py =[¢,] ve P, = [#;] dir. Bu dudumda kuadratik Bezier egrisinin S deki
ifadesi te[0,1] olmak lizere
B(t) = (1 — t)?Py + 2t(1 — t)P; + t*P,

yazilabilir. Bu egri incelendiginde P, ve P, sonsuzda birer nokta oldugundan
egrinin karakteristiginde biiylik rolleri olacagindan egrimiz sanki sonsuzluk
dogrusuna yakin bir egri olacaktir. Simdi P, , P, ve P, noktalarinin reel
projektif diizlemde karsiliklarini sirasiyla Ly , L; ve L, dogrular1 olarak alalim.
Bu dogrular iizerinde alinacak ii¢ temsilci nokta sirasiyla Q,, Q4 ve Q, olsun. Q4
noktast S deki P; = (P;1, P;») afin noktanin reel projektif diizlemde karsiligi
olan L; 1 homojen koordinatlardaki temsilcisi olarak alinacak Q; =
(oP;y1,0P4,,0) noktasidir. (o0 >0) Q, ve Q, noktalar1 da Ly ve L, nin
egimlerine bagh olarak; L, in egimi mg, L, nin egimi m, olmak iizere,

my =0 ve my = ise @y =(0,10) ve @Q,=(1,m,0)

my# 0 ve my =00 ise Qp=(1,my0) ve Q,=(0,1,0)

my# 0 ve my # 0o ise Qp=(1,my0) ve Q, = (1,m,,0)
olarak almman kontrol noktalaridir. Béylece S de aliman B(t) kuadratik Bezier
egrisinin reel projektif diizlemde karsiligt X(¢t,v) koni ylizeyidir. Bu ylizeyin
dayanak egrisi R’ teki kontrol noktalari Q,, Q; ve Q, olan bir Bezier egrisidir.
Bu koni yiizeyinin denklemi ise te[0,1] olmak tizere

X(t,v) = vB(t) = v[(1 —t)?Q, + 2t(1 — t)Q; + t2Q,] (26)
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bi¢iminde yazilabilir. (Sekil 14). Benzer olarak afin nokta olarak P, degil de
P, alinsaydi bu durumda koni ylizeyi (Sekil 13-b) deki gibi olacakti.

L1 .
Q
1 K 1
12
- B(t) P,
P
1 /;\'
R
o X(t,v)
Bt} Qz
Q L2
o L

Sekil 14. P; afin nokta olan kuadratik Bezier Egrisi

3.3.4 Uc Ideal Kontrol Noktah Kuadratik Bezier Egrileri

Py , P; ve P, noktalar1 li¢ii de ideal noktadan olugsun. Bu durum aslinda fi¢
noktanin sonsuzluk dogrusu iizerinde olmasi durumudur. Ug¢ nokta dogrudas
oldugundan Bezier egrisi her ne kadar kuadratik olarak iade edilse de aslinda lineer
durum ile ayn1 kosullar1 tasimis olacaktir. Bunun i¢cin P, , P; ve P, noktalar {icli de
ideal nokta oldugundan bir ¢, , #; ve #, afin dogrular vardir ki Py, = [£,] , P; = [#4]
ve P, = [¢,] dir. Simdi Bezier egrisinin S deki ifadesi te[0,1] olmak tizere

B(t) = (1 —t)?Py + 2t(1 — t)P, + t2P,
yazilabilir. Bu egri gercekte P, dan P, ye kadar sonsuzluk dogrusu iizerinde yer alan
dogru parcasidir. Yani

B(t) = (1 —-t)Py + tP,
ile 6zdestir. Tek farki egrinin hizidir. Bu egrinin reel projektif diizlemde karsiligim
ifade etmek istersek, P, , P; ve P, noktalarinin reel projektif diizlemde karsiliklarini
sirastyla Ly , Ly ve L, dogrulari olarak alalim. Bu L; dogrular {izerinde alinacak {i¢
temsilci nokta sirasiyla Q,, Q; ve Q, olsun. #; dogrularinin egimleri m; olmak {iizere
bu {i¢ nokta m; ler sonsuz degilse Q, = (1,m4,0) , Q; = (1,my,0), Q, = (1,m,,0)
olarak alinabilecegi gibi Qy = (gy,0om4,0) , Q1 = (01,01m4,0), Q; = (03,0,m;,0)
olarak da alinabilir. Boylece S de aliman B(t) kuadratik Bezier egrisinin reel projektif
diizlemde karsihg X (t,v) diizlemsel koni yiizeyidir. Bu yiizeyin dayanak egrisi R’

teki kontrol noktalar1 Q,, Q; ve Q, olan bir Bezier egrisidir. Bu dayanak egrisi, Q; lerin
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birinci se¢imine gore diizlemde Q,Q, dogru pargasi yani lineer Bezier egrisi, yada Q;
lerin ikinci se¢imine gore de diizlemde kuadratik bir Bezier egrisini ifade eder. Her iki
durumda da koni yiizeyi aynidir. O halde S de alinan B(t) kuadratik Bezier egrisinin
reel projektif diizlemde karsiligi X (t,v) diizlemsel koni yiizeyi te[0,1] olmak {izere
X(t,v) = vB(t) = v[(1 = t)?Qp + 2t (1 — )Q; +t?Q,] (27)

olarak yazilabilir.

Sekil 15. P, , P; ve P, ideal nokta olmasi durumunda kuadratik Bezier Egrisi
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4. SONUCLAR ve ONERILER

4.1 Sonuclar

Bu tezde alinan 6zgiin sonuclar asagida 6zet olarak verilmistir:

1) Bu tez calismasinda bir afin diizleme ideal nokta ilaveleriyle elde edilen bir
projektif diizlemde Bezier egrisinin denklemleri verilmistir.

2) Bir A afin diizlemine ideal nokta ilaveleriyle elde edilen bir S projektif
diizlemi reel projektif diizleme izomorfik oldugundan S de alinan iki afin kontrol
noktali lineer Bezier egrisinin reel projektif diizlemde karsiligir olan diizlemsel koni
yiizeyleri ifade edilmistir.

3) S projektif diizleminde alinan bir afin bir ideal kontrol noktali lineer Bezier
egrisinin reel projektif diizlemde karsiligi olan diizlemsel koni yiizeyleri ifade
edilmistir.

4) S projektif diizleminde alian iki ideal kontrol noktali lineer Bezier egrisinin
reel projektif diizlemde karsilig1 olan diizlemsel koni yiizeyleri ifade edilmistir.

5) S projektif diizleminde alan ii¢ afin kontrol noktali kuadratik Bezier
egrisinin reel projektif diizlemde karsiligi olan koni yiizeyleri ifade edilmistir.

6) S projektif diizleminde alman iki afin bir ideal kontrol noktali kuadratik
Bezier egrisinin reel projektif diizlemde karsilig1 olan koni yiizeyleri ifade edilmistir.

7) S projektif diizleminde alinan bir afin iki ideal kontrol noktali kuadratik
Bezier egrisinin reel projektif diizlemde karsilig1 olan koni ylizeyleri ifade edilmistir.

8) S projektif diizleminde alinan ii¢ ideal kontrol noktali kuadratik Bezier
egrisinin reel projektif diizlemde karsiligi olan diizlemsel koni yiizeyleri ifade
edilmistir.

9) S projektif diizleminde alinan {i¢ ideal kontrol noktal1 kuadratik Bezier

egrisinin iki ideal noktal1 lineer Bezier egrisiyle cakistigi ifade edilmistir.

4.2 Oneriler

Bu tezde alinan 6zgiin sonuclar 1s18inda bir sonraki ¢aligmalar i¢in asagidaki
oneriler yapilmstir:

1) Bir A afin diizlemine ideal nokta ilaveleriyle elde edilen bir S projektif
diizleminde alinan bir Bezier egrisinin keyfi noktadaki Frenet vektor alanlarinin reel

projektif diizlemde karsiliklar1 ifade edilebilir.
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2) Bir A afin diizlemine ideal nokta ilaveleriyle elde edilen bir S projektif
diizlemindeki Bezier egrisinin baskaca cati1 vektor alanlarinin reel projektif diizlemde
karsiliklar1 ifade edilebilir. .

3) Alinan bu sonuglar bir Afin uzaya sonsuzda noktalar ilavesiyle elde edilecek

projektif uzada alinarak bunlarin reel projektif 3-uzaydaki karsiliklar1 verilebilir.
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