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1. GİRİŞ ve KAYNAK ARAŞTIRMASI 

Bilgisayar destekli tasarımların (CAD) temelini parametrik eğriler ve parametrik 

yüzeyler oluşturmaktadır.  Bilgisayar destekli  geometrik tasarımda  (CAGD) şüphesiz 

ki en önemli buluşlar, Bezier Eğrileri ve yüzeyleri, Coons yamaları (patch) ve daha 

sonra da B- spline metodlarıdır. Bezier eğrileri ve yüzeyleri ilk defa 1958-1960 

yıllarında otomotiv sektöründe, Citroen ve Renault firmalarında mühendis olarak görev 

yapan Paul de Casteljau  ve Pierre Bezier tarafından birbirlerinden bağımsız olarak 

geliştirilmiştir. De Casteljau, P. Bezier’den  az bir zaman önce geliştirmiş, ancak yaptığı 

çalışmaları herhangi bir yerde yayınlamamıştır. Böylece, polinom eğri ve yüzeylerin 

Bernstein formunda ifadesiyle tamamen gelişen Bezier eğri ve yüzeyleri teorisi, 

P.Bezier’in ismiyle anılır hale gelmiştir. Bezier eğri ve yüzeyleri otomotiv sanayiinden 

uçak sanayiine kadar çok geniş bir yelpazede kullanılmaktadır (İncesu,2003). 

Bilgisayar destekli geometrik tasarım, 1974 yılında Amerika’da Utah 

Üniversitesinde yapılan konferansın ardından, Barnhill ve  Riesenfeld’ in  önderliğinde 

kendi içinde bir disiplin içine girmiştir. (Barnhill ve  Riesenfeld ,1974; İncesu, 2003) 

Son zamanlarda kullanılan CAD sistemleri içinde en kararlı sayısal çözümleri 

veren eğrilerin Bezier ve rasyonel Bezier eğrileri oldukları da Farouki ve Rajan 

tarafından gösterilmiştir (Farouki ve Rajan, 1987).  

Bezier eğrileri ile ilgili pek çok çalışmalar yapılmıştır. Bunlara örnek olarak  G. 

Farin (1990), R. Farouki (1985), J.Hoschek (1985), H. Potmann (1995), Incesu (2003, 

2004), Samancı H,, Çelik S, Incesu M (2015), Samancı H (2018, 2021), Samancı H ve 

İncesu M (2020) çalışmaları verilebilir.  

Projektif düzlem elde etmenin bir yöntemi olarak verilen bir Afin düzleme ideal 

nokta adı verilen sonsuzda noktalar ilave edilmesi ile bir afin düzlemin kapanışının elde 

edilmesi yöntemidir. Buna göre her doğruya sonsuzda bir nokta karşılık getirilmektedir.  

Bu tez çalışmasında bir afin düzlemin kapanışı olarak alınan bir kümede tanımlanacak 

Bezier eğrileri incelenmiş, bu eğrilerin reel projektif düzlemde karşılıkları üzerinde 

durulmuştur. Burada sıklıkla kullanılan lineer ve  kuadratik Bezier eğrileri dikkate 

alınmıştır.  
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2. MATERYAL ve YÖNTEM  

2.1 Bezier Eğrileri 

Bezier eğrileri, özellikle mekanikte çok önemli bir yeri olan polinom eğrilerdir. 

Bilgisayar destekli tasarımda (CAD) ve bilgisayar grafiklerinde kullanılan eğri ve 

yüzeylerin en önemli gösterimlerinden biri de Bezier formlarıdır. n. dereceden bir 

Bezier eğrisi; kontrol noktaları adı verilen,  n +1 tane nokta ile belirlenen  ve n. 

dereceden Bernstein taban fonksiyonları ile lineer şekilde  ifade edilen polinom eğri 

parçalarıdır. ve 

2.1.1 Genel  bezier eğrileri 

Tanım 1: Genel Bezier eğrisi, Kontrol noktaları b0 , b1 , b2 , ..., bn olarak verilen 

ve  başlangıç noktası  b0 , bitim noktası bn olan  n. dereceden bir polinom  eğridir. Genel 

Bezier eğrisi, vektörel formda,  

n
n

i i
i 0

B(t) b B (t)


            t 0,1               (1) 

olarak tanımlanır. Burada n
iB (t)  fonksiyonları  

 
n i i

n
i

n!
(1 t) t , 0 i n

i! n i !B (t)

0,diğer durumlarda

     



       (2)  

biçimde verilen  Bernstein taban fonksiyonları (ya da Bernstein taban polinomları) dır.  

 
n!

i! n i !
  ifadeleri de Binom katsayılarıdır ve   n

i   ya da n
iC  ile gösterilir.  

Teorem 1: Bernstein taban polinomları aşağıdaki özellikleri sağlar. 

1)   
n

n
i

i 0

B (t) 1 , t 0,1


                  (Toplamın birim olması)  (3)  

2)  n
iB (t) 0 ,  t 0,1                     (Pozitiflik)   (4)  

3)   n n
n i iB (t) B (1 t) ,   i = 0,1,...,n     (Simetri)               (5)  

4)   n n 1 n 1
i i i 1B (t) (1 t)B (t) t B (t) 

       (indirgeme)   (6)  

 (İncesu,2003) 
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2.1.2 Bezier Eğrilerinin özellikleri  

Teorem 2: Kontrol noktaları b0 , b1 , b2 , ..., bn olarak verilen n. dereceden bir            

B = B(t) Bezier  eğrisi aşağıdaki özellikleri sağlar: 

 

1) B(0) = b0  ,     B(1) = bn  (Son nokta interpolasyon özelliği)   (7)  

2) '
t 0

dB
B (0)

dt  =  n( b1 – b0 )  (Son nokta teğet özelliği) 

     '
t 1

dB
B (1)

dt  =  n( bn – bn-1 )       (8) 

3)    0 1 nt 0,1  için ,  B(t)  CH( b ,b ,...,b )       (9)  

(Bezier eğrisinin tamamı, kontrol noktalarının konvex alanı içinde kalmaktadır.) 

4) F, bir Afin dönüşümü olmak üzere,  

n n
n n

i i i i
i 0 i 0

F(B(t)) F( b B (t)) F(b )B (t)
 

        (10)  

dir. (Kontrol noktaları bi , i = 0,1,...,n  olan Bezier eğrisinin bir Afin dönüşümü altındaki 

görüntüsü, kontrol noktaları  F( bi ) ,  i = 0,1,...,n  olan  Bezier eğrisidir.) 

2.1.3 Kontrol poligonu  

Tanım 2: Kontrol noktaları b0 , b1 , b2 , ..., bn olarak verilen n. dereceden bir 

Bezier eğrisinin kontrol noktalarını sıra korumak kaydıyla birleştiren doğru parçalarının  

oluşturduğu   geometrik  şekle Bezier eğrisinin kontrol poligonu adı verilir. 

 Örnek 1: Kontrol noktaları  b0 = (1,-2,0), b1 = (2,0,1), b2 = (3,1,1), b3 = (-1,2,-1)  

olan Bezier eğrisinin kontrol poligonu Şekil 2.2 de gösterilmiştir.  

                                                 
Şekil 1. Kontrol noktaları  b0 = (1,-2,0), b1 = (2,0,1), b2 = (3,1,1), b3 = (-1,2,-1) olan  bezier eğrisinin 
kontrol  poligonu 
 

 

-1
0

1
2

3

-2

-1

0

1

2
-1

-0.5

0

0.5

1
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2.1.4 Konveks hullar (convex hull) 

Tanım 3:   3
0 1 nX x ,x ,...x     sonlu noktalar sisteminin konveks hullunun 

vektörel ifadesi: 

n

0 0 1 1 n n i i i
i 0

CH(X) a x a x ... a x :   x X, a 1 , a 0 , i 0,1,..., n


         
 

  (11) 

olarak tanımlanır. Yani uzayda  0 1 nx ,x ,...x  noktalarını birleştirmek suretiyle elde 

edilen en geniş bölgeye   0 1 nX x ,x ,...x  sisteminin konveks hulu denir. (Marsh, 

1999) 

2.2 Afin ve Projektif Düzlemler  

2.2.1 Afin Uzay ve Afin Düzlem 

Tanım 4: 𝐴 ≠ ∅ bir küme, V ise K cismi üzerinde bir vektör uzayı olsun. Aşağıdaki 

önermeleri doğrulayan bir 

 𝑓: 𝐴 × 𝐴 → 𝑉  

fonksiyonu varsa A, V ile birleştirilmiş bir afin uzaydır denir: 

 A1) ∀𝑃, 𝑄, 𝑅 ∈  𝐴 için    f (P,Q) + f (Q,R)  =  f (P,R)   dır.  

A2) ∀𝑃 ∈ 𝐴  ve ∀𝛼 ∈ 𝑉    için f (P,Q) = α    olacak biçimde bir tek 𝑄 ∈ 𝐴  vardır. 

(Hacısalihoğlu,1983) 

Tanım 5:  A afin uzayda{𝑃଴, 𝑃ଵ, … , 𝑃௡}  nokta n +1 lisi verilsin. Eğer A ya karşılık gelen 

vektör uzayında ൛𝑃଴𝑃ଵ
ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ , 𝑃଴𝑃ଶ

ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ … , 𝑃଴𝑃௡
ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൟ vektör n lisi bir çatı oluşturuyorsa A daki  

{𝑃଴, 𝑃ଵ, … , 𝑃௡} nokta n +1 lisine   A nın bir afin çatısı denir. (Hacısalihoğlu,1983) 

 

Önerme 1: A bir afin uzay ve V de bu afin uzaya birleşen vektör uzayı olsun. Bu 

takdirde A nın boyutu V nin boyutuna eşittir.   

 Şimdi boyutu 2 olan bir afin uzay alalım. Bu afin uzaya bir Afin düzlem adını 

vereceğiz.  

 Önerme 2: A bir afin düzlem olsun. Bu takdirde A şu özellikleri sağlar:   

A-1  𝑃, 𝑄 ∈ 𝐴 iki  farklı  nokta  olsun  A da P ve Q yu  içeren  tek ve  bir tek  l  

doğrusu  vardır    

A-2  Bir  ℓ ⊂ 𝐴  doğrusu  ve   𝑃 ∈ 𝐴 (𝑃 ∉  ℓ)  verildiğinde ℓ -ye paralel ve P-

den geçen tek ve bir tek  m doğrusu vardır. 
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A-3  Doğrudaş  olmayan   en az üç nokta vardır. (P1,P2,P3 noktalarına  doğrudaş  

denir  eğer hepsi aynı  doğru üzerinde ise.) (Hartshorne, 1967) 

Sonuç 1: Bir afin düzlem en az 4 nokta içerir. (Hartshorne, 1967) 

Tanım 6:  A afin düzlemde  ℓ ve m iki doğru olsun. Eğer  ℓ = 𝑚  veya ℓ ∩ 𝑚 = ∅  ise  

ℓ ve m doğrularına paralel iki doğru denir. (Hartshorne, 1967) 

Önerme 3: Afin düzlemde doğruların Paralellik bağıntısı bir denklik bağıntısıdır. 

(Hartshorne, 1967).  

Önerme 4: Afin düzlemde Paralel olmayan iki doğrunun ancak bir tek ortak noktası 

vardır. (Hartshorne, 1967).  

Tanım 7:  Düzlemde  doğruların bir demeti demek, bir P noktasından geçen doğrular ya 

da verilen bir  ℓ doğrusuna paralel olan tüm doğrular demektir. (Hartshorne, 1967) 

    

a) P noktasından geçen doğruların demeti      b) verilen bir ℓ doğrusuna paralel  doğruların 
                                                                  denklik sınıfı olan [ℓ] doğru demeti 

Şekil 2. Doğru demetleri 
 
 
2.2.2 İdeal Noktalar ve Projektif  Düzlemin İnşaası 

 

A afin düzlem verilsin. Şimdi bu verilen afin düzleme sonsuzda bir takım 

noktalar ilave edilerek afin düzlemin bir anlamda kapanışıyla projektif düzlemi elde 

edeceğiz. 

A  nın her bir ℓ doğrusu için ℓ doğrusuna paralel olan doğru demeti bir denklik 

sınıfı olacağından bu demeti [ℓ] ile  göstereceğiz. Her bir [ℓ] demetine, ℓ  yönünde 

‘ideal nokta ’ yada  ‘sonsuzda bir nokta ’ diye adlandıracağımız bir nokta ilave edeceğiz 

ve bu noktayı  𝑃∗ , 𝑄∗ ,.. gibi sembollerle  göstereceğiz.  𝑃∗ = [ℓ]  biçiminde yazacağız. 

Yani her bir doğruya bir ideal nokta ilave ediliyor ancak tüm birbirine paralel olan 

doğrulara tek bir ideal nokta ilave edilmektedir. Her bir [ℓ] demetini yani denklik 
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sınıfını  temsilen orjinden geçen ℓ doğrusunu alır ve bu demete sonsuzda ilave edilen 

ideal noktayı da ℓ doğrusunun sonuna ekleyecek olursak, tüm ideal nokta ilavelerini 

aşağıdaki gibi sembolik olarak gösterebiliriz: 

    

Şekil 3. Afin düzleme İdeal noktaların eklenmesi 

Böylece  A  nın  doğrularına ideal noktalar ilave edilerek A nın kapanışını elde 

etmiş olacağız. Bu yeni kümeyi S ile gösterirsek, S  nin noktaları A  nın  noktaları ile A  

nın  tüm  ideal  noktalarının  birleşimidir. Böylece, 

S  deki her  bir  L doğrusu , 

a) A  nın  bir  ℓ doğrusu  ile bu  ℓ  doğrusunun  ideal  noktası  [ℓ] =𝑃∗  ın  
toplamıdır. Ya da  

b)  A nın tüm ideal  noktalarından oluşan ‘Sonsuzluk  doğrusu ’ nu içerir. 

(Hartshorne, 1967) 

Tanım 8: ( Projektif Düzlem): 

S noktalardan oluşan bir küme ve onun doğrulardan oluşan alt  kümeleri Şu 4 

axiomu sağlarsa S-ye projektif düzlem denir: 

P1) S-nin iki farklı P ve Q noktaları ancak ve ancak bir tek doğru üzerinde ise.  

P2)  L1 ve L2  herhangi iki doğru , en az bir noktada kesişiyorsa .  

P3) En az üç doğrudaş olmayan nokta varsa. 

P4) Her doğru en az üç nokta içeriyorsa. 

(Hartshorne, 1967) 

Önerme 5:  A afin düzlemin kapanışı S bir projektif düzlemdir . 

İspat:  P1-P4 axiomları sağladığını göstermeliyiz 

P1) P,Q S olsun. 
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i) P ve Q  A-nın sıradan elemanları olsun  => P ve Q ancak bir doğru üzerinde 
bulunabilir. (yani iki noktadan bir doğru geçeceğinden ve aynı anda ikinci doğru 
üzerinde bulunmazlar.)  P ve Q  iç nokta olduğundan sonsuzluktaki doğru üzerinde 
de olamaz. 

ii) P,  A –nın bir iç noktası Q= [ℓ ] olsun  Bu durumda  Ǝ m doğrusu öyle ki, P ∈ m. ve  
m ∥  ℓ  (𝑚 ∈  [ℓ ])  dir. ( A-2).  Böylece Q  noktası m doğrusunun S-ye genişlemesi 
üzerinde yer alır . ( Paralel doğrulara tek ideal nokta karşılık geldiği için  P ve Q  
aynı doğru üzerinde yer alır.) 

                               

Şekil 4. P nin iç nokta, Q nun ideal nokta olması durumunda P ve Q nun aynı doğru üzerinde 
yer alması 
 
iii) P ve Q ikiside ideal nokta olsun . Dolayısıyla P ve Q sonsuzluktaki doğru üzerinde 

olacaktır. 

P2:)   L ve M , S de iki doğru olsun.  

i) Eğer L= ℓ ve M = m sıradan afin doğru ise ve ℓ ∦ m ise bu durumda zaten ikisi A-

nın en az bir noktasında kesişir. (ℓ = 𝑚 ise tüm noktaları ortaktır.)  Eğer ℓ ∥ m => P*    
ideal noktası P*= [ℓ ] = [ m ] olacağından bu nokta L ve M doğrularının arakesit 

noktasıdır. 

ii)  L= ℓ sıradan afin doğru, M sonsuzluk doğrusu olsun  Bu durumda   P* = [ℓ ]     

noktası hem L  ve hem de M üzerindedir.  
iii) L ve M ikisi de sonsuzluk doğrusu olsun. S de sonsuzluk doğrusu tek olacağından 

L=M olur.  

P3:)  A-3 axiomundan çok rahat görülebilir. Çünkü P,Q,R  A-nın sıradan iç  

noktası ve doğrudaş olmayan üç noktası olsun. Bu durumda bu üç nokta sonsuzluk 

doğrusunun da üzerinde değildir. Çünkü hiç biri ideal nokta değildir. Böylece P,Q,R 

aynı zaman da S nin doğrudaş olmayan üç noktasıdır.  
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P4:) A-nın herhangi bir sıradan doğrusu  en az iki nokta içerir. Böyle bir doğruya 

bir de sonsuzda bir ideal nokta ilave edildiğinde üç nokta aynı doğru üzerinde olur. P,Q  

∈  ℓ ise     P,Q ,R*  ∈   ℓ U [ℓ ] = L 

 

Şekil 5. P,Q sıradan iki afin nokta R* = [ℓ ] olduğunda her doğru üç nokta içerir. 

 

2.2.3 Reel Projektif Düzlem 

 

R3 sıradan üç boyutlu Öklid uzayı olsun. 𝐿෨ ,   R3 ün O başlangıç noktasından 

geçen tüm doğrularının kümesi olsun. 𝐿෨ nin bir noktası, R3 ün O başlangıç noktasından 

geçen bir doğrusu olarak tanımlanır. Aynı şekilde 𝐿෨ nin bir doğrusu olarak da, R3 ün O 

başlangıç noktasından geçen doğrularının bir kolleksiyonu olarak tanımlanırsa 𝐿෨  bir 

projektif düzlem oluşturur. Bu kümeyi homojen koordinatlar yardımıyla aşağıdaki gibi 

analitik olarak ifade edebiliriz: 

𝐿෨ nin bir noktası O başlangıç noktasından geçen doğru olduğundan bu noktayı P 

ile gösterirsek P noktası bir ℓ  doğrusudur. Her  ℓ doğrusunu, doğru üzerinde (0,0,0) dan 

farklı bir (𝑥ଵ, 𝑥ଶ, 𝑥ଷ)  noktası seçerek göstereceğiz. Buradaki  (𝑥ଵ, 𝑥ଶ, 𝑥ଷ)  noktaları P noktasının 

homojen koordinatlarını ifade edecektir. ℓ üzerindeki başka bir nokta (𝜆𝑥ଵ, 𝜆𝑥ଶ, 𝜆𝑥ଷ) dir. 

(𝜆 ∈ 𝑅, 𝜆 ≠ 0). Böylece  𝐿෨ , (𝑥ଵ, 𝑥ଶ, 𝑥ଷ) şeklindeki üçlülerden oluşur  öyle ki, 𝑥ଵ, 𝑥ଶ, 𝑥ଷ lerin 

hepsi birden aynı anda sıfır olmaz ve herhangi iki üçlü 𝑃 = (𝑥ଵ, 𝑥ଶ, 𝑥ଷ)   ve  𝑄 = (𝑥ଵ
ᇱ, 𝑥ଶ

ᇱ, 𝑥ଷ
ᇱ)  

aynı noktayı ifade eder ancak ve ancak P ve Q lineer bağımlı ise ya da ∃𝜆 ∈ 𝑅 öyleki  𝑥௜
ᇱ = 𝜆𝑥௜ 

dir. (i = 1,2,3).  

R3 te O başlangıç noktasından geçen bir düzlemin denklemi  

𝑎ଵ𝑥ଵ + 𝑎ଶ𝑥ଶ + 𝑎ଷ𝑥ଷ = 0 

dır  ve  𝑎௜ lerin hepsi birden sıfır olmaz.  Görülecektir ki bu denklem 𝐿෨ nin bir doğrusunun 

denklemidir.  
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Tanım 9:  S ve 𝑆ᇱ iki projektif düzlem olsun. Eğer bir 𝑇: 𝑆 ⟶ 𝑆ᇱ birebir dönüşümü 

doğrudaş noktaları yine doğrudaş noktalara resmedecek şekilde bulunabilirse  S ve 𝑆ᇱ 

projektif düzlemlerine İzomorfik denir.  (Hartshorne, 1967) 

Önerme 6: Homojen koordinatlar yardımıyla yukarıdaki gibi tanımlanan 𝐿෨ projektif 

düzlemi, Öklid geometride Sıradan afin düzlemin kapanışı olarak elde edilen S Projektif 

düzlemine izomorfiktir. (Hartshorne, 1967) 

İspat: Bir tarafta, noktaları homojen koordinatlarda (𝑥ଵ, 𝑥ଶ, 𝑥ଷ) ler (𝑥௜  ∈ R ve hepsi 

birden sıfır değil)  olarak verilen S projektif düzlemi ve diğer tarafta da , Kartezyen 

koordinatları (x,y) olarak verilen A afin düzleminin kapanışı olarak tanımlanan 𝑆ᇱ  

projektif düzlemlerini alalım. Böylece 𝑆ᇱ nin noktaları A-nın (x,y) noktaları ile ideal 

noktaların birleşiminden oluşmaktadır . Şimdi paralel doğruların doğru demeti tek türlü 

olarak belirlidir . (doğrunun m eğimi ile) ve bu eğim herhangi bir reel sayı yada  ∞  

olabilir . Böylece ideal noktalar  m  koordinatıyla belirlidir . 

Şimdi 𝑇: 𝑆 ⟶ 𝑆ᇱ  izomorfizmanını tanımlayalım. P(𝑥ଵ, 𝑥ଶ, 𝑥ଷ) ∈   S olsun. 

i) Eğer 𝑥ଷ ≠  0 ise  T(P)   - yi   A-nın bir noktası olarak tanımlayalım . 

T(p) = (x,y) ;  𝑥 =
𝑥1

𝑥3
 ,  𝑦 =

𝑥2

𝑥3
 

Belirtelim ki x ve y tek türlü belirlidir. Çünkü  (𝑥ଵ, 𝑥ଶ, 𝑥ଷ) yerine (𝜆𝑥ଵ, 𝜆𝑥ଶ, 𝜆𝑥ଷ) 

alınırsa x ve y değişmez. Yine belirtelim ki A-nın her noktası bu yolla belirlenebilir. 

Aslında (x,y) koordinatlarıyla verilen nokta , S-nin  (x,y,1) homojen koordinatı ile 

belirli olan resmidir . 

ii)  𝑥ଷ = 0 olsun. Bu durumda T(p) ,  𝑆ᇱ-nin ideal noktası olarak ( eğimi 𝑚 =
𝑥2

𝑥1
 

ile belirli ) tanımlarız Belirtelim ki bu mantıklıdır. Çünkü 𝑥ଵ ve  𝑥ଶ  aynı anda sıfır 

olamaz. Yine (𝑥ଵ, 𝑥ଶ, 0) yerine (𝜆𝑥ଵ, 𝜆𝑥ଶ, 0) alsak da m değişmez. Böylece m-nin her 

bir değeri oluşur : 

Yani eğer m ≠ ∞  durumunda T(1,m,0)  alabiliriz eğer m = ∞  ise bu 

durumunda da T(0,1,0) alınabilir. Böylece T, S den 𝑆ᇱ ne birebir bir dönüşüm olur . 

Ayrıca kontrol etmeliyiz ki T, doğrudaş noktaları yine doğrudaş noktalara resmediyor 

mu ? Bunun için S-de bir L doğrusu alalım. Denklemi 

 𝑎ଵ𝑥ଵ + 𝑎ଶ𝑥ଶ + 𝑎ଷ𝑥ଷ = 0  

olsun. 

i) Varsayalım ki 𝑎ଵ ve 𝑎ଶ aynı anda sıfır olmasın Bu durumda 𝑥ଷ = 0  sağlayan 
noktalar için  𝑥ଵ = 𝜆𝑎ଶ ve   𝑥ଶ = −𝜆𝑎ଵ alınırsa (𝑥ଵ, 𝑥ଶ, 0),  L doğrusu üzerinde 
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olur ve ideal noktalar 𝑚 = −
𝑎1

𝑎2
   ile verilir.  Aslında bu 𝑆ᇱ de sonsuz 

doğrularının üzerinde bulunur. 
ii) Eğer  𝑎ଵ = 𝑎ଶ = 0  ise  L nin denklemine göre  𝑥ଷ = 0  dır. Bu da S nin 

noktalarında 𝑥ଷ = 0  demek olur ki bu noktanın görüntüsü 𝑆ᇱ  nün bir ideal 
noktasıdır.  Bu da yine doğru üzerinde olur.  (Hartshorne, 1967) 

 

Şekil 6. Reel Projektif Düzlem  
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3. ARAŞTIRMA SONUÇLARI ve TARTIŞMA 

3.1 Projektif Düzlemde Bezier Eğrileri  

Bir A afin düzlemin kapanışı olarak alınan S projektif düzlemini göz önüne 

alalım. Bu bölümde S projektif düzleminde bir Bezier eğrisi tanıtılacak kontrol 

noktalarının afin nokta ya da sonsuzdaki ideal nokta olup olmamasına göre bu eğriler 

irdelenecek ve reel projektif düzlemde nasıl bir karşılığı oldukları üzerinde durulacaktır.  

3.2 Lineer Bezier Eğrisi  

Kontrol noktaları 𝑃଴ ve 𝑃ଵ olan lineer Bezier eğrisini göz önüne alalım. 𝑃଴ ve 𝑃ଵ 

noktalarını A afin düzlemin kapanışı olarak ifade ettiğimiz S kümesinden alalım. 

Burada 3 durum sözkonusu olabilir: 

3.2.1 İki Afin Kontrol Noktalı Lineer Bezier Eğrisi  

i) 𝑃଴ ve 𝑃ଵ A nın iç noktası ya da afin noktalar olsunlar. Bu dudumda lineer Bezier 

eğrisinin  𝑡𝜖[0,1]  olmak üzere vektörel ifadesi  

B(t) = 𝑃଴ + 𝑡𝑃଴𝑃ଵ
ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗       (12) 

olur. Parametrik karşılığı da klasik olarak 

            B(t) = (1 − 𝑡)𝑃଴ + 𝑡𝑃ଵ (13) 

yazılır. Şimdi 𝑃଴ ve 𝑃ଵ noktalarının reel projektif düzlemde karşılıkları sırasıyla ℓ଴ ve ℓଵ 

doğruları olarak alınırsa ve bu doğrular üzerindeki herhangi bir nokta da doğruların 

temsilcisi olarak alınabileceğinden A afin düzlemdeki 𝑃௜ = ( 1 2,i iP P )  noktalarının 

homojen koordinatı olan 1 2( , ,1)i i iP P P  noktaları doğruların temsilcisi olarak alınırsa 

B(t) kuadratik Bezier eğrisinin reel projektif düzlemde karşılığı 𝑩(𝑡) Bezier eğrisi  

 0 1( ) (1 )B t t P tP    (14) 

dir. Buradaki 0P   ve  1P  noktaları ℓ଴ ve ℓଵ doğrularının birer temsilcisidir. O halde   

B(t) lineer Bezier eğrisinin reel projektif düzlemde karşılığı 𝑋(𝑡, 𝑣) düzlemsel bir koni 

yüzeyidir. Bu yüzeyin R3 teki denklemi ise  

 0 1( , ) ( ) (1 )X t v vB t v t P tP       (15)
 

biçimindedir. (Şekil 7) 
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Şekil 7. 𝑃଴ ve 𝑃ଵ afin nokta olması durumunda lineer Bezier Eğrisi  

 

3.2.2 Bir Afin, Bir İdeal Kontrol Noktalı Lineer Bezier Eğrisi 

 

𝑃଴ , A nın iç noktası ya da afin nokta;  𝑃ଵ ise bir  ideal nokta olsun. Bu durumda 

bir ℓ afin  doğrusu vardır ki  𝑃ଵ = [ℓ] dir. Bu halde lineer Bezier eğrisi 𝑃଴ dan başlayan ve 

ℓ ye paralel olan ışındır. Yani, ℓ doğrusunun doğrultmanı   𝑢ሬ⃗  ise   𝑡𝜖𝑅  olmak üzere  lineer 

Bezier eğrisinin vektörel ifadesi  

B(t) = 𝑃଴ + 𝑡𝑢ሬ⃗       

olur. 𝑃଴ ve 𝑃ଵ noktalarının reel projektif düzlemde karşılıklarını sırasıyla 𝐿଴ ve 𝐿ଵ 

doğruları olarak alınırsa ve bu doğrular üzerindeki herhangi bir nokta da doğruların temsilcisi 

olarak alınabileceğinden A afin düzlemdeki 𝑃଴ = (𝑃଴ଵ, 𝑃଴ଶ)  noktasının homojen koordinatı 

olan 𝑃ത଴ = (𝑃଴ଵ, 𝑃଴ଶ, 1)   noktası 𝐿଴ doğrusunun temsilcisi olarak alınır; 𝑃ଵ de bir ideal 

nokta olduğundan  ℓ doğrusunun eğimi m =  ise 𝑃ଵ in reel projektif düzlemdeki karşılığını 

𝑃തଵ = (0,1,0) noktasından geçen orjin çıkışlı doğru olarak ve temsilcisini de  olarak 𝑃തଵ noktası 

olarak alırsak;  eğer  ℓ doğrusunun eğimi m,  dan farklı ise 𝑃ଵ in reel projektif düzlemdeki 

karşılığını 𝑃തଵ = (1, 𝑚, 0) noktasından geçen orjin çıkışlı doğru olarak ve temsilcisini de 𝑃തଵ 

noktası olarak alırsak;   B(t) lineer Bezier eğrisinin reel projektif düzlemde karşılığı 

𝑋(𝑡, 𝑣) düzlemsel bir koni yüzeyidir. Bu yüzeyin R3 teki denklemi ise  

 𝑋(𝑡, 𝑣) = 𝑣𝑩ഥ(𝑡) = 𝑣[(1 − 𝑡)𝑃ത଴ + 𝑡𝑃തଵ] (16) 

biçimindedir. Burada 

         𝑩ഥ(𝑡) = (1 − 𝑡)𝑃ത଴ + 𝑡𝑃തଵ (17) 

dir. Bu ise 𝑋(𝑡, 𝑣) düzlemsel bir koni yüzeyinin dayanak eğrisi olan bir Bezier eğrisidir. 

(Şekil 8) 
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Şekil 8. 𝑃଴ afin nokta, 𝑃ଵ ideal nokta olması durumunda lineer Bezier Eğrisi  

 

3.2.3 İki İdeal Kontrol Noktalı Lineer Bezier Eğrisi 

 

𝑃଴  ve   𝑃ଵ ,  S nin sonsuzdaki ideal noktaları olsun. Bu durumda  ℓ଴ ve  ℓଵ  afin  

doğruları vardır ki 𝑃଴ = [ℓ0] ve  𝑃ଵ = [ℓ1]  dir.  Bu halde lineer Bezier eğrisi 𝑃଴ ve 𝑃ଵ den 

geçen sonsuzluk doğrusu üzerindeki doğru parçasıdır. Yani 𝑃଴ ve 𝑃ଵ, S nin elemanları 

olduğundan lineer Bezier eğrisi 

 B(t) = (1 − 𝑡)𝑃଴ + 𝑡𝑃ଵ 

yazılabilir. Bu eğri afin olmayan sonsuzda bir eğridir. Yani sonsuzluk doğrusunun 

üzerindedir. Bu eğrinin reel  projektif düzlemdeki karşılığı için 𝑃଴ ve 𝑃ଵ noktalarının 

reel projektif düzlemde karşılıklarını sırasıyla 𝐿଴ ve 𝐿ଵ doğruları olarak alırsak,  𝐿଴ ve 𝐿ଵ 

doğruları  z = 0 düzleminde ve sırasıyla  ℓ଴ ve  ℓଵ doğrularıyla aynı eğime sahip doğrulardır. ℓ଴ 

ve  ℓଵ doğrularının eğimleri sırasıyla 𝑚଴ ve  𝑚ଵ ise   𝐿଴ ve 𝐿ଵ doğruları üzerindeki noktalar  𝑄଴ 

ve 𝑄ଵ olmak üzere; 

 𝑚଴ = ∞  ve  𝑚ଵ ≠ ∞   ise   𝑄଴ = (0,1,0)    ve     𝑄ଵ = (1, 𝑚ଵ, 0) 

 𝑚଴ ≠ ∞  ve  𝑚ଵ = ∞   ise   𝑄଴ = (1, 𝑚଴, 0)   ve    𝑄ଵ = (0,1,0) 

 𝑚଴ ≠ ∞  ve  𝑚ଵ ≠ ∞   ise   𝑄଴ = (1, 𝑚଴, 0)   ve   𝑄ଵ = (1, 𝑚ଵ, 0) 

alınabilir. O halde  B(t) lineer Bezier eğrisinin reel projektif düzlemde karşılığı 𝑋(𝑡, 𝑣) 

düzlemsel bir koni yüzeyidir. Bu yüzeyin dayanak eğrisi  𝐁ഥ(t) Bezier eğrisi 

 𝑩ഥ(𝑡) = (1 − 𝑡)𝑄଴ + 𝑡𝑄ଵ  

dir. Bu yüzeyin R3 teki denklemi ise  

 𝑋(𝑡, 𝑣) = 𝑣𝐵ത(𝑡) = 𝑣[(1 − 𝑡)𝑄଴ + 𝑡𝑄ଵ] (18) 
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biçimindedir. (Şekil 9) 

 

Şekil 9. 𝑃଴ ve  𝑃ଵ ideal nokta olması durumunda lineer Bezier Eğrisi  

 

3.3 Kuadratik Bezier Eğrileri  

 Kontrol noktaları 𝑃଴ , 𝑃ଵ ve 𝑃ଶ  olan kuadratik Bezier eğrisini göz önüne alalım. 

𝑃଴ , 𝑃ଵ ve 𝑃ଶ noktalarını A afin düzlemin kapanışı olarak ifade ettiğimiz S kümesinden 

alalım. Burada 4 kategoride 8 durum sözkonusu olabilir: 

i) 𝑃଴ , 𝑃ଵ ve 𝑃ଶ noktaları A afin düzlemin iç noktaları olmaları durumu 

ii) 𝑃଴ , 𝑃ଵ ve 𝑃ଶ den birinin ideal nokta ikisinin ise  A nın iç noktaları 

olmaları durumu: 

Bu durumu da ideal noktanın bir uç nokta ya da bir iç nokta olmasına 

göre üç farklı biçimde ifade edebiliriz.  

iii) 𝑃଴ , 𝑃ଵ ve 𝑃ଶ den birinin A nın afin noktası diğer ikisinin birer ideal nokta 

olmaları durumu 

Bu durumu da afin  noktanın bir uç nokta ya da bir iç nokta olmasına 

göre yine üç farklı biçimde ifade edebiliriz 

iv) 𝑃଴ , 𝑃ଵ ve 𝑃ଶ den üçünün de  A nın ideal noktaları olmaları durumu 

Şimdi bu durumları inceleyelim: 

3.3.1 Üç Afin Kontrol Noktalı Kuadratik Bezier Eğrileri  

i) 𝑃଴ , 𝑃ଵ ve 𝑃ଶ noktaları A afin düzlemin iç noktaları olsunlar. Bu dudumda 

kuadratik Bezier eğrisinin ifadesi   𝑡𝜖[0,1]  olmak üzere  

B(t) = (1 − 𝑡)ଶ𝑃଴ + 2𝑡(1 − 𝑡)𝑃ଵ + 𝑡ଶ𝑃ଶ (19) 
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dir. Şimdi 𝑃଴ , 𝑃ଵ ve 𝑃ଶ   noktalarının reel projektif düzlemde karşılıkları sırasıyla ℓ଴ , ℓଵ 

ve ℓଶ doğruları olarak alınırsa ve her bir ℓ௜ doğrusu üzerindeki bir nokta ile temsil 

edileceğinden bu doğruların temsilcisi olarak A afin düzlemdeki 𝑃௜ = ( 1 2,i iP P )  

noktalarının homojen koordinatı olarak 1 2( , ,1)i i iP P P  alınırsa B(t) kuadratik Bezier 

eğrisinin reel projektif düzlemde karşılığı 𝑋(𝑡, 𝑣) bir koni yüzeyidir. Bu yüzeyin 

dayanak eğrisi  𝑩(𝑡) Bezier eğrisi 

  𝐁(t) = (1 − 𝑡)ଶ P ଴ + 2𝑡(1 − 𝑡) P ଵ + 𝑡ଶ P ଶ (20) 

dir. Bu yüzeyin R3 teki denklemi ise  

 𝑋(𝑡, 𝑣) = 𝑣𝑩(𝑡) = 𝑣 ቂ(1 − 𝑡)ଶ P ଴ + 2𝑡(1 − 𝑡) P ଵ + 𝑡ଶ P ଶቃ (21) 

biçiminde ifade edilebilir. (Şekil 10) 

  

Şekil 10. Her üç kontrol noktası da afin nokta olan kuadratik Bezier eğrisi 

 

3.3.2 İki Afin Bir İdeal Kontrol Noktalı Kuadratik Bezier Eğrileri  

  𝑃଴ , 𝑃ଵ ve 𝑃ଶ noktaları iki afin ve bir ideal noktadan oluşsun. Bu da temelde iki 

şekilde ele alınabilir: İdeal noktanın uç nokta olması ya da ideal noktanın bir iç kontrol 

noktası olması durumu.  

a) ideal noktanın bir uç nokta olması durumu. Yani, 𝑃଴  ya da  𝑃ଶ  den birinin ideal 

nokta ve bunlardan diğeri ile 𝑃ଵ  in bir afin nokta olması durumu. Burada genelinden 

bir şey kaybetmeden 𝑃ଶ yi  ideal nokta olarak alalım. (𝑃଴ da alınabilirdi.) Bu 

durumda bir ℓ afin  doğrusu vardır ki  𝑃ଶ = [ℓ2] dir. Bu dudumda kuadratik Bezier 

eğrisinin S deki  ifadesi   𝑡𝜖[0,1]  olmak üzere  

  B(t) = (1 − 𝑡)ଶ𝑃଴ + 2𝑡(1 − 𝑡)𝑃ଵ + 𝑡ଶ𝑃ଶ  
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  yazılabilir. Ancak bu eğri incelendiğinde görülecektir ki eğri, 𝑃଴ dan başlayıp 𝑃ଵ  

yönüne yönelecek ancak 𝑃ଵ𝑃ଶ ışınına paralel kalarak sonsuza devam edecektir. Hatta 

öyle ki hemen hemen 𝑃ଵ𝑃ଶ ışını gibi olacaktır. Şimdi 𝑃଴ , 𝑃ଵ ve 𝑃ଶ   noktalarının reel 

projektif düzlemde karşılıklarını sırasıyla ℓ଴ , ℓଵ ve ℓଶ doğruları olarak alalım. Bu 

doğrular üzerinde alınacak üç nokta sırasıyla 𝑄଴, 𝑄ଵ ve 𝑄ଶ olsun. Bu noktalar 𝑃଴ =

(𝑃଴ଵ, 𝑃଴ଶ), 𝑃ଵ = (𝑃ଵଵ, 𝑃ଵଶ) afin noktalarının reel projektif düzlemdeki homojen 

koordinatlarda karşılığı olan 𝑄଴ = (𝜎𝑃଴ଵ, 𝜎𝑃଴ଶ, σ) ve 𝑄ଵ = (𝜎𝑃ଵଵ, 𝜎𝑃ଵଶ, σ) noktaları 

olarak ve 𝑄ଶ olarak da eğer ℓଶ nin eğimi  ise  𝑄ଶ = (0, σ, 0) noktası, eğer ℓଶ nin eğimi 

 değilse  𝑄ଶ = (𝜎, σ mଶ, 0) noktası olarak alınır. (σ > 0) Böylece, S deki B(t) 

kuadratik Bezier eğrisinin reel projektif düzlemde karşılığı 𝑋(𝑡, 𝑣)  koni yüzeyidir.  

Bu yüzeyin dayanak eğrisi  𝑡𝜖[0,1]  olmak üzere 

   𝑩ഥ(𝑡) = (1 − 𝑡)ଶ𝑄଴ + 2𝑡(1 − 𝑡)𝑄ଵ + 𝑡ଶ𝑄ଶ (22) 

 biçimindeki Bezier eğrisidir. Buna göre S deki B(t) kuadratik Bezier eğrisinin reel 

projektif düzlemde karşılığı 𝑋(𝑡, 𝑣)  koni yüzeyi 

    𝑋(𝑡, 𝑣) = 𝑣𝑩ഥ(𝑡) = 𝑣[(1 − 𝑡)ଶ𝑄଴ + 2𝑡(1 − 𝑡)𝑄ଵ + 𝑡ଶ𝑄ଶ] (23) 

 biçimindedir. (Şekil 11-a). Benzer olarak İdeal nokta olarak 𝑃ଶ değil de 𝑃଴ alınsaydı 

bu durumda koni yüzeyi (Şekil 11-b) deki gibi olacaktı. 

 

a) 𝑃ଶ   ideal noktalı kuadratik Bezier eğrisi       b) 𝑃଴   ideal noktalı kuadratik Bezier eğrisi 

Şekil 11. İdeal noktası uç kontrol noktası olan kuadratik Bezier eğrileri 

 

b) ideal noktanın bir iç nokta olması durumu. Yani, 𝑃଴  ve  𝑃ଶ  birer afin nokta ve 𝑃ଵ  in 

bir ideal nokta olması durumudur.  Bu durumda bir ℓ afin  doğrusu vardır ki  𝑃ଵ = [ℓ] 

dir. Bu dudumda kuadratik Bezier eğrisinin S deki  ifadesi   𝑡𝜖[0,1]  olmak üzere  

  B(t) = (1 − 𝑡)ଶ𝑃଴ + 2𝑡(1 − 𝑡)𝑃ଵ + 𝑡ଶ𝑃ଶ 

    yazılabilir. 𝑃ଵ bir ideal nokta olduğundan sonsuzda olacağı için bu eğriyi sanki bir 

noktada sonsuzluk tipindeki süreksizlik gibi düşünebiliriz. Yani sağdan ve soldan 
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aynı sonsuzluk durumunun olduğu fonksiyonlardaki bir noktada  süreksizlik durumu 

gibi görülebilir. Ancak S projektif düzleminin yapısı ve Bezier eğrilerindeki son 

nokta teğet özellikleri dikkate alındığında Bu eğrinin  𝑃଴  ve  𝑃ଶ  den ℓ ye paralel 

çizdiğimizde 𝑃ଵ bu paralel doğruların üçünün de üzerinde olmalıdır. Çünkü paralel doğrulara 

sonsuzda tek bir karşılık getirilmekteydi.  Buna göre S deki B(t)  kuadratik Bezier eğrisi 𝑃଴  

ve  𝑃ଶ  den sonsuza çizilen iki paralel ışını ifade eder. Şimdi bu eğrinin reel projektif 

düzlemde karşılığına bakalım. 𝑃଴ , 𝑃ଵ ve 𝑃ଶ   noktalarının reel projektif düzlemde 

karşılıklarını sırasıyla ℓ଴ , ℓଵ ve ℓଶ doğruları olarak alalım.  S deki  𝑃଴  ve  𝑃ଶ  afin 

noktalarının ( 𝑃଴ = (𝑃଴ଵ, 𝑃଴ଶ), 𝑃ଶ = (𝑃ଶଵ, 𝑃ଶଶ) olmak üzere ) reel projektif 

düzlemdeki homojen koordinatlarda karşılıklarını 𝑄଴ = (𝜎𝑃଴ଵ, 𝜎𝑃଴ଶ, σ) ve 𝑄ଶ =

(𝜎𝑃ଶଵ, 𝜎𝑃ଶଶ, σ) noktaları olarak alırsak (σ > 0) ve  𝑄ଵ noktasını da ℓଵ doğrusunun 

eğimi 𝑚ଵ in durumuna göre, eğer  𝑚ଵ = ∞ ise 𝑄ଵ = (0, 𝜎, 0) olarak ve eğer 𝑚ଵ ≠ ∞ 

ise 𝑄ଵ = (𝜎, 𝜎 𝑚ଵ, 0) noktası olarak aldığımızda S deki B(t)  kuadratik Bezier eğrisinin 

reel projektif düzlemdeki karşılığı 𝑋(𝑡, 𝑣) koni yüzeyidir.  Bu yüzeyin dayanak eğrisi 

𝑡𝜖[0,1]  olmak üzere 

𝑩ഥ(𝑡) = (1 − 𝑡)ଶ𝑄଴ + 2𝑡(1 − 𝑡)𝑄ଵ + 𝑡ଶ𝑄ଶ (24) 

 biçimindeki Bezier eğrisidir. O halde 𝑋(𝑡, 𝑣)  koni yüzeyi 

    𝑋(𝑡, 𝑣) = 𝑣𝑩ഥ(𝑡) = 𝑣[(1 − 𝑡)ଶ𝑄଴ + 2𝑡(1 − 𝑡)𝑄ଵ + 𝑡ଶ𝑄ଶ] (25) 

 biçimindedir. (Şekil 12). 

 

Şekil 12.  İdeal noktanın iç kontrol noktası olduğu kuadratik Bezier eğrisi 
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3.3.3 İki İdeal Bir Afin Kontrol Noktalı Kuadratik Bezier Eğrileri  

𝑃଴ , 𝑃ଵ ve 𝑃ଶ noktaları iki ideal ve bir afin noktadan oluşsun. Bu da temelde iki 

şekilde ele alınabilir: Afin  noktanın uç nokta olması ya da afin  noktanın bir iç kontrol 

noktası olması durumu.  

a) Afin noktanın bir uç kontrol noktası olması durumu. Yani, 𝑃଴  ya da  𝑃ଶ  den 

birinin afin nokta ve bunlardan diğeri ile 𝑃ଵ  in bir ideal nokta olması durumu. 

Genelinden bir şey kaybetmeden burada da  𝑃଴   afin nokta  ve  𝑃ଵ ve 𝑃ଶ  ideal 

nokta olsun. Bu durumda bir ℓଵ ve ℓଶ  afin  doğruları vardır ki  𝑃ଵ = [ℓ1]  ve 

𝑃ଶ = [ℓ2] dir. Bu dudumda kuadratik Bezier eğrisinin S deki  ifadesi   𝑡𝜖[0,1]  

olmak üzere  

              B(t) = (1 − 𝑡)ଶ𝑃଴ + 2𝑡(1 − 𝑡)𝑃ଵ + 𝑡ଶ𝑃ଶ 

 yazılabilir. Bu eğri incelendiğinde 𝑃ଵ sonsuzda bir nokta olduğundan eğrinin 

karakteristiğinde büyük rolü olacağından eğrimiz sanki 𝑃ଵ de kesişen iki doğru 

gibi görünecektir. Bunlar 𝑃଴𝑃ଵ ve  𝑃ଵ𝑃ଶ doğrularıdır. Şimdi 𝑃଴ , 𝑃ଵ ve 𝑃ଶ   

noktalarının reel projektif düzlemde karşılıklarını sırasıyla 𝐿଴ , 𝐿ଵ ve 𝐿ଶ 

doğruları olarak alalım. Bu doğrular üzerinde alınacak üç temsilci nokta sırasıyla 

𝑄଴, 𝑄ଵ ve 𝑄ଶ olsun. 𝑄଴ noktası S deki  𝑃଴ = (𝑃଴ଵ, 𝑃଴ଶ) afin noktanın reel 

projektif düzlemde karşılığı olan 𝐿଴ ın homojen koordinatlardaki temsilcisi 

olarak alınacak 𝑄଴ = (𝜎𝑃଴ଵ, 𝜎𝑃଴ଶ, σ) noktasıdır. (σ > 0) 𝑄ଵ ve 𝑄ଶ noktaları da  

𝐿ଵ ve 𝐿ଶ nin eğimlerine bağlı olarak; 𝐿ଵ  in eğimi 𝑚ଵ, 𝐿ଶ nin eğimi 𝑚ଶ olmak 

üzere, 

  𝑚ଵ = ∞  ve  𝑚ଶ ≠ ∞   ise   𝑄ଵ = (0,1,0)    ve     𝑄ଶ = (1, 𝑚ଶ, 0) 

  𝑚ଵ ≠ ∞  ve  𝑚ଶ = ∞   ise   𝑄ଵ = (1, 𝑚ଵ, 0)   ve    𝑄ଶ = (0,1,0) 

  𝑚ଵ ≠ ∞  ve  𝑚ଶ ≠ ∞   ise   𝑄ଵ = (1, 𝑚ଵ, 0)   ve   𝑄ଶ = (1, 𝑚ଶ, 0) 

 olarak alınan kontrol noktalarıdır. Böylece S de alınan B(t) kuadratik Bezier 

eğrisinin reel projektif düzlemde karşılığı 𝑋(𝑡, 𝑣)  koni yüzeyidir. Bu yüzeyin 

dayanak eğrisi  R3 teki kontrol noktaları 𝑄଴, 𝑄ଵ ve 𝑄ଶ olan bir Bezier eğrisidir. 

Bu koni yüzeyinin denklemi ise 𝑡𝜖[0,1]  olmak üzere 

   𝑋(𝑡, 𝑣) = 𝑣𝐵ത(𝑡) = 𝑣[(1 − 𝑡)ଶ𝑄଴ + 2𝑡(1 − 𝑡)𝑄ଵ + 𝑡ଶ𝑄ଶ] 

     biçimindedir. (Şekil 13-a). Benzer olarak afin nokta olarak 𝑃଴ değil de 𝑃ଶ  

            alınsaydı bu durumda koni yüzeyi (Şekil 13-b) deki gibi olacaktı. 



19 

 

 

 

 
a) Yalnız 𝑃଴ afin nokta olan kuadratik Bezier eğrisi          b) Yalnız 𝑃ଶ afin nokta olan kuadratik Bezier eğrisi 

Şekil 13. ideal noktası uç nokta olan kuadratik Bezier eğrileri 

 

b) Afin noktanın bir iç kontrol noktası olması durumu. Yani, 𝑃଴  ve  𝑃ଶ  ideal nokta 

ve  𝑃ଵ  bir afin nokta olsun. Bu durumda bir ℓ଴ ve ℓଶ  afin  doğruları vardır ki  

𝑃଴ = [ℓ0]  ve 𝑃ଶ = [ℓ2] dir. Bu dudumda kuadratik Bezier eğrisinin S deki  

ifadesi   𝑡𝜖[0,1]  olmak üzere  

              B(t) = (1 − 𝑡)ଶ𝑃଴ + 2𝑡(1 − 𝑡)𝑃ଵ + 𝑡ଶ𝑃ଶ 

 yazılabilir. Bu eğri incelendiğinde 𝑃଴  ve  𝑃ଶ  sonsuzda birer nokta olduğundan 

eğrinin karakteristiğinde büyük rolleri olacağından eğrimiz sanki sonsuzluk 

doğrusuna yakın bir eğri olacaktır. Şimdi 𝑃଴ , 𝑃ଵ ve 𝑃ଶ   noktalarının reel 

projektif düzlemde karşılıklarını sırasıyla 𝐿଴ , 𝐿ଵ ve 𝐿ଶ doğruları olarak alalım. 

Bu doğrular üzerinde alınacak üç temsilci nokta sırasıyla 𝑄଴, 𝑄ଵ ve 𝑄ଶ olsun. 𝑄ଵ 

noktası S deki  𝑃ଵ = (𝑃ଵଵ, 𝑃ଵଶ) afin noktanın reel projektif düzlemde karşılığı 

olan 𝐿ଵ ın homojen koordinatlardaki temsilcisi olarak alınacak 𝑄ଵ =

(𝜎𝑃ଵଵ, 𝜎𝑃ଵଶ, σ) noktasıdır. (σ > 0) 𝑄଴ ve 𝑄ଶ noktaları da  𝐿଴ ve 𝐿ଶ nin 

eğimlerine bağlı olarak; 𝐿଴  in eğimi 𝑚଴, 𝐿ଶ nin eğimi 𝑚ଶ olmak üzere, 

  𝑚଴ = ∞  ve  𝑚ଶ ≠ ∞   ise   𝑄଴ = (0,1,0)    ve     𝑄ଶ = (1, 𝑚ଶ, 0) 

  𝑚଴ ≠ ∞  ve  𝑚ଶ = ∞   ise   𝑄଴ = (1, 𝑚଴, 0)   ve    𝑄ଶ = (0,1,0) 

  𝑚଴ ≠ ∞  ve  𝑚ଶ ≠ ∞   ise   𝑄଴ = (1, 𝑚଴, 0)   ve   𝑄ଶ = (1, 𝑚ଶ, 0) 

 olarak alınan kontrol noktalarıdır. Böylece S de alınan B(t) kuadratik Bezier 

eğrisinin reel projektif düzlemde karşılığı 𝑋(𝑡, 𝑣)  koni yüzeyidir. Bu yüzeyin 

dayanak eğrisi  R3 teki kontrol noktaları 𝑄଴, 𝑄ଵ ve 𝑄ଶ olan bir Bezier eğrisidir. 

Bu koni yüzeyinin denklemi ise 𝑡𝜖[0,1]  olmak üzere 

   𝑋(𝑡, 𝑣) = 𝑣𝐵ത(𝑡) = 𝑣[(1 − 𝑡)ଶ𝑄଴ + 2𝑡(1 − 𝑡)𝑄ଵ + 𝑡ଶ𝑄ଶ] (26) 
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     biçiminde yazılabilir. (Şekil 14). Benzer olarak afin nokta olarak 𝑃଴ değil de 

     𝑃ଶ  alınsaydı bu durumda koni yüzeyi (Şekil 13-b) deki gibi olacaktı. 

  

 Şekil 14. 𝑃ଵ  afin nokta olan kuadratik Bezier Eğrisi 

3.3.4 Üç İdeal Kontrol Noktalı Kuadratik Bezier Eğrileri  

𝑃଴ , 𝑃ଵ ve 𝑃ଶ noktaları üçü de ideal noktadan oluşsun. Bu durum aslında üç 

noktanın sonsuzluk doğrusu üzerinde olması durumudur. Üç nokta doğrudaş 

olduğundan  Bezier eğrisi her ne kadar kuadratik olarak iade edilse de aslında lineer 

durum ile aynı koşulları taşımış olacaktır. Bunun için   𝑃଴ , 𝑃ଵ ve 𝑃ଶ noktaları üçü de 

ideal nokta olduğundan bir ℓ଴ , ℓଵ  ve ℓଶ  afin  doğruları vardır ki  𝑃଴ = [ℓ0]  , 𝑃ଵ = [ℓ1]  

ve 𝑃ଶ = [ℓ2] dir. Şimdi Bezier eğrisinin S deki  ifadesi   𝑡𝜖[0,1]  olmak üzere  

      B(t) = (1 − 𝑡)ଶ𝑃଴ + 2𝑡(1 − 𝑡)𝑃ଵ + 𝑡ଶ𝑃ଶ 

yazılabilir. Bu eğri gerçekte 𝑃଴ dan 𝑃ଶ ye kadar sonsuzluk doğrusu üzerinde yer alan 

doğru parçasıdır. Yani  

  B(t) = (1 − 𝑡)𝑃଴ + 𝑡𝑃ଶ 

ile özdeştir. Tek farkı eğrinin hızıdır. Bu eğrinin reel projektif düzlemde karşılığını 

ifade etmek istersek, 𝑃଴ , 𝑃ଵ ve 𝑃ଶ noktalarının reel projektif düzlemde karşılıklarını 

sırasıyla 𝐿଴ , 𝐿ଵ ve 𝐿ଶ doğruları olarak alalım. Bu 𝐿௜   doğruları üzerinde alınacak üç 

temsilci nokta sırasıyla 𝑄଴, 𝑄ଵ ve 𝑄ଶ olsun. ℓ௜  doğrularının eğimleri 𝑚௜ olmak üzere  

bu üç nokta 𝑚௜ ler sonsuz değilse 𝑄଴ = (1, 𝑚ଵ, 0) , 𝑄ଵ = (1, 𝑚ଵ, 0), 𝑄ଶ = (1, 𝑚ଶ, 0)  

olarak alınabileceği gibi  𝑄଴ = (𝜎଴, 𝜎଴𝑚ଵ, 0) , 𝑄ଵ = (𝜎ଵ, 𝜎ଵ𝑚ଵ, 0), 𝑄ଶ = (𝜎ଶ, 𝜎ଶ𝑚ଶ, 0)  

olarak da alınabilir. Böylece S de alınan B(t) kuadratik Bezier eğrisinin reel projektif 

düzlemde karşılığı 𝑋(𝑡, 𝑣)  düzlemsel koni yüzeyidir. Bu yüzeyin dayanak eğrisi  R3 

teki kontrol noktaları 𝑄଴, 𝑄ଵ ve 𝑄ଶ olan bir Bezier eğrisidir. Bu dayanak eğrisi, 𝑄௜ lerin 
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birinci seçimine göre düzlemde  𝑄଴𝑄ଶ doğru parçası yani lineer Bezier eğrisi, yada 𝑄௜ 

lerin ikinci seçimine göre de  düzlemde kuadratik bir Bezier eğrisini ifade eder. Her iki 

durumda da koni yüzeyi aynıdır. O halde S de alınan B(t) kuadratik Bezier eğrisinin 

reel projektif düzlemde karşılığı 𝑋(𝑡, 𝑣)  düzlemsel koni yüzeyi 𝑡𝜖[0,1]  olmak üzere 

 𝑋(𝑡, 𝑣) = 𝑣𝐵ത(𝑡) = 𝑣[(1 − 𝑡)ଶ𝑄଴ + 2𝑡(1 − 𝑡)𝑄ଵ + 𝑡ଶ𝑄ଶ] (27) 

olarak yazılabilir.  

  

Şekil 15. 𝑃଴ , 𝑃ଵ ve 𝑃ଶ ideal nokta olması durumunda kuadratik Bezier Eğrisi  
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4. SONUÇLAR ve ÖNERİLER 

4.1 Sonuçlar  

Bu tezde alınan özgün sonuçlar aşağıda  özet olarak verilmiştir: 

1) Bu tez çalışmasında bir afin düzleme ideal nokta ilaveleriyle elde edilen bir 

projektif düzlemde  Bezier eğrisinin denklemleri verilmiştir.  

2) Bir A afin düzlemine ideal nokta ilaveleriyle elde edilen bir S projektif 

düzlemi reel projektif düzleme izomorfik olduğundan S de alınan iki afin kontrol 

noktalı lineer Bezier eğrisinin reel projektif düzlemde karşılığı olan düzlemsel koni 

yüzeyleri ifade edilmiştir.  

3) S projektif düzleminde  alınan bir afin bir ideal kontrol noktalı lineer  Bezier 

eğrisinin reel projektif düzlemde karşılığı olan düzlemsel koni yüzeyleri ifade 

edilmiştir. 

4) S projektif düzleminde  alınan iki ideal kontrol noktalı lineer  Bezier eğrisinin 

reel projektif düzlemde karşılığı olan düzlemsel koni yüzeyleri ifade edilmiştir. 

5) S projektif düzleminde  alınan üç afin  kontrol noktalı kuadratik  Bezier 

eğrisinin reel projektif düzlemde karşılığı olan koni yüzeyleri ifade edilmiştir.  

6) S projektif düzleminde  alınan iki afin bir ideal kontrol noktalı kuadratik  

Bezier eğrisinin reel projektif düzlemde karşılığı olan koni yüzeyleri ifade edilmiştir. 

7) S projektif düzleminde  alınan bir afin iki ideal kontrol noktalı kuadratik  

Bezier eğrisinin reel projektif düzlemde karşılığı olan koni yüzeyleri ifade edilmiştir. 

8) S projektif düzleminde  alınan üç ideal kontrol noktalı kuadratik  Bezier 

eğrisinin reel projektif düzlemde karşılığı olan düzlemsel koni yüzeyleri ifade 

edilmiştir.  

9) S projektif düzleminde  alınan üç ideal kontrol noktalı kuadratik  Bezier 

eğrisinin iki ideal noktalı lineer Bezier eğrisiyle çakıştığı ifade edilmiştir.   

 

4.2 Öneriler 

Bu tezde alınan özgün sonuçlar ışığında bir sonraki çalışmalar için aşağıdaki 

öneriler yapılmıştır: 

1) Bir A afin düzlemine ideal nokta ilaveleriyle elde edilen bir S projektif 

düzleminde alınan bir Bezier eğrisinin keyfi noktadaki Frenet vektör alanlarının reel 

projektif düzlemde karşılıkları ifade edilebilir.  
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2) Bir A afin düzlemine ideal nokta ilaveleriyle elde edilen bir S projektif 

düzlemindeki Bezier eğrisinin başkaca çatı vektör alanlarının reel projektif düzlemde 

karşılıkları ifade edilebilir.  .  

3) Alınan bu sonuçlar bir Afin uzaya sonsuzda noktalar ilavesiyle elde edilecek 

projektif uzada alınarak bunların reel projektif 3-uzaydaki karşılıkları verilebilir. 
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