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OZET

YUKSEK LiSANS TEZIi

MANYETIK ADJOINT EGRILER

Samet AYCAN

Mus Alparslan Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Prof. Dr. Talat KORPINAR

Bu c¢alisma dort boliimden olugmaktadir. Birinci boliim ¢alismanin giris kismi olup, dncelikle
tamim ve kavramlar verilmistir. Sonra, 3-boyutlu Oklid uzaymdaki manyetik egriler iizerinde yapilan
calismalar hakkinda literatiirdeki bilgiler verilmistir. ikinci bolimde, ¢aligmamizda kullanilan temel
tanim ve teoremlere yer verilmistir. Ugiincii boliimde, 3-boyutlu Oklid uzayindaki uzay egrilerinin adjoint
egrileri ile ilgili tanimlara ve teoremlere yer verilmistir. Dérdiincii boliimde, 3-Boyutlu Oklid uzaymda
Frenet catisina gore iliskili egrilerin manyetik alan denklemleri hesaplanmistir.

2023, 34 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Adjoint vektor, Frenet ¢ati, Lorentz kuvveti, manyetik egriler, manyetik alan
denklemleri.
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ABSTRACT

MS THESIS

MAGNETIC ADJOINT CURVES

Samet AYCAN

Mus Alparslan University
Natural and Applied Science
Department of Mathematics

Adyvisor: Prof. Dr. Talat KORPINAR

This study consists of four chapters. The first chapter is the introduction of the study, and the
definitions and concepts are given first. Then, the study of magnetic curves in the 3-dimensional
Euclidean space is given information in the literature. In the second chapter, contains the basic definitions
and theorems used in our study. In the third chapter, definitions and theorems related to adjoint curves of
space curves in 3-dimensional Euclidean space are given. In the fourth chapter, the magnetic field
equations of the associated curves according to Frenet framework in 3-dimensional Euclidean space. The
fields equations were calculated.

2023, 34 Pages

Keywords: Adjoint vector, Frenet frames, Lorentz force, magnetic curves, magnetic field
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1. GIRIS

Egrilerin diferansiyel geometrisi, egrilerin geometrik ve fiziksel ozelliklerinin
diferansiyel iglemler yardimiyla karakterize edilmesini saglar. Ayrica bu
karakterizasyonlar sayesinde egri tilirlerinin belirlenmesinde 6nemli bir yeri vardir. a
birim hizl1 egrisinin sirastyla burulmasi , egriligi k olmak iizere; k = 0 ise a bir dogru;
k>0, T=0 ise a bir diizlem egrisi veya bir dairenin parcasidir. Egrilerin Frenet
vektorleri herhangi bir egrinin geometrik 6zelliklerini tanimlamada, hareket ve egrilerin
Frenet vektorleri arasindaki iligki egrilerini smiflandirmada 6nemli bir rol oynar.
Ornegin; R3teki bir egriye karsilik gelen noktalarda bu iki egrinin ana normal
vektorlerinin dogrusal olarak bagimli oldugu ikinci bir egri varsa bu iki egriye Bertrand
egri ¢ifti denir. Ayrica teget vektorleri ortogonal olan iki egriye involute-evolute egri
¢ifti denir (Giiven, 2013; Tunger, 2012).

Basgka bir egri tiirii olan adjoint egrisi, binormal vektoriiniin herhangi bir s
parametresine gore integrali olarak tanimlanmistir (Nurkan ve ark., 2018). Bu ¢alismada
egrilik, burulma ve Frenet ¢at1 kullanilarak adjoint egrilerinin karakterizasyonlar1 elde
edilmistir.

Genel helisler veya egim c¢izgilerinin tegetleri her noktada sabit bir yon ile sabit

bir ag1 olusturur. R3 teki genel bir sarmal, teget ¢izgileri genel sarmalin ekseni olarak

adlandirilan duragan bir yon ile duragan bir ag¢1 olusturan egridir. Bu egriye; % orani

(t # 0) sabit ise veya k ve t sifirdan farkli sabitler ise genel helis denir. k¥ # 0 olan bir
egri egrinin asli normal ¢izgileri ile duragan bir yon ile duragan bir ag1 yapiyorsa egik
sarmal olarak adlandirilir. Egik bir sarmalin ana normal vektorii duragan bir yon ile
duragan bir a¢1 olusturur ve merkez noktas1 sabit bir eksen etrafinda ilerler. (N, V) =
sabit.

Izumiya ve Takeuchi, bir egrinin sadece jeodezik olmasi halinde egimli bir helis

oldugunu

K2 Ty
o(s) = (————=3()D()

(1 +72)2 "

sabit bir fonksiyon olma sart1 ile elde etti (Izumiya ve Takeuchi, 2004).



Korpimar Frenet-Serret ¢erceve ingaatini kullanarak Heisenberg ara zamanindaki
iki harmonik pargacik gibi bir zamana goére enerji konusunu tartisti. Korpinar ve
Demirkol, farkli uzay gemilerinde farkli ortonormal gerceve yapilart goz Oniinde
bulundurularak dinamik ve elektrodinamik gii¢ alanlarinda hareketli pargacigin
enerjisini ve enerji islevselligini en aza indirdi (Korpinar, 2014; Korpmar ve Demirkol
2017; Korpmar ve Demirkol 2018).

Bir miknatisin kendi 6zelliklerini aciga ¢ikardigi alan, manyetik alan olarak
ifade edilir. Cevresindeki ¢izgilere ise, miknatisin orada meydana getirdigi manyetik
alan cizgileri denir. Bu yon kuzey kutbundan giineye dogrudur. Bunun olusturulmasi
icin her zaman miknatisa gerek duyulmaz. Elektriksel pargaciklarin devinimiyle de
iretilebilir. Yonii ve kuvveti olan bir biiyiik olan manyetik alan B ile gosterilir.

Manyetik alanin birden fazla yaralanildig1 alan1 mevcuttur. Yeryiizii kendisinin
manyetik alanini olusturur ve bu pusulanin esas isleme ilkesini meydana getirir. Donen
manyetik alan elektrik motorlarinda ve jeneratdrlerde yararlanilir. Manyetik kuvvetler
bir materyal icerisindeki ytik iletici sayistyla ilgili malumat verir (Hacifazlioglu, 2013).

Elektriksel alan, bir elektrik yiikiin diger bir elektrik yiikii {izerinde meydana
getirdigi itme veya ¢ekme giiciine denir. Yiikli bir cismin etrafinda pozitif birim yiike
tesir eden elektriksel kuvvet olarak da tanimlanabilir. Elektrik yiiklerinin etrafinda
elektrik alan ¢izgileri meydana gelir ve bu E ile gosterilir (Synge, 1960).

En kapsamli olarak manyetik alan1 devinim eden elektriksel yiike tesir eden
Lorentz kuvveti ile ifade edilir. Lorentz kuvveti, fizikte bilhassa elektromanyetizmada;
elektromanyetik alanlarin meydana getirdigi noktasal yiik {istiindeki elektrik ve
manyetik etkilerin bileskesidir. Elektromanyetik radyasyon yaymasi sebebiyle hizlanan
yiiklii bir parcaciktaki geri tepme kuvveti olarak da ifade edilebilir. Yani manyetik alan
icinde elektrik yiikiine sahip bir par¢acigin devinim halinde oldugunu kabul edelim. Bu
ylk tlizerine tesir eden manyetik kuvvet, Lorentz kuvvetidir.

Ilk calismalar, matematik tarihgileri tarafindan 1865 yilinda James Clerck
Maxwell’in yazdig1 bir makaleyle bagdastirilsada Lorentz kuvvetinin ilk gelistirilmesi,
1889°da Oliver Heaviside’a isnad edilmistir. Bundan bir ka¢ yil sonra da Hollandali
fizik¢i Hendrik Antoon Lorentz denklemi gelistirilmistir.

Manyetik ve elektriksel alan sirasiyla B ve E olmak {izere, v hizl1 q yiikiine tesir

eden Lorentz kuvveti asagidaki gibi ifade edilir:



ﬁzq(l_f—i-vx@)

Buradan, Lorentz kuvvetinin hiz vektdriiyle manyetik alan vektoriine dik
oldugunu goriiyoruz. Manyetik kuvvet, v ve B nin vektorel carpimindan dolay1 sifir
olur. Lorentz kuvveti en biiyiik degerini iki vektoriin birbirine dik oldugu zamanda alir.
Manyetik kuvvet pargacigin hizina her zaman dik oldugundan dolay1r hizi; siddetini
degistirmez fakat yoniinii degistirir. Manyetik alanda bundan dolay1 yiiklii bir pargacik
cembersel eylemler olusturur (Synge, 1960).

Lorentz kuvveti yardimiyla bazi yontemler Onerilmistir. Bunlardan biri de
elektriksel empedans tomografisi ile biyolojik dokularin elektriksel iletkenliklerini
goriintiilemek olmugstur. Bu metot, erken donem kanser dokularinin teshisi i¢in son
donemlerde tavsiye edilen bir yontem haline gelmistir.

Ayni zamanda Lorentz kuvveti, manyetik kuvvet ile hareket eden bir gemi
yapimina bagari ile uyarlanabilmigtir. YAMATO 1 olarak adlandirilan gemi 1992°de
ylzdiiriilmiistiir. Gemide Lorentz kuvvetini meydana getirecek siiper miknatis ve
elektrod sistemi, direkt gemiye itme kuvveti saglayacak bir su jetine uygulanmistir.
Amag enerji verimliligi ve ¢evre dostu uygulamalar1 giinliik hayata yerlestirmektir.

Pozitif yiik niceliklerinin negatif yiik niceliklerine esit olmadig1 parcaciklara
yuklii parcaciklar denir. Pozitif yiik miktar1 daha fazlaysa, parcacik art1 yiiklii; negatif
yiik miktar1 daha fazlaysa, parcacik eksi yiiklii olur. Birbirine esit olmasi durumunda ise
pargacik yiiksliz veya notr olur. Bu sebepten miknatissal alanda devinim yapan yiiklii

pargaciga Lorentz kuvveti etki eder.



2. MATERYAL ve YONTEM

Tanmmm 2.1 R reel sayilar cismini ifade etmek tizere, R™ = {(x;, x5,...,X,): x; € R}

vektor uzayinda, x = (xq,X5,...,X,) ve ¥ = (V1,Y2,-.-¥n) € R™ olmak iizere,
n

(x,y) = '21 XiYi (2.1)
=

esitligi ile ifade edilen ,

()YR" X R® > R
(x,y) = {x,y)

fonksiyonu, R™ uzayinda bir i¢ ¢arpimdir. Bu Oklid i¢ ¢arpimi olarak adlandirilir.

x € R™ i¢in,

llx]l = /{x, x) (2.2)

oldugunu varsayarak,||, [: R™" - R, x - ./(x,x)
fonksiyonu, R™ uzayinda bir normdur. Bu nedenle R™ uzayma normlu vektér uzayi

olarak adlandirilir.

d(x,y) = llx =yl (2:3)

bi¢iminde ifade edilen , d: R™ x R® - R fonksiyonu, R" uzayinda bir metriktir. Bu
metrikle R™ bir metrik uzay olur. Bu Oklid uzay1 olarak adlandirilir ve bazen E™ ile
ifade edilir (Sabuncuoglu, 2004).

Tamm 2.2 R nin agik bir aralig1 I olarak verilsin,

a:lcR->R"

seklinde diferensiyellenebilir bir & donligiimiine, R™ uzayinda egri olarak adlandirilir
(Sabuncuoglu, 2004).

Tamim 2.3 a: [ = E" bir egri olarak kabul edelim. Vt € [ i¢in « nin a(t) deki



daq day

q(t) =l = (GO, 22 (D) (2.4)

vektoriine, a egrisinin a(t) deki hiz vektorii olarak adlandirilir (Sabuncuoglu, 2004).
Tanmim 2.4 a:1 - E™ bir egri olarak kabul edelim. Vt € [ i¢in @ nin a(t) deki hiz
vektori sifira esit degil ise, @ egrisi regiiler bir egri olarak adlandirilir (Sabuncuoglu,
2004).

Tamm 2.5 Bir, a: ] € R - R", s - a(s)

egrisi i¢in, ||0( ’(s) || =1, Vs €] oldugunda «a egrisi birim hizh egri olarak adlandirilir.
Burada egrinin s € I parametresine yay parametresi olarak adlandirilir (Izumiya ve
Takeuchi, 2004; Sabuncuoglu, 2004).

Tamim 2.6 R3 de birim hizli a:1 € R - R3 egrisi i¢in,
T(s) = a (s) (2.5)

esitligiyle tanimli T(s) vektoriine, a egrisinin a(s) noktasindaki birim teget vektorii
olarak ifade edilir. T vektor alanina, @ egrisinin teget vektor alam olarak adlandirilir
(Sabuncuoglu, 2004).

Tamm 2.7 R3 uzayinda birim hizh a:] € R - R3 egrisiyle ilgili olarak, k:1 - R

olmak tizere,

k(s) =T || (2.6)

fonksiyonuna a nin egrilik fonksiyonu olarak ifade edilir. x(s) sayisina egrinin a(s)
noktasindaki egriligi ad1 verilir (Sabuncuoglu, 2004).

Tamm 2.8 R® uzayinda birim izl a:1 ¢ R - R3 egrisi i¢in ,

1

T "(s) (2.7)

N(s) =
esitligiyle belirli N(s) vektori, @ egrisinin a(s) daki asli normali olarak adlandirilir. N
vektor alanina, a egrisinin asli normal vektor alami olarak ifade edilir (Sabuncuoglu,

2004).
Tamm 2.9 R3 deki birim iz a:1 € R - R3 egrisiyle ilgili,



B(s) = T(s) X N(s) (2.8)

esitligiyle tanimli B(s) vektorl, a egrisinin a(s) daki binormali olarak ifade edilir. B
vektor alani, a egrisinin binormal vektor alami olarak adlandirilir (Sabuncuoglu,
2004).

Tanmm 2.10 T(s), N(s), B(s) vektorlerine, a: I € R —» R3 egrisinin a(s) daki Serret-
Frenet vektorleri olarak adlandirilir. {T(s),N(s), B(s)} elemanlarina, & nin a(s) daki
Frenet ¢atis1 olarak ifade edilir ve T, N, B vektor alanlarina, a {izerinde Frenet vektor
alanlar olarak adlandirilir (Sabuncuoglu, 2004).

Tamm 2.11 R3 uzayinda birim hizli a:/ € R —» R3 egrisinin Frenet vektor alanlar1 T,

N, B ve 7: 1 — R olmak iizere,

(s) = —(B'(s),N(s)) (2.9)

fonksiyonuna, a nin a(s) noktasindaki torsionu olarak ifade edilir (Sabuncuoglu, 2004).
Teorem 2.1 R3 deki birim hizli a:I € R - R3 egrisini dikkate alalim. Frenet vektor

alanlar1 T, N, B ve bu egrinin egrilik ve burulmasi sirayla k ve T olmak {izere

T' = kN,
N’ = —kT + 1B, (2.10)
B’ = —1N,

olarak bulunur (Sabuncuoglu, 2004).
Teorem 2.2 Birim hizli olmayan, a: ] ¢ R -» R3, u = a(u)
egrisini dikkate alalim. Frenet vektor alanlar1 T, N, B ve bu egrinin egrilik ve burulmasi

sirayla k ve T olmak iizere,




7 14
a xa a'l

’ 2
e

T =

dir (Sabuncuoglu, 2004).

Teorem 2.3 a:1 — R3 birim hizl bir egri olarak kabul edelim. a@ min egriligi sifir ise
a(I) kiimesi R3 de bir dogrunun alt kiimesidir. Buna karsin a(I) kiimesi R3 de bir
dogrunun alt kiimesi ise a nin egriligi sifir olur (Sabuncuoglu, 2004).

Teorem 2.4 a:] - R3 egrisi diizlemsel ise T = 0 dir ve egrinin her bir noktasindaki
dokunum diizlemi, egrinin i¢inde oldugu E diizlemidir. Karsit olarak, T = 0 ise a: I —
R3 egrisi diizlemseldir (Sabuncuoglu, 2004).

Tamim 2.12 Birim hizli a: I - R3 egrisi ile ortak aralikta ifade edilen a:1 — R3 egrisi

verilsin. Her bir s € i¢in @ nin a(s) daki tegeti a(s) noktasindan geciyorsa ve

(T(s), T(s)) = 0 ise @, a nin bir involiitii olarak adlandirilir (Sabuncuoglu, 2004).

Teorem 2.5 @ nin a egrisinin bir involiitii oldugunu varsayalim. a nin Frenet vektor

alanlar1 T, N, B olduguna gore,

T=N
= K T
N=-rem=l t 5B (2.11)
— T K
B=— T+— B
K2 + 12 K% + 12

olarak elde edilir (Sabuncuoglu, 2004).
Teorem 2.6 a egrisi @ egrisinin bir involiitii oldugunu varsayalim. a nin egrilik ve

burulmasi k ve T olduguna gore,

JOZ+ ()

|(=s + K)| + k(s)

x|
I

_ (e’ =K'D)(s) (2.12)

(k2+12)(s)

Ll

olarak elde edilir (Sabuncuoglu, 2004).
Tamim 2.13 Birim hizli a: I - R3 egrisi ile ortak aralikta ifade edilen a:1 — R3 egrisi

verilsin. Her bir s €[ i¢in a egrisinin a(s) noktasindaki tegeti a(s) noktasindan



geciyorsa ve (T(s),T(s)) =0 ise @ erisine a erisinin bir evoliitii adi verilir
(Sabuncuoglu, 2004).

Teorem 2.7 a:I - R3 egrisi, birim hizli a: I - R3 egrisinin bir evoliitii olarak kabul

edelim. @ egrisinin Frenet vektor alanlar1 T, N, B olduguna gore,

T = cos(¢ + ¢)N — sin(¢ + ¢)B

N=-T (2.13)
B = sin(¢ + ¢)N + cos(¢ + c)B

olarak elde edilir (Sabuncuoglu, 2004).
Teorem 2.8 a:I —» R3 egrisi, birim hizli a: I - R3 egrisinin bir evoliitii olarak kabul

edelim. & nin egrilik ve burulmasi k ve 7 ise,

k3cos3 (@ + ¢)

x|
I

ktsin(g + ¢) — k'cos(¢ + ¢)

_ —Kk3sin(@+c)cos?(p+c) (2.14)

kTsin(@+c)—k'cos(@p+c)

Ll

olarak elde edilir (Sabuncuoglu, 2004).
Teorem 2.9 a:1 —» R3 egrisi, birim hizli a: 1 - R3 egrisinin bir evoliitii olarak kabul

edelim. @ nin egrilik ve burulmasi k ve 7 ise,

IR

= —tan(¢ + ¢) (2.15)

Tamm 2.14 Birim hizli a: I - R3? egrisi ile ortak aralikta ifade edilen @:1 — R3 egrisi
verilsin. Her bir s € [ i¢in a(s) egrisinin a(s) noktasini birlestiren dogru, a egrisinin
a(s) daki birinci normalini ve a nin a(s) daki birinci normalini kapsiyorsa, a egrisi a
egrisiyle Bertrand egri cifti olarak adlandirilir (Sabuncuoglu, 2004).

Teorem 2.10 o egrisi a egrisiyle Bertrand egri ¢ifti olusturuyorsa, k duragan bir say1

olmak tizere, a egrisi

@=a+kN (2.16)



denklemi ile tanimlanir (Sabuncuoglu, 2004).
Teorem 2.11 a: I — R3 birim hizl bir egri olsun, a: I - R3 egrisi « egrisi ile Bertrand

egri ¢ifti olustursun. @ nin Frenet vektor alanlart T, N, B olarak segilirse,

T = (cosd)N — (sin6)B

N=-N (2.17)
B = (sinf)T + (cosH)B

dir. Burada cos@ = (T, T) dir (Sabuncuoglu, 2004).
Teorem 2.12 a:1 — R3 birim hizli bir egri olsun, a:I —» R3 egrisi a ile Bertrand egri

cifti olustursun. a nin egrilik ve burulmasi k ve 7 olarak segilirse,

_ _ kr —sin’@

k1 = ki)

-1

T= Esmzﬂ (2.18)

olarak elde edilir. Burada cos8 = (T, T) dir (Sabuncuoglu, 2004).
Tanimm 2.15 «, birim hizli, burulmasi sifirdan farkli (z # 0) bir egri ve a nin Frenet
vektorleri {T, N, B} olsun. @ nin asli yon egrisi;

@ (s) = fjo N(s)ds (2.19)

olarak ifade edilir (Choi ve Kim, 2012).
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3. 3-BOYUTLU OKLID UZAYINDA UZAY EGRILERININ ADJOINT
EGRILERI

a, birim hizli, burulmas sifirdan farkli 7 # 0 bir egri ve a nin Frenet vektorleri

{T,,N,,B,} olsun. a’nin adjoint egrisi;
B(s) = [, Ba(s)ds (3.1)

olarak tanimlanir. a egrisinin egriligi k, ve burulmasi 7, olsun. Frenet vektorleri ve

Frenet denklemleri

To(s) = a’(s)

_ all(s)
Na(s) = e

B (s) = Ta(s) X Ng(s)

(3.2)

Ve

Ta(s) = Kka(s) Ng(s)
Na(s) = —ka($)To(s) + T4 (5)Be(s) (3.3)
B (s) = —74(s) Ng(s)

olarak elde edilir (Kiihnel, 2006).
Teorem 3.1 Eger o yay uzunlugu parametresi s olan bir egri ise, a nin adjoint egrisinin
yay uzunlugu parametresi de s’dir (Nurkan ve ark., 2018).

Ispat: a’nin adjoint egrisi 8 olsun. (3.1) denkleminin tiirevi alinirsa

d =B
B =Bo(s)

olarak elde edilir. Iki tarafin da normu alinirsa

d
175 BN = 11Be(s)]] =1
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elde edilir. Boylece, f birim hizli egridir ve yay uzunlugu parametresi s’dir.
Teorem 3.2 a yay uzunlugu parametresi s ve adjoint egrisi £ olan bir egri olsun. o ve
p’nin Frenet vektorleri {Tq,Ng,Bq} ve {Tg,Ng,Bg}, egrilik ve burulmalart kg,T, ve

Kg,Tp olsun. Boylece;

TB == Ba

Ng = —N, (3.4)
BB == Ta

veE

KB =Ty

-, (3:5)

olarak elde edilir (Nurkan ve ark., 2018).

Ispat: (3.1) denkleminin tiirevini alip (3.3) denklemi kulanilirsa

B' = Bg (3.6)

elde edilir. Iki tarafinda tiirevi almnirsa ;

B =B,
B, = —1, N, denklemindeki esitlik kullanildiginda §"’ asagidaki gibi elde edilir:

B" =—14 Ny (3.7)

(3.2) ve (3.6 ) denkleminden tanjant vektoriine ulasilir:

Tﬁ=ﬂ,

olarak elde edilir. Bu esitlik asagidaki
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esitlikte yerine koyulursa

(3.7) denkleminin iki tarafinin da normu alinirsa (3.2) denklemiyle karsilastirildiginda

normal vektori

1B"Il = Tall Nell = 7q 3.8

elde edilir. Boylece

o«
Ne = Tl
ya da

B
Ng = m
denkleminde
B" = —1¢ Ng
ve
8"l = 74

esitlikleri kullanilirsa:

—Tqg Na

N, =
B Ty

elde edilir. Gerekli sadelestirmeler yapilirsa
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Ny = —N, (3.9)

olarak elde edilir. Bu esitlik dogrultular1 aynm1 yonleri farkli iki vektor elde edildigini

gosterir. (3.2) denkleminde gerekli hesaplamalar yapilirsa binormal vektorii

B (s) = Ta(s) X Ng(s)

olarak elde edilir. Ayrica

denkleminde, (3.9) denklemindeki esitlikten yararlanarak Ng yerine —N,, yazilirsa;

B[:’ =By X (=Ng)

esitligi ortaya cikar. Frenet vektorlerinden T, X N, = B, oldugu biliniyor. Buna gore

son durumda

elde edilir.
Egrilik tammmindan xg = [|B"]| esitliginde [|[B"|| yerine (3.8) denkleminden

HB"|| = T, yazilirsa;

Kg = [IB"|l = 7a

elde edilir. Buradan

KB =Ty

olarak elde edilir. Burulma i¢in (3.9) denklem ve 7(s) =< N'(s),B(s) > burulma

tanimu kullanilirsa;
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N[g = —Na
denkleminin iki tarafinin da tiirevi alindiginda
Ng = —Ng

olarak elde edilir. N, = —k,T, + 7,B, esitligi verilen denklemde yerine yazilip

— parantezine alinirsa;

Nll? = —(—K,T, +1,B,)

elde edilir. T =< N’, B > burulma taniminda f egrisinin burulma denklemi
75 = (Ng, Bg)

olarak elde edilir.

Nll3 =K,Ty — T4Ba

Ve

esitlikleri 75 = (N[';, Bg) denkleminde yerine yazildiginda;

Tp = (KaTq — TaBa Ta)

elde edilir. I¢ ¢arpim 6zelliklerinden esitligin sag tarafinda sadece x, kalir. Son olarak

elde etmek istenilen 75 nin esiti

Tﬁ:KUI

olarak elde edilir. Dolayisiyla ispat tamamlanr.
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Sonu¢ 3.1 « adjoint egrisi § olan bir egri olsun. ¢ ve f nin Darboux vektorleri W, ve

esitligi saglanir (Nurkan ve ark., 2018).
Ispat: (3.4), (3.5) denklemleri ve Darboux vektér tanimi kullanilarak W, = 7, T, +

K,B, denkleminde;

Ta_Kﬁ
Ka_TB
ve
Ta=Bﬁ
a:Tﬁ

esitleri yazilip yeniden diizenlenir. Buradan

Wa = KBBB + T.BTB

denklemindeki terimlerin yerleri degistirildiginde

Wa = TBTB + K.BBB

elde edilir. Gosterilmek istenen esitlik saglanir ve

olarak elde edilir.
Sonu¢ 3.2 a yay uzunlugu parametresi s olan bir genel helis ise a’nin adjoint egrisi olan

B bir genel helistir (Nurkan ve ark., 2018).



16

Ispat: « bir genel helis olsun. O halde ’:—“ bir sabittir. § adjoint egrisi i¢in (3.6) denklemi

kullanilirsa;
— Ko = T = sabit
KB “B —a

Tﬁ Kq

elde edilir. Boylece £ genel helis olur.
Teorem 3.3 o adjoint egrisi ff olan bir egri olsun. o ve f Bertrand egrileri ve involute-
evolute egri ¢iftidir (Nurkan ve ark., 2018).

Ispat: Nz = —Ng, a ve B lineer bagimli normal vektorlerine kargilik gelir.
Ay +ut, =1

denkleminde A ve u sabit (Kiihnel, 2006). Son denklemi ve (3.5) denklemi kullanilarak;

KB =Ty
Tﬁzka
ATB +‘LIKB =1

elde edilir. Boylece @ ve [ Bertrand egrileri olur. f egrisinin tanjant vektoriinii (3.4)

denkleminden

ve {T,,Ng,B,} Frenet vektorlerinden;

< T, B, >=0
<T,Tz>=0

involute-evolute egrilerinin tanimindan ve son denklemden yararlanarak ispat

tamamlanir.
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Teorem 3.4 a bir egik helis ise adjoint egrisi olan f egrisi de bir egik helistir (Nurkan
ve ark., 2018).
Ispat: « bir egik helis ise (2.3) denklemi geregi;

K2 Ty

— (K—)' = sabit.
(kG +718)2 ¢

elde edilir. Ayrica

esitlikleri kullanilirsa

2 2
a Ty Kq KB
3 (_)’ = 3 (_ '

(kZ+12)2 “@ (k2 +12)2 B

K

elde edilir. Bu denklemin de tiirevi alinip ¢arpim durumunda tekrar yazilirsa

K2 Tq., Tp KpTp — Tgkg
3G = S .3 12
(kG +75)2 ¢ (15 +K3)2 B

elde edilir. Pay ve paydadaki TE carpanlar1 sadelesir. Dolayisiyla

K Tay, _ K/,>’Tl>’ - Tl,ﬂcﬁ
(& =LF FF

3
k2 +713)2 " (3 +xd)?

olarak elde edilir. Elde edilen sonucun pay1 - parantezine alinip, pay1 ve paydast KE ile

carpilirsa sonug degismez ve

K2 To,,  —(cpTp — TpKp) Kj
5G) = 3 2
(kg +13)z "¢ (tp+x3)z °F




esitligi elde edilir. Bu esitlik diizenlenirse;

olarak elde edilir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.

18
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4. 3-BOYUTLU OKLIiD UZAYINDA ASLI YON EGRILERININ MANYETIK
ALAN DENKLEMLERI

Bu béliimde 3-boyutlu Oklid uzayinda; iliskili egrilerin bir tiirii olan asli yén
egrilerinin manyetik alanlarin1 ele alacagiz. Ozel olarak asli yon egrisinin Frenet
elemanlariyla belirlenen T-manyetik, N-manyetik ve B-manyetik egrilerinin manyetik

alan denklemlerini inceleyecegiz. (2.19) denlemi kullanilarak

0 1 0
T _ K 0 T T
NI|= VK2 + 12 Vk?+ 1?2 [[N
— T K
B - 0 — — B
VK?Z + 12 VK?Z + 12

elde edilir. Burada

K

VKZ + 12

T

VK?Z + 12

a =

kisaltmalar1 kullanilarak yukaridaki esitlikte yerine yazilirsa

olarak hesaplanir (Choi ve Kim, 2012).
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4.1 3-Boyutlu Oklid Uzayinda T-Manyetik Alan Denklemleri

@ iliskili egrisi, 3-boyutlu Oklid uzayinda
H(T)=BXT

esitligini saglarsa @ ya T-manyetik egri denir.
Lemma 4.1.1 @, Frenet-Serret catisinda 3-boyutlu Oklid uzayinda birim hizli T-

manyetik egri ve B manyetik alan olarak verilsin. Buna gore

H(T)=BXT=T'=N =—«T+1B 4.1)

Frenet Lorentz kuvvet denklemini karsilar.

Onerme 4.1.1 @, Frenet-Serret ¢atisinda 3-boyutlu Oklid uzaymda birim hizli T-

manyetik egri ve B manyetik alan olarak verilsin. Frenet c¢ercevesinin ilkeleri

{T, N,B, k%, 1, ?} olsun. Buradan, B manyetik alaninin ¢p Lorentz kuvvetleri

¢(T) = kN

¢(N) = =T + y,B
¢(§) = _)(1ﬁ

ya da

¢(T) = —«T + B

¢(N)—){1\/7T VK2 + T2 N+)(1\/7B
$(B) = 11 —— -

Y1 —B
VK 1\/K2+‘L’2

olarak elde edilir. Burada y; = ¢(N)-B , @ egrisi boyunca diferansiyellenebilir bir

fonksiyondur.
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ispat: @, Frenet-Serret ¢atisinda 3-boyutlu Oklid uzayinda birim hizli T-manyetik egri
olarak verilsin. Bu durumda Frenet ¢ergevesinin ilkeleri {T, N,B, k%, 1, ?} olsun. Frenet

Lorentz kuvvet denklemine gore
H(T)=BXT=T'=N =—«xT+1B
esitlikleri elde edilir. O halde

$(N) = a; T + a,N + azB

secelim. Burada anti-simetrik 6zelligi, Lorentz kuvveti ve bilinen uzayda tanimlanan

metrik dikkate alinarak yapilan hesaplamalar sonucunda

a, = 7K, a; =0, as = X1

elde edilir. Bu esitlikler yukaridaki denklemde yerine yazilirsa
¢(N) = —xT + y,B

ya da

d)(ﬁ) =X1;T—\/K2 + 72N +

K
—B
VK2 + 12 VK2 + 12

elde edilir ve benzer yollar1 izleyerek
¢(§) = alT + azﬁ + a3§

secelim. Burada anti-simetrik 6zelligi, Lorentz kuvveti ve bilinen uzayda tanimlanan

metrik dikkate alinarak yapilan hesaplamalar sonucunda

a; =0, Az = —Xv az =0
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elde edilir. Bu esitlikler yukaridaki denklemde yerine yazilirsa

#(B) = —x:N
ya da
_ K T
B)=y,——T—-y,———B
PB) =t =2 T

elde edilir.

Teorem 4.1.1 @ Frenet-Serret catisinda 3-boyutlu Oklid uzaymnda birim hizli T-

manyetik egri olarak verilsin. Manyetik alan denklemi,
B=y,T+kB

ya da

B=1T+ y;N+ kB

olarak elde edilir.

ispat: B = a,T + a,N + a;B fonksiyonu a;, i = 1,2,3 i¢in bazi fonksiyonlar elde

edilir. Frenet manyetik egri tanimina gore

IBXT: _a2§+a3ﬁ

= —kT + 7B

= —a,bT — a,aB — a;aT + a3 bB

= (—ayb —aza)T + (—a,a + azb)B
esitliginden

a2=0 , a3=E

olarak hesaplanir. Vektor iiriintinlin temel 6zelliklerini kullanarak
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Hp(T)=BxT=T'=N =—«T+1B

esitligini verir. Lorentz kuvveti tanimina gore ¢(B) = B X B = 0 oldugunu biliyoruz.

Boylece

¢(B) = a,¢(T) + kp(B)

= —ayKT + a; 7B + k(=1 (—aT + bB)) = 0
= T(—a;x + ay;k) + B(ay T — x1bk)

elde edilir. Buradan

a1 =X

bulunur. Manyetik alan

ya da

B=1T+ y;N+ «B

olarak elde edilir.
4.2 3-Boyutlu Oklid Uzayinda N-Manyetik Alan Denklemleri
@ iliskili egrisi, 3-boyutlu Oklid uzayinda

¢(N) =B xN

esitligini saglarsa @ ya N-manyetik egri denir.
Lemma 4.2.1 @, Frenet-Serret catisinda 3-boyutlu Oklid uzaymnda birim hizli N-

manyetik egri ve B manyetik alan olarak verilsin. Bu durumda
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dN) = — (LT 3)T \/K2+T2N+( _KK;)

(k? +12)2 (k? +12)2

Frenet Lorentz kuvvet denklemini karsilar.

Onerme 4.2.1 @, Frenet-Serret ¢atisinda 3-boyutlu Oklid uzaymda birim hizli T-

manyetik egri ve B manyetik alan olarak verilsin. Frenet c¢ercevesinin ilkeleri

{T, N,B, k%, 1, ?} olsun. Buradan, B manyetik alaninin ¢p Lorentz kuvvetleri

¢(T) = kN + y,B
$(N) = —xT + 7B

¢(§) = _)(2T — 7N

ya da

_ T
B(T) =~ + 22 =) + (2 g + DB
— k1t — k't 27" —kKk't
¢(N) = —(—3)T JVEK? + 12N + ( 3 )B
(k? + 12)2 (k% + 12)2
— Kk’ —kK't ktt' — Kk't?
$p(B)=—F5T-;N——=5B
(k? +12)2 (k%2 +12)2

olarak elde edilir. Burada y, = ¢(T)-B , @ egrisi boyunca diferansiyellenebilir bir

fonksiyondur.
ispat: @, Frenet-Serret gatisinda 3-boyutlu Oklid uzayinda birim hizli N-manyetik egri
olarak verilsin. Bu durumda Frenet ¢ercevesinin ilkeleri {T, N,B, K, K, 1T, ?} olsun. Frenet

Lorentz kuvvet denklemine gore

p(N)=BxN=N

= (—aT + bB) = —a'T + (—ax — bt)N + b'B
kTt — K'T? 27" —kKk't

AR N e

(k% + 12)2 (k% + 12)2
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elde edilir. O halde
¢(T) = alT + azﬁ + a3§

secelim. Burada anti-simetrik 6zelligi, Lorentz kuvveti ve bilinen uzayda tanimlanan

metrik dikkate alinarak yapilan hesaplamalar sonucunda

a; = —0, a, =K, as = X,

elde edilir. Bu esitlikler yukaridaki denklemde yerine yazilirsa
(T) = 7N + B

ya da

¢(T) = —(xk + x2 )T + (X2

T
y & +1)B
VK2 + 12

K
N
elde edilir ve benzer yollar izlenerek
¢(§) = alT + azﬁ + a3§

secelim. Burada anti-simetrik 6zelligi, Lorentz kuvveti ve bilinen uzayda tanimlanan

metrik dikkate alinarak yapilan hesaplamalar sonucunda

ar = —X2 A, = -1, a; =0

elde edilir. Bu esitlikler yukaridaki denklemde yerine yazilirsa
$(B) = —x,T—7N

ya da
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— KT —kK'T kTt — K'T?
d)(B) = 7T —x:N— 3
(k? +12)2 (k? +12)2

elde edilir.

Teorem 4.2.1 @, Frenet-Serret ¢atisinda 3-boyutlu Oklid uzaynda birim hizli N-

manyetik egri olarak verilsin. Manyetik alan denklemi,
=TT — x,N + kB

ya da

kTt — k't T

N+ (k—x,

+ T+ ——— —_
) K% + 77 Kk? + 12

K
—_— B
VK2 + 72 )

olarak elde edilir.
ispat: B = a, T + a,N + a;B fonksiyonu a;, i = 1,2,3 i¢in bazi fonksiyonlar elde

edilir. Frenet manyetik egri tanimina gore

X ﬁ = a1§ _— a3T
=—a'T+ (—ak —bt)N+b'B
= (a;b)T + (—a3)N + (a,a)B

esitliginden
a, = ? ) as = E
olarak hesaplanir. Vektor tirliniiniin temel 6zelliklerini kullanarak

p(N)=BxN=N
= (—aT + bB)’
=—a'T+ (—ak —bt)N+b'B

kTt — Kk'T? k*t' — kK't
= —(——)T—/Kk? + N+ (————)B
(k? + 12)2 (k? +12)2
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esitligini verir. Lorentz kuvveti tanimina gore ¢(B) = B X B = 0 oldugunu biliyoruz.

Boylece

P (B) = T (T) + a,p(N) + K (B)

=TkN + Ty,B + a,(—a'T — kN + b'B) + k(—x,T —7N) = 0
=T(Tx,b —aa') + N(—a,k — y2k) + B(Ty,a +a,b’) =0
elde edilir. Buradan

a, = —Xx2

bulunur. Manyetik alan

B =7T — x,N + kB

yada
B = L T+ KT N+ i B
D = (XZ ,—K,'Z T2 T) 24 72 (K X2 ,—K,'Z n TZ)

olarak elde edilir.

4.3 3-Boyutlu Oklid Uzayinda B-Manyetik Alan Denklemleri

a iliskili egrisi, 3-boyutlu Oklid uzayinda
$(B) =B x B

esitligini saglarsa @ ya B-manyetik egri denir.
Lemma 4.3.1 @, Frenet-Serret catisinda 3-boyutlu Oklid uzayinda birim hizli B-

manyetik egri ve B manyetik alan olarak verilsin. Bu durumda

— k*t" —kK't kTt — Kk't?
$(B) = T B
(k? + 12)2 (k? + 12)2




28

Frenet Lorentz kuvvet denklemini karsilar.

Onerme 4.3.1 @, Frenet-Serret catisinda 3-boyutlu Oklid uzaymnda birim hizh T-

manyetik egri ve B manyetik alan olarak verilsin. Frenet cercevesinin ilkeleri

{T, N,B, k%, 1, ?} olsun. Buradan, B manyetik alaninin ¢p Lorentz kuvvetleri

¢(T) = xN
$(N) = —xT + 7B
$(B) = TN
ya da
b K T
¢(T)=—x3——=T+ x3———=B
VK?Z + 12 VK2 + 12
— k1t —K'T? K2t — kK'T
¢(N)=—=T— s N+ ————=
(k? +12)2 (k% + 12)2
— k*t' —kK't ktt' — Kk't?
$(B) = T B
(k? + 12)2 (k? + 12)2

olarak elde edilir. Burada y; = ¢(T)-N , @ egrisi boyunca diferansiyellenebilir bir

fonksiyondur.
ispat: @, Frenet-Serret gatisinda 3-boyutlu Oklid uzayinda birim hizli B-manyetik egri
olarak verilsin. Bu durumda Frenet ¢ercevesinin ilkeleri {T, N,B, K, K, 1T, ?} olsun. Frenet

Lorentz kOuvvet denklemine gore

¢(B)=BxB=8B
= (bT+aB) =b'T+ (bk —ar)N+a'B

T
=b'T+a'B= %(KT — 7B)
B K’t' —kK't ktt' — Kk't?
- 3 3
(k? +12)2 (k? +12)2

denklemini karsiladigini biliyoruz. O halde
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¢(T) - alT + azﬁ + a3§

secelim. Burada anti-simetrik 6zelligi, Lorentz kuvveti ve bilinen uzayda tanimlanan

metrik dikkate alinarak yapilan hesaplamalar sonucunda

a, =0, a, = xs, a; =0

elde edilir. Bu esitlikler yukaridaki denklemde yerine yazilirsa
¢(T) = 13N

ya da

_ K T
T)=—x3———=T+ y3———=B

o0 =t o e e

elde edilir ve benzer yollar izlenerek

¢(ﬁ) = alT + azﬁ + a3§

secelim. Burada anti-simetrik 6zelligi, Lorentz kuvveti ve bilinen uzayda tanimlanan

metrik dikkate alinarak yapilan hesaplamalar sonucunda
a, = —X3 a, =0, az =T

elde edilir. Bu esitlikler yukaridaki denklemde yerine yazilirsa

— —  _— kv —K'T? K’t — kK'T
d(N) = —x,T+TB=— T — N+ ——
(k% +12)2 (k? + 12)2

elde edilir.

Teorem 4.3.1 @, Frenet-Serret ¢atisinda 3-boyutlu Oklid uzayinda birim hizli B-

manyetik egri olarak verilsin. Manyetik alan denklemi,
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ya da

T kTt — k't

K
B = T+ N+y.———B
XS\/KZ + 72 K2 + 12 X3\/K2 + 12

olarak elde edilir.
ispat: B = a,T + a,N + a;B fonksiyonu a;, i = 1,2,3 i¢in bazi fonksiyonlar elde

edilir. Frenet manyetik egri tanimina gore

]BX§= —alﬁ‘l'azT: b,T+a,B
= —a,(—aT + bB) + a;N = T(a,a) + B(—a,b)

esitliginden

olarak hesaplanir. Vektor iiriintiniin temel 6zelliklerini kullanarak

¢(B)=BxB=8B
= (bT+aB)' =b'T + (bx —ar)N+a'B

Il =1

=b'T+a'B= = (kT — tB)
K?t' — kK't kTt — K'T?
— ~T— _B
(k? + 12)2 (k% + 12)2

esitligini verir. Lorentz kuvveti tanimina gore ¢(B) = B X B = 0 oldugunu biliyoruz.

Boylece

$(B) =Tp(T) + azp(B) = 0

— T
=Ty3N + a3(§ (kT — 7B))



= Tys(—aT + bB) + a; (% (kT — 7B))
elde edilir. Buradan

az = X3

bulunur. Manyetik alan

B =7T + y3B

ya da

T kt' — k't

K
B = T+ N+ y3———B
X3VK2 + 72 K2 + 12 X3\/K2 + 72

olarak elde edilir.
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5. SONUCLAR ve ONERILER

5.1 Sonuclar

Bu c¢alismada ilk olarak adjoint egriler tanimlandiktan sonra Frenet-Serret
catisini olusturan elemanlarin 3-boyutlu Oklid uzayinda birbiri cinsinden karsiliklar1 ve
incelenen egrinin adjointi olan egrinin egrilik ve burulmalari elde edildi. Temel tanim
ve teoremler kullanilarak yapilan ispatlarin ardindan bu egriler arasindaki iligkiler ve
esitlikler tespit edildi.

Sonraki boliimde asli yon egrilerinin temel tanim ve teoremlerine yer verildikten
sonra bu egrilerin Frenet-Serret c¢atisindaki karsiliklarina, egrilik ve burulma
degerlerinin karsiliklarina ve birbiri cinsinden ifadelerine yer verildi.

Bu islemlerin her biri T-manyetik, N-manyetik ve B-manyetik egriler i¢in
yapildi.

Bu egrilerin manyetik alan denklemleri Lorentz kuvveti yardimiyla asli yon

egriligi ve Frenet-Serret ¢atis1 elemanlari cinsinden farkl sekilde ifade edildi.
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