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OZET

YUKSEK LISANS TEZI

GECIKMELI RIEMANN-LIOUVILLE KESIRLI SINGULER DENKLEM
SISTEMLERININ KARARLILIGI

Meltem KAYA

Mus Alparslan Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal

Damsman: Dog¢. Dr. Erdal KORKMAZ

Bu tez ¢aligmasi beg boliimden olugur. Girig boliimiinden sonra gelen ikinci boliimde literatiirdeki
kesirli mertebeden diferansiyel denklemler ile ilgili calismalar 6zetlenir. Ugiincii boliimde konuyla iliskili
temel tanim ve teoremler verilerek kullanilan metod hakkinda bilgi verilir. Tezin orijinal sonuglarini i¢ceren
dordiincii boliimde ise agik bir problem olarak devam etmekte olan belli singiiler kesirli notr diferansi-
yel denklemler ele alinir. Riemann-Liouvilli kesirli tiirev ve integralin birlesme 6zelliginden faydalanilarak
Lyapunov fonksiyonun tiirevi hesaplanir. Lineer matris esitsizligi yardimiyla Lyapunov metodu kullanilarak
¢oziimlerin asimptotik kararlilig1 igin yeter sartlar elde edilir. Son boliimde elde edilen sonuglar tartigilir ve

okuyucuya konu ile ilgili yeni problemler onerilir.
2022, 36 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Gecikmeli Denklemler, Kesirli Mertebeden Denklemler, Lyapunov Metodu,

Riemann-Liouville, Singiiler N6tr Denklemler
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ABSTRACT

MS THESIS

STABILITY OF RIEMANN-LIOUVILLE FRACTIONAL SINGULAR SYSTEM
WITH MULTIPLE TIME-VARYING DELAYS

Meltem KAYA

Mus Alparslan University
Natural and Applied Science
Department of Mathematics

Advisor: Assoc. Prof. Erdal KORKMAZ

This thesis consists of five parts. In the second chapter, which comes after the introduction, studies
on fractional differential equations in literature are summarized. In the third part, basic definitions and the-
orems related to the subject are given and information about the method used is given. In the fourth chapter,
which contains the original results of the thesis, certain singular fractional neutral differential equations,
which continue as an open problem, are discussed. The derivative of the Lyapunov function is calculated by
using the union property of the Riemann-Liouvilli fractional derivative and integral. By using the Lyapunov
method with the help of linear matrix inequality, sufficient conditions for the asymptotic stability of the
solutions are obtained. In the last section, the results are discussed and new problems are proposed to the

reader.
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Keywords: Delayed Equations, Fractional Order Equations, Lyapunov Method, Riemann-Liouville,
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SIMGELER ve KISALTMALAR

Simgeler

R" : n-boyutlu oklit uzayi

R™ : nxn tipinde matrislerin kiimesi
det(.) : Determinant

diag(.,.,.) : Diyagonal matris

inf(.) : Infimum

V() : Liapunov fonksiyon

IRl : Norm

I'(.) : Gamma Fonksiyonu

Q : R de orijini i¢eren agik bir kiime
X : Toplam sembolii

Xl : X’1n transpozu

wD? : Riemann tiirevi

RLpf : Riemann tiirevi

wD; : Riemann integrali

gD? : Caputo tiirevi

Kisaltmalar

LMI : Linear Matrix Inequality (Lineer Matris Esitsizligi)
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1. GIRIS

Ug yiiz y1ldan fazla bir gecmise sahip kesirli kalkiiliisiin, miihendislik, fizik, kont-
rol sistemleri, difiizyon, salgin model, sinir aglari, biyolojik modeller, kuantum mekanigi,
finansal sistemler gibi cesitli alanlarda bir¢ok olgunun modellenmesinde kullanilan deger-
li bir ara¢ oldugu kanitlanmistir (Hale, 1969; Kilbas ve ark., 2006; Podlubny, 1999). Tam-
say1 mertebeden tiirev ve integralin bir genellemesi olan kesirli tiirev ve integralin farkli
arastirmacilar tarafindan tanimlanan Caputo, Riemann-Liouville, Griinwald-Letnikov ve
Hadamard gibi ¢esitli tamimlar1 vardir (Podlubny, 1999). Literatiirii inceledigimizde Ca-
puto ve Riemann-Liouville tiirevlerin digerlerine gore daha cok kullanildig1 goriiliir. Ozel-
likle Caputo tiirevi en ¢ok kullanilanidir. Bunun sebebi Caputo anlamda ifade edilen ke-
sirli mertebeden diferansiyel denklemlerin baslangic sartlar1 tamsay1 mertebeden tiirevler
ile verilir. Bu da fiziksel kosullarin daha anlagilir ve kolay oldugu anlamina gelir. Diger
taraftan Riemann-Liouville tiirevin Caputo tiireve gore avantaji, tiireve gore birlesme
ozelliginin var olmas1 ve q mertebeden kesirli tiirevin siirekli bir operator olmasidir (Pod-
lubny, 1999). Ozellikle son 20 y1lda kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin ¢oziimle-
rinin kararlihi§1 (diizgiin, asimptotik, tistel kararlilik gibi) ve simnirhilig1 gibi davranislar
tizerine aragtirmacilar tarafindan bir¢ok calisma yapilmistir. Coziimlerin davraniglar in-
celenirken c¢esitli metodlar kullanilmistir. Bu metotlardan en etkili olan1 Lyapunov me-
todudur. Lyapunov metodu, bir diferansiyel denklemi ¢6zmeksizin uygun bir Lyapunov
fonksiyoneli yardimi ile ¢oziimlerin nitel davraniglarinin incelenmesini saglayan etkili
bir metottur. Bu metodun zorlugu Lyapunov fonksiyonelinin se¢ilmesindedir. Ciinkii bu
fonksiyonelin secilmesinde herhangi bir yontem ya da formiil yoktur, tamamen hissi ola-
rak tahmin edilip denenerek elde edilir. Kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin
nitel davraniglar1 incelenirken Lyapunov fonksiyonelinin tiirevi iki sekilde hesaplanabi-
lir: Kesirli olarak ya da birinci mertebe olarak. Biz burada Riemann-Liouville tiirevin
birlesme 6zelliginin avantajini kullanarak birinci mertebeden tiirevi hesaplayarak arzu

edilen sonuglar elde ettik.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Bu boliimde kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerinin davranisla-
r1 iizerine yapilan literatiirdeki bazi1 ¢alismalarin 6zetleri sunulur. Bilindigi iizere kesirli
tiirev ilk olarak 1695 yilinda Marquis de L”Hopital’in Gottfried Wilhelm Leibniz’e gonder-
digi mektupta sordugu ”(d"y)/(dx™) tiirev operatoriinde n kesirli bir say1 olursa bu nasil
bir anlam ifade eder ” sorusu ortaya atildig1 giinden bugiine arastirmacilarin ilgi odagi
olmustur. Kesirli tiirev lizerine yazilan ve literatiirdeki caligmalarin ilham kaynagi olan
Hale (1969, 1977); Kilbas ve ark. (2006); Podlubny (1999) kitaplar1 yazilmistir. Ozel-
likle son 20 yilda kesirli tiirev iizerine yapilan caligsmalar artarak devam etmektedir. Bu
caligmalardan bazilarinin 6zeti asagida verilmistir.

Heymans ve Podlubny (2006)’da Riemann-Liouville kesirli tiirevleri cinsinden
ifade edilen baslangi¢ kosullarina fiziksel anlam yiiklemenin miimkiin oldugunu visko-
elastisite alanindaki bir dizi ornek iizerinden gosterirler. Bu tiir baglangi¢c kosullar i¢in
uygun Ol¢iimler veya gozlemler ile baglangi¢ degerleri elde etmenin de miimkiin oldugunu
gosterirler.

Deng ve ark. (2007)’de zaman gecikmeli n-boyutlu kesirli lineer diferansiyel denk-
lem sisteminin kararliligini ele alirlar. Laplace doniigiimiinii kullanarak ¢oklu zaman ge-
cikmeli bu sistem i¢in karakteristik bir denklem olustururlar. Eger karakteristik denklemin
tiim koklerinin negatif kisimlar1 varsa, o zaman ilgili kesirli mertebeden lineer sistemin
denge noktasinin Lyapunov global asimptotik kararli oldugunu gosterirler.

Tan (2008)’de

x(r) = Ax(r) + f Bix(t —7;(t)) + Fo(x(t)) + f Fix(t — 7i(1))

i=1 i=1

seklindeki siirsiz gecikmeli nonlineer fonksiyonel diferansiyel denklem sistemleri icin
baz1 asimptotik kararlilik kriterleri elde ederler. Kriterleri, hesaplama agisindan esnek ve
verimli olan matris denklemleri veya matris esitsizlikleri olarak tanimlarlar.

Lu ve Chen (2009)’da




seklindeki kesirli mertebeden aralikli sistemlerin kararliligi i¢in gerekli ve yeterli kosullar
elde ederler. Sonuglar1 LMI cinsinden verirler.

Li ve ark. (2010)’da Mittag Leffler kararlilik ve genellestirilmis Mittag Leffler
kararlilik kavramlarini tanitirlar. Lyapunov’un ikinci metodunu kullanarak kesirli merte-
beden nonlineer dinamik sistemlerin kararliligini incelerler.

Qian ve ark. (2010a)’da

RLDSCJX(Z) = Ax(t)
RLD&,x(t) = Ax(t) + B(t)x(t)

RLD(O)?[X,'(Z‘) =aj1x (l‘ — Til) +ai2x2(t — Tiz) +... —|—a,-nxn(t — Tin), 1<i<n

seklindeki sirastyla Riemann-Liouville tiirevli kesirli lineer, pertiirbe ve gecikmeli dife-
ransiyel sistemler i¢in kararlilik teoremleri olustururlar.

Qian ve ark. (2010b)’de

2(1) = —=C(0)b(z(r)) +A(1)8(2(2)) + B(1)g(2(t — 7(2))) + D(7) /tip(t)g(Z(S))dSHo

seklindeki hem aralikli zamanla de8isen gecikme hem de zamanla degisen dagitilmig
(distributed) gecikme ile genellestirilmis sinir aglarindaki robust kararlili1 ele alirlar. Za-
man gecikmesini boliimlere ayirarak, genisletilmis (augmented) bir Lyapunov-Krasovskii
fonksiyoneli secerek, serbest agirlikli (free-weighting) matris yontemi ve digbiikey kom-
binasyonu kullanarak, ilgili sistemlerin robust kararlilig1 icin yeterlilik kosullarini elde
ederler. Bu kararlilik kriterlerini LMI’lar cinsinden ifade ederler.

Liu ve ark. (2012)’de Caputo ve Riemann-Liouville tiirevleri altinda
DI (Ex(1) — Ax(t = r)) = f(t,%)

seklindeki nonlineer kesirli notr singiiler sistemlerin Mittag-Leffler kararliligini ele alirlar.
Lyapunov’un ikinci yontemini bu tiir sistemlere genisleterek birkag yeterlilik kosulu elde
ederler. Bulunan teorik sonuclarin genel kesirli gecikmeli, notr ve singiiler sistemlere de

uygulanabilecegini belirtirler.



Aguila-Camacho ve ark. (2014)’te Caputo kesirli tiirevleri icin

1
S DI () < x(0)Dix(z), g € (0,1)

seklinde oldugunu gosteren yeni bir lemmayi ele alirlar. Bu lemmanin nonlineer ve degi-
sen zamanli bir¢cok kesirli mertebeden sistemin kararliligint gostermek i¢in Lyapunov’un
ikinci metodunun kesirli mertebeye genisletilmis haline uygulamada kullanigh oldugunu
kanitlarlar.

Chen ve ark. (2014)’te

d%x(t)
dt®

= f(x(1)) = Ax(2) + h(x(z))

seklindeki Caputo tiirevli kesirli mertebeden nonlineer sistemler sinifinin asimptotik ka-
rarhiliim ele alirlar. Mittag-Leffler fonksiyonu, Laplace doniisiimii ve genellestirilmis
Gronwall esitsizligini kullanarak bahsi gecen sistemin yerel asimptotik kararlilig1 ve ka-
rarlilig1 i¢in yeni bir yeterlilik sart1 elde ederler. Daha sonra bdyle bir sistemin global
asimptotik kararlili1 ve kararliligi i¢in bir yeterlilik sart1 bulurlar.

Zhou ve ark. (2014)’te
Dgx(t) = f(x)

seklinde gosterdikleri nonlineer bir kesirli diferansiyel sistem smifi i¢in Lyapunov’un
ikinci metodunu kullanarak yeni bir kararlilik kriteri elde ederler. Literatiirdeki kararlilik
kriterleri ile karsilagtirildiginda buradaki kriterin basit ve uygulamaya uygun oldugunu
belirtirler.

Li ve ark. (2015)’te

dOC

ﬁ(x(t) —Cx(t— 1)) = Ax(t) + Bx(t — 1)

seklindeki sistemi zaman gecikmeli dogrusal ve aralikli dogrusal kesirli mertebeden notr
sistemler olarak ele alarak asimptotik kararliligin gercek baslangi¢c kosullar ile inceler-
ler. Tamsayili sistem ile kesirli sistemlerin karakteristik denklemleri arasindaki iligkiyi

kullanarak kararlilik i¢in bazi kisa yeterlilik sartlar1 elde ederler.



Liu ve ark. (2015)’te

EXi(t) = Axi(t) + f(xi(2),1) + ¢ %’1 bijTxj(t)+c2 ﬁ"ll;ijij(t —1;(1))
j= Jj=
seklindeki hem gecikmesiz esleme hem de sinirsiz zaman gecikmeli esleme ile singiiler
dinamik aglar ele alirlar. Lyapunov-Krasovskii fonksiyonel yontemine ve matris analiz
teknigine dayal1 olarak yeterli bir senkronizasyon kosulu elde ederler.

Duarte-Mermoud ve ark. (2015)’te Caputo kesirli tiirevleriyle ilgili iki yeni lemma
sunarlar: Genel kuadratik formlar ve bir dikdortgen matris ile transpozunun ¢arpiminin
izinin oldugu durum i¢in. Bu lemmalardan biri kesirli mertebeden sistemlerin kararliligini
analiz etmek i¢in Lyapunov fonksiyonun i¢indeki bir matrisin izinin kullanilmasina izin
verir. Diger lemma ise Lyapunov’un ikinci metodunun kesirli mertebeye genisletilmis ha-
lini uygulamak icin genel kuadratik Lyapunov fonksiyonlarinin kullanilmasina izin verir.
Ayrica kesirli dereceli sistemler i¢in Lyapunov diizgiin kararliligi kanitlamak icin bir te-
orem sunarlar.

Liu ve ark. (2016a)’da
o Dix(t) = Ax(t) + f(2,x(t))

kesirli nonlineer sistemlerini ele alirlar. S-prosediir ve analitik teknikler kullanarak Mittag-
Leffler’in cesitli cebirsel kriterlerini ve asimptotik kararliliklarin1 belirlerler.

Liu ve ark. (2016b)’de

WD x(t) = Ax(t) + £ (2,x(t)) (2.1)

o Dix(t) = Ax(1) 4+ Bx(t — ©(t)) + Fi (x(1)) + F2 (x(t — ©(1))) (2.2)

Riemann-Liouville kesirli-tiirevli nonlineer diferansiyel sistemlerin kararliligini ele alirlar.
Riemann-Liouville kesirli tiirevi lizerinde iki yeni esitsizlik elde ederler. Bu esitsizlikler
kararliligin arastirilmasinda 6nemli rol oynarlar. Ayrica Lyapunov’un ikinci metodunu
uygulayarak, gecikmesiz (2.1) ve gecikmeli (2.2) nonlineer kesirli sistemlerin asimptotik
kararlilig1 i¢in yeterlilik sartlarini elde ederler. Kullandiklar1 yontem sayesinde Lyapunov

fonksiyonunun tamsay1 dereceli tiirevleri dogrudan hesaplanabilir.



Liu ve ark. (2016c¢)’de
Ef Dix(1) = Ax(1) + f(1,x(1))

seklindeki kesirli nonlineer tekil sistemlerin kararlilig1 ve bunun karmagsik dinamik aglarin
senkronizasyonundaki uygulamalarim arastirirlar. Kesirli Lyapunov direkt yontemi (Lya-
punov’un ikinci metodu) ve S-prosediir lemmasini uygulayarak kararlilikla ilgili birkag
yeterlilik sart1 elde ederler. Ayrica kesirli tekil dinamik ag sinifinin global senkronizas-
yonu i¢in LMI olarak basit bir kosul elde ederler.

Chen ve ark. (2016)’da

D%x;(t) = —cixi(t) + iaijfj(xj'(t)) + ibijgj(xj'(t — 7))+
j=i j=i

xi(t) = ¢i(t), te€[-7,0]

seklindeki kesirli mertebeli gecikmeli sinir aglarinin bir sinifinin sonlu zaman kararhlikla-
rin1 ele alirlar. Esitsizlik teknigini kullanarak, bu tiir kesirli mertebeden sinir aglariin
sonlu bir zaman araliinda kararhiligini1 saglayan gecikmeye bagl iki yeni yeterlilik sarti

elde ederler.

Yang ve ark. (2017)’de

Dgu(t) = Au(t) +g(t,u(t)), 1 # t,

Au(ty) = u(t)) —u(ty) = h(un)), t=n, keZ;

seklindeki impulslu kesirli mertebeden nonlineer sistemlerin Lyapunov kararlilik analizini
ele alirlar. Bu sistemin Mittag-Leffler kararlilif1 i¢in yeterli sartlar1 elde ederler.

Liu ve ark. (2017a)’da
1wDix(t) =Ax(t) + Bx(t — t) + C;,Dix(t — 1)

seklindeki Riemann-Liouville kesirli nétr sistemlerin asimptotik kararliligin1 dogrudan
Lyapunov yontemini uygulayarak arastirirlar. Asimptotik kararlilik icin LMI olarak ko-
layca ¢oziilebilen yeni yeterli kosullar sunarlar. Kullandiklar1 yontemin avantaji, Lyapu-

nov fonksiyonlarinin tamsay1 dereceli tiirevlerinin dogrudan hesaplanabilmesidir.



Liu ve ark. (2017b)’de

EDix(t) = Ax(t) + f Bix(t — 7;(1))
i=1
seklindeki zamanla degisen coklu gecikmelere sahip Riemann-Liouville kesirli singiiler
sistemleri i¢in iki asimptotik kararlilik kriteri bulurlar. Kriterleri, hesaplama agisindan es-
nek ve verimli olan matris denklemleri veya matris esitsizlikleri olarak tanimlarlar. Kul-
landiklar1 yontemin avantaji ise Lyapunov fonksiyonlarinin tamsay1 dereceli tiirevlerinin
dogrudan hesaplanabilmesidir.

Zhang ve ark. (2018)’de
FLDO () = —Ax(t) + Bofi (x(0)) + Bafalx(t — 1))+ Bs [ f3(x(s))ds, 120

seklindeki ayrik (discrete) ve dagitilmis (distributed) gecikmeli Riemann-Liouville kesirli
dereceli sinir aglarinin asimptotik kararliligini arastirirlar. Uygun bir Lyapunov fonksiyo-
neli olusturarak calistiklari sinir aginin asimptotik olarak kararli olmasim saglamak i¢in
iki yeterli kosul elde edip bu kararlilik kriterlerini LMI olarak ifade ederler. Bu yonte-
min avantaji, Lyapunov fonksiyonelinin kesirli dereceli tiirevinin hesaplanmasina gerek
kalmamasidir.

Korkmaz ve Ozdemir (2019)’da

X' +oDf'x(t) = f(x(t)), >0

X'(1)+g(¥ (1)) +oDX (1) = f(x(r)), =0

seklindeki tamsay1 ve kesirli mertebe iceren nonlineer otonom diferansiyel denklem sis-
temlerinin kararliligini arastirirlar. Lyapunov’un ikinci metodunu kullanarak nonlineer
otonom kesirli sistemlerin asimptotik kararlilig1 i¢in baz1 yeterlilik sartlari elde ederler.

Altun ve Tung (2020)’de

wDix(t) = Aox(t) + Go(x(2)) + iAix(t —h;i(t)) + ; Gi(x(t —h(1)))

seklindeki coklu degisken gecikmeli nonlineer kesirli mertebeden bir diferansiyel sistemi

ele alirlar. Uygun bir Lyapunov fonksiyoneli bularak bu sistemin sifir ¢coziimiiniin asimp-



totik kararlilig1 i¢in yeterlilik kosullarini elde ederler.
Bu tez calismasinda yukaridaki ¢alismalardan ve 6zellikle Liu ve ark. (2017a) ve

Liu ve ark. (2017b) caligsmalarindan esinlenerek
E D¥x(t) = Ax(t) + Bx(t — 71 (¢)) + C1,D{x(t — 12(1))
ve
ED¥x(t) = Ax(t) + B1x(t — 71 (t)) + Box(t — T2(t)) + C, D{*x (1 — 13(2))

kesirli singiiler diferansiyel denklem sistemlerinin ¢oziimlerinin davraniglar arastirilir.



3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Temel Tanim ve Teoremler

Burada x(#y) = xo baslangig verisi ile birlikte

X' =F(t,x) (3.1)

formundaki adi diferansiyel denklemler ile galisilmaktadir. Asagida (3.1)’in x(¢,79,x0)
¢Ozlimii icin ¢esitli kararlilik kavramlari tanimlanmaktadir. Bundan itibaren kararlilik der-
ken, [tp,o0) aralig1 iizerindeki kararlilik kastedilmektedir.

Tanim 3.1. x(¢), (3.1)’in ¢6ziimii olsun. Eger her € > 0 icin bir 6 = J(€) > 0 vardir ki
(3.1)’in herhangi bir x(z) = x(t,19,%p) ¢Oztimii i¢in ||Xp —xo|| < & iken her ¢t > 1( igin
||%(¢) —x()]| < € oluyorsa (3.1)’in x(¢) ¢6zlimiine kararlidir denir (Ahmad ve Rao, 1999).
Tanimm 3.2. Eger (3.1)’in x(¢) ¢6ztimii kararli ve bir 6 = §(¢&) > 0 vardir ki ||%p —xp|| < &
iken her 7 > 1 i¢in ||xX(¢) —x(¢)|| — 0 oluyorsa (3.1)’in x(¢) ¢oziimiine asimptotik kararlidir
denir (Ahmad ve Rao, 1999).

Tanmm 3.3. Eger (3.1)’in x(¢) ¢6zlimii kararli degilse kararsiz olarak bilinir (Ahmad ve
Rao, 1999).

Tanim 3.1 ve 3.3 1892°de A. M. Liapunov tarafindan onerilmigtir. Bunlar (3.1)
denkleminin sag tarafindaki kiiciik farkliliklar altinda kararlilifin korunmasina izin ver-
medikleri i¢in biraz zayiftirlar. Bu nedenle, siirekli hareket eden pertiirbasyonlar altinda
coziimlerin kararliligini tartismak i¢in asagidaki gii¢lii kavramlara ihtiyacimiz vardir.
Tanmm 3.4. x(z), (3.1)’in ¢oziimii olsun. Eger her € > 0 i¢in bir 6 = d(&) > 0 vardir ki
(3.1)’in herhangi bir X(r) = x(t,79,%y) ¢Oziimii ve t; > fo icin ||X(¢;) — x(¢1)]] < 0 iken
her ¢ > 1 i¢in ||X(¢) — x(t)|| < € oluyorsa (3.1)’in x(¢) ¢Oziimiine diizgiin kararlidir denir
(Ahmad ve Rao, 1999).

Tanim 3.5. Eger (3.1)’in x(¢) ¢ozlimii diizgiin kararli ve bir 8y > 0 vardir ve her bir n > 0
icin bir T = T(n) > 0 vardir ki #; > 1 icin ||X(¢;) —x(#1)|| < & iken her t > #; + T i¢in
||%(t) — x(¢)|| < n oluyorsa (3.1)’in x(¢) ¢oziimiine diizgiin asimptotik kararlidir denir
(Ahmad ve Rao, 1999).
Teorem 3.1. ®(1),

X =A(t)x (3.2)



sisteminin ® (fp) = I sartin1 saglayan bir temel matrisi olsun. O zaman (3.2) sistemi

(i) kararlidir ancak ve ancak her ¢ > 1 i¢in
()| <M

olacak sekilde bir M pozitif sayis1 vardir.

(i1) diizgiin kararlidir ancak ve ancak her 79 < s <t < oo icin
@)D (s)|| <M

olacak sekilde pozitif bir M sayis1 vardir.

(ii1) gili¢lii kararlidir ancak ve ancak her ¢ > 1 i¢in
[e@l <a,  [lo~i@)] <M

olacak sekilde pozitif bir M sayis1 vardir.

(iv) asimptotik kararhdir ancak ve ancak t — oo iken
[P ()] =0

olur.

(v) diizgiin asimptotik kararlidir ancak ve ancak her #yp < s <t < oo i¢in
@)@~ (5)|| < MeaC—)

olacak sekilde pozitif M ve «a sayilar1 vardir (Ahmad ve Rao, 1999).

10

Teorem 3.1°de verilen ifadeler, yukarida verilen tanimlardan ¢cok daha kullanighdir.

Bu kisimdan sonra f € C[R",R"]| olmak iizere

(3.3)
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formundaki otonom diferansiyel denklem sistemi ele alinmaktadir. (3.3) sisteminin ¢oziim-
lerinin varlik ve tekligini saglamak icin f fonksiyonunun yeterince diizgiin oldugunu ka-
bul edelim. f(0) = 0 ve orijinin bir komsulugunda x # 0 i¢in f(x) # 0 olsun ki boylece
(3.3) sistemi x = 0 denilen sifir ¢6ziimiinii saglar ve orijin, (3.3)’ilin izole edilen kritik
noktasi olur.

Q , R"-de orijini igeren bir ac¢ik kiime olsun. Farzedelim ki V(x), Q iizerinde
tanimlanan bir siirekli skaler fonksiyondur (yani xp,x», ..., x, degiskenleri ile reel degerli,
stirekli ve skaler bir fonksiyon). Burada geometrik olarak kolay yorumlanmasi adina 6klit
normu

2 2,2 2
|[x[l; =21 +x3 +- - +x,

kullanilmaktadir. Kolaylik icin, alt simge e kullanilmamaktadir.

Burada gelistirilen teori ||x|| = f |x;| ile tanimlanan bir x € R" vektor fonksiyo-
nunun normu i¢in de es derecede gegerfi?llir.
Tamim 3.6. x € Q olsun. V(0) =0 ve x # 0 icin V(x) > 0 ise V (x) skaler fonksiyonuna Q
kiimesi iizerinde pozitif tanimlidir denir (Ahmad ve Rao, 1999).
Tanmm 3.7. x € Q olsun. Eger V (x) skaler fonksiyonu, sifir degerini aldigi, orijini iceren
belirli noktalar diginda Q boyunca V (x) > 0 oluyorsa V (x) skaler fonksiyonuna Q kiimesi
tizerinde yari pozitif tanimlidir denir (Ahmad ve Rao, 1999).
Tanim 3.8. —V (x) skaler fonksiyonu pozitif tanimli ise V (x) fonksiyonuna negatif tanimli-
dir, =V (x) fonksiyonu yar1 pozitif tanimli ise V (x) fonksiyonuna yar: negatif tanimlidir
denir (Ahmad ve Rao, 1999).
Tanm 3.9. ¢ € C[[0,p),R"], $(0) = 0 ve ¢(r), r'ye gore siki monoton artan ise ¢(r)
fonksiyonuna K sinifina aittir denir (Ahmad ve Rao, 1999).
Tamim 3.10. V(0) =0 ve x € Qi¢in a(||x||) < V(x) olacak sekilde bir a(r) € K fonksiyonu
varsa V fonksiyonuna Q kiimesi iizerinde pozitif tanimlidir denir. —V (x) pozitif taniml
ise V(x) fonksiyonuna negatif tanimlidir denir (Ahmad ve Rao, 1999).

Elverigli olmasindan dolay1 ¢ogunlukla tanim 3.10 kullanilmaktadir.
Tanim 3.11. (Sylvester kriteri) n x n tipinde reel ve simetrik B = (b;;) matrisinin biitiin
ardisik bag minorlerinin determinantinin pozitif olmasidir. Yani, detB; (j = 1,2,...,n)’ler

det B’nin bas minorleri olmak iizere
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biy1 by - by
boi by e bo:

detBj=| - 2 Hlso0, j=12,..n
bji bj bjj

olur (Ahmad ve Rao, 1999).

Tanm 3.12. m x m tipinde reel ve simetrik B = (b;;) matrisi pozitif tanimhdir ancak ve
ancak x” Bx kuadratik formu pozitif tanimlidir (Ahmad ve Rao, 1999).

Tammm 3.13. m x m tipinde reel ve simetrik B = (b;;) matrisi pozitif tanimlidir ancak ve
ancak B matrisi Sylvester kriterini sagliyordur (Ahmad ve Rao, 1999).

Tanim 3.14. m x m tipinde reel ve simetrik B = (b;;) matrisi negatif tanimlidir ancak ve
ancak —B pozitif tammlidir [yani, her j = 1,2,...,n icin (—1)/detB i > 0] (Ahmad
ve Rao, 1999).

Tanim 3.15. Q € R” orijini igeren bir bolge ve V : [0,00) X © — [0, 0) birinci mertebeden
stirekli kismi tiirevlere sahip bir fonksiyon olsun. Eger # > 0 i¢in V' pozitif tanimli ise o

zaman V’ye bir Lyapunov fonksiyon denir (Ahmad ve Rao, 1999).

n
V(x)=x"Bx=Y bjjxix; (3.4)
i=

simetrik B matrisi (yani b;; = bj;) ile birlikte bir kuadratik form olsun.
(3.4)’teki V (x)’in pozitif tammliliini test etmek igin Sylvester kriteri uygulanabi-
lir.

(3.3)’e gore V’nin tiirevi

. P P )
V(x) = gradV (x).f(x) = a—; AL+ 8—:2 )4+ a_:; £) (3.5)

skaler ¢arpimudir. (3.3)’{in herhangi bir ¢oziimii x = x(¢) ise o zaman (3.5) ve zincir ku-

ralindan

avix(t)) v ,

av ,
G g O+ B0+ S0 = RS =VG) G
elde edilir. Burada dogrudan (3.3)’ten % hesaplanabilir.



13

Sp={x€eR":||x|| < p}, Rt =[0,0) ve tp > 0 igin J = [fy, ) olsun. Farz edelim
kit € J igin ||x(¢)|| < p olacak sekilde x(79) = xo baslangi¢c degeri ile birlikte (3.3)’iin
herhangi bir ¢oziimii x(z) = x(z,19,xp) olsun. Ayn1 zamanda (3.3) otonom oldugundan
dolay1 ayrica #y = 0 kabul edilebilir.

Teorem 3.2. Eger S, iizerinde V(x) <0 [yani (3.3)’e gore (3.5) pozitif olmayan tiirev]
olacak sekilde pozitif tanimli skaler bir V(x) fonksiyonu varsa o zaman (3.3)’lin sifir
¢Oziimii kararhidir (Ahmad ve Rao, 1999).

Ispat. V(x) pozitif tanimli oldugundan x € S, igin b(||x||) < V(x) olacak sekilde bir
b € K fonksiyonu vardir. 0 < € < p verilsin. V(x) siirekli ve V(0) = 0 oldugundan do-
lay1 ||xo|| < & iken V(xg) < b(¢€) saglayan bir = §(&) > 0 bulunabilir. Simdi (3.3)’iin
sifir ¢oziimiiniin kararli oldugunu iddia ediyoruz. Bu iddianin dogru olmadigini kabul
edelim. O zaman ||xg|| < 0 iken bazi r =7 > 0 i¢in ||x(7)|| = € saglayan (3.3)’lin bir
x(1) = x(2,0,x0) ¢oziimii vardir. Sp’da V(x) < 0 oldugundan dolay1 V (x(7)) <V (x¢) olur.
Bu yiizden,

b(e) = b(|lx@)]]) <V (x(7)) <V(x0) <b(e)

olur. Bu bir ¢eligkidir. Bu (3.3)’iin sifir ¢oziimiiniin kararli oldugunu gosterir (Ahmad ve
Rao, 1999). U
Teorem 3.3. Eger S,’da V (x) negatif tanimli olacak sekilde pozitif tanimli skaler bir V (x)
fonksiyonu varsa o zaman (3.3)’lin sifir ¢oziimii asimptotik kararlidir (Ahmad ve Rao,
1999).
Tamim 3.16. Bir diferansiyel denklemde bilinmeyen fonksiyonun en yiliksek mertebeden
tiirevi sadece ¢ gibi bir bagimsiz degiskene bagli ve bilinmeyen fonksiyon ve tiirevleri-
nin denklemde bulunan diger bilegsenleri #’ye veya ¢’den kiiciik bir argiimana bagh ise
denkleme gecikmeli (delay, retarded), eger ¢’ ye veya ¢’den biiyiik bir argiimana bagl ise
denkleme ileri argiimanl (advanced) denklem denir. Bu tiir denklemlerin disinda kalan
denklemler ise notr veya notral (neutral) diferansiyel denklemler olarak adlandirilir.

Bu kisimda kesirli kalkiiliiste kullanilan 6nemli tanimlar verilmektedir. Bu tanim-
larda I', Gamma fonksiyonunu ifade etmektedir.

Tanim 3.17. Riemann-Liouville kesirli integrali

_ 1 t _
Wi 50 = s /[0 (t— ) 'x(s)ds, (¢ >0) 3.7)



14

seklinde tanimlanmaktadir (Podlubny, 1999).

Tanim 3.18. Riemann-Liouville kesirli tiirevi

1 v o x(s)
Dix(t) = / d —1< 3.8
) tx( ) F(n—q) dln 0 (l—S)q_H_n S, (I’L —q<n)7 ( )

ile tanimlanmaktadir (Podlubny, 1999).

Tanim 3.19. Caputo tiirevi ise

C g B 1 t x(”)(s) B
o Dix(t) = Fn—q) /to (=) i ds, (n—1<g<n), 3.9

olarak tanimlanmaktadir (Podlubny, 1999).

3.2. Lyapunov Metodu

Lineer ve zayif nonlineer sistemlerin ¢oziimlerinin kararlilik davraniglari integ-
ral esitsizlikleri ve sabitlerin degisim formiilii kullanilarak analiz edilebilmektedir. An-
cak bu analizler, calisilan noktasinin kiiciik bir komsulugu ile, yani kiigiik veya lokal
kararliliktaki kararhilikla sinirli kalmaktadir. Ayrica kullanilan tekniklerde, lineer sistem-
lerle ¢calisildiginda acik ¢oziim bilgisi ve zayif lineer olmayan sistemler ile ¢alisildiginda
ise karsilik gelen lineer sistemlerin ¢éziimlerinin tam olarak kavranmasi gerekmektedir.
Bu nedenlerden dolayi da fiziksel bir sistemin kararlilik davranisimi arastirirken ilgili tek-
niklerin uygulanmasi zorlagsmakta ve kullanim alanlar1 simirlanmaktadir. Dolayisiyla yeni
teknik arayiglarina girilmistir.

Bu boliimde bu yeni tekniklerin en dnemlilerinden biri olan bir teknik tanitilmakta-
dir. Bu, lineer ve nonlineer sistemlerin ¢oziimlerinin kararlilik davranislarini belirlemek
icin Lyapunov’un ikinci metodu olarak bilinen tamamen farkli bir tekniktir. Bu metodun
en biiyiik avantaji, ¢oziimlerle ilgili herhangi bir 6n bilgi sahibi olmaksizin, kararliligin
biitiin bir kapsamu ile elde edilebilmesidir. 1892’de bu metodu bilim diinyasi ile tanigtiran
A. M. Liapunov bunu sadece basit kararlilik teoremlerini olusturmak i¢in kullanmugtir.
Ancak onun bu basit teoremleri yaklagik son yarim asirdir fizik ve miihendislik alan-
larinda tamamen yeni problemlere etkili bir sekilde uygulanmis ve boylece genis kap-
samda fayda saglanmistir. Bugiin bu metod diferansiyel denklem calismalar1 basta ol-
mak iizere kontrol sistemleri, dinamik sistemler, zaman gecikmeli sistemler, enerji sis-

tem analizleri, zaman deg8iskenli nonlinear feedback sistemleri ve bunun gibi daha bircok
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sistemin teorisinde miikemmel bir ara¢ olarak yaygin bir sekilde kullanilmaktadir. Lya-
punov (Liapunov) fonksiyon adindaki bu metodun temel 6zelligi skaler bir fonksiyon
olusturmasidir. Maalesef bazen verilen bir sistem i¢in uygun bir Lyapunov fonksiyon
olusturmak ¢ok zordur. Bu nedenle bu metodun da sinirliliklart bulunmaktadir. Bu me-
tot diferansiyel denklemi ¢6zmeksizin dogrudan kararlilik bilgisini verdiginden dolayi,

ayni zamanda Lyapunov’un direkt metodu olarak da bilinmektedir.

3.3. Lineer Matris Esitsizligi (LMI)

Tanim 3.20. x € R” degiskenindeki lineer matris esitsizligi (LMI) Fy € R™*™ ... F, €

R™* ™ simetrik matrisler olmak iizere
F(x) = Fo+x1Fi 4 +x,F, > 0,

seklindedir.
Bircok esitsizlik LMI olarak ifade edilebilmektedir.
Ornek 3.1.

al-Txgbi, i=1,...,k,

seklindeki bir lineer esitsizlikler kiimesi bir LMI olarak

bl—alTx 0 0

0 bz—agx 0

seklinde ifade edilebilir.

Ornek 3.2. x bir degisken olmak iizere

alx=b;, i=1,...k,

1

seklindeki sabit lineer esitliklerini LMI seklinde nasil ifade edebiliriz?

Coziim. Sabitleri

alx < Tx>b;, i=1,...k,
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seklinde de yazabiliriz. Bunlar
diag (b1 —alTx, ... ,bk—a,{x,a{x—bl,...,a,{x—bk) > 0.

seklindeki LMI’ya denktir.

Ornek 3.3. Lyapunov teorisinde siklikla karsilasilan, P bir degisken olmak iizere,
ATP+PA+0<0

seklindeki matris de bir LMI’dir. Bu durumda A7 P4 PA + Q = 0 Lyapunov denklemini
cozerek LMI’y1 analitik olarak ¢ozebiliriz.
Ornek 3.4. A € R olmak iizere

A B

X= € R™"

BT C
seklindeki matrisi ele alalim. A > 0 ise, o zaman X > 0 ancak ve ancak S = C — BTA-1B>
0 oldugunu gostermek istiyoruz. (Bu sonug ile Schur complement’ini LMI’lar olarak tem-
sil etmis oluyoruz.)

Coziim. Bunu gostermek igin

T
u A B u

inf =y (C—B"A7'B)v
Y BT C v

esitligi kullanilir. Dolayisiyla eger C — BTA~!B > 0 ise o zaman her v € R" ¥ icin

vl (C — BTA_]B) v > 0 olur. Bu, yukaridaki kuadratik formun her u € RfveveR"* icin
negatif olmamasi gerektigi anlamina gelir, yani X > O olur. Benzer sekilde, eger X > 0
ise o zaman her u ve v i¢in kuadratik form negatif degildir. Bu da herhangi bir v i¢in u
{izerindeki infimumun negatif olmamasi gerektigi anlamia gelir. Boylece, her v € R" %
i¢in vl (C — BTA_IB) v > 0 olur ve boylece C — BTA-'B > 0 olur.

Bu 6rnekteki sonucun birka¢ uygulamasina goz atalim.

Ornek 3.5. k > 0 ve x bir degisken olmak iizere

|Ax—b|| <k
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esitsizligini lineer matris esitsizligi olarak ifade ediniz.

Coziim. |[Ax — b|| < k esitsizligi
kK> — (Ax—b)T (Ax—b) >0

seklinde yazilabilecek olan ||Ax — b||> < k? esitsizligine denktir. Ornek 3.4’te Shur comp-

lement ile ilgili elde edilen sonug¢ kullanilarak

1 Ax—>b
(Ax—b)T K

>0

seklindeki LMI elde edilir.

Ornek 3.6. Matris norm esitsizlikleri. £ > 0 ve A bir degisken olmak iizere
1]l <&

esitsizligini bir LMI olarak temsil ediniz.

Coziim. |A|| < k esitsizligi Amax (ATA) < k? esitsizligine denktir ve
ATA <KI
seklinde yazilabilir. Bu da LMI olarak

I A
AT K21

seklinde ifade edilebilir.
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4. ARASTIRMA SONUCLARI ve TARTISMA

4.1. Gecikmeli Kesirli Singiiler Denklem Sistemleri

Lemma 4.1. p > ¢ > 0 olsun. ”Yeterince iyi” x(¢) fonksiyonlar1 i¢in
WD (wD: "x(6)) = DY Px(1) 4.1)

esitligi saglanmaktadir. Ozellikle de x(¢) integrallenebilir oldugunda bu esitlik saglanmak-
tadir (Kilbas ve ark., 2006).

Asagidaki lemmalar genel Lyapunov fonksiyonunun Caputo kesirli tiirevlerinde
kullanilmaktadir.
Lemma 4.2. x(z) € R siirekli ve tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. O zaman her > 1,
zamaninda

1
DI () < x(0fDix(0), ¥g € (0,1) (4.2)

olur (Aguila-Camacho ve ark., 2014).
Lemma 4.3. x(¢) € R” tiirevlenebilir bir vektor fonksiyon olsun. O zaman P € R"*" sabit,
kare, simetrik ve pozitif tanimli bir matris olmak iizere her ¢ > #y aninda

S6D! (&7 (0)Pa(t)) < 5" (OPEDEX(), Vg < (0,1) @3)

esitsizligi saglanir (Duarte-Mermoud ve ark., 2015).

Yukaridaki iki sonug¢ asagidaki lemmalar ile Riemann-Liouville kesirli tiirevine
genisletilmistir.
Lemma 4.4. x(7) € R siirekli ve tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Eger x(¢) nin tiirevi

integrallenebilir ise 0 zaman

1

EtoD?xz(t) < x(t),DIx(t), Vg€ (0,1), Vt>1 (4.4)

esitsizligi saglanir (Liu ve ark., 2016b).
Ispat. (4.4) iliskisini ispatlamak

1
x()Dix(t) = 50Dfx* (1) 20, Vg € (0,1) (4.5)
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esitsizligini ispatlamaya denktir. Newton-Leibniz formiiliinden

x(t) =x(t9) + tx(s)ds = x(to) + 4, D; 'x(2) (4.6)

To

elde edilir. (4.6) esitligini (3.8) esitliginde yerine koyarsak (4.1) esitliginden

-1
wD{x(t) = 1 Dx (to) + ¢, DY x(t) =

elde edilir. Boylece

x(1)i, D x(t) =

1 [x(t)x (t0)

T(1—q) + / (¢ —S>qX(t)fc(s)ds} (4.8)

(t - tO)q )
olur. Benzer bir hesaplama ile

1 1
ZtaDIx2 (1) =

2 t
(t0) q+/ (t_s)qx(s)x(s)ds} (4.9)

(t - tO) to

elde edilir. Boylece (4.5) iligkisi

x(t)x — 142 t
ml_q) [ = ((tf)_tofq ) i (t—s>q<x(t>—x(s>)x(s)ds] >0 (410)

seklinde yazilabilir. (4.10) ifadesinin ikinci terimine kismi integrasyon uygulandiginda

! x(t) —x 2 (x(t) —x(s))?
/ (t—s)—q(x(t)—x(s))x(s)ds:%% m%ds .11

Iy

elde edilir. Boylece (4.10) ifadesi

1 (1) g [*(x(t) —x(s))?
r(1-q) lz(t—ro)q 20y (=)t dS} =0 (4.12)

esitsizligine indirgenir. (4.12) ifadesinin dogru oldugu asikardir. Boylece ispat tamamlan-
mis olur (Liu ve ark., 2016b). [

Not 4.1. x(¢) € R" olmast durumunda da Lemma 4.4 dogrudur. Yani,

%,OD?(xT(t)x(t))ng(t),OD,qx(t), Yge(0,1), V> @.13)

olur.
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Lemma 4.4’{in ispatina benzer sekilde asagidaki sonug elde edilebilir.
Lemma 4.5. x(t) € R” tiirevlenebilir (differentiable) bir fonksiyon olsun. O zaman P €

R™*" sabit, kare, simetrik ve yar1 pozitif tanimli bir matris olmak iizere

%,OD? (T (O)Px(t)) <27 ()P DIx(r), Vg€ (0,1), Vi1 4.14)

iligkisi saglanir (Liu ve ark., 2016b).

Lemma 4.6. Her x,y € R", € > 0 i¢in
T r., L
2x'y<ex x+ Ey y

esitsizligi saglanir (Liu ve ark., 2015).

Lemma4.7. M > 0 ve N > 0’1n gergel simetrik matrisler oldugunu kabul edelim. O zaman
M>N & da (VM) < 1 A (MTENMT3) <1 (4.15)

olur (Tan, 2008).

Bu kisimda, zamanla degisen gecikmelere sahip kesirli lineer notr sistemlerin
coziimlerinin kararliligi sunulmaktadir. Ayrica bu sistemlerin ¢oziimlerinin asimptotik
kararlilig1 iizerinde yeterli kosullar1 belirlemek icin dogrusal matris esitsizligi dikkate
alimmaktadir.

0 < a<1,x(t) € R"bir durum vektorii, 0 < rankE = r < niken E,A,B,C € R"*"
sabit matrisler ve her t > f i¢in 7 (¢), 72(¢) > 0 zamanla degisen gecikmeler olmak iizere

kesirli notr sistem
E;,D¥x(t) =Ax(t) 4+ Bx(t — 71 (t)) + C, D{*x(t — 12(2)) (4.16)

seklinde verilsin.

Ayrica @ : O(x;) = x(t) — Cx(t — 1p(t)) operatorii verilsin. Eger ||C|| < 1 ise ®
operatorii kararli olmaktadir.

Eger ®(x;) = 0, ¢ > 0 homojen fark denkleminin sifir ¢6ziimii diizgiin asimptotik
kararli ise ® operatorii kararli olarak adlandirilmaktadir (Hale, 1977).
Teorem 4.1. Her t > 1o icin 7/(¢) < d; < 1 (i = 1,2), To(¢) siurh bir fonksiyon ve ||C|| < 1

olsun.
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My =PA+ATP+Q+AT(R; +mRy)A,
Mi> = PB+AT (R| +mR;)B,

My3 = PC+AT (R, +mR;)C

My = BT (Ry +mR>)B— (1 —d;)Q,
M3 = BT (R +mR;)C,

M3z = CT(Ry +mRy)C — (1 —da)Ry,

ve m, |T2(t)| < m olacak sekilde bir sabit olmak iizere PTE = ETP >0 ve

My My, M3
ML, ML Ms;

LMTI’s1 saglanacak sekilde pozitif tanimli ve simetrik P,Q,R;, R, matrisleri vardir ve
(4.16) sisteminin sifir ¢oziimii asimptotik kararhdir.

Ispat. Lyapunov-Krasovskii fonksiyonu

V(1) =, D* ' (x" (t)PTEx(r)) + tt (t)xT(s)Qx(s)ds
+ " (EtODf‘x(t+s))TR1(Et0D,ax(t—|—s))ds

—Ta(t)

t t
+ / / (ED%x(s))" Ra(E1,D%(s))dsd® 4.18)
t—1(t) J 6
seklinde tanimli olsun.

26T (t)PTE,D*x(t) =2x" (t)PT [Ax(t) + Bx(t — 71 (¢)) + C,, DXx(t — 12(2))]
=x (t)(PTA+ATP)x(r) +2xT (t1)PT Bx(r — 7, (1))

+2x7 (1) PT C,yD¥x(t — (1)) (4.19)

olarak bulunur. Ayn1 zamanda,
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(EqDfx(1))" R (EyDx(t)) + m(Eiy Dy x(1))" Ra(Ey D' (1))

—[Ax(r) + Bx(t — 71 (¢)) + C, D*x(t — 7 (1))]" (R1 +mRy)
X [Ax(t) + Bx(t — 71 (1)) + C, Dfx(t — Ta(1))]

=xT (1)AT (R +mR>)Ax(t) 4+ xT (t)AT (Ry 4+ mRy)Bx(t — 71 (1))
+xT ()AT (Ry +mR2)CiyDXx(t — 1o(1)) +x7 (t — 71 (t))BT (Ry + mRy)Ax(t)
+xT(t — 71 (t))BT (Ry +mRy)Bx(t — 11 (t))
+xT(t — 1 (t))BT (Ry +mRy)Cy D*x(t — 12 (¢))
+ (1 D¥x(t — T2(1)))TCT (R +mRy)Ax(2)
+ (1, Dfx(t = 72(1))) " CT (Ry + mRa) Bx(t — 1 (1))

)

+ (1,D%x(t — (1)) T CT (Ry +mR>)Ciy DFx(t — To(1)) (4.20)

seklinde elde edilir.
(4.1) esitsizligi ve (4.14) denkleminden (4.16) sisteminin egrileri boyunca V () ’nin

tiirevleri ise

V(1) =D (x (1) PT Ex(1)) +x" (1) Qx(r) — (1 — 7 (1) (£ — 71 (1)) Qx(r — 71 (1))
+ (EqDfx(1)) Ri (Eq, D' (1))
— (1= 5(1))(EDfx(t = 12(1))) Ri (Exy Df*x(t — 1a(1)))
+0(1) (Eq Df*x(1))" Ro(E 1, Df'x(1))

t

) [ (EDES) T Ra(EDER(s)ds

<l () PTE, D¥x(t) +x" (£)Qx(t) — (1 —dy)x" (t — 71 () Ox(t — 71 (¢))
+ (B D(0) R (E,DEX(0))
~ (1=d) (Ey Dfta{t = 1(0))) Ry (Ey Dffa{t = (1))

+m(E,D%x(t))" Ry(E;,D¥x(1)) 4.21)
olarak elde edilir.

My My, Mis
M= | ML, My My | <0,
ML, ML Ms;
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My =PA+ATP+Q+AT(R; +mRy)A,
M, = PB+AT(R| +mR;)B,

My3 = PC+AT (R, +mR;y)C

My, =BT (Ry+mRy)B— (1—d)0,
Moz = BT (R +mR,)C,

Ms3 =CT(R; +mRy)C — (1 —dy)Ry,

&= (" (1),x" (1 =1 (1)), (,DPx(r — 12(1))")".

olmak tizere (4.19) ve (4.20) esitlikleri (4.21)’de yerine yazilarak

V(t) <xT (1) (PTA+ AT P)x(t) +2xT (t)PT Bx(t — 71 (¢))
+2xT (£)PTCiy D¥x(t — 1o (2)) +xT (£)Ox(t) — (1 —dy )x" (t — 71 (2)) Ox(t — 11 (1))
— (1= d2)(EqDfx(t = 12(1))) Ry (Ey DPx(t — 1a(t)))
)AT (Ry +mRy)Ax(t) +x" (t)AT (Ry +mR,)Bx(t — (1))
+xT (1) AT (Ry +mR,)C,yD¥x(t — 12(2))

T

+xT (¢ — 11 (1)) BT (Ry +mR2)Bx(t — 7, (¢))

x|

(
+xT (1 —71())BY (R) + mR>)Ax(t)

(

+x"(t =71 (t))B" (Ry +mRy)Cy, DY x(t — 12(1))

+ (1 D¥x(t — 12(1)))T CT (R +mRy)Ax(t)
+ (1D x(t = 12(1))) CT (R + mRa) Bx(1 — 7 (1))

Df* )

+ (i Dfx(t = 72(1))) " €T (Ry +mRa)Coy DFx(t — Ta (1))

V() < ETME (4.22)

elde edilir.

(4.17)°deki lineer matris esitsizliginden (LMI), V(¢) nin negatif tanimli oldugu
bulunur. Teorem 3.3’den de (4.16) sisteminin sifir ¢oziimii asimptotik kararlidir. 0
Teorem 4.2. Her t > 1y i¢in 7/(¢) < d; < 1 (i = 1,2), 7»(¢) sinurh bir fonksiyon ve ||C|| < 1

olsun.
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Nii1 =ETPA+ATPE+Q;+0,+mATRA,
Ni» = ETPB+mATRB,

Ni3=—-ATPC,
Ny, =mBT'RB—(1—d)Q,
N»3; = —BTPC,

N33 = —(1—-d)0>,

ve m, |T2(t)| < m esitsizligini saglayacak bir sabit olmak iizere

Ni1 Ni2 Nz
NI, NI Ns

LMI’sm saglayacak sekilde pozitif tanimli ve simetrik P, Q1, 0>, R matrisleri vardir ve
(4.16) sisteminin ¢oziimii asimptotik kararlidir.

Ispat. Lyapunov-Krasovskii fonksiyonu

V(1) =D ((Ex(1) = Cx(t — 1a(t)))" PT (Ex(r) — Cx(t = 1a(t))))

+ xT (5)01x(s)ds + xT (5)0rx(s)ds

1= () 1= (1)
+/ti%) /ef(,oz)g‘(Ex(s) — Cx(s — 12(5)))) " R(;,D¥ (Ex(s) — Cx(s — 12(5))))dsd6.

(4.24)

seklinde tanimli olsun.

2(Ex(t)—Cx(t — 1a(1)))" P,y D (Ex(t) — Cx(t — 12(2)))
2 (Ex(t) — Cx(t — 12(1)))T P(Ax(t) + Bx(t — 71 (1))
=xT (1)(ET PA+ATPE)x(t) — 2xT (t — 1o (r))CT PAx(¢)

+2xT () ET PBx(t — 71 (1)) — 2xT (t — 12 (¢))CT PBx(t — 71 (2)) (4.25)

olarak bulunur. Ayrica,
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m(i, D (Ex(r) — Cx(t = 12(1))))" R(, Df (Ex(r) = Cx(t = (1))
—=m [Ax(t) 4+ Bx(t — 71 (t))]" R[Ax(¢t) + Bx(t — 71 ()]
—mx! (t)ATRAx(t) + mx” (t)AT RBx(t — 7, (t)) + mx" (t — 7, (1)) BT RAx(r)

+mx” (t — 71 (t))BT RBx(t — 71 (1)) (4.26)

olarak elde edilir.
(4.1) esitsizligi ve (4.14) denkleminden, (4.16) sisteminin egrileri boyunca V (¢) nin

tiirevleri

V(1) =, D} ((Ex(t) = Cx(t — (1)) P(Ex(t) — Cx(t — %2(1))))
+xl () Q1x(r) = (1= 7 (1))x" (1 — 71 (1)) Qux(r — T (1))
+xT (1)02x(t) — (1= 5 (1))x" (t = 12 (1)) Q2x(1 — (1))
+T2(1) (1o DF (Ex(1) = Cx(r = 12(1))))" R4, D (Ex(1) — Cx(r = 12(1))))
—(1-15(1)) /[ l ( )(ron‘ (Ex(s) = Cx(s — 12(5)))) " R4, DS (Ex(s) — Cx(s — 72(s))) )ds
<2(Ex(t) — Cx(t — (1)) P,y DX (Ex(t) — Cx(t — 12 (2)))
+x! (1) 01x(t) — (1 —dy)x" (1 — 71 (1)) Qux(t — T (1))
K (1)0ax(1) — (1 = do)x" (1 — (1)) Qox
+m(, DY (Ex(t) — Cx(t — (1)) R(5y D (Ex(t) — Cx(t — 1a(t)))) (4.27)

) -
) -

olarak elde edilir.

Ni1 Ni2 Niz
N=| NI, Np Ny | <0,
NI, NI Ns

Nit1 =ETPA+ATPE+Q;+0,+mATRA,
Ni» = ETPB+mATRB,

N3 =—-ATPC,
Ny =mBTRB— (1—d;)0Q;,
N»3 = —BTPC,

N33 = —(1 —d3)Qs,
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E= (" ()" (1 = (n)),x" (1= na(r))".

olmak iizere (4.25) ve (4.26) esitlikleri (4.27)’de yerine yazilarak

V(t) <xT (t)(ETPA+ AT PE)x(t) — 2xT( 7 (1))CT PAx(1)

(1)) = 2x" (1 = w(1))C" PBx(t — (1))
+a! () Q1x(1) = (1 —di)x" (t = w1 (1)) Qux(t — i (1))
(1)02x(1) = (1 = do)x" (1 — ©2(1)) Q2x(t — T (1))
(
(

+2xT (1) ETPBx(t — 11

+xT (¢
+mx” (t) AT RAx(t) + mxT (1)ATRBx(t — 71 (¢)) +mx” (t — 7, (t)) BT RAx(¢)

T

+mx” (t — 7 (t))BT RBx(t — 71 (1))

V() < ETME (4.28)

elde edilir.
(4.23)’teki LMI'dan V (¢)’nin negatif tammli oldugu bulunur. Teorem 3.3’den de

(4.16) sisteminin sifir ¢oziimii asimptotik kararhdir. 0

4.2. Coklu Gecikmeli Singiiler Denklem Sistemleri

Bu boliimde, zamanla de8isen ¢oklu gecikmelere sahip kesirli lineer nétr sistem-
lerin ¢oziimlerinin kararlilig1 sunulmaktadir. Ayrica bu sistemlerin ¢oziimlerinin asimpto-
tik kararlilig1 tizerinde yeterli kosullar1 belirlemek icin dogrusal matris esitsizligi dikkate
alinmaktadir.

0 < a<1,x(t) € R" bir durum vektorii, 0 < rankE = r < niken E,A,B,C € R"*"
sabit matrisler ve her t > f i¢in 7 (¢), 72(¢) > 0 zamanla degisen gecikmeler olmak iizere

kesirli notr sistem
ED¥x(t) =Ax(t) + Bix(t — 71(t)) + Bax(t — 1a(¢)) + C;, DY x(t — 13(2)) (4.29)

seklinde verilsin.

Ayrica @ : ®(x;) = x(¢t) — Cx(t — 13(¢)) operatorii verilsin. Eger ||C|| < 1 ise ®
operatorii kararli olmaktadir.

Eger ®(x;) = 0, ¢ > 0 homojen fark denkleminin sifir ¢6ziimii diizgiin asimptotik

kararli ise ® operatorii kararli olarak adlandirilmaktadir (Hale, 1977).



Teorem 4.3. Her ¢ > 1y icin 7/(t) < d; < 1 (i = 1,2,3), 13

|IC]| < 1 olsun.

My =PA+ATP+20+AT(R; +mRy)A,

My, = PBy +AT (R; +mR,
M3 = PBy + AT (R| + mR;

)
)

Bl7
BZv

M4 = PC+AT (R, +mR;)C,
My = B (R +mRy)B — (1 —d1)Q,

T
M3 = BT (Ry +mR,
M4 = B] (R +mR)C,
Mz = Bj (
My = BY(Ry +mR,)C,
(

)B>
)
Ry +mRy)By — (1—-d2)0,
)
)

Mgy = CT(Ry +mRy)C — (1 — d3)Ry,

ve m, |73(t)| < m olacak sekilde bir sabit olmak iizere PTE = ETP >0 ve

My My M3
ML My Mo
My My Mss
Ml Ml M,

My
M>y
M3y
Myy

<0,

27

(¢) smurl bir fonksiyon ve

(4.30)

LMTI’s1 saglanacak sekilde pozitif tanimli ve simetrik P,Q,R;, R, matrisleri vardir ve

(4.29) sisteminin sifir ¢oziimii asimptotik kararhdir.

Ispat. Lyapunov-Krasovskii fonksiyonu

t

V(1) =, D7~ (x" (1) PT Ex(1)) + x! (5)Qx(s)ds +

t=71(t)

t

t=1(t)

0
+ / (EDEX(+5))T R (Eg D'l +-5))ds
T3 l

+ / » / (ED%x(5))T Ro(E1yD%x(s))dsd®

seklinde tanimli olsun.

xT (5)0x(s)ds

(4.31)
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26T (t)PTE,D¥x(t) =2x" (t)PT [Ax(t) + B1x(t — 71 (t)) + Bax(t — T(t)) + Ciy DEx(t — 13(1))]
=T (1) (PTA + ATP)x(r) + 247 (1) PT Byx(t — 71 (1))

+2x7 (£)PT Byx(t — 1o (2)) + 24T (1) PTC,DPx(t — 13(¢))  (4.32)
olarak bulunur. Ayrica,

(EqDf*x(t))" Ri(EoDx(t)) +m(Eq Di*x(t)) " Ra(E o D*x(t))
—[Ax(r) +B1x(t — 71 (1)) + Box(t — (1)) + Ci, D¥x(t — 13(1))]" (R +mR)
X [Ax(t) + B1x(t — 71 (t)) + Box(t — Ta(t)) + Cy, D{*x(t — 13(2))]
=xT (1)AT (Ry +mR>)Ax(t) +x" (1)AT (R, + mR>)Byx(t — 71 (1))

+xT ()AT (Ry +mRy)Box(t — 1o (1)) +xT (1)AT (R +mRy)Cry DXx(t — 73(1))

+xT (1 —71(¢))B] (Ry +mR>)Ax(t) +x" (t — 71 (¢))B (Ry +mRy)B1x(t — 71 (¢))

+x"(t = 71(1))B] (R1 +mR2)Bax(t — (1))

+x(t — 71 (¢))B] (R) +mR2)Cr, D*x(t — 73(1))

+x7 (1 — 7 (¢))BS (Ry +mR2)Ax(t) +x" (t — 15 (t))B) (Ry +mRy)Byx(t — 71 (1))

+x" (1 = 7a(t))B] (R1 +mR2)Bax(1 — 1a(t))

+xT(t — 1(¢)) B (Ry +mR2)Cry DXx(t — 13(1))

+ (1,D%x(t — 73(1)))T CT (Ry +mRy)Ax(r)

+ (1D x(t — 13(1)))" C" (Ry + mRy) By x(1 — 71 (1))

+ (1o Dfx(r = 13(1))) T CT (R + mRa) Box(t — ()

+ (1uD¥x(t — 13(¢))) T CT (Ry +mRy)Ciy DEx(t — 13(t)) (4.33)
seklinde elde edilir.

(4.1) esitsizligi ve (4.14) denkleminden (4.29) sisteminin egrileri boyunca V (¢) nin

tiirevleri
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V(1) =, Df (x" (t)P" Ex(1)) +x" (1) Qx(r) — (1 — 7 (1))x" (t — 71 (1)) Qx(t — 71 (1))
+27 (1) Qx(t) — (1= 75(1)x" (1 — 72(1)) Qx(r — 2(1))
+(EyDfx(t))" Ri(Eo Df'x(1))

— (1= 73()(Eq Df'x(t — 73(t)))" Ri (Eo D' x(r — 73(1)))

+ 7'-3(t)(Etngx(t))TRZ(EloDzax(t))
(=) [ EDE) Rl D) ds
<" ()PTE,D*x(t) 4+ 2x" (1) Qx(t) — (1 —dy )x" (¢t — 71(2)) Qx(t — 71 (1))
— (1 =do)x" (1 = w2(1)) Ox(r — 1a(t)) + (Eyy Df'x(1)) " Ry (Eqy D' x(1))
— (1= d3)(EqDf'x(t — 73(1))) " R1 (Ey Df'x(t — 73(1)))

+m(EDEx(t))T Ry(E,D*x(t)) (4.34)
olarak elde edilir.

My My Mz Mg
ML, My My Moy
My My Msz Ms
Mi, M3, M3, My

My =PA+ATP+20+AT(R; +mRy)A,
My, = PBy +AT (R; +mR,)By,

M3 = PBy + AT (Ry +mR;)B,,
M4 = PC+AT (R, +mR;)C,

)
)
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olmak iizere (4.32) ve (4.33) esitlikleri (4.34)’te yerine yazilarak

V() <xT

(t)(PTA+ATP)x(t) + 2xT (1)PT Byx(t — 71 (¢)) 4 2x" (t)PT Box(t — (1))

+2xT (1) PTC,yD¥x(t — t3(t)) +2x7 (£)Ox(t) — (1 —dy)x" (t — 71 (¢)) Qx(t — 71 (1))
— (1=d)x" (1 = (1)) Ox(1 — (1))

— (1= d3)(EyDfx(t — 13(1)))" Ry (E, D'x(t — 73(t)))
+xT (1) AT (Ry 4 mR2)Ax(t) + (t)AT(R1 +mR>)B1x(t — 71 (t))
+xT (AT (R +mR2)B2x(t — (1)) +x (1)AT (Ry +mRy)C,,D¥x(t — 13(t))

)
Ax(t) +x7 (t — 71 (1))BT (R +mR>)Byx(t — 71 (1))

)TCT (Ry +mR,)Ax(t)

))"CT (R +mRa)Bix(1 — 7 (1))
)" CT(R1 +mRy)Bx(t — (1))
) C( )

Icr R +mR, CtOD x(t—’L’g,(t))

V(t) < ETME (4.35)

elde edilir.
(4.30)’daki LMI’dan V (¢)’nin negatif tamimli oldugu bulunur. Teorem 3.3’den de

(4.29) sisteminin sifir ¢ozlimii asimptotik kararhdir. U

Teorem 4.4. Her ¢ > 1y igin 7/(r) < d; < 1 (i = 1,2,3), 13(¢) smirlt bir fonksiyon ve

|IC]| < 1 olsun.
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Nii1 =ETPA+ATPE+Q;+0,+mATRA,
Ni» = ETPB+mATRB,

Ni3=—-ATPC,
Ny, =mBT'RB—(1—d)Q,
N»3; = —BTPC,

N33 = —(1—-d)0>,

ve m, |73(1)| < m esitsizligini saglayacak bir sabit olmak iizere

Ni1 Ni2 Nz
NI, NI Ns

LMI’sm saglayacak sekilde pozitif taniml ve simetrik P, Q1, 0>, 03, R matrisleri vardir
ve (4.29) sisteminin ¢oziimii asimptotik kararlidir.

Ispat. Lyapunov-Krasovskii fonksiyonu

V(1) =,Df ((Ex(1) = Cx(t — 75(¢)))" PT (Ex(r) — Cx(t = 13(1))))

+ xT (5)01x(s)ds + xT (5)Q0ax(s)ds + xT (5)03x(s)ds

1= ( t—1(t) 10

1)
t t
+/ ” /6 (1,DY (Ex(s) — Cx(s — T3(S))))TR(,ODS‘(Ex(s) —Cx(s—13(5))))dsd6.
t—13(t
seklinde taniml1 olsun.

2(Ex(t)—Cx(t — w3(1))) P, D*(Ex(t) — Cx(t — 13(1)))
=2(Ex(1) = Cx(1 — w3(1)))" P(Ax(1) + Bix(t — 71 (¢)) + Box(t — 12(1)))
—xT (1)(ET PA+ATPE)x(t) — 2xT (t — 13(r))CT PAx ()
+2xT (ETPByx(t — 71(t)) + 2xT (1)ET PByx(t — 12(1))

—2xT(t — 53(1))CT PByx(t — 71 (1)) — 2x" (t — 73(¢))CT PBox(t — 12(t)) (4.37)

olarak bulunur. Ayrica,
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m(iyDf* (Ex(1) — Cx(t = 13(1))))" R4y Df* (Ex(1) — Cx(t — 73(1))))
—m[Ax(t) + Bix(t — 71 (1)) + Box(t — 12(1))]T RIAX(1) + Bix(t — 11 (1)) + Box(t — 1 (1))]
—mx! (t)ATRAx(t) + mx” (t)ATRB x(t — 71 (¢)) + mx" (1)AT RByx(t — 12(1))
+mx" (1 — 71 (t))BY RAx(t) + mx" (t — 7, (t))BY RB1x(t — 71 (1))
+mx" (1 — 71 (t))BY RByx(t — 15 (t)) +mx” (t — 72(t)) BY RAx ()
)

+mx! (t — 12 (t))BYRByx(t — 71 (¢)) + mx” (t — 12(t))BYRByx(t — 1(¢))  (4.38)

olarak elde edilir.
(4.1) esitsizligi ve (4.14) denkleminden, (4.29) sisteminin egrileri boyunca V () nin

tiirevleri

Cx(t - (1))
(= 80) [ D) = Crls = 55(6) RGDE(ES(S) = Cxls = () s

0Df (Ex(t) — Cx(t — 13(1)))) (4.39)
olarak elde edilir.

Ni1 Niz Niz Ny
NI, Ny Ny N
NI, NI Ns3 Ni

T NT NT
Nig Ny N3y Nu



33

Nt =ETPA+ATPE+Q,+0,+03+mATRA,
Ni» = ETPB| +mATRB;,

Ni3 =ETPB, + mATRB;,

Ny =—-ATPC,

Ny, =mBIRB; — (1—dy)01,

Ny3 = mBIRB,

Ny = —BTPC,
N33 =mBYRB; — (1 —da) 02,
Ny = —BiPC,

Nys = —(1—-d3)03

= (" (), 2" (t = ma(0)), 2" (t = ma(0)), 2" (1 = w5(1)))"

olmak tizere (4.37) ve (4.38) esitlikleri (4.39)’de yerine yazilarak

V() <x'

elde edilir.

(t)(ETPA+ATPE)x(t) — 2x" (1 — 13(1))CT PAx(¢)

+2xT (t)ET PByx(t — 11 (2)) + 2xT (1)ET PBox(t — (1))

— 2T (t = 13())CT PByx(t — 71 (1)) — 247 (¢ — 13(¢))CT PBox(t — 1o (1))

+xl (NQ1x(t) = (1 =d)a" (1 = 7 (1)) Q1x(r — i (1))

+xl (1) Qax(r) = (1 = da)x" (t — T2(1)) Qax(t — Ta(1))

(1) Q3x(1) = (1 = da)x" (1 — 73(1)) Q3x(t — 73(¢))

+mxT (1)ATRAx(t) + mx" (1)ATRBx(t — 71 (1)) + mxT (t) AT RByx(t — 1 (1))
(
(
(

+

T

+mxT (t — 71 ()BT RAx(t) + mxT (t — 7, (t))BY RB1x(1 — 71 (1))

T

ma” (t — 11 (1)) BT RBox(t — 12(1)) + mx” (t — 15(r) ) BY RAX(7)

T

+mx! (t — 1o (t))BYRB1x(t — 71 (¢)) + mx! (t — 12(t))BY RBax(t — (1))

V() <ETME (4.40)

(4.36)’daki LMI’dan V (¢)’nin negatif tamimli oldugu bulunur. Teorem 3.3’den de

(4.29) sisteminin sifir ¢cozlimii asimptotik kararhdir. U
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5. SONUCLAR ve ONERILER

5.1. Sonuclar

Bu tez calismasinda Riemann-Liouville tiirevin birlesme 6zelliginden yararlana-

rak gecikmeye bagl singiiler notr
ED¥x(t) = Ax(t) + Bx(t — 11 (t)) + C1,D{x(t — 12(2)) (5.1)
ve
E; D¥x(t) = Ax(t) + B1x(t — 71 (t)) + Box(t — 12(t)) + Cry D x(t — 13(2)) (5.2)

diferansiyel denklem sistemleri ele alindi. Uygun Lyapunov fonksiyoneli olusturularak
Lyapunov’un ikinci metodu kullanilarak c¢oziimlerinin asimptotik kararlilig1 i¢in yeter
sartlar elde edildi. Elde edilen bu sartlar matris esitsizligi ile ifade edildi. Sonuglar uy-

gun ve uygulanabilirdir.

5.2. Oneriler

Diferansiyel denklemlerin nitel davraniglari izerine ¢alisan arastirmacilar i¢in agik

problemler olan
ED¥x(t) = Ax(t) + Bf (x(t — 71 (2))) + Ci, D{*x(t — 12(2)) (5.3)
E D¥x(t) = Ax(t) + By fi(x(t — 71(2))) + Bafa(x(t — T2(2))) + C, DY x(t — 13(2))  (5.4)

notr kesirli diferansiyel denklemlerinin ¢éziimlerinin arastirilmasi onerilir.



35

KAYNAKLAR

Aguila-Camacho, N., Duarte-Mermoud, M., Gallegos, J. 2014. Lyapunov functions for
fractional order systems, Communications in Nonlinear Science and Numerical
Simulation, 19 (9), 2951-2957.

Ahmad, S., Rao, M.R.M., 1999, Theory of Ordinary Differantial Equations, Affiliated
East-West Press, New Delhi.

Altun, Y., Tung, C. 2020. On the asymptotic stability of a nonlinear fractional-order sys-
tem with multiple variable delays, Applications and Applied Mathematics, 15,
458-468.

Chen, L. P,, He, Y.G., Chai, Y., Wu, R.C. 2014. New results on stability and stabilization of
a class of nonlinear fractional-order systems, Nonlinear Dynamics, 75, 633—641.

Chen, L.P, Liu, C., Wu, R.C,, He, Y.G., Chai, Y. 2016. Finite-time stability criteria for a
class of fractional-order neural networks with delay, Neural Computing and App-
lications, 27, 549-556.

Deng, W.H., Li, C.P, Lii, J.H. 2007. Stability analysis of linear fractional differential
system with multiple time delays, Nonlinear Dynamics, 48, 409-416.

Duarte-Mermoud, M., Aguila-Camacho, N., Gallegos, J., Castro-Linares, R. 2015. Using
general quadratic Lyapunov functions to prove Lyapunov uniform stability for
fractional order systems, Communications in Nonlinear Science and Numerical
Simulation, 22, 650—659.

Hale, J.K., 1969, Ordinary Differantial Equations, Wiley Interscience, New York.

Hale, J.K., 1977, Theory of Functional Differential Equations, Springer-Verlag, New
York.

Heymans, N., Podlubny, I. 2006. Physical interpretation of initial conditions for fractional
differential equations with Riemann-Liouville fractional derivatives, Rheologica
Acta, 45 (5), 765-771.

Kilbas, A., Srivastava, H., Trujillo, J., 2006, Theory and Application of Fractional Diffe-
rential Equations, Elsevier, New York.

Korkmaz, E., Ozdemir, A. 2019. On Stability of Fractional Differential Equations with
Lyapunov Functions, Mus Alparslan Universitesi Fen Bilimleri Dergisi, 7, 635—
638.

Li, H., Zhong, S., Li, H. 2015. Asymptotic stability analysis of fractional-order neutral
systems with time delay, Advances in Difference Equations, 2015 (1), 325-335.

Li, Y., Chen, Y.Q., Podlubny, I. 2010. Stability of fractional-order nonlinear dynamic
systems: Lyapunov direct method and generalized Mittag—Leffler stability, Com-
puters & Mathematics with Applications, 59 (5), 1810-1821.

Liu, S., Jiang, W., Li, X., Zhou, X.F. 2016a. Lyapunov stability analysis of fractional
nonlinear systems, Applied Mathematics Letters, 51, 13—19.

Liu, S., Li, X., Jiang, W., Zhou, X.F. 2012. Mittag-Leffler stability of nonlinear fractional
neutral singular systems, Communications in Nonlinear Science and Numerical
Simulation, 17, 3961-3966.

Liu, S., Li, X., Zhou, X.F,, Jiang, W. 2015. Synchronization analysis of singular dynamical
networks with unbounded time-delays, Advances in Difference Equations, 193, 1—
9.

Liu, S., Wu, X., Zhang, Y.J., Yang, R. 2017a. Asymptotical stability of Riemann-Liouville
fractional neutral systems, Applied Mathematics Letters, 69, 168—173.

Liu, S., Wu, X., Zhou, X.F,, Jiang, W. 2016b. Asymptotical stability of Riemann-Liouville



36

fractional nonlinear systems, Nonlinear Dynamics, 86, 65-71.

Liu, S., Zhou, X.F, Li, X., Jiang, W. 2016c. Stability of fractional nonlinear singular
systems and its applications in synchronization of complex dynamical networks,
Nonlinear Dynamics, 84, 2377-2385.

Liu, S., Zhou, X.F,, Li, X., Jiang, W. 2017b. Asymptotical stability of Riemann-Liouville
fractional singular systems with multiple time-varying delays, Applied Mathema-
tics Letters, 65, 32-39.

Lu, J.G., Chen, G.R. 2009. Robust stability and stabilization of fractional-order inter-
val systems: An LMI approach, IEEE Transactions on Automatic Control, 54 (6),
1294-1299.

Podlubny, 1., 1999, Fractional Differential Equations, Academic Press, New York.

Qian, D., Li, C., Agarwal, R.P.,, Wong, P.J.Y. 2010a. Stability analysis of fractional dif-
ferential system with Riemann-Liouville derivative, Mathematical and Computer
Modelling, 52, 862—-874.

Qian, W., Li, T., Cong, S., Fei, S.M. 2010b. Improved stability analysis on delayed neural
networks with linear fractional uncertainties, Applied Mathematics and Computa-
tion, 217, 3596-3606.

Tan, M.C. 2008. Asymptotic stability of nonlinear systems with unbounded delays, Jour-
nal of Mathematical Analysis and Applications, 337 (2), 1010-1021.

Yang, X., Li, C., Huang, T. 2017. Mittag-Leffler stability analysis of nonlinear fractional-
order systems with impulses, Applied Mathematics and Computation, 293,
416-422.

Yoshizawa, T., 1966, The Stability Theory by Liapunov’s Second Method, Mathematical
Society of Japan, Tokyo.

Zhang, H., Ye, R., Liu, S., Cao, J., Alsaedi, A., Li, X. 2018. LMI-based approach to
stability analysis for fractional-order neural networks with discrete and distributed
delays, International Journal of Systems Science, 49 (3), 537-545.

Zhou, X.F., Hu, L.G., Liu, S., Jiang, W. 2014. Stability criterion for a class of nonlinear
fractional differential systems, Applied Mathematics Letters, 28, 25-29.



