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YUKSEK LISANS TEZi
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SAYISAL COZUMLERI

Emrah KAYA

Mus Alparslan Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal

Damsman: Prof. Dr. Erdal KORKMAZ

Bu tez, kesirli mertebeden Burgers’ ve Korteweg-de Vries (KdV) denklemlerinin ¢oziimlerini
konumda sonlu fark ve coklu kuadrik radyal baz metodlar ile, zamanda ise “Zaman Parcalama Metodu”
kullanarak elde etmeye ve bu ¢oziimleri karsilastirmaya odaklanmaktadir. Oncelikle, diferansiyel denklem-
lerinin tarihsel gelisimi incelenmis ve kesirli diferansiyel denklemlerin teorik temelleri detaylandirilmistir.
Deneysel sonuglar, ”Coklu Kuadrik Radyal Baz Fonksiyonu” yonteminin, "Merkezi Sonlu Fark™ yontemine
kiyasla daha kesin sonuclar verdigini gostermistir. Elde edilen sonuglarin kararlilif1 incelenerek matlab
yardimiyla simiile edilmistir.
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and the “Time Splitting Method” in time. Firstly, the historical development of differential equations is exa-
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1. GIRIS

Fiziksel problemleri ¢cozme girisimleri, asamal1 olarak bir fonksiyonun tiirevle-
rini de iceren baz1 matematiksel modellemelerin gelisimine katki sagladi. Bu matematik-
sel modellemeler bazi problemlere ve sadece amaci bu tiir problemlerin ¢éziimleri olan
bagimsiz bir disipline yol ac¢ti. Diferansiyel denklemler olarak adlandirilan bu tiir denk-
lemler kimi matematik tarih¢ilerine gore Gottfried Wilhelm Leibniz’in, 1675 yilinda su

denklemi yazip, sorgulamasiyla basladi:

1
/xdxzixz.

Diferansiyel denklemleri sisteme entegre etme ¢abalar1 ise Isaac Newton’ un dife-

ransiyel denklemleri, asagidaki gibi siniflandirmasiyla devam etmistir.

d

o)== (L.1)
d

flxy) = d—)yc (1.2)

du u (1.3)

X P +y 8_y =u
(1.1) ve (1.2) denklemleri bugiin yalnizca bir bagimsiz degiskene gore bir veya daha fazla
bagiml de8iskenin sadece adi tiirevlerini icerdiginden dolay1 adi diferansiyel denklemler
olarak, (1.3) ise bagimli degiskenin kismi tiirevlerini i¢erdiginden dolay1 kismi diferansi-
yel denklemler olarak bilinir(Sasser, 1992).

Bu tezde, kesirli diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimleri tizerinde durulmak-
tadir. Tk boliimde, konunun arka plani ve literatiir arastirmas1 detayl bir sekilde sunulmustur.
Ikinci boliimde, kesirli diferansiyel denklemler ve bu denklemlerin ¢oziimlerinde kul-
lanilan yontemler, 6zellikle sonlu fark ve ¢oklu kuadrik radyal baz yontemleri, ele alinmistir.
Ugiincii boliimde, Burgers’ ve Korteweg-de Vries (KdV) denklemlerinin sayisal ¢oziimle-
rine yonelik adimlar ve uygulanan *’Zaman Par¢alama Metodu’ ayrintili olarak aciklanmugtir.
Dérdiincii boliimde, Matlab kullanilarak yapilan deney sonuglar1 ve bu sonuglarin analizi
sunulmustur. Son boliimde ise, elde edilen bulgular tartisilmis, kullanilan yontemlerin
avantajlar1 ve dezavantajlart degerlendirilmis ve gelecekteki calismalar i¢in Onerilerde

bulunulmustur.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Birinci dereceden diferansiyel denklemleri ¢ozebilmek icin biitlin temel yontem-
lerin orijinal kesiflerinin temeli Nikolaus Bernoulli zamaninda atilmistir . Bernoulli bir
parcaci8in bir noktadan yere diisecegi yolun denklemini bulmaya yarayan brakistokron
problemini ortaya atmis ve bu problem diferansiyel denklemlerin arastirilmasinda bir mi-

henk tas1 olmugtur. Bugiin Bernoulli denklemi olarak bilinen

d"y
dx"

24Py = ()

denklemi de 1695 yilinda Bernoulli tarafindan onerilmistir (Sasser, 1992). 1734 yillarina
gelindiginde Alexis Claude Clairaut(1713-1765),

y= X% + f %
denklemine diferansiyellenme siireci uyguladi ve arastirmasini yayinladi (Formey, 1752).
Clairaut, genel ¢oziim ile temsil edilen egriler ailesinin bir teget egrisinin denklemini
bularak tekil ¢oziimler problemini ilk ¢ozen kisiler arasindadir (Lagrange, 1743).

Joseph Louis Lagrange (1736-1813), genel lineer denklem icin bir integral ¢arpani
belirleme problemi {izerinde ¢alisirken, adjoint denklem kavramini formiile etti. Lag-
range, yalnizca genel lineer denklem i¢in bir biitiinlestirici faktor belirlemekle kalmadi,
ayn1 zamanda n mertebesinden homojen bir lineer denklemin genel ¢oziimiiniin kanitini
gosterdi ve parametrelerin degisimi yontemini kesfetti.

Lagrange’ nin calismalarini temel alan Jean Le Rond d’ Alembert(1717-1783), li-
neer diferansiyel denklemin mertebesinin diisiiriilebilecegi kosullar1 buldu. 1747 yilinda
titresen cisimlere adanmis arastirmasinda d’ Alembert, bu alandaki asil igini yaptig1 kismi
diferansiyel denklemlere yonlendirildi. Adi diferansiyel denklemler ile ilgili problemlere
Ozet olarak asagida deginilmistir:

Sasser (1992) tarafindan kaydedilen bilgilere gore 1690 yilinda James Bernoulli
tarafindan gelistirilen ”Bir cismin diizgiin dikey hizla diisecegi bir egri bulma” isimli
[zokron Problemi, 1694 yilinda G.W. Leibniz tarafindan gelistirilen “Belirli bir aralikta
egrinin altindaki alana esit bir kare bulma iglemi” isimli hiperboliin karelenmesi, 1696

yilinda John Bernoulli tarafindan gelistirilen ”Bir parcacigin bir noktadan digerine en



kisa siirede diisecegi yolun denklemini bulma” isimli brakistokron problemi, 1698 yilinda
John Bernoulli tarafindan gelistirilen ”Bir egri ailesinin tiim egrilerini dik acilarda ke-
sen bir egri bulma” isimli ortogonal yoriinge problemi, 1701 yilinda Daniel Bernoulli ta-
rafindan gelistirilen ”Bir integrali maksimum veya minimum yaparken, verilen ikinci bir
fonksiyonun integralini sabit tutarken gerekli olan bir problem” isimli izoperimetrik prob-
lem, 1728 yilinda G.W. Leibniz tarafindan gelistirilen ”Bir integrasyon faktorii bulma”
isimli 2. dereceden denklemleri 1. dereceden denklemlere indirgeme Problemi, 1734 yilinda
G.W. Leibniz tarafindan gelistirilen ”Genel ¢oziimle temsil edilen egri ailesinin bir teget
egrisinin denklemini bulma” isimli tekil ¢oziim problemleri, 1743 yilinda Joseph Lag-
range tarafindan gelistirilen ”Bir diferansiyel denklemde adjoint kavrami” isimli genel li-
neer denklem icin integral ¢arpanini belirleme problemi ve 1762 yilinda Jean d’ Alembert
tarafindan gelistirilen "Hangi kosullar altinda lineer diferansiyel denklemin mertebesi
diisiiriilebilir?” isimli sabit katsayili lineer denklem problemi, diferansiyel denklemlerin
tarihsel gelisimi agisindan 6nemli adimlardir.

Adi diferansiyel denklemlerle ilgili yapilan ¢alismalar 1s181inda, bir¢ok onemli
gelismeler yasanmugtir . 1822 yilinda bir matematik¢i ve fizik¢i olan Joseph Fourier sicaklik

dagiliminin matematiksel bir modelini olustururken,

8u_a82u
dt X2

parcali diferansiyel denklemini kullanmaya baglamistir (Fourier, 1888). Kullandig1 1s1
denklemini trigonometrik seriler ile ¢cozmeye caligan Fourier, giliniimiizde de bilinip mo-
dern matematigin alani1 olan Fourier Analizi konusunun temellerini olusturmustur (Fre-
eman ve ark., 1878). Bazi makalelelerde yer alan ve giiniimiize kadar ulagmis bazi dife-
ransiyel denklem ornekleri de asagida verilmistir:

a 21/l 2

=5 = —Wyli

o2 0
denklemi 6zelikle basit harmonik hareket olmak iizere mekanik alanda genis bir uygulama

yelpazesi vardir (Wan Hassan, 2023).

1 (do\>
5 <E> = ga(cos O —cos 6y)



denklemindeki 6 fonksiyonu basit bir sarkacin t anindaki konumunu belirler (Rivera-

Figueroa ve Lima-Zempoalteca, 2021).
Ely" = w(x)

denklemi ingaat miihendisliginde kullanilan kiriglerin sapmasi ve biikiilmesi teorisinde

kullanilan Euler-Bernoulli kirisinin diferansiyel denklemidir (Yavari ve ark., 2000).

gx:

8ub_ 82vb+1 8vb 2
oax o2 2\ ox

denklemi asma kopriilerdeki kablolar i¢in kullanilan eksenel gerilme denklemidir (Hui-Li

ve ark., 2010).

vV_.2
V+m—=——=vV

om

denklemi roket uctugunda olusacak problemleri ele alir (Ahsan, 2016).

2%V y 9%V N IV y
ox2  9y? 972

denklemi 1s1, elektrik, potansiyel teorisi, yer¢ekimi, aerodinamik ve bir ¢cok farkli miihen-

dislik alanlarinda kullanilmis, bilinen Laplace denklemidir (Mitra, 2010).

w_ v o
ot | dx2  9y?

denklemi, 1s1 iletimi teorisinde oldugu kadar niikleer enerji iiretimi i¢in bir atom y181-
nindaki nétronlarin difiizyonunda da bulunur. Ayn1 zamanda (Brown, 1829) hareketinin

incelenmesinde de ortaya ¢ikmistir (Ahsan, 2016).

%V ,9%V
— =qa ——
ot? ox?

denklemi, ¢cubuklarin, tellerin ve kaplamalarin titresiminin yani sira elektrik sinyallerinin

ve niikleer reaktorlerin yayilmasiyla baglantili olarak kullanilir (Lindemann, 1880).

Bx"(t) —x'(t) + pf(x(1)) =0

denklemi, kimyasal reaktor teorisinde yaygin olarak kullanilmaktadir (Williams ve Leg-



gett, 1982).

Diferansiyel denklemlerin gelismesiyle birlikte bazi sistemlerin davraniglarinin
tam say1 dereceden tiirevlerle ifade edilemeyecegi anlagilmig ve bu sistemlerin davranis-
larin1 daha iyi tarif eden bir gelisme gerekli olmustur. Ornegin, elektriksel aglarin model-
lenmesi i¢in kullanilan parcali diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri tutarlidir fakat bazi
0zel durumlarda (yliksek frekansli, yiiksek hizli elektrik sinyallerinin iletimi vb.) kesirli
diferansiyel denklemler kullanilir. Elektrik alaninda kullanilan

. dqiL(l‘)
ML(Z) =L a1

kesirli diferansiyel denklemi, q kesirli mertebeden tiirev olmak iizere elektrik bobinindeki

akimi modellemektedir (Kaczorek ve Rogowski, 2015).

. dS o
zhE = —Dy(k)V¥E +V(x)&

denklemi kuantum mekaniginde kullanilan kesirli mertebeden Schrodinger denklemidir
(Laskin, 2000).
Ditx =y

D%y =

D%z = —az—y+Bx(1—x?)

\

denklemi ise optik alaninda kullanilan kesirli mertebeden diferansiyel denklemdir (Abde-

louahab ve ark., 2012).



3. MATERYAL VE YONTEM

Bu béliimde kesirli dereceden diferansiyel denklemleri ¢oziimleyebilmek i¢in ge-

rekli bazi tanim ve teoremleri inceleyecegiz.

3.1. Temel Kavramlar

Tanim 3.1. Gamma fonksiyonu 6zellikle reel sayilar i¢in tantmlanms, 6zellikle integral

hesaplamalarinda kullanilan bir fonksiyondur. Bu fonksiyon:

I(z) = /O Tty 3.1)

seklinde tanimlanir. Gamma fonksiyonu yari diizlemde (Re(z) > 0) analitiktir. Bunun
nedeni gamma fonksiyonundaki integralin sifirdan sonsuza gittikge yaklasan bir fonksi-
yon olmasi sebebiyle, integralin yar1 sonsuz bolgede e fonksiyonu tarafindan iistel ola-
rak baskilanmasiyla, integralin yakinsak olmasindandir. Dolayisiyla gamma fonksiyonu
Re(z) > 0 yar1 diizleminde yakinsaktir.

(2.1) fonksiyonunda z — z+ 1 alinirsa

I'(z+1) = /0°° e . xtdx

seklinde yazilabilir. Ayrica u = x° ve dv = e~ dx olarak alinirsa,

I'z+1)= —e_xxzo(; +z/ e x* dx
0

elde edilir. Buradan I'(z + 1) = —e "x*} +z [;” e *.x*~ 'dx olarak alimrsa:

[(z+1)=2zT(2)

olarak bulunur. O halde,

I'z)=(z-1)T(z—1)

buradan

[(z) =(z=1)(z=2)(z=3)... [(z—(z— 1))



seklinde de alinabilir. Bu da gamma fonksiyonunun faktoriyel hesaplamalarinda kul-

lanilabilecegini gosterir. O halde,

ifadesi (2.1) den dolay1 agiktir.

seklindedir.

Tamim 3.2. w, (a,t) arahiginda siirekli ve integrallenebilir bir fonksiyon olsun. m € N*,
m—1<qg <mveqg > 0 olarak kabul edelim. T > a i¢in g. dereceden bir gercek fonksiyon
w diistinelim. Riemann-Liouville kesirli tiirevi:
m

j—;w(t) » mj? /at (t— )" (1) dt
seklindedir.
Tanimm 3.3. Caputo (1966) tarafindan yayinlanan calismada hem niimerik ¢oziimlerde
hem de matematiksel fizik konusunda yeni bir yaklagim sunmak icin ayrica kesirli tiirevle-
rin daha diizenli bir matematiksel yapiya sahip olmasi ve belirli 6zellikleri koruyabilmesi
i¢in lizerine calistig1 Caputo kesirli tiirevi:

m € NT ve m—1 < g < m olmak iizere,

caDIw (1) = m /a’ (t—7)" ! ﬂw(r) dt

seklindedir. Riemann-Liouville kesirli tiirevine gore avantajlart oldukca fazladir. Bunlar-
dan bir tanesi Ozellikle baslangi¢c kosullarim1 dogrudan tanimlama avantajina sahip ol-
masidir. Ornegin, Riemann-Liouville kesirli tiirevinde baslangi¢ kosullarini w(0) ve w’(0)

olarak alirsak:

1 towlm (1)
li / drt
imy; o+ T (m — q) 0 (t B T)q+1_m



seklinde elde ederiz. t degeri istedigi kadar O sayisina yakin olsun yine integral icindeki
terimler (0,t) arasinda deger alacaktir. Bu yiizden integralin iist sinir1 t oldugundan, in-
tegralin degerinin sonsuza kadar artacagini sdyleyebiliriz. Bu yilizden limiti tanimsizdir.
Bu da Riemann-Liouville kesirli tiirevinin baglangi¢c degerlerini belirlemek i¢in kullani-
lamayacagi anlamina gelir. Fakat Caputo kesirli tiirevinde bu durum s6z konusu degildir

(Herrmann, 2011).

Tanim 3.4. Riemann-Liouville kesirli integrali asagidaki gibi tanimlanir:

117920 () =€ Diw(r)
(%)

O halde, Caputo tiirev formiiliinden yola ¢ikarak yazarsak I elde etmek icin Caputo tiirev

derecesi yerine —g + 1 yazmamiz gerekir. O halde, m = 1 i¢in,

D0 = =y -9 v e
Dy w(t) = 19w (t) = ﬁ /at (t—1) ' w(t)dr

seklinde elde edilir (Cao ve ark., 2015).

Teorem 3.1. w fonksiyonu [a, b] aralifinda siirekli ise,

/abw(x)dx:w(‘l‘)(b—a)

olacak sekilde en az bir ¥ € [a,b] vardur.

Ispat. w fonksiyonu siirekli oldugundan [a, b] araliginda simirlidir. O halde,
m=infw(x): x € [a,b]

M = supw(x) : x € |a,b]

olmak iizere Vx € [a,b] icin m < w(x) < M dir. w fonksiyonu [a, b] arasinda integrallene-

bilir oldugundan,



m(b—a) < /abw(x)dxg M(b—a)

olur. Buradan,

S w(x) dx

"= e S

elde edilir. w, [a,b] de siirekli oldugundan ara deger teoremine gore,

[Pw(x)dx
) — Ja
w (W) b—a)
buradan da
b
/ W (x) dx = w (¥) (b—a)
a
olacak sekilde bir W € [a,b] oldugu ispatlanmis olur. O

Tanim 3.5. Agirlikli sol dikdortgen kurali asagidaki gibi tanimlanir:

1 k+1 -1
I :—/ t—17)" w(t)dt, h=—
k+1 F(q) 0 ( ) ()

integralini ele alalim. Bu kural integralin sol u¢ noktasina yakin bir noktada fonksiyon
degerini kullanarak hesaplanir (Li ve Zeng, 2013). O halde integrali kii¢iik toplamlar ha-

linde parcalayalim,

noorti 1
Y / (thi1 — 7)) 'w(t)dT
j=0

1j

burada integralin sol sinir1 yani ¢; ye gore yazarsak,

1 n+1 -1
I N—/ t—1)T T w(t;)dt
n+1 F(q) 0 ( ) (])

i n+1
Iyp1 ~ M/ (t—7)" dt
0

[(q)

wl)h
Iyt NOF (3.2)
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seklinde yazilir. Burada h adim aralig1 biiyiikliigiidiir.

Tanim 3.6. Agirlikli sag dikdortgen kurali agagidaki gibi tanimlanar:

1 k+1 -1
I :—/ t—17)" "w(t)dr, h=—
k+1 F(C]) 0 ( ) () n

integralini ele alalim. Bu kural integralin sag u¢ noktasina yakin bir noktada fonksiyon

degerini kullanarak hesaplanir(Li ve Zeng, 2013). O halde integrali kiiciik toplamlar ha-

linde parcalayalim,

noortin 1
y / (tn1 — 7)7  w(z)dT
j=0"1j

burada integralin sol sinir1 yani 7;,1 € gore yazarsak,

1 n+1 -1

wtj+1) /”“ o
L1~ t—1)1 dt
n+1 r%q) 0 ( )

w(tj+1) hf (3.3)

Iy~
" T(g) ¢

seklinde yazilir.

Tanim 3.7. Agirlikl trapez(yamuk) kurali asagidaki gibi tanimlanir:

In—1 T
In1=/ (t—1)  u(tydr, h== ve tj=jh j=0,1,..,n—1
n

To

integralini ele alalim. Simdi integrali kii¢iik toplamlar seklinde yazalim,

n—1 1
y / (tn— 7)9 " u()d7
j=1 lj*l

trapez kurali bir yamuk alani1 seklinde ¢alistigindan dolayi,

n—1 ,t; n—1_. . ti
Y [ u@ar~ LI [ (-
j=1 tj—1

j=1 tj—1
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denklemin en sagindaki integrali ¢ozlimlersek,

Y [ o tueae~ L (g ) [t e

j=171j—=1 j=1 2 g

ta =nh,tj = jhvetj_1 = (j— 1)h oldugundan

q q

Denklemin sag tarafinda h parantezine alip diizenlersek,

n=l he(u; : 4
Y [ o (e D
j=1 tj—1 q

n—1
_Zl[(n— (=1 =(n—=j)1]
j=

denklemin sag tarafin1 diizenlersek,

hq(uj—l—uj_l)

n—1 1 n—1
Y [ =0 e~ Y=+ 1)~ (n— )

j=1 ti—1 q
n=l r; : hd n—1
y / (b — DT (DT ~ =Y i (j+ ) 1) (3.4)
j=17/1j—1 j=1
elde edilir. Burada
wpj=(n—j+1)1—(n—j) (3.5

olmak iizere denklemin agirlik fonksiyonu olarak tanimlanir.

Tamim 3.8. Agirlikli orta nokta kurali agagidaki gibi tanimlanur:

In—1 T
Inlz/ (t—0) " ftar,ulty1))dt, h== ve t;j=jh j=01,..,n—1
n

Io

integralini ele alalim. Agirlikli orta nokta kurali, [a,b] arali§in1 n esit parcaya bolelim ve

[a,b] araligindaki her bir alt araligin orta noktasini bulalim. Ornegin alt araliklar [t i—1,1)]
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seklinde ise orta noktay1 m; = 1= # seklinde yazabiliriz. Buradan

[Pu(t)d(t) ~ Y'i_ywju(m;) elde edilebilir. Simdi kuralimizi uygulayalim.

/tnl (l - ‘L')q*I f(tn*hu(tnfl))df

To

N

In—1 n—l . ; 1j
/ (t =) fltgr,u(tyr))dt~ Y f (tjl,uf;;uf) /tl(r,,—r)q—ldr

o j=1 J

buradan da agrlik fonksiyonunu da tanimlarsak,

n—1 n—l : ;
[ =T flttult))d T~ Y wnif (t,-_;, ”’%ﬂ") (3.6)

0 q j=1

seklinde bulunur.
Tamim 3.9. ag,a;,a, ... katsayilar1 gostermek iizere:

w(x) = ag+ aix+ax® + azx® +agx* + ... (3.7)

fonksiyonu tanimlansin. Bu fonksiyonda ag terimi sabit terimi gosterir. O halde w(0) = ag

olacaktir. Simdi a; katsayisini tanimlayabilmek i¢in w(x) fonksiyonunun tiirevini alalim.

w(x) = a +2ax+3 a3 X+ ...

burada w'(0) = a; oldugunu goriiyoruz. Simdi a, katsayisini bulalim. Bunun i¢in w/(x)

fonksiyonun tiirevini alalim:
w/(x)=2a+32a3x+ ..

burada w”(0) = 2 a, ifadesini elde ederiz. Simdi de son kez w” (x) fonksiyonunun tiirevini

alalim:

w(x)=32a3 +432a4x + ...
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Burada w®) (0) = 3.2 a3 oldugunu gériiyoruz. O halde tiim katsayilar1 (2.7) denkleminde

yerlerine yazarsak:

_ / w(0) 5 wH0) 5 w(0) ,
w(x) = w(0)+w (0)x+ 5 + 33 + 133 "

+ ..

seklinde elde edilir. Bu denklem w(x) fonksiyonunun 0 noktasi etrafindaki Taylor serisi

acilimini temsil eder. O halde x degiskeninin a noktas etrafinda Taylor serisi acilimi:

o)

w (a
w(x):Z !( )(x—a)"

n=0 n

seklindedir.

3.2. Sonlu Fark Yontemleri

Sonlu fark yontemleri, sayisal analizde kullanilan bir yaklasim yontemidir. Bu
yontemler, herhangi bir fonksiyonun bir noktasindaki tiirevini, fonksiyonun bu nokta ci-
varindaki diger degerlerinden hesaplayarak bulur. Bu yontemlerin temel fikri, bir fonk-
siyonun tiirevinin, o noktada alinan iki deger arasindaki farkin, ilgili noktanin araliktaki
konumuna gore agirliklandirilmasi ile hesaplanabilecegidir. Bu yaklasim, tiirev hesapla-
malarinda kullanilan diger yontemlere gore daha basit bir yaklasim sunar ve hesaplama
stiresi daha kisadir. Sonlu fark yontemleri hem lineer hem de lineer olmayan problemle-
rin ¢oziimiinde kullanilabilir. Ayrica, diferansiyel denklemler gibi bir¢ok niimerik analiz
probleminde de kullanilir (Chapra, 2010).

Cheney ve Kincaid (2012)’ ye gore sonlu fark yontemini kullanilarak problemin
niimerik c¢oziimlerine ulasilabilmesi i¢in, x ve ¢ degiskenlerinden olusan bir 1zgara sis-
temi olusturulur. Bu sistem, ¢6ziim alanini bircok kiigiik hiicreye ayirir ve her hiicre-
deki ¢coziim degerleri hesaplanir. Diferansiyel denklem, sonlu fark yaklagimi kullanilarak
ayriklastirilir. Bu, birinci veya ikinci tiirevlerin sonlu fark yaklasimlarini kullanarak di-
feransiyel denklemin fark denklemine doniistiiriilmesi anlamina gelir. Baslangi¢c veya
sinir kosullar1 1zgara sistemindeki uygun noktalara uygulanir. Izgara sistemi boyunca
sonlu fark yaklasimi kullanilarak, her noktadaki ¢oziim degeri hesaplanir. Hesaplama,

bir sonraki zaman adimina ve bir sonraki uzay adimina ge¢mek i¢in kullanilan bir iteratif
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stirectir. Hesaplanan ¢oziim degerleri, sonlu fark hatasi dahil edilerek, ¢6ziim alanindaki
tiim noktalarda veya belirli noktalarda alinir. Coziimiin dogrulugu kontrol edilir. Bunun
icin, 1zgara sistemi daha kiiciik hiicrelere ayrilarak veya daha yiiksek diizeyli sonlu fark

yaklagimlari kullanilarak ¢6ziim dogrulugu artirilabilir.

A
t

m-1,1 m, t+1

m,t

| —
m, 1] 4 \“m-i-l,r

(0,0) m+1,0 x

Sekil 3.1. Diigiim Noktalarinin Gosterimi

Genellikle, bir fonksiyonun tiirevi, limit tanim1 kullanilarak hesaplanir ancak bu
yontem, hesaplamalar icin fazla zaman harcayabilir. A¢ik sonlu farklar ise bir fonksi-
yonun tiirevini hesaplamak i¢in limit tanimina ihtiya¢ duymadan, fonksiyonun degerleri
arasindaki farklar1 kullanur. Ileri fark formiilii, geri fark formiilii ve merkezi fark formiilii gi-
bi ¢esitli acik sonlu fark formiilleri vardir. Bu formiiller, tiirevin yaklasik bir degerini he-

saplamak i¢in kullanilir. Asagidaki 1s1 transfer denklemini ele alalim:

du 2%u

Burada u, 1s1 transferi ve sicaklik dagilimini, t, zamani, x uzay koordinatini, v ise visko-

ziteyi ifade eder.
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+1
O Uzay farkini iceren nokta
T N\ 7\
L W/
“ Zaman farkini 1geren nokta
m-1 m m+1

Sekil 3.2. Ac¢ik Form Gosterimi

Ileri fark yontemi, Bir fonksiyonun tiirevini hesaplamak igin kullanilan basit bir
yontemdir. Ileri fark formiilii:
Jdu Uy ) — Uy

3 49 +O(h)

ou uf!—ul
—=——+0(k 39
== = 0 (39)
seklindedir. Burada, & ve k adim uzunlugunu, O(h) ve O(k) ise kesme hatasinin, & ve k

degerine dogru orantili oldugunu gosterir.

Geri fark yontemi, ileri fark yonteminden farkli olarak tiirevi hesaplamak i¢in bir
fonksiyonun sol tarafindaki bir baska noktadaki fonksiyon degeri ile ilgili farki kullanir.

Geri fark formiilu:

du Uy, —u,
a_ZZmT'M+0(h)

seklindedir.

Merkezi fark yontemi, hem fonksiyonun sol hem de sag tarafindaki noktalardaki

fonksiyon degerlerini kullanan bir yontemdir. Merkezi fark formiilii:

ou u —u
8_22 m+12h m 1+0(h2>

seklindedir. ikinci dereceden merkezi fark formiilii ise:

t

%u U,y —2uy, +
4Tt T Tl | op2) (3.10)

ox2 h?
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seklindedir. Is1 iletim denkleminde (3.9) ve (3.10) denklemlerini yerlerine yazarsak:

uz+1 _ ut ”ﬁn+1 _ zuin —}—u’

m m m—1
~ v
k h?
r+1 ro kv, t t
Uy —Upy ﬁ [um—i-l - 2um + um—l}
burada ’;l—zv = r olarak alirsak:
r+1 o t ! t
U, —U, T [um+1—2um+um,l}
buradan da

u =~ rad, b, (1=2r).d,

seklinde bulunur. Burada hata mertebesi O(h?) + O(k) seklindedir. Ayrica t = [0,T] ve
m = [1,M — 1] dir. Merkezi fark yontemi (Sekil 3.3.) deki gibi gosterilebilir.

t+1 J\ . Bilinen noktalar

t O Bilinmeyen noktalar

m-1 m m+l1

Sekil 3.3. Merkezi fark formiiliiniin grid tistiinde gosterimi

Acik sonlu farklarin daha hizli ¢oziimler verdigini ve kesme hatasinin biiyiik ol-
dugunu biliyoruz. Kapali sonlu farklar ise ac¢ik sonlu farklara nazaran daha az kesme
hatasina sahiptir fakat hesaplama siiresi uzundur. Bu yiizden kapali sonlu fark yontem-
leri daha kararli sonuglar icin uygun bir yontemdir. Chapra (2010)’a gore basit kapal
yontemin kosulsuz kararli oldugu, ancak biiyiik zaman adimlarinin kullanimi i¢in bir
dogruluk sinir1 oldugu belirtilmelidir. Bu nedenle, cogu zaman degiskenli problemler i¢in
acik yaklagimlardan ¢ok daha etkili degildir. Ancak sabit durum problemleri i¢in olduk¢a
iyidir. Kapal1 sonlu farklar esitligin her iki tarafinda ileri zaman barindiran esitliklerdir.

Kapali sonlu farklar agsagidaki gibi 1zgara lizerinde gosterilebilir:
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A

\IJ T O Uzay farkini iceren nokta
| ‘

“ Zaman farkini iceren nokta

m-1 m m+1

Sekil 3.4. Kapali formun grid iizerinde gosterimi

Kapal1 sonlu farklar i¢in merkezi fark formiilii su sekilde verilir:

0%u ut+1]_2uz+l+ut+_ll
o2 = iax h’g m=l 1 0(h?). (3.11)

(3.11) ve (3.9) denklemi, (3.8) 1s1 iletimi denkleminde yerine yazilirsa,

t+1 t t+1 F %) t+1 t+1
ur—u u u,  +u,
m m v m—+1 m m—1 (312)

k h?

k.v
1+1 A O & SR W S | t+1
Uy — Uy~ W2 [uerl 2um + umfl}

burada % = r olarak alalim:

t+1 o~ t+1 A t+1 t+1
U, —U,~Tr. [”mﬂ 2u,, —|—um71]

buradan da

ro_ t+1 t+1 r+1
Uy = =Tty — Pty + (14 2r).u,

seklinde bulunur. Burada hata mertebesi O(h?) 4 O(k) seklindedir. Ayrica t = [0,T] ve
m = [1,M — 1] dir. Burada M — 1 bilinmeyenli, M — 1 tane denklem ¢6ziilmelidir.

Crank-Nicolson yontemi, ikinci dereceden bir zaman tiirevi iceren ¢esitli diferan-
siyel denklemleri ¢6zmek i¢in kullanilan bir niimerik yontemdir. Bu yontem, diferansi-
yel denklemlerinin sinir kosullar1 ve baslangi¢c kosullar1 gibi belirli girdilerini kullana-
rak, belirli bir zamanda sistemin ¢iktisini tahmin etmek ic¢in kullanilir. Crank-Nicolson
yontemi, bir¢ok farkli bilimsel alanlarda kullanilir, 6zellikle 1s1 iletimi, difiizyon, akigkan

dinamigi ve elektromanyetik dalga problemlerinin ¢oziimiinde sik¢a kullanilir. Crank-
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Nicolson yontemi, (3.10) ve (3.12) denklemlerinin sag taraflarinin ortalamalarinin alin-

mastyla elde edilir ve (3.8) denklemi icin asagidaki formiil ile ifade edilir:

1 t t+1 _ ~ o+l t+1 t _ gt t
Uy~ — Uy lv Upog =2, i, U — 2u, U,
k h? h?

k
| =ty = 2 [ty = 20 A g — 20,y
h—kzv = r olarak alip, denklemin her tarafin1 2 ile ¢arparsak ve gerekli diizenlemeleri yapar-

sak:

t+1 i+1 aglr t ! t
=ty 2(V 1), — v, =1y, +2(1 =)y, + g,

seklinde yazilabilir. Burada, «/,, m indisindeki uzay noktasinin # zamanindaki sicakligini
ifade eder. k ve h ise sirasiyla zaman ve uzay araliklarini ifade eder. v ise sicaklik, difiizyon

katsayis1 veya benzeri bir sabittir.

t+1 T N
=) O
t+4 3 > O Uzay farkin iceren nokta
t () C)
L
x Zaman farkini iceren nokta
m-1 m m+1

Sekil 3.5. Crank-Nicolson yonteminin grid iistiinde gosterimi

3.3. Coklu Kuadrik Radyal Baz Yontemi

Coklu Kuadrik (MQ) Radyal Baz Fonksiyonu (RBF) interpolasyon yontemi, 1968
yilinda Iowa State Universitesi jeodezist Roland Hardy tarafindan gelistirilmistir. Bu yon-
temi 1971 yilinda yayimlanan 97 numarali makalesinde tanimlayan ve adim veren Hardy’-
nin bulugu, kartografiden kaynaklanan bir problemle ilham alinarak gergeklestirilmigtir
(Sarra ve Kansa, 2009).

Coklu kuadrik radyal baz fonksiyonlari, 1977 yilinda tanitilmistir. Bu fonksiyon-



19

lar, daginik veri noktalarini interpolasyon yontemiyle dogru ve verimli bir sekilde ara-
lamak amaciyla kullanilmaktadir. ilerleyen bulgular sayesinde, coklu kuadrik radyal baz
fonksiyonlarinin az sayida parametre ile genis bir fonksiyon yelpazesini yaklagik olarak
temsil edebildigi kesfedilmistir.

Coklu kuadrik radyal taban fonksiyonlar: iizerinde yapilani1 ¢calismalar genisletildi
ve bu fonksiyonlar1 kullanarak sinir aglarini egitmek i¢in bir yontem gelistirildi. Yontem-
leri en kiigiik kareler prensibine dayaniyordu ve cesitli fonksiyonlar1 yaklagik olarak 6g-
renmek, sinir aglarin egitmek icin ¢ok etkili oldugu kanitlandi. Coklu kuadrik radyal ta-
ban fonksiyonlarinin gelisimi 1990’larda devam etti ve bu fonksiyonlar1 kullanarak sinir
aglarin1 e8itmek icin bircok yeni yontem Onerildi. En onemli gelismelerden biri, radyal
taban fonksiyon c¢ekirdeginin (RBF cekirdegi) tanitilmasiydi, bu da makine 6grenimi i¢in
giiclii bir aractir.

Makine 6grenimi alaninda, Coklu kuadrik radyal baz fonksiyonlar1 hizla benim-
senmigtir. Bu fonksiyonlar, giris ve cikis verileri arasindaki dogrusal olmayan iligkileri
yaklagik olarak hesaplayabilmeleri nedeniyle sinir aglarimin egitimi i¢in 6zellikle fay-
dalhidir. Simiflandirma, regresyon ve kiimeleme gibi bircok makine 6grenimi uygulama-
sinda hala yaygin olarak kullanilmaktadirlar.

Coklu kuadrik radyal baz fonksiyonlarinin kullaniminin, goreceli olarak az sayida
parametre ile genis bir fonksiyon yelpazesini yaklasik olarak temsil edebilme yetenegi,
egitim ve degerlendirme siireclerinin verimliligi, giiriiltiiye(hatal1 veri) ve aykir1 degerlere
kars1 dayaniklilik, farkli makine 6grenimi problemlerinin ¢oziimiinde kullanilabilme gibi
bir cok faydasi ve hiperparametre(6grenme hizi, epoch sayist vs.) secimine duyarlilik,
biiyiik veri kiimeleri i¢in egitim siirecinin hesaplama a¢isindan maliyetli olabilme ve baz1
problemlerde diger makine 6grenimi yontemlerine gore daha az dogruluk saglayabilme
gibi bir ¢cok sinirlamalari mevcuttur.

Coklu quadrik radyal baz fonksiyonu su sekilde elde edilir:
o(r)=Vr2+c2 (3.13)

Coklu kuadrik radyal baz fonksiyonunun formiilii, baz fonksiyonunun seklini be-
lirleyen ve grafiksel olarak nasil davrandigini aciklayan bir yapiya sahiptir. Formiildeki
@ (r) ifadesi, herhangi bir r degeri i¢in baz fonksiyonunun ¢iktisim1 temsil eder. Bu ¢ikti,

r degeri ile birlikte sekil parametresi c tarafindan belirlenen bir denkleme gore hesap-
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lanir. Grafik acisindan diistiniildiigiinde Sarra ve Kansa (2009)’a gore (Sekil 3.6. ) i¢in,

baz fonksiyonunun seklini belirleyen faktorler sunlardir:

2.3, :
“ﬂ“""’lﬂ"ﬂy /| D
2l Q)

7,

Sekil 3.6. Birim daire iizerinde sekil parametresi c=2 olan bir MQRBF fonksiyonu (Sarra ve Kansa,
2009)

i. Uzaklik (r) : iki nokta arasindaki uzaklik, baz fonksiyonunun degerini belirler. r degeri
arttikca, baz fonksiyonunun degeri de artar, ancak bu artis sekil parametresi c tarafindan
etkilenir.

ii. Sekil parametresi (c) : c degeri, baz fonksiyonunun seklini etkiler. Daha biiyiik bir ¢
degeri, baz fonksiyonunun daha diizgiin bir sekle sahip olmasini saglar. Bu durumda, baz
fonksiyonunun genislikleri artar ve yiizey daha yumusak bir sekilde degisir. Daha kiiciik
bir ¢ degeri ise baz fonksiyonunun daha keskin bir sekle sahip olmasinmi saglar. Bu du-
rumda, baz fonksiyonunun genislikleri azalir ve ylizey daha hizli bir sekilde degisir.
Dolayisiyla, ¢oklu quadrik radyal baz fonksiyonunun formiilii, r ve ¢ parametrelerinin
birlesimiyle baz fonksiyonunun seklini ve davranisini belirler. Bu parametrelerin degerleri,
baz fonksiyonunun diizgiinliigiinii, keskinligini ve nasil degistigini grafiksel olarak etkiler.
Istenilen sekle ulagsmak icin bu parametrelerin dogru bir sekilde ayarlanmasi nemlidir.Se-
kil (2.7) ’de ¢=0.5, c=1, c=2 ve c¢=5 degerlerine gore MQRBF fonksiyon grafiginin degi-

simleri gosterilmisgtir.
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Sekil 3.7. Sekil parametresinin degisimine gore MQRBF fonksiyonu grafiginin degisimleri

3.4. Zaman-Parcalama Yontemi

Zaman parcalama yontemi, bir zaman adimin birden fazla alt adima bolen ve her
alt adimda sistemin farkli kisimlarini ¢6zen bir sayisal ¢6ziim yontemidir ve bazi diferan-
siyel denklemlerin dogrudan ¢oziimii zor veya imkansiz oldugunda kullanilabilir. Zaman
parcalama yOnteminin kokenleri, ilk olarak 1960’larda gozlemlenen bir dalganin hare-
ketini aciklamak i¢in kullanilan “split-operator” yontemine dayanmaktadir. Daha sonra
ilk olarak Klemp ve Wilhelmson tarafindan 1978’de tanitilmistir (Klemp ve ark., 2007).
Bu yontem, sikistirilabilir olmayan hidrostatik olmayan denklemler icin en yaygin kul-
lanilan ayrica Hamiltoniyen operatoriiniin (sistemin toplam enerjisi) etkisi altinda bir
dalga fonksiyonunun evrimini hesaplamak i¢in kullanilan bolme yontemlerinden biri-
dir. Daha sonra yontem, cesitli farkli sistemlerin sayisal ¢coziimiinde kullanilmak iizere
genisletilmistir. Zaman parcalama yontemi, sonlu farklar veya sonlu elemanlar yontem-
leri ile birlestirilebilir ve bircok farkli fiziksel sistemde kullanilabilir ve genellikle bircok
farkli alternatif yontemle karsilastirildiginda hizli ve dogru sonuglar verir. $imdi zaman

parcalama metodunu daha anlasilir olmasi i¢in basit bir sekilde ifade edelim:

du

T +gw), relhttk, ul)=c (3.14)
problemini ele alalim. Zaman pargalama yontemi, bir diferansiyel denklemi birden fazla
alt-probleme bolerek ¢ozer. Her bir alt-problem icin ayr1 bir ¢oziim hesaplanir ve ardindan

bu ¢oziimler birlestirilerek genel ¢oziim elde edilir. O halde

dii

E—f(ﬁ), tE€ty,tp+k|, d(ty)=c (3.15)
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du _ -

E:g@’ tE [ty ty+ k], ul(ty) =u(ty+k) (3.16)
burada u(t,) olarak yazdigimiz baglangic zamanindan bir sonraki zamana gegctigimizde
bu zaman u(f,) in baglangic zamanidir. Yani f (i) fonksiyonunun bir k zaman sonrasi
g(u) fonksiyonu igin baglangi¢c degerdir. Simdi zaman par¢alama yontemi igin ve hata

arastirmasi yapmak icin asagidaki teoremi kullanalim:

Teorem 3.2. (G, |- |) dogrusal bir normlu uzay olsun ve ayrica,
1.f,g:0— 0O,
i. uv,w:ltp,tpr1] >0, thry=t,+k, k>0

iii. (O, || * |l)s X : [tp,tp+1] — © fonksiyonunun dogrusal bir B uzay1 olsun, dyle ki

[ % le="sup [x(t)] <oo
1€ty tp1]

olsun (Brunner, 2004). (3.14), (3.15) ve (3.16) icin,
1. u,ft, U € oy
ii. Eger x = u,u,uise, Lf,Lg, K f,Kg olmak iizere pozitif sabitler vardir,

|f(X)]e < Kf,|g(x)] < Kg ve tiim x,y € O igin

1f() = fWI < Lelx—yl,  g(x) —g()] < Lglx—y]|

Lipschitz kosullar1 gecerlidir.
Simdi # (4 1) 1 tammlayalim. (3.14) i¢in her iki tarafin da #, den t ye integralini
alalim.
t t
ult)y=c+ | flu(r))drt+ | gu(r)dr. (3.17)
I tp
Simdi de (3.15) de ve (3.16) de her iki tarafin integralini alalim.

t

u(t)=c+ | f(a(r))de (3.18)
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daha sonra u () = it (t, + k) oldugundan

Ftt k) =ct [ F(n))de

Iy

olmak {izere,

i) =ct [ p@E)dc+ [ gli(e)dz (3.19)

I Ip

seklinde yazabiliriz. Simdi de (3.17) ve (3.18) arasindaki fark: aragtiralim.

t

)= 0) = [ [fu(e) ~ fEE)]dT+ [ glu(r)ds

p Iy

bulunur. Dolayisiyla V¢ € [t5,1,. 1] i¢in,

jur) —ae)] < kLyju— il +kKq

esitsizliginde sup alinirsa,
e = tlleo — KL p[ue — it]] o < kK
elde edilir. islem devam ettirilirse
ot~ (1 kL) < KK

buradan da
kK,
1 —kLy

[l —itl]eo <

(3.20)

elde edilir. Simdi de (3.19) ve (3.17) arasindaki farki aragtiralim.

i) —u) = [ rae)de+ [ glate)as
’ , (3.21)

t t
- [ r@pde [ gu(e)ds
Ty Ip
seklinde denklemi elde ederiz ve denkleme:

- [ s as+ [ se)ae

p
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eklersek
t

a0 —uy= [ )+ [ glie)as

Tp I

- [ ratenac— [ suw)as

o

- [ ey [ sa)as

Iy

seklinde elde ederiz ve buradan da:

i) —u(t) = [ fao)ar+ [ () - flu(e)las

+ | lg(u(7)) —g(u(7))ldT

Ip
denklemini elde ederiz. Burada ilk integralin alt sinirina dikkat edilmelidir ¢ilinkii
— fti f(ua(t))dz integralinin nereye gittigi kafa karigtirabilir. Ayrica
lu(t) —u(t)| < |tpr1 —t|Kr+kLr||t — tl|oo +kLg || — t]| 0
esitsizliginde sup alinirsa,

elde edilir. (3.20) esitsizligini yerine yazarsak,

K,L
- ~ 2 Dgkf
buradan
K,L
0—ullw(1—kL,) < kK s+ k281
(1 = kL) < KK+ =5
buradan da

kKy o KLy
k — O(k
Tk, K =k —kig W

[ —ulle <

olur. Simdi de (3.21) denkleminde t = t;, | olarak alirsak,
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i) —u(t)= [ faydars [ gan))de

Iy Iy

[ uyas— [ gt

Iy Tp

elde edilir. Buradan

i) —u(t) = [ ") — flu()de
+ [ (g(@) - gu(x))dz

Iy

Buradan Lipshitz esitsizligi yardimiyla,

th1) — (i 1)] < RLgl| 7~ o+ KLgl |~ ]

||t — u||e ve ||t — u|| esitsizliklerini yerine yazarsak,

|17(tb+1)_u(tb+1)’ < kal—kgLf—i_
kK K,L
kLg S —|—k2 g-f
T—kL, " (1—kLp)(1—kLg)

ve iglemleri devam ettirirsek ve sup alirsak:

) KeLy +k2 L¢Ky
l—ka 1—kLg
K,LsL
g-fg :0(k2)
(1 kLy) (1 kL)

[a(tp 1) = ultp 1) ]| <k
(3.22)

+ K

(3.22) esitsizligi, 1,41 noktasinda siiper yakinsamanin gerceklestigini gosterir. Bu da,
1p+1 noktasindaki yaklasim mertebesinin normdaki yaklasim mertebesinden daha biiyiik
oldugu anlamina gelir.

Cao ve ark. (2015) tarafindan yapilan calismada bahsedilen kesirli diferansiyel
denklemler igin bir zaman parcalama semas1 olusturalim. Oncelikle, zaman kesirli dere-

ceden bir diferansiyel denklem diisiinelim.

<CDgu> (1) =&u(®)+nu(t), u0)=uy, 0<t<T, EneC (3.23)
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burada (“Dfu) (1), ¢ € (0,1) Caputo kesirli tiirevini ifade eder. Klasik zaman bolme

yontemi bir zaman adimi i¢in 0 < ¢ < & su sekilde diisiiniilebilir:

(“Dfa) (1) = ca(o),

<
~~
(e
SN—
I
<
=)

(°Dfa) () = matr),  a(0) = a(n)

Simdi denklemi uygun bir bicimde ikiye ayirdik. Bu iki denklem ayr1 ayri ve ardisik
olarak ¢oziiliir. bu sekilde ¢oziim de kolaylastirilmis olacaktir. u ~ i oldugundan, (3.23)

i kesirli denklemi i¢in yaklagik bir ¢6ziim olsun ve ¢6zlimiin hatas1 asagidaki gibidir:

_ + khkq h9) hd
u(h) () = iio |5 ity — Lio ity Zico 11ty

28p én 2 3
= {rmzq) ~ mrgy | H o),

Klasik bolme yonteminin yakinsama derecesi O(h??) olarak ifade edilebilir. Bu nedenle,
bir adim i¢in elde edilen zaman bdlme semasinin yakinsama derecesi olan ¢ sifira yak-
lagtik¢a azalir denilebilir. Bu problemi ¢6zmek icin kesirli olmayan lineer olmayan dife-
ransiyel denklemlerin boliinmesi i¢in bir bolme yontemi gelistirilmistir . Bu yeni bolme
yonteminin yakinsama derecesi O(h'*9) olarak ifade edilir ve bu yontemi kesirli diferan-
siyel denklemlerini ¢c6zmek icin uygulariz. Siirekli fonksiyon u, uygun bir alan G bolgesi

tizerinde Lipschitz esitsizligini saglar, yani
|g(t,u1) — g(t,u2)| < Kluy — uz|,Yur,us € G. (3.24)

Kesirli tiirev ve integrali daha once verilmisti. Kolaylik saglamasi acisindan ta-

rafindan kullanilan gosterimi verelim:

<[C;}DZM> (l) = F(ll_ (]) /at (Suf?)qdfa

1 T u
(Mlgu) (t) = F((x) /a (S_(,:))l—qdf,

(129) () = s [ 10D
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Simdi kesirli dereceden bir diferansiyel denklem formunu ele alalim:

(CDgu) (1) = Au(t) + f(t,u(?)), (3.25)

olsun.Burada, ¢ € (0,1) dir ve A, f:[0,7] x R"*! — R™*1 de (m+ 1) x (m+ 1) boyu-
tunda gercel matrislerden olusur,
Splitting(b6lme) semasini elde etmek icin, denklemde her iki tarafin kesirli integ-

ralini alalim:
u(t) = u(0) + AU W) (1) + (U f) (r,u(r), 0<t<T. (3.26)

Eger t, = nh, 0 < n < N olarak tanimlanirsa, [0, 7| aralifinda esit aralikli noktalar olarak
dagitilan #,’leri kullanarak ((3.26)) denklemini (#,_1,#,] arahiginda (n > 1) i¢in asagidaki
gibi yazabiliriz:

u(t) = u(to) +1,_ Au(t) + ([t 5 Au) (ta—1) + (g ) (t,u(1)), (3.27)

Bir bolme semas1 olusturmak i¢in asagidakini tanimlayabiliriz:

i(t) = i(tn—1) + (FMEAD) (ta—1) + (I AdL(t),  thy <t <t. (3.28)

Burada [0,7,_1] araligindaki ¢6ziim i olarak gosterilir ve 0 <7 <1, i¢in gecerlidir. z’nin

ilk iki elemant #,,_; noktasindaki baslangi¢ degeri asagidaki gibi tanimlanir:

i@ (tg—1) = Aty 1) + ([(1LAT) (8 1) (3.29)

Daha sonra, (3.28) su sekilde yazilabilir:

i(t) =i (tyor1) + (I1_AQ)(1), tho1 <t <ty (3.30)

u ~ ii oldugundan (3.27) denkleminde u yerine i yazilip bu denklemden (3.28) denklemi

cikarilirsa asagidaki denkleme ulagilabilir:

i(t) = a(tn) + (I f) (,0(1)), 1 <1 <t, (3.31)

burada
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i (tn) = () = v(tn—1) +ii(to) — (I A(ii — @)(t). (3.32)

seklindedir. ¢ € (t,,1,+1] araligindaki i(r) ¢6ziimii yukaridaki siireclerin tekrarlamasiyla
hesaplanabilir.

(3.28) - (3.32) denklemlerinin tamami kullanilarak (3.27) denklemine ulasilabilir.
Bu sebeple herhangi bir bolme hatasi bulunmamaktadir. # = 1, olarak yazarsak (3.28) -

(3.32) denklemleri asagidaki gibi olur:

(tn) = @ (tn—1) + (If,_,Ail) (tn), (3.33)

i@ (ty—1) = @ty—1) + (jo, leAT) (tn-1),  fio = uo, (3.34)
ii(tn) = i (tn) + (I f) (tn, (1)), (3.35)

7 () = (1) = ta 1)+ ult0) — (I A~ 1)) (t0). (3.:36)

Tamamen kesikli zamana bolme yontemi, (3.33) - (3.36) denklemlerinin ayriklastirilma-
styla sekillendirilebilir. (3.36) tizerinde sag dikdortgen kuralini uygularsak asagidaki ifa-

deyi elde ederiz:

(1) ~ (tn) — @(t—1) + ulto) — F(lq) /;tn, (?( n) —)”(ln))dT
- . Ahd 3
= U(ty) —i(ty—1) +u(to) — m(u(tn) —i(ty)). (3.37)

(3.35) ifadesi u(t,) = u, ve i(t,) = i, seklinde yeni bir formda yazilirsa asagidaki ifade
elde edilir:
CZﬁn = CZﬁn +ug—iy—1+ (I,%f) (tn,ii(ty)). (3.38)

burada it(t,) =ity , #(ty) =, ve C] =1 —A (h v olarak tanimlanur. (3.38) de verilen bilinen

tiim bilgileri i, ile tammlarsak, asagidaki ifadeleri elde ederiz:



29

Cliy = ity + (I, f) (tn, (1)), (3.39)

L=tfl = Cgljn +ug— i, + ([tn}lt%f) (tn—l , ﬁ(tn_l )) (3.40)

Diger yandan, (3.34) ve (3.40) ifadelerindeki integral, sirasiyla agirlikli yamuk kurali
(3.4) ve agirliklr orta nokta kurali (3.6) kullanilarak hesaplanir. Burada

ﬂ(tjf ! ) & %(ﬁ(tj_l) — i(t;)) kabul edilir. Ancak, (3.33) ve (3.39) ifadelerindeki integ-
ral, sirasiyla agirlikli sag dikdortgen kurali (3.3) ve agirlikli sol dikdortgen kurali (3.2)

kullanilarak hesaplanir. Bu durumda asagidaki zaman bélme semasi elde edilir:

Aht

¢ — =1,2,3,.. 341
n71+1—\(1_|_q)un7 n gLy Dy ey 1, ( )

Uy =i

¢ = —q v q - 3 2
i i1+ Ew-ﬁ;—i—fr, il = uo, 4

Cqu —u_.‘l‘—q u Il—l 2 3 n 343
~ =C t g B )

hYn n F(l )f(n 1,4n l)a 3Dy lly ( )

— - - no ol i1+
un:CZun+u0_unl+mj_zlwz,jf(tj_év%)7 (3.44)
burada (3.4) ve (3.5) den
t<
a _ 4 [’ 1 (i q_(n_ i\
Wi = T /t_,-l (tn—T)l_da_(n J+ D= (n—j)4.

seklindedir. (3.42)’i elde etmek icin asagidaki yaklagim yapilir:

Bu zaman bolme semas1 TS-I olarak adlandirilir ve asagidaki yakinsama teoremi gegerlidir
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(Cao ve ark., 2015).

3.5. Kararhlik Analizi

Sayisal yontemlerde kararlilik analizi, bir sayisal ¢oziim yonteminin gergek ¢ozii-
mii ne kadar dogru taklit ettigini ve ne kadar istikrarli oldugunu degerlendiren bir siirectir.
Bu analiz, sayisal hatalarin nasil yayildigini ve bir ¢6ziim yonteminin bu hatalar1 nasil
etkiledigini anlamamiza yardimci olur. Genellikle diferansiyel veya integral denklemlerin
sayisal ¢ozlimii icin kullanilir.

Kararlilik analizinin temel amaci, sayisal ¢6ziim yonteminin kiigiik giris hata-
lariin zamanla veya iterasyonlarla nasil biiyiidiigiinii belirlemektir. Kararli bir yontem,
hata biiyiikliigiinii kontrol altinda tutarak ¢oziimiin siirekli olarak gercek ¢oziime yaklas-
masini saglar. Buna kargin, kararsiz bir yontem hatalarin hizla biiylimesine ve ¢oziimiin
bozulmasina yol agar.

Bu analizde, kararlilik fonksiyonlar1 ve kararlilik kosullar1 kullanilir. Kararhilik
fonksiyonu, sayisal ¢6ziim yOnteminin hata amplifikasyonunu ifade eder ve genellikle
Fourier uzayinda analiz edilir. Kararlilik kosullar1 ise, hata amplifikasyon faktoriiniin be-
lirli bir aralikta kalmas1 gereken esitsizlikler veya denklemlerdir.

Matematiksel analiz ve teorik hesaplamalar kullanilarak yapilan bu degerlendirme,
sayisal yontemin matematiksel modelini ve yaklasik ¢6ziim tekniklerini inceler. Analiz
sonucunda, sayisal yontemin kararlilifini saglamak i¢in bazi sinirlamalar veya kosullar
ortaya ¢ikabilir.

Kararlilik analizi, sayisal yontemlerin tasariminda énemli bir adimdir. Bir yonte-
min kararli olup olmadigini belirlemek, dogru ve giivenilir sonuclar elde etme acisindan
kritiktir. Bu analiz, sayisal hatalarin kontrol edilmesi ve azaltilmasi i¢in de rehberlik
saglar. Sonug olarak, kararlilik analizi, sayisal yontemlerin dogrulugunu, giivenilirli§ini
ve performansini degerlendirmek i¢in vazgecilmezdir. Hata amplifikasyonunu ve hata-

larin yayilmasim anlamak, dogru ve kararl sayisal ¢oziimler elde etmek icin 6nemlidir.
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Tamim 3.10. Sekil 2.8 deki gibi bir boyutlu (0,L) bolgesi diisiinelim. Ayrica bunu (-L,0)

tizerine de yansitalim. Ag noktalarini ise Ax ile olusturalim. Sekil 2.8 e gore coziilebi-

lir en kisa dalga uzunlugu A,,;, = 2Ax dir. O halde maksimum dalga sayisi, ke = 22Tnx

olmalidir. Sekil 2.8 e gore ¢oziilebilir en uzun dalga uzunlugu A, = 2L dir. O halde

minimum dalga sayist, ky,;; = 222—’2 = 7 olmalidur.

Sekil 3.8. -L ve +L arasinda bir dalga gosterimi

Sekil 2.9 a gore 1zgarai = 0, ..., N araligina boliinsiin. x; = iAx L, dalga uzunlugu,

N, aralik olmak {iizere,

XO XJ_ X2 X3 3 f : Xi XN

Sekil 3.9. [0.N] araliginin parcalanmasi

x1 = 1Ax , xp = 2Ax, x3 = 3Ax ... x; = iAx ve Ax = ]L\, seklindedir. O halde j =
0,...,N olmak iizere

ki = jkmin (3.45)

seklindedir. Frekanslar1 ayni olan iki dalga diistinelim: Sekil 2.10 da diiz ¢izgiyle ve ke-
sikli ¢izgiyle gosterilen iki tane siniis grafigi vardir. Diiz ¢izgili olan siniis grafigi tam siniis
formunu takip ettigi icin fazi sifirdir. Ayrica diiz ¢izgili siniis grafiginin genligi maksimum
noktasindan sifir noktasina diismesi #, ms siirmektedir. Kesikli gosterilen siniis grafigi ise
maksimum genlige sifir noktasinda ulagmis ve sifir noktasina diismesi #; ms siirmiigtiir.
Bu iki nokta yuvarlak i¢ine alinmigtir. Bu noktalar siniis grafikleri i¢in benzer noktalardir

ve faz farki veya faz acis1 su sekilde ifade edilir:
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Sekil 3.10. Siniis egrileri arasindaki faz farki

12r i

T
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burada L, f frekans olmak iizere, 7 = % olarak ifade edilir ve 360 dereceyi tarayan periyot

olarak bilinir. (- 7r,7r) bélgesi i¢inde % adimlariyla gidersek ve t=j olarak alinirsa:

2r  jm

0=3N "N

olarak yazilabilir.

Genel olarak bir fourier serisi:

N N
f(x)=ao+ Z ajcos(kx;)+ Z bsin(k;x;)
=1 =1

seklinde ifade edilir. Eger I = +/—1 olmak iizere, cos¢ = Le? o sing =

2
olarak alip (3.46) denkleminde yerine yazarsak:

Ik x, _|_e Ik; x, N elij,‘ _ e*]ijl'

=ap+ ) a +) b;
N
]_
elde edilir. Daha sonra,
I e[ijl- ,eflijl Ie ijxl 7161k/x’
1 21 2

seklinde yazarsak:

(3.46)

eld—e 19
21

(3.47)

(3.48)
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(3.48) denklemini diizenlersek:
N N
ai—1Ib; , ai—Ib; _,
f)=ao+ Y L 5 Lty y =L 5 Lo ki (3.49)
j=1 Jj=1

(3.49) denkleminin sag tarafinin ikinci toplaminda j degerini —j degeriyle degistirirsek:

N . 71h. 1 . ;
f(x) — a0_|_ Z a] Ib] e[iji 4 Z a_J Ib_] e*[ijl'
j=1 2 j=—N 2

ap = Vy , birbirinin eglenigi oldugundan a; —Ib; ve a_j — Ib_; degerlerini V;’ olarak

alirsak:

N
W= Y vpe

j=N

seklinde fourier serisi yardimiyla olusturabiliriz.

Acik bir sonlu fark yonteminde

t [t
”L;rl — Uy =y ”m+1_2“m+”m—1
k h2

" =ty 35 (g — 20y ], )
', = V'ekimA¥ olarak alirsak
i+ plkjmAx _ it plkjmAx | % (Vtelkj(m—l—l)Ax _ oyt elkmAx Vtelkj(m—l)Ax> _
Her iki tarafi da V' e/%"A% jle sadelestirelim:

V=1+ ];l—‘z’ (cos(kjAx) + isin(k;jAx) — 2+ cos(k;jAx) — sin(kjAx))

V =145 (2cos(k;jAx) - 2)

2kv

V=1+ 7 (cos(kjAx)—1).

Burada V, . kuvvetten dalga genli8i , /, imajiner, k;, dalga parametresidir. Eger VI>1
ise herhangi bir & icin kararsizdir.

Kapal1 bir sonlu fark yonteminde ise,
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+1 ot I+1 oy 41 t+1
Uty v (“m+1 2“:721 1
h

t+1 ot kv (., t+1 t+1 t+1
u,, —”m+ﬁ(”m+1—2”m ~|—um_1)

ul, = V'elkim-AX olarak alimirsa,

Vit glikymAx _ ytglikymax g ky (Vt+lel.kj.(m+1).Ax _ oyt elkimAx | Ct+lel.kj.(m71).Ax>
Her tarafi V' 1el %A% jle sadelestirelim.

1= ¢+ %5 (cos(kj.Ax) + isin(kj.Ax) — 2 + cos(k;.Ax) — sin(k;.Ax))

1 =3+ (2c0s (k;.Ax) —2)

—
I

+ % (cos (kj.Ax) — 1)

<=

% =1- 2;{“ (cos (kj.Ax) — 1)

1

1+ 25 (1—cos (k;.Ax))

Vv

Burada eger 0 < V < 1 oluyorsa kosulsuz kararlidir denir.

TS-1 Semasimun kararlilik analizi su sekilde yapilir:

(3.14) denklemine benzer bir sekilde

(°D8r) () =ps0)+wel), 1(0)=10, pweC, 0<I<T. (3.50)

denklemini ele alalimve burada y = 0 olarak diislinelim. O halde (3.14) denklemine ben-

zer bir sekilde

(CDgu> (t)=pu(t), t>0, peC (3.51)

denklemini ele aliyoruz. Oncelikle denklemin her iki tarafinin kesirli mertebeden integra-

lini aliriz ve
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u(t) =u(ty) —l—ﬁ/ﬁ: (t—5)*"! pu(s)ds (3.52)

denklemini elde ederiz (Garrappa, 2010).

(3.52) integral ifadesini her bir zaman adimu icin ayriklastirmak gereklidir. Carpim
integrasyonu kurallari, integralin her bir zaman adimi arasinda hesaplanmasini saglar.
Her bir zaman adiminda integral su sekilde ayriklastirilabilir. #, zaman grid nokalari, h
zaman adimi ve n grid noktasinin indeksi olmak iizere t,, =ty + nh seklinde ayriklagtirma

yaptigimizda

1 &
Up = Uy + =— / (t, —5)* ' pu(s)ds
M) &,

seklinde bir denklem elde ederiz. Bu integralin her bir zaman adiminda nasil hesapla-
nacagim belirlemek i¢in agirlik katsayilar1 (@, ;) hesaplanir. Bu katsayilar, integralin

belirli bir aralikta yaklasik olarak hesaplanmasini saglar. o halde

fj
COnj:/ (t,—s)* 'ds

ti—1
seklinde aliriz ve bu Katsayilar, ;| ve ; zaman noktalar arasindaki integralin yaklagik
degerini temsil eder. Buradan Trapez (yamuk) kural kullanarak @, ; katsayilarin he-
saplayalim. Trapez kurali, integralin yaklagik olarak hesaplanmasinmi saglar ve su sekilde

ifade edilir:

o
Wy~ 7[(@1 — 1) (=)%Y

O halde denklem

n
U =ug+h*p Y 0n_jf;
=0

seklinde konvoliisyon quadratiirii seklinde yazilir. Simdi de bu denklemin kararhilik bolge-
sini belirleyecegiz.
Teorem 3.3. @ > 0 ve ph®* = 7z olarak alahm. g, , f, in baslangi¢ kosulu dizisi yakinsak

veE

na—l

@y, = m + vy, ngl |Vn| < oo (353)
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kuadratiir agirhiklarin > 1 ve

fo=gntzy, Onjfj (3.54)
=0

konvoliisyon kuadratiirii asagidaki

G={zeCll-0%&) £0: E[<1}, o*E)=Y 0" (55
n=0

kararlilik bolgesini saglar (Lubich, 1986).
Ispat:
n
fn=8ntz Z COn—jfj
=0

konvoliisyon kuadratiiriiniin fouier dontistimiinii alalim. Konvoliisyonun fourier doniigiimii
hy = Yi_gajbn—; icin h(§) = a(&)b(S) seklindedir. O halde f, = gn +zY_o O ;f;

denkleminin her iki tarafinin fourier doniigiimiinii alirsak,

f(& —|—ZZ Za)n ifi)E

n=0 j=0

elde ederiz ve icerideki ifadeye dikkat edersek,

L (%, o0 58" = 010

konvoliisyonun fourier doniisiimii oldugundan bu esitlik gergeklesir. Simdi yerine yazalim

ve ¢oziimii ilerletelim:
denklemini diizenlersek,
buradan f(&) parantezine alirsak,

f(E)(1—z0%¢)) =g(&)

her iki tarafi da 1 — z@%(&) ifadesine bolersek,
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_ 8
f(g) - l—za)“(é)

elde edilir ve 1 —zw*(&) # 0 olacagindan dolay1 G bolgesi asagidaki gibi olmalidir.

G={ceCll—z0%(E) £0: & <1}, w“@:iowné".

Simdi (3.25) denklemini, f(¢,u(r)) = 0 olacak sekilde (3.41)- (3.44) zaman par-

calama semalariyla igleme tabi tutarsak asagidaki denklemi elde ederiz:

in= (1= =" (g 1) —n?] quhaiw(’).a.
" 2I(1+ «) F= S

(TS) _ (TS) _ 29_1@ (TS) _ (n+1)%—(n—1)%
burada w, ~’ = ﬁ, wy = 2F(1+loc)’ wiIS) — ()P —1)% Z)F(IJE';) ) (Cao ve ark., 2015). O

halde Teorem (3.3)’ye gore TS-1 semasiin kararlilik bolgesi asagidaki gibidir (Lubich,
1986):

TS =\ {L L |E| < 1} , burada w’S(&) = ¥ wi/ Vg,

wl'S (é ) n—0

Tanim 3.11. Bir sayisal yontem, hangi adim biiyiikliigiinde calisirsa ¢aligsin kararliligim
yitirmiyorsa, A-kararlidir denir.

Ornegin bir ugak, daha genis bir riizgar acisina kadar (6rnegin, yan riizgarlar)
giivenle ugabilir. Bu, ucagin daha genis bir sartta kararlilifin1 korumasi1 anlamina gel-
mektedir. A-kararlilik, bir yontemin zaman adimi ne kadar degisirse degissin kararli ol-
masint saglar, yani ¢oziimiin zamanla biiylimemesinin veya dalgalanmamasinin garan-
tisini size verir. Bu, 0zellikle sert diferansiyel denklemler icin dnemlidir, ¢iinkii bu tiir
denklemler, biiyiik zaman adimlarinda bile kararli kalmay1 gerektirir. Bir konvoliisyon
kuadratiiriiniin (6rn. (®,)) kararlilik bolgesi G, tiim karmagik z = hp igin, sayisal ¢oziim
(yn)’nin (f,) sonlu bir limite sahip oldugunda y, — 0 olarak tanimlanir. Bu metodun
giiclii kararli olmasi, her p i¢in |argp — 7| < (1—45) @ ve 0 < h < ho(p) i¢in gegerli
olmasini gerektirir. Ayrica, eger G sektorii |argz — | < 0’yi iceriyorsa, metod A(0)-
kararli olarak adlandirilir. Yani Yontemin kararli olacagi agisal bolgeyi genisletiriz. Bu
durumda |argz — 7| < 6’lik bir sektorii kapsayan bir bolge tanimlariz. Eger yontem bu
bolge icinde kararh kalabiliyorsa, A(8)-kararl olarak adlandiririz. Ornegin, 6 = /2 ise,
yontemin kararlilik bolgesi, 7°den 7/2’lik bir ac1 farkiyla tanimlanir. (Sekil 3.11. )’de

farkli o degerlerine gore kararlilik bolgelerinin ¢izimi gosterilmistir.
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Sekil 3.12. TS-1 semasinin o = 0.3 ve o@ = 0.7 degerleri icin kararlilik bolgesi

(Sekil 3.12. )de TS-1 semasinin @ = 0.3 and o = 0.7 degerlerine gore kararlilik

o T

bolgeleri ¢izdirlmistir. Burada Teorem (3.3) icin n = 10* alimustir ¢iinkii w’ E)=Xr own

acikc¢a bilinmemektedir. Goriiliiyor ki TS-I semas1 Y, C Y,
o =0.7icin A (%) -kararlidir (Cao ve ark., 2015).

Say

a

durumunda ve ¢ = 0.3 ve

Sén
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4. ARASTIRMA SONUCLARI VE TARTISMA

4.1. Kesirli Mertebeden Burgers’ Denkleminin Numerik Coziimleri

Bu boliimde zamana gore kesirli mertebeden Burgers’ denkleminin sayisal ¢oziimle-
rini elde etmek icin denklem, merkezi sonlu fark yontemi ile adi bir diferansiyel denk-
lem sistemine doniistiiriiliir. Sonra zaman parcalanma teknigi ile ¢oziimlenir. Elde edi-
len sayisal coziimler belli degerler icin tam ¢oziim ve MQRBF sayisal coziimleri ile
kargilastirilir.

Kesirli mertebeden Burgers’ denklemi

u  d u? 2%u

o (F) =V teln),  (n) € (ab)x (0,7], @1

verilsin baslangi¢ kosulu:
u(x,to) = up(x), a<x<b,

ve sinir kosullari

u(a,t) =ui(t), ulb,t)=ur(t) to<t<T,

olsun. Burada 0 < g < 1 Caputo anlamda kesirli tiirevi, #, x sirasiyla zaman ve uzay

degiskenleri, T toplam zaman, v > 0 kinematik viskozite parametresi ve ug(x), u;(t) ve

uy(t) verilen fonksiyonlar olup ug(x) yeterince diizgiindiir(siirekli ve siirekli tiirevli).
[a,b] arahigimin a = xg < x| < ... < xy_] < xy = b par¢alanmasi verilsin.

Merkezi fark formiiliinii tekrar hatirlayalim:

ad _u(xo+h) —u(xo—h)
ox ot = 20 '

Simdi & = x; — x;—; olmak iizere [a,b] aralifinda u(x,7) yi merkezi fark formiilii kul-

lanilarak asagidaki gibi diskretize edilsin:

au(m’t) _ u(xy,1) ;hu(xo,t))7
%u(xz,t) _ u(xs,r) ;hu(xl,t))7
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d _u(xp,t) —u(xy—2,t))
au(xM_l,t) = o :

Yukaridaki diskretizasyonu matris formunda ,

u(xy,t) 0O 1 0 ... 0 u(xy,t)
d | u(x,i1) 1 |-10 1 ... 0 u(xy,1)
x| |2 -
u(fol,l‘) 0O 0 0... -1 0 u(fol,l)

olarak yazilir.
Simdi, ikinci tiirevin merkezi fark formiiliinii bulalim. x noktasi etrafinda u(x-h)

ve u(x+h) fonksiyonlarinin Taylor serilerini diigiinelim.

du(x,1) p B> ou*(x,t) I du’(x,t) N

M(X+l’l,t) = M(X,t) +l’l ax 5 8x2 5 ax?’ (43)
B du(x,t) h? du*(x,t) 1 Au’(x,t)
u(x—nh,t) =u(x,t) —h. o + TR TR + 4.4)

(4.3) ve (4.4) denklemlerini topladigimizda, asagidaki denklemi elde ederiz:

h? ou®(x,t)

u(x+h,t)+u(x—h,t) =2u(x,t) +2.5.T

Bu durumda, su denklemi elde ederiz:

u(x+h,t) —2u(x,t) +u(x—h,t) _ u?(x,t)

h? o0x? +0(k)

Bu da yaklasik olarak,

u?(x,t) o wWx+h,t) —2u(x,t) +u(x—h,t)
ox* h? '

Simdi, ikinci tiirevin diskretizasyonunu 6nceki gibi yapalim.

du®(x1,t) _ u(xa,t) —2u(xy,t) +u(xo,t)
ox? h? ’

2
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du*(xa,1)  u(x3, 1) —2u(xa, 1) +u(xi,1)
oxr h? ’

ou?(x3,1) ~ W(xa,1) —2u(x3,t) +u(x2,1)
oxz h? ’

du*(xpr_1,1) ~ wlxar,t) = 2u(xp—1,t) +u(xp—2,t)

4.5
dx? h? (4.5)
Yukaridaki diskretizasyonu matris formunda yazdigimizda,
u(xy,1) -2 1 0 0 u(xy,t)

0% | u(xp,t 1 -2 1 ... 0 u(xy,t

2| vty | L (z2:1) (4.6)

Ix> : o I :

u(xp—1,t) 0 0 0... I =2 [u(xp-1,1)

Yukaridaki (4.2) ve (4.6) matrislerini (4.1) denkleminde yerine koyarsak, su denklemi

elde ederiz:

u(xy,t) u(xy,1) 0 1 0 0
0% | u(xy,t) u(xy,t) 1 |-10 1 ... 0
FIT] : + : *ﬂ
u(xpr—1,t) u(xpr—1,t) 0 0 O —1
-2 1 0 0 u(xy,t)
v|i1l =2 1 ...0 u(xz,t)
TR : +8lx1).
0 0 0 ... 1| |uCeyr,0)

Bu denklemi daha kullanigh hale getirmek icin asagidaki gibi temsil edelim:

%u(t)
ot

+u(t).*[Bu(t)] = v.Au(t)+g(1)
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Boylece, denklem adi diferanslyel denklem sistemine doniistiiriilebilir:

09u(t
) — v Ale) (o) " [Bae)] () 7
burada,
-2 1 0 0
v 1 =2 1 0
AZﬁ ’
0 0 0... 1 =2
0 1 0 0
5 1 |[—-1 0 1 0
20 :
0 00... -1 0
ve
M(Xl,t)
u(xz,l)
u: . )
_u(xM_IJ)_
g(x1,1)
g(XZJ)
g= .
_g(xM—ht)_

Sonug olarak, verilen parabolik denklemi, g-genellestirilmis difiizyon denklemine doniis-
tiirdiik ve bir ODE sistemine indirgedik. Bu sistemde u(t), v ve g(t) bilinmektedir. Simdi,

(4.7) denkleminde
f(tu(t))=—u(t).* Bu(t)+g(t)

alirsak:

(r Dgu) (1) = A (1) + f (t,u (1)), 1 € [0,T], u(0) =up
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seklinde (3.25)’e doniistiirmiis oluruz . Burada, ¢ € (0,1) dir ve A, f:[0,T] x R"*! —

R™1 de (M+1) x (M + 1) boyutunda gercel matrislerden olusur.

Tamm 4.1. Ornek problemlerin ¢oziimlerini karsilastirmak icin mutlak hata, L, ve Lo

hata normlar1 kullanilacaktir.

1 k
Husaylsal _Mtam||L2 = % Z(uj,N _u(xj7t))27
=0

||”saylsal - utamHLm = Org;lgkluj,N - M(Xj,l)|,

Mutlak Hata = |u; y —u(x;,1)|, 0<j<k.

Ornek 3.1

w(0,8) =12,u(1,t) = —1*, 0<x<1,

ul (x,1) = r*cos(mx)

212 —¢q
I'(3—¢q)

burada u” (x,t) tam ¢6ziim, g(x,¢) ise kuvvet fonksiyonudur.

— mttsin(mx) + vnztz) cos(Tx)

g(x,1) = (

(4.8)



Coziim (MSF): T=1, v=1 ve N=10 olmak iizere,

Cizelge 4.1. g ve k degiskenlerine gore ¢oziimler (MSF)
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| v=1 T=0.2 N=10 |
‘ Zaman adim1  Sayisal Cozlimler Tam Coziimler Mutlak Hata ‘
| | 0.2000000  0.0001000 0.0323607 0.0322607 | |
| g=0.1 | 04000000  0.0000679 0.0123607 0.0122928 | ; 10222526 |
| k=0.01 | 0.6000000  0.0000395 -0.0123607  0.0124001 | L.x10%=3.798 |
| | 0.8000000  0.0000132 -0.0323607  0.0323738 | |
| | 0.2000000  0.0052979 0.0323607 0.0270628 | |
| 4=09 | 0:4000000  0.0015590 0.0123607 0.0108017 | ;10222085 |
| k=0.01 | 0.6000000  -0.0015433 -0.0123607  0.0108174 | L.x10%=3.022 |
| | 0.8000000  -0.0052707 -0.0323607  0.0270900 | |
| | 0.2000000  0.0150347 0.0323607 0.0173260 | |
| 4=09 | 04000000  0.0044511 0.0123607 0.0079096 | ; 102=1.279 |
| k=0.001 | 0.6000000  -0.0044508 -0.0123607  0.0079099 | Lo.x10?=1.732 |
| | 0.8000000  -0.0150336 -0.0323607  0.0173271 | |
| | 0.2000000  0.0187489 0.0323607 0.0136118 | |
| 4=09 | 04000000  0.0055573 0.0123607 0.0068034 | ; 103-9.822 |
| k=0.0001 | 0.6000000  -0.0055600 -0.0123607  0.0068007 | Lo.x10?=1.359 |
| | 0.8000000  -0.0187524 -0.0323607  0.0136083 | |

0.05
0.04 %

0.03} %

002

001

uix]
o

001

-0.02}F

-0.03

-0.04

-0.05
0

Sekil 4.1. g ve k degiskenlerine gore ¢oziimlerin kargilastiriimasi(MSF)

02 03



45

v kinematik viskozite parametresi, T zaman sonu, N uzay biiyiikliigii, h uzay adim
biiyiikliigii, k zaman adim biiyiikliigii olmak iizere, v=1, T=0.2, N=10 degerlerine gore
alinan q degerlerinin karsilastirilmas: Cizelge 3.1°de gosterilmigtir. Goriildiigii iizere za-
man adimini azalttiZimizda hata oran1 azalmaktadir. Hatanin ¢ok fazla azalmama sebebi

merkezi sonlu fark kullanmamizdan kaynaklanmaktadir.

Coziim (MQRBF):

Kesirli mertebeden diferansiyel denklem sistemini elde etmek i¢in (3.1) denkle-
mini, radyal baz fonksiyonlar yontemiyle uzayda ayristiralim (Kansa, 1990). Bunun i¢in
(3.1) denkleminin niimerik ¢oziimiinii, u(x,#) olarak gosterip asagidaki sekilde yazabili-
riz: -

u(x,t)~ Y bi(t)6i(x), xeR, (4.9)
i=0
burada 6;(x) siirekli tiirevlenebilir radyal baz fonksiyonlaridir, N esit aralikli olan diigiim
sayisini temsil eder, x = (xp, X1, . ..,x;_1) [ boyutlu bir vektordiir, b; ler kolokasyon yontem-

leri kullanilarak tantmlanmalidir. Diger yandan (3.13) MQRBF fonksiyonunu kullanabi-

liriz:

Oi(x) - V ri2+C27

burada c sekil sabitini, r; = ||x — x;|| ise Oklit normunu gosterir.

Yaklagik ¢oziim u(x,t)’yi u" (x,t) olarak tamimlayalim ve devam edelim:

ul (x,1) = ﬁ‘, bi(1)6;(x) = O (x)b, (4.10)

burada 6;(x) = \/(x—x;)?2+c2, x;=i/N, (i=0,1,...,N), [0, 1] araliginda esit dagilimli

diigiimlerdir ve

O(x) = (8(x), 01 (x),...,0nx) ", b= (bo(t),b1(t),...,bx(1))".

seklinde yazilir. Denklem (4.10) asagidaki formda yeniden yazilabilir:

pb=y, 4.11)
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burada y = (ug(t),uy(t),...,un(t)) ve u (xj,t) = u;(t) (j=1,...,N)i¢in

Xj= 1Lv (j=0,1,...,N) olan kolokasyon diigiimleri ile belirtilir, ve
B ] _9() X0 91 (X() 9N X0 ]
© () 9E§ 9(§ 9E;
0(X1 1(X1 N (X1
@' (x1) .
p e ) e
Bo(xn) 61 (xn) O (xn)

@T (XN>

seklinde yazilir. (4.9), (4.10) ve (4.11) denklemleri gz 6niinde bulundurularak,
N
u(x,t) ~u (x,1) = Z b;0;(x) =0T (x)b = O (x)p~ly = d(x)y. (4.12)
j=0

seklinde yazabiliriz. Eger (4.12) ve tiirevleri, (3.1) denklemindeki ilgili terimlerle [0, 1]

arali§indaki x; = 1%, (j=0,1,...,N) kolokasyon noktalarinda yerine konulursa,
(DY) (1) -+ u(t). 5 (Duae(1)) = vraae(t) +811),

elde edilir. Burada (“D{u) (¢), g € (0,1) Caputo tiirevidir, u = (ug, uy,...,uy), g(t) =

1).8(x1.0), s gy, 1)) Ve D =[ic1>- } D =[9—2<1>- }
(8(x0,1),8(x1,2),...,8(xn,1)) ve Dy ox i(x) W) Lo i(xj) (N+1) 5 (N+1)
seklindedir. ”. % operatorii nokta(skaler) carpim i¢in tanimlanmistir. Ayrica, (4.1.) denk-

lemi zaman parcalama yontemimiz i¢in uygun olan asagidaki forma doniistiiriilebilir:

(CDgu) (1) = Au(t) + f(1,u(r)), (4.13)

burada A = v®,, , f(t,u(t)) = g(t) —u(t).* (Pyu(t)) seklindedir.



Cizelge 4.2. g ve k degiskenlerine gore ¢coziimler(MQRBF)
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| v=1 T=0.2 N=10 |
‘ Zaman adim1  Sayisal Coziimler Tam Coziimler  Mutlak Hata ‘
| | 0.2000000  0.0324507 0.0323607 0.0000901 | |
= S_
09104000000 00123848 00123607  0.0000241 | L2x10°=6427"
k=0.01 L., x 10°=9.458
| | 0.6000000  -0.0123848 -0.0123607 0.0000241 | |
| | 0.8000000  -0.0324507 -0.0323607 0.0000901 | |
| | 0.2000000  0.0323605 0.0323607 0.0000002 | |
| =09 | 04000000 00123604 0.0123607 0.0000002 | ; ‘1070563 |
| k=0.001 | 0.6000000  -0.0123604 -0.0123607  0.0000003 | L., x 107=3.808 |
| | 0.8000000  -0.0323605 -0.0323607 0.0000002 | |
| | 0.2000000  0.0323606824  0.0323606798  0.0000000026 | |
| gqe09 | 04000000  0.0123606775  0.0123606798  0.0000000022 | ; 159 5 go5 |
| k=0.0001 | 0.6000000  -0.0123606778  -0.0123606798 0.0000000020 | L., x 10°=5.400 |
| | 0.8000000  -0.0323606803  -0.0323606798 0.0000000006 | |
300 T I 0.0s
log10 (Hata)
senl Uygune= 067000000, I ood—_ - e tam gozim
Enaz hata=954578e05 i o k=0.01
200 amf
EREY! 0.01}F
£ Y oop
5 oo 5
g =001
a0t 002 F
J 003
D,
0.04 -
-SDD 1 2 3I 4 6 % 8 9 10 _D'DSD D.I1 02 D.I3 D.Iti D.IS D.‘B D.‘Y D.‘B D.‘Q 1

Sekil 4.2. ¢ =0.9 ve k = 0.01 degiskenlerine gore ¢coziimlerin karsilastiriimasi ve hatalari(MQRBF)
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Sekil 4.3. ¢ = 0.9 ve k = 0.001 degiskenlerine gore ¢oziimlerin karsilastirilmasi ve hatalari(MQRBF)
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003r
100 i
002F
80r 1
- oot
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A
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20 =
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Sekil 4.4. g =0.9 ve k = 0.0001 degiskenlerine gore ¢coziimlerin karsilagtiriimasi ve hatasi(MQRBF)
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Coklu Kuadrik radyal bazli fonksiyonlar yontemi ve zaman parcalama metodu
ile ¢oziilen Problem 1’ in goriildiigii lizere merkezi sonlu farklar yontemine gore, tam
coziime daha yakin sonuclar verdigi Cizelge 3.2 ve Sekil 3.2, Sekil 3.3 ve Sekil 3.4 de
acikca goriilmektedir. k(zaman adim biiyiikliigii) degerlerini azalttigimizda tam ¢oziime
daha da yaklagmustir. Sekil 3.2, Sekil 3.3 ve Sekil 3.4 de [yonsu; = max|uggysar — Usam| ha-

tast kullanilmistir.

Ornek 3.2.
Asagidaki tek soliton Ornegi olan standart bir Korteweg-de Vries (KdV) denkle-

mini ele alalim:

Diu(x,t) + eu(x,t)uy(x,1) + Vit (x,2) = g(x,1),£ > 0,x € Q (4.14)

u(x,t =0) = 6.E%.sec’h(& x)

baslangi¢ kosulu ve
ul (x,1) = 6.E2 sec’h(E x—2.E31)

tam ¢oziimii olan bir denklem olsun (Saad ve ark., 2020). Burada u” (x,#) tam ¢oziim, q
ise Caputo tiirev mertebesini temsil etmektedir.

Birinci tiirevin matrisini merkezi sonlu farklar ile (4.2)’de gostermistik ve B de-
giskenini atamigtik. Simdi liclincii tiirevin merkezi sonlu farklar ile diskretlestirmesini

yapalim.

du(x,t) N h? ou?(x,t)  h® du’(x,t) N

e RN TR R TR

(4.15)

du(x,t) h? du*(x,t) I du’(x,t)

Tor +2—!.—ax2 BETR + ... (4.16)
du(x,t) +ﬁ u?(x,t) +8_h3 ou(x,1)
dx 217 9x? 317 9x3
du(x,t) 4h?> du*(x,t) 8h* Iu’(x,1)

x T ae s ae TGI8

u(x—nh,t) =u(x,t)—h

u(x+2h,t) = u(x,t)+2h. (4.17)

u(x—2h,t) = u(x,t) —2h.

seklide Taylor seri acilimlarini yazalim. Simdi (4.15) esitliginden (4.16) esitligini ¢ikara-
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lim:
du(x,t) 2k dud(x,1)
u(x—l—h,t)—u(x—h,t):2h.T—|—?. o3 (419)
Simdi ise (4.17) esitliginden (4.18) esitligini ¢cikaralim:
du(x,t) 161> du’(x,t)
u(x+2h,t) —u(x—2h,t) = 4h. e + AL 9,3 + (4.20)
Simdi de (4.19) esitligini 2 ile genisletip, (4.20) esitliginden ¢ikarirsak:
u (x,t
u(x+2h,t) = 2u(x+h,t) +2u(x — h,t) — u(x — 2h,t) ~ 2h°. Ma(); ) +0(h?)
x

gerekli diizenlemeleri yaparsak:

ou(x,1) u(x+2h,t) = 2u(x+h,t) +2u(x — h,t) — u(x —2h,t)

ox3 2h3

seklinde ticiincii tiirev elde edilir. Simdi ise diskretizasyon yapalim.

u(xz,1) ulxg,t) —2u(xs,t) +2u(xy,t) — u(xo,t)

ox3 2h3

du(x3,1) ulxs,t) —2u(xq,t) +2u(xz,t) —u(xy,t)

ox3 2h3

ou (xpr —2,1) ulxa,t) = 2u(xp — 1,8) + 2u(xy — 3,1) —u(xy —4,1)

ox3 2h3




u(xy,t)
o | ulxnn)
ax3 .
_u(fol,ﬂ

2 0 -2
1 |-1 2 O
0 0 O

elde ettigimiz tiim egitlikleri (4.14)’de yerine yazarsak:

u(xy,t) u(xy,t)

& u(xp,1) - u(xo,1) &
ord : - : 2h
_u(xM,l,t)_ _u(xM,l,t)_

2 0 -2 1 0... 0 0

v |-1 2 0 -2 1... 0 O
Y

00 0 0 0..0 -2

u(fol,l)
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4.21)

+g(x,1).

seklinde elde ederiz. Daha kullanish bir formda adi diferansiyel denklem olarak yazarsak:

burada,

du(t)
otd
S
ry = %

rp =

23

= —Au(t) —u(t). [r.u(t)] +g(0)

(4.22)



olmak tiizere,

\

2 0 -2 1
-1 2 0 =2
0 0 0 O

g(fobt)
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0 O
0 O
0 -2

(4.23)

seklindedir. Sonug olarak, verilen parabolik denklemi, g-genellestirilmis difiizyon denk-

lemine doniistiirdiik ve bir ODE sistemine indirgedik. Bu sistemde tam ¢6ziim, € ve g(t)

bilinmektedir. Simdi, (4.22) denkleminde

ftu())=—u(t).x riu(t)+g(t)

alirsak:

(EDiu) (t) = —Au(t) + f (t,u(t)), t € [0,T], u(0) = uo (4.24)

seklinde elde ederiz. Burada, ¢ € (0, 1) dir ve ra, f: [0,T] x R"™! — R™ 1 de (M 41) x

(M + 1) boyutunda gercel matrislerden olusur.



Coziim(MSF):

Cizelge 4.3. q ve € degerlerine gore hata normlart (MSF)
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\ e=0.1 e=05 e=1 e=3 E=6
q:O.Z Lz = L2 = Lz = L2 = L2 =
4.877x10~% | 3.975.10°¢4 5.824.1074 2.044.1073 4.384.1073
Lo = | L = | Lo = | L = | Lo =
5.834.10~* 5.834.10~% 5.834.10~* 5.947.10~% 1.289.1073
q=0.4 L2 = L2 = Lz = Lz = L2 =
4.862.10~* 3.990.10~* 6.029.10~* 2.126.1073 4.552.1073
Lo = | Lo = | Lo = | Lo = | Lo, —
5.834.10~% 5.834.104 5.834.10°4 6.180.104 1.336.1073
q=0.6 L2 = |1 = | L =1L =1Ly =
4.865.10~* 3.987.10~% 5.987.10~* 2.110.1073 4.521.1073
Lo = | Lo = | LS = | Lo = | Lo =
5.834.10~4 5.834.10°4 5.834.10°4 6.123.10°4 1.323.1073
q=08 L2 = L2 = L2 = L2 = L2 =
4.885.10~% 3.973.10~4 5.744.10~4 2.013.1073 4.326.1073
Leo = | Lo = | Lo = | Lo = | Lo =
5.834.10~* 5.834.10~% 5.834.10~* 5.834.10~% 1.261.1073
Cizelge 4.4. HATM tam ¢oziimiine gore hata normlar1 (MSF)
\ e=0.1 €=05 e=1 e=3 E=6
q=0.6 L2 = |1 = | L =1L =1Ly =
3.652.10~% 1.659.10~% 4.380.10~* 2.036.1073 4.464.1073
Lo = | Lo = | LS = | Lo = | Lo =
8.370.107° 3.718.107° 1.372.10°4 6.020.10~4 1.313.1073
q=08 L2 = L2 == L2 = L2 = L2 =
3.503.104 1.592.10~4 1.592.10~4 1.953.1073 4.285.1073
Leo = | Lo = | Le = | Lo = | Lo =
8.029.107° 3.565.107° 3.565.107° 5.764.10~% 1.255.1073
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Sayisal Céziim Tam ¢oziim

- A— R o
0.06
0.05~-

0.04 ~-

Sekil 4.5. €=0.5 ve q=0.8 olmas1 durumunda niimerik ve tam ¢oziimler (MSF)

0.07 T T T T T

u(x,t)

Sekil 4.6. £=0.5 ve q=0.8 olmasi durumunda niimerik ve tam ¢oztimler (MSF)
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Coziim(MQRBF):
wd®
3480 T T T 6.002
log10{Hata)
300k Uyrgune= 946000000, | L
= Enaz hata =5 455de-10 S0t
260} 1 gl
w  200f 5999+
e
§ y
— 1580 L 50931
3 &
o -
S 100 5.997 -
s0r [ 5.996 |
]
Ll RS A 5995 |,
50 ‘ . ! . ‘ . ‘ . : ‘ . . . .
g1 2 3 4 5 B 7 3 5994 20 a0 0 10 20 0
< 5.2

Sekil 4.7. £=0.5 ve q=0.8 olmas1 durumunda niimerik ve tam ¢oziimler ve hatalar1 (MQRBF)

Uzay adimlar1 say1s1 N=300, uzay adim boyutu h=0.2, zaman adimi1 boyutu k=0.01,
zaman sonu T=0.2, {=0.1, ve x€[-30,30] olmak iizere, matlab iizerinden merkezi sonlu
farklar ile diskretlestirip, adi diferansiyel denkleme doniistiirdiigiimiiz denklemi, zaman
parcalama metoduyla ¢oziimlemek i¢in yaptigimiz deneyde, L. ve L, hata normlar1 q
ve € degerlerine gore tablo haline getirilmistir. Cizelge 4.3’ te kesirli tiirev mertebesi
olan q ve dalgalarin lineerlik davranigini etkileyen € degerleri karsilagtirilmig, €=0.5 ve
q=0.8 degerlerinde en verimli sonuclar1 vermistir. Cizelge 4.4 ise (Saad ve ark., 2020)’nin
Hermite Approximation of the Taylor Model ¢oziimiiyle elde ettigi analitik ¢oziim kul-
lanilarak elde edilmigtir ve bu tam ¢oziimiin Cizelge 4.4’ te goriildiigli lizere niimerik
coziime daha yakin oldugu saptanmistir. Ayrica Sekil 4.5 ve Sekil 4.6 da ise niimerik
coziimiin dalga formlar1 verilmistir. Sekil 4.7, MQRBF yontemi kullanilarak olusturulmus,
1=-0.99999998, £=0.001 ve sekil parametresi r=9.4600000000000009 alinmustir.Sekil 4.7
de hata normu olarak da /sy, = max|usaylml — Uyam| hatast kullanilmugtir. Ayrica Lo, =
5.4554.10719 ve L, = 3.307.10710 olarak elde edilmistir. Ayrica & degerinin artmas1 du-

rumunda HATM tam ¢oziimiiniin daha hizli yakinsadig1 goriilmektedir.
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5. SONUCLAR ve ONERILER

Bu calismada, zaman ve uzayda Burgers tipi denklemlerin ve standart Korteweg-
de Vries (KdV) denklemlerinin sayisal ¢oziimlerini elde etmek i¢in Merkezi Sonlu Fark
(MSF), Coklu Kuadrik Radyal Bazli Fonksiyon (MQRBF) ve zaman parcalama yontem-
leri kullanilmisgtir. Elde edilen sonuclar, asagidaki sekilde ozetlenebilir: Merkezi Sonlu
Fark ve Coklu Kuadrik Radyal Bazli Fonksiyon yOontemlerinin karsilastirilmas: sonu-
cunda, MQRBF yonteminin daha kesin ve kararli sonuglar verdigi gozlemlenmistir. Ozel-
likle zaman adim biiyiikliigiiniin azaltilmasiyla, MQRBF ydntemi tam ¢6ziime daha yakin
sonuglar iiretmistir. Bu sonu¢, MQRBF yonteminin Burgers’ tipi denklemler ve KdV
denklemleri gibi dogrusal olmayan diferansiyel denklemlerde uygulanabilirligini ve et-
kinligini gostermektedir. Zaman parcalama metodunun uygulanmasi, diferansiyel denk-
lemleri daha kiiciik alt problemlere ayirarak ¢coziim siirecini hizlandirmis ve dogrulugunu
artirmistir. Zaman parcalama metodunun, 6zellikle kesirli mertebeden diferansiyel denk-
lemler i¢in yiiksek dogruluk ve hesaplama siiresi maliyeti sagladig1 ortaya konmustur.
MQRBF ve Zaman par¢alama yontemlerinin daha karmagik ve yiiksek boyutlu sistemlere
uygulanabilirliginin arastirilmasi onerilmektedir. Bu 6neri, metodlarin kapsamini genisletecek
ve daha cesitli problemlere ¢oziim sunacaktir. Yontemlerin performansini artirmak igin,
kullanilan parametrelerin (6rne8in, zaman adim biiyiikliigii, ¢coklu kuadrik radyal bazli
fonksiyonun sekil parametresi) optimize edilmesi gerekmektedir. Parametre optimizas-
yonu, ¢oziimlerin dogrulugunu ve kararhilifim1 daha da artirabilir. MQRBF ve zaman
parcalama yontemlerinin diger sayisal yontemlerle birlestirilerek hibrit yontemlerin gelistirilmesi
onerilmektedir. Bu, mevcut yontemlerin avantajlarini birlestirerek daha giiclii ve esnek
cOzlimler sunabilir. Bu ¢alismanin sonuglari, Burgers ve KdV gibi dogrusal olmayan di-
feransiyel denklemlerin ¢6ziimiinde kullanilan yontemlerin etkinligini ortaya koymus ve

bu alanda gelecekte yapilacak arastirmalar icin bir temel olusturmustur.
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