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OZET

YUKSEK LiSANS TEZI

BERTRAND NURBS EGRILERi UZERINE

Sara YILMAZ EVREN

Mus Alparslan Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damsman: Dr. Ogretim Uyesi Muhsin INCESU

Bu ¢alismanin arastirma, bulgular ve tartisma kismi bes bolim halinde sunulmustur birinci
boliimde acik B-spline egrilerinin t = t; ve t = t,,_4 noktalarinda ikinci, ti¢iincii tiirevleri ve Frenet
vektor alanlar ile egrilikleri verilmistir.Ikinci boliimde agik B-spline egri ciftlerinin Bertrand egri cifti
olusturmasi durumunda ikinci spline egrisinin kontrol noktalarmin birinci spline egrisinin kontrol
noktalar1 cinsinden ifadeleri verilmistir. Ugiincii boliimde agik NURBS egrilerinin t = t; Ve t = t,,_g4
noktalarinda birinci, ikinci ve igiincil tiirevleri ile bu noktalarla herhangi bir noktada Frenet vektor
alanlar1 ve egrilikleri ifade edilmistir.Dordiincii boliimde verilen iki egrinin NURBS egrisi olmasi
durumunda bu iki egrinin Bertrand egri ¢ifti olusturabilme kosullar ifade edilmistir.Son bdliimde ise
yapilan bu ¢aligmalara birer 6rnek verilerek Frenet vektor alanlari, egrilikleri, Bertrand ¢ifti olusturma
kosullar1 sayisal 6rnek iizerinde ifade edilmistir.

2020, 101 Sayfa

Anahtar Kelimeler: B-spline egrileri, NURBS egrileri, Bertrand egri ¢ifti, Frenet catisi,
egrilikler.



ABSTRACT

MS THESIS

ON THE BERTRAND NURBS CURVES

Sara YILMAZ EVREN

Mus Alparslan University
Natural andAppliedScience
Department of Mathematics

Advisor: Asist. Prof. Dr.Muhsin INCESU

In the section of researchs, results and discussions of this study is divided into 5 subsections.In
the first section, the second and third derivatives of open B-spline curves at the points t = tgzandt = t,,_4
and the Frenet vector fields and curvatures of these curves are given. In the second section,the control
points of the second B-spline curve are given in terms of the control points of the first B-spline curve
when given two B-spline curves occured a Bertrand curve pairs. In the third section the first,thesecond
and the third derivatives of a NURBS curve at the points t = t;andt = t,,_gare given with Frenet vector
fields and curvatures at arbitrary point. In the 4th, the conditions of providing Bertrand curve pairs of
given two NURBS curves are given. In the last section the numerical examples are given with the Frenet
vector fields and curvatures and the conditions of being Bertrand curve pairs

2020, 101 Pages

KeyWords: B-spline curves, NURBS curves, Bertrand curve pairs, Frenet vector fields and
curvatures.
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1. GIRIS

Cizim terminolojisinde spline, noktalar kiimesi tarafindan belirlenen diizgiin bir
egri olusturmak i¢in kullanilan esnek bir serittir. Serit boyunca dagitilmis birgok kiigiik
agirliklar, ¢izim masasinda sabit konumda duran bir egri olusmasint saglarlar.
Spline’lar genelde endiistriyel tasarimda kullanilir. Otomobil, gemi, ugak, uzay araci

govdeleri, iirlin tasarimi gibi.

Hem diizgiin olmayan rasyonel B-spline egrileri ve hem de Bertrand egrileri
Bilgisayar Destekli Tasarim (CAD), Bilgisayar Destekli Geometrik Tasarim (CAGD),
Bilgisayar Destekli Modellemelerde (CAM) cok temel olarak kullanilan egrilerdir.
NURBS egrilerinin ve yiizeylerinin herhangi bir noktadaki invaryantlarinin tespit
edilmesinde her bir egri ve yiizeyin analitik denkleminin bulunup istenilen noktada
egrilik, burulma, asal egrilikler, ortalama ve Gauss egrilikleri gibi invaryantlarinin
hesap edilmesi gerekmektedir. Oysa tasarim yapilacak egri ya da ylizeyin analitik olarak
bulunmasi oldukga gii¢ olabilmektedir. Ornegin bir araba tasarimi yapildiginda
arabadaki aerodinamik kivrimlar arabanin bilinen ylizey denkleminden farkli olacaktir.
Bu denklemi tam olarak yazabilmek olduk¢a giictiir. Bu giigliigii yenmenin yolu
tasarladigimiz egri ve yiizeyin NURBS gibi spline egrileri ve yiizeyleriyle
tasarlanmasidir. Boyle bir tasarimda aerodinamik kivrimlarin yiizey tlizerindeki girinti
ve ¢ikintilar1 tamamen kontrol noktalari denilen yiizey ya da egri disindan alinan
noktalarin hareket ettirilmesiyle istenilen tasarim elde edilebilecek ve bdylece bu

yiizeye ait invaryant degerleri kontrol noktalar1 cinsinden ifade edilebilecektir.

NURBS egrileri diizgiin dagilima sahip olmayan rasyonel B-Spline egrileridir.
Bezier egrileri, B-Spline egrileri ve NURBS egrileri bilgisayar grafiklerinde (CAD)
(CAM) sistemlerinde olduk¢a genis alanda uygulama Orneklerini  gordiiglimiiz

egrilerdir.

Bu ¢alismada (Incesu,2003), (Iincesu ve Giirsoy,2004) ve (Incesu ve ark.,2008)
caligmalarinda verilen yontem takip edilecektir. Yani A ve B iki NURBS egrisi olsun.
Bunlarin kontrol noktalar1 bijveqijler olsun. Bunlar Bertrand ¢ifti olustursun bu
durumda bu egrilere ait teget vektor alani, normal vektor alani, binormal vektor alani
tamamen kontrol noktalar1 cinsinden ifade edilebilecektir. BunlarinBertrand egri ¢ifti
olmast durumunda her iki egriye ait kontrol noktalari arasinda bir bagint1 elde

edilecektir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

3-boyutlu Oklid uzayinda egrilerin diferansiyel geometrisi iizerinde bircok
caligmalar yapilmistir. Uzayda iki egrinin karsilikli noktalarinda Frenet c¢atilar1 ve
kurulacak diger ¢atilar arasinda birtakim bagintilar kurularak, yeni a¢ilimlar yapilmistir.
Eski tabirle Basit - mebsutyaniinvoliit - Evoliit egrileri, Bertrand egri ¢iftleri ve
Manheim egrileri bu tiir yeni acilimlara birer 6rnek olarak gosterilebilir (Senyurt ve

Ozgiiner, 2013).

1850 de, J.Bertrand helis egrilerinin diger egrileri ayni asli normal vektor alani
ile kabul ettigi 6zelligini verdi (Bertrand, 1850). Bu 6zelligi saglayan egrilere Bertrand

egrileri denir.

R? de egriligi x ve burulmasi T olan bir egri verildiginde egri diizlemsel ya da
egrilikleri arasinda a, b sifirdan farkli sabitler olmak {lizere k+at=b bagintisina sahip ise
bu egri Bertrand egrisidir (Do Carm,1976). Asli normalleri paralel olan egrileri Bertrand
egrileri olarak tanimlamak da miimkiindiir (Bertrand, 1850). Son yillarda, Bertrand
egrileri bilgisayar destekli geometrik tasarimlarda (CAD) ve bilgisayar destekli
modellemelerde (CAM) 6nemli bir rol oynamaktadir (Neill,1983), (Papaioannou ve
Kiritsis, 1985),(Unal ve ark.,2013). Bu éneminden 6tiirii Bertrand egriler geometriciler
tarafindan farkli uzaylarda ¢alisilmistir (Burke,1960), (Ravani ve Ku, 1991),(Izumiya ve
Takeuchi, 2002), (Balgetirir ve ark.,2004),(Yilmaz ve Bektas, 2008),(Ogrenmis ve
ark.,2009), (Kazaz ve ark.,2010), (Choi ve ark.,2012), (Lucas ve ark.,2012),(Tunger ve
Unal, 2012), (Aksoyak ve ark.,2014), (Yerlikaya ve ark.,2016), (Kiziltug,2017).

B-spline egrileri ve NURBS egriler kontrol noktalar1 denilen bir grup noktanin
olusturdugu konvexhull’uniginde kalma ozelligine sahiptirler. Ayrica bu spline
egrilerinin kontrol noktalarindan herhangi birinin degistirilmesinde lokal olarak o
noktanin bir komsulugunda egri degisim gosterir. Spline egrilerinde kontrol noktalari
sayist ne kadar azalirsa kontrol noktasinin koordinatindaki degisimin egrinin diger
noktalarini etkilemesi o kadar artmaktadir. 6rnegin bir data setindeki noktalardan elde

edilecek kiibikspline egrilerinde datadan herhangi biri degistiginde tiim noktalarda

egrilerin tamami etkilenebilmektedir (Yiikselen,2018).

B-spline egrileri ve NURBS egrilerle ilgili yapilan ¢alismalara (Tiller,1992),
(Hoschek,1992), (Meek ve Walton,1993), (Neamtu ve ark.,1998), (Juhasz,1999), (Piegl



ve Tiller, 1999,2002), (Liu ve Wang, 2002), (Selimovic,2006), (Samanc1,2018)

calismalar 6rnek olarak verilebilir.



3. MATERYAL ve YONTEM

Bu boliim igerisinde arastirma bulgulari ve tartisma kisminda kullanilacak bazi

temel tanim ve teoremler verilecektir.

3.1 Temel Tanim ve Teoremler

Tamm 3.1. V bir vektor uzay {v;,V,.,...,V, }de bu vektdr uzayinin bir alt kiimesi olsun.
Eger AV, +A4V, +...+4,V, =0oldugunda A,A4,,.., 4, skalerinin hepsi sifir oluyorsa

{v,,V,,..., v, }kiimesine lineer bagimsizdir denir.

Tanim 3.2. Vbir vektér uvzay {v,V,,.,V,}<Volsun. Eger YU €V igin
u=a\V, +a,v, +..+a,v,oluyorsa (a,,a,,..,a, €R){v,,v,,..,v, }kimesi V  uzaym
gerer denir.

Tamim 3.3. V bir vektor uzay ve {v,,V,,...,V,} <V i¢in

1.{v,,v,,..., v, }Hineer bagimsiz
2.{v;,V,,..., v, }V - yi gererse
o zaman {v,,V,,...,V, }kiimesine V 'nin bir baz(taban) denir.

Tamm 3.4. V bir vektdr uzay olsun. (,) : V xV — K fonksiyonu
(u,v) = (u,v)
1. Pozitif tanimh
2.Bi- lineer (iki degiskenli)
3. Ucgen esitsizligi
saglarsa (,) fonksiyonuna V iizerinde bir i¢ ¢arpim fonksiyonu denir. (v,(,))

ikilisinede bir i¢ ¢arpim uzayi denir.

Tamim 3.5. Bir vektor uzayi ile birlesen bir afin uzay Aolsun. Vp e AveveV
olmak iizere (p,v)ve V_ seklinde ifade edilen vektore Aafin uzayimn bir p
noktasindaki tanjant vektorti denir.

Tamim 3.6. n-boyutlu Oklid uzay E™ ve I, R nin irtibatli agik alt ciimlesi olmak
lizere,

a:lc R - E"



Déniisiimii diferansiyellenebilir ise a(t) ciimlesine E™ de bir egri ve t €1

degiskenine de egrinin parametresi denir (Gray, 1998).

Tanum 3.7. M egrisi (I, @) koordinat komsulugu ile verilmis olsun. Bu durumda ¥ =
{a',a’, ...,a™} sistemi lineer bagimsiz ve Va®, k > r i¢in a® € Sp{¥} olmak iizere
Y den elde edilen (Vy,V,,...,V;.) ortonormal sistemine, M egrisinin Frenet r- ayakl
alam ve m € M i¢in (Vy(m), Vam)s --» Vrrgm)) Y& m € M noktasindaki Frenet 7- ayaklisi

denir. Her bir V;1 < i < r ye Frenet vektorii denir.(Gray, 1998).

Tamm 3.8. a:1 © R — E3 egrisi, t € ] i¢in egrinin teget vektdr alani

T(t) = ma'(t), 1)

Egrinin binormal vektor alani

AGLEO)
BO = fewonao] @

ve egrinin asli normal vektor alani
N(t) = T(t) AB(t) 3)

olmak tizere bu vektorlerden olusan {T, N, B} sistemine Frenet 3- ayaklisi denir.
{T, N, B} frenet 3- ayaklisi ortonormal bir ¢atidir (Gray, 1998).

Tamm 3.9. M egrisi (I, @) koordinat komsulugu ile verilmis olsun. s € I ya karsilik
gelen a(s) noktasindaki Frenet r- ayaklist {V; (s), V,(s), ..., V,.(s)} olsun. Buna
kiiI->R1<i<r
s = ki(s) = (V;(5), Vis1(5))
seklinde tanimli k; fonksiyonuna M egrisinin i- yinci egrilik fonksiyonu ve s € I

i¢in k; (s) reel sayisina da a(s) noktasinda M nin i-yinci egriligi denir (Gray, 1998).

Tamm 3.10. a:1 c R - E3
s = a(s) = (a1(s), az(s), az(s))
syay parametresi ile verilen bir egrinin a(s) noktasindaki Frenet 3- ayaklisi

{T, N, B}olsun.

T'(s) = ky(S)N(s),
N'(s) = =ky($)T(s) + ko (s)B(s), (4)
B'(s) = —ky(s)N(s)



Denklemlerine Frenet formiilleri denir (Gray, 1998).

Tamm 3.11. a:1 € R — E3 egrisi i¢in

K(s) = kq(s) = [la” (@]
degerinea (s) egrisinin s- noktasindaki egriligi denir (Carmo, 1976).
Tamm 3.12. a:1 € R - E3 egrisi yay parametresi ile verilmis olsun.a’’ (s) # 0 olmak
uzere

B'(s) = t(s)N(s)

esitligi ile tamiml1 T(s) sayisina a(s) egrisinin s- noktasindaki burulmas: denir (Gray,

1998).

3.2 Bezier ve Rasyonel Bezier Egrileri
Tamm 3.13. R? uzayinda Genel Bezier egrisi, Kontrol noktalar1 by,b,...,b, olarak

verilen ve baslangi¢ noktasi Do, bitim noktas1 bn olan n. dereceden bir polinom egridir.

Genel Bezier egrisi, vektorel formda,

B(t)=>DbB'(t) te[0]] )
i=0

olarak tanimlanir. Burada B(t) fonksiyonlar

M), O<i<n
Bin (t) — (n=i)tit

0, digiger durumlarda

n!

bi¢ciminde verilen Bernstein taban fonksiyonlaridir. Tfi(n—j)! ifadeleri de Binom

katsayilaridir ve (?) yada "C; ilegdsterilir.

Teorem 3.14. Bernstein taban polinomlar1 asagidaki 6zellikleri saglar.
1) Z B'(t)=1te[0,1] (Toplamin birim olmas1)

i=0
2) B'(t)=0te[0,1] (Pozitiflik)

3) B (t)=B"(1-t)i=0,12,..,n (Simetri)

4) B"(t)=@-t)B "' (t)+B"'(t) (Indirgeme)



3.2.1 Kontrol poligonu

Tamm 3.15. Kontrol noktalar1 bo,b1,...,bn olarak verilen n. mertebeden bir Bezier
egrisinin  kontrol noktalarin1 sira korumak sartiyla birlestiren dogru pargalariin

olusturdugu geometrik sekleBezier egrisinin kontrol poligonu denir.

Ornek 3.16. Kontrol noktalar1 b, =(1,-2,0) , b =(2,01) , b, =311 |,

b,(-1,2,—-1) olan Bezier egrisinin kontrol poligonu Sekil 1 de gosterilmistir.

Sekil 1. Kontrol noktalar b, =(1,-2,0), b, =(2,0,2), b,=(311) , b,(-1,2,-1) olan

Bezier egrisinin kontrol poligonu

Tamm 3.17. X ={x,, %,.... X, } < R*® sisteminin konveks hulununvektorel ifadesi:

CH(X)={aX, +aXx +..+aX, : x, € X,>a =1a >0,i=012,..,n
i=0

olarak tanimlanir. Yani uzayda Xo,X1,...,Xn noktalarin birlestirmek suretiyle elde

edilen en genis bolgeye X ={X,,X,,...,X,} sisteminin konveks hulu denir.

3.2.2 Bezier egrilerinde tiirev kavram

Bezier egrilerinde tiirevler, Bernsteinpolinomlarinin tiirevlerinden elde edilmektedir.

Teorem 3.18. 0<t<n i¢in B"(t)= [nj (1—t)"'t' Bernstein taban fonksiyonlarinin
i

birinci ve ikinci tiirevleri

1 B'(®=n(B()-B"(1) yada

Bin’(t): o Bin 1)

Tt

2. Bl (t)=n(n-D[B*(1)-2B]" (1) + B, ()] yada



Bin" (t) = ( i(i—l)—2it(2n(i)tt)42rn(n—1)t2 ) B (t)

bi¢imindedir.
Teorem 3.19. Kontrol noktalar1 bi, i=0,1,2,..,n olan ve B(t) = X b.B"(t) bigiminde
i-0

verilen bir Bezier egrisinin tiirevi, kontrol noktalart1 b® =n(b_, -b),1=0,12,..,n-1

olan (n-1). dereceden bir Bezier egrisidir. Yani,

n-1
B'(t) = EO bB/(t), b® =n(b,, —b) (6)
dir.

Sonug 3.20. Kontrol noktalar1 bi, i=0,1,2,...,n olanve B(t)=>bB"(t) bigiminde
i=0

verilen bir Bezier egrisinin ikinci tiirevi, kontrol noktalari

b® =n(n-1)(b,,—2b.,+b), 1=012,.,n-1olan(n-2). dereceden bir Bezier

i+1

egrisidir. Yani;

B"(t) = Ezbi(Z) BI*(1) b® =n(n-1)(b,, —2b., +b,) (7)

dir.
Sonuc 3.21. Kontrol noktalar1 bi, i=0,1,2,...,n olan n. dereceden bir B(t) Bezier
egri fonksiyonu igin . tiirev fonksiyonu; kontrol noktalar1 bi, i=0,1,2,..,.n—r
olmak tizere
r (r
b =n(n-1)..(n—r+1) > (-1’ [ 'jb”j (8)
=0 i
dir.
Teorem 3.22. Kontrol noktalar1 bo,b1,...,bn  olarak verilen nNn. dereceden bir

B = B(t) Bezier egrisi asagidakiozellikleri saglar.

1. B(O)=b, , B(1)=h, (Son nokta interpolasyon 6zelligi)
2. B'(0)=%|_,n(b,—b,)  (Son nokta teget dzelligi)

B'(1) = G- (b, — b, )
3. Vte[04] igin B(t)eCH ({bby,....b})

(Bezier egrisinin tamami, kontrol noktalarinin konvex alani1 i¢inde kalmaktadir.)



4. F, bir afin doniisiim olmak iizere F (B(t)) = F (X b,B" (1)) = . F (b)B" (t)
i=0 i=0

dir. (Kontrol noktalar1 bi, i=0,1,2,...,n  olan Bezier egrisinin bir Afin doniisiimii

altindaki goriintiisii, kontrol noktalart F(b), 1=0,1,2,...,n olan Bezier egrisidir.)
5.Bir d dogrusuile B(t) diizlemsel Bezier egrisinin arakesit noktalarmin sayis1 m,

B(t) Bezier egrisinin kontrol poligonunun arakesit noktalarinin sayis1 $ ise M <sdir.

(Varvasyon Azaltma Ozelligi)

3.2.3 Bezier egrileri icin De Casteljau algoritmasi

De Casteljaualgoritmas, bir Bezier egrisinin t, €[0,1] noktasindaki B(t,) degerini
hesaplamak i¢in gelistirilmis bir algoritmadir. Ayrica verilen bir Bezier egrisinin iki ayr1
pargaya ayrilmasinda da yine siklikla bu algoritma kullanilmaktadir.

Kontrol noktalart by, by, b, ve bz olan bir kiibik bezier egrisi durumunda belirli bir
parametre degeri i¢in t € [0,1] de casteljau algoritmasi 6z yineleme formiili j =
1,2,3vei=0,...,3 —jigin

{ o o ()
bl = (1 —t)b! ™" +tb] 7}

+1

ile ifade edilir.

Formiil belirtilen t degeri icin b3 = B(t) icin iicgen seklinde deger kiimesi (10)'nu

uretir.

by b} by b3

bl bl bl

b  bf

bg (10)

Ornek 3.23. Bir kiibik bezier egrisi kontrol noktalar1 by(1.0,1.0), b;(2.0,7.0) ,
b,(8.0,6.0) ve b3(12.0,2.0) olsun. B(0.25) noktasimit = 0.25ile de casteljau
algoritmasi uygulanarak belirlenir. O zaman

3 1
by =7 (1.0,1.0) +7 (2.0,7.0) = (1.25,2.5)

3 1
b =7(2.07.0) + 7(8.0,6.0) = (35,6.75)

3 1
b} = 2(8.0,6.0) + Z(12.0,2.0) = (9.0,5.0)
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b ==(1.25,2.5) +=(35,6.75) = (1.8125,3.5625)vb.

Algoritma asagidaki noktalarin tablosunu verir.

(1.01.0)  (207.0)  (8060)  (12.0,2.0)
VNP ERAVE
4 4 4 4 4 4
(1.252.5)  (35675)  (9.0,5.0)
Swiiyl
4 4 4 4
(1.81253.5625)  (4.875,6.3125)
3 1
R
4 4
(2.578,4.25).

Algoritma B(0.25)=(2.578,4.25) verir.

3.2.4 Bezier egrilerinde Sub-division

Bir Bezier egrisi genellikle [0,1] araliginda tanimlanir ve B(t) = Y-, b;B;,(t) ile
verilir. Bazen egrinin yalnizca bir kismu ilgi ¢ekicidir. Ornegin sekil 2'de gosterildigi
gibi t = a parametre degerinde [0,a] ve [a,1] araliklarinda By, (t) Ve Bgg(t) ile
gosterilen iki egri parcasma ayrildigim varsayalm.Ciinkii By, (t) Ve Bgqs(t) [0,1]
arahiginda Bezier formunda temsil edilebilen polinom egrileridir. Bgqz(t) Ve Bgo (£)'NiN
kontrol noktalarin1 belirlemeyi teorem 3.25 gosterecek. t = aileB(t) igin de casteljau
algoritmasini uygulamak yeterlidir. Teorem bir kiibik bezier egrisi i¢in Bgqg(t)nin
kontrol noktalar1 b3, b, b3, b3'dir ve B,,;(t)'in kontrol noktalar1 bJ, b3, b2, b3 oldugunu
ima eder. Noktalarin iki kiimesi (10)'un kontrol noktalar1 tiggenin iki kenar1 oldugunu
gozlemlemistir. Alt bolim egri Olglistine fazladan 6zgiirliikk verebilmek igin ekstra
kontrol noktalar1 yaratmanin bir yoludur. Ornegin egrinin sol bdliimii bozulmamis

olabilir oysaki egrinin diger boliimii degismistir.

i

.*'r- o B
f. ) B
e T

Sekil 2. Bezier Egrisinde Sub-division

Ornek 3.24. B(t) bir kiibik bezier egrisi ve kontrol noktalar1 b,(1.0,1.0), b;(2.0,7.0) ,
b,(8.0,6.0) ve b3(12.0,2.0) olsun. t = 0.25 parametre degerinde B(t) kesilerek elde

edilen Byqs(t) Ve By (t) iki egri boliimiiniin kontrol noktalart 6rnek 3.23 de hesaplanan
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noktalarin ticgeninden belirlenir. Bg,;'lin kontrol noktalar1
by(1.0,1.0), b, (1.25,2.5), b,(1.8125,3.5625), b3(2.578,4.25)'dir ve Bggs'm kontrol
noktalar1 by(2.578,4.25), b,(4.875,6.3125), b,(9.0,5.0), b5(12.0,2.0)dur.

Teorem 3.25. (Alt Boliim)
Bir genel Bezier egrisi B(t) = X.iL, b;B; »(t) i¢in t parametre degerinde alt boliimden

elde edilen iki egri boliimiiniin kontrol noktalari Bygg i¢in by, b ™", ..., by_q, by Ve Bgg

i¢in b3, b, ..., b3, b}'dir. Burada bij de castaljau algoritmasinda hesaplanan noktadir.
3.2.5 Parc¢ali Bezier egrisi

ndereceli bir Bezier egrisinin n + 1 kontrol noktast vardir. Egrinin sekli ile kontrol
poligonunun sekli arasinda sadece zayif bir iliski oldugu icin yiiksek dereceli egriler
genellikle kullanilmaz. Ayrica noktalarin degerlendirilmesi gibi islemler ¢ok sayida
aritmetik islem gerektirir ve bu nedenle hesaplama hatalar1 riski artar. Aksine diisiik
dereceli egrilerin bir kag kontrol noktas1 vardir ve bu nedenle sinirli bir egri sekli araligi
uretirler. Egri derecesini arttirmadan sekil araligini genisletmek icin bir parca Bezier
egrisi ad1 verilen tek bir siirekli egri olusturmak i¢in bir dizi egri Bezier egrisi uctan uca
birlestirilebilir. Uygulamada, egrilerin birlesimlerinin piiriizsiiz(diizgiin) olmas1 gerekir.
Tamim 3.26. [t,,in, tmax] araligi tizerinde tanimlanan kontrol noktasi by, by, ..., by, ile n.
dereceden rastgele aralikli bir B(t) Bezier egrisi
B(t) =YL, biBi,n(%)ile verilir; burada B;,n. dereceden Bernstein temel
fonksiyonlarini gosterir. B(t)rastgele aralikli Bezier egrisi, siradan Bezier egrisinin t €
[0,11B(t) = X ob;B;n(t) deferinin  yeniden listelenmesidir. ~ B(t)B(t)'nin
normallestirilmesi olarak sdylenir.
Tamm 3.27. 1 = [a, b] olsun. Eger ty,tq, ..., t,_1,t- € [a,b] degerleri t; =a <t; <
-+ <t._q1 <t.=b olacak sekilde bulunabilirse oyleki, j=0,1,...,r —1i¢in
V [tj, tj+1] aralifinda tanimli bezier egrisi B;(t) olmak iizere

i) P(t) = B;j(t), tE€E(tjtjq)ise

ii)j=1,...,r — 1icin P(t;) = B;_1(t;) veya P(t;) = B;(t;) (her ikiside
miimkiin ise)

iif) P(to) = Bo(to) ve P(t,) = Br_4(t;)

sartlar1 saglaniyorsa P(t) egrisine bir pargali bezier egrisi denir. t; parametre
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degerlerine kesme noktasi denir B;(t) egrilerinin en biiylik derecesi n ise, parcali bezier
egrisinin derecesi n oldugu sdylenir. Kiibik, kuadratik vb. terimleri 3, 2, vb. dereceli

pargali egrileri tanimlamak i¢in kullanilir.

Uyan 3.28. Tanim P(t)'nin [a, b] araliginda tek degerli olmasini saglar. Uygulamada
parcali bir Bezier egrisi basitce Bezier egrilerinin birlesimi olarak kabul edilir ve bu
nedenle P(t;))nin (j =1,...,r — 1) yani B;_4(t;) ve B;(t;) olmak iizere iki degeri
vardir. Bircok uygulamada kesintisiz egriler diisiiniiliir, bu durumda P(tj) =

Bj_l(tj) = B;(t;) ve boylece P(t) her yerde tek degerlidir.

Ornek 3.29. Uc¢ keyfi araliktaki Bezier egrilerini B,(t),t € [—2,0]; B,(t),t €
[0,3]; B,(t),t € [3,4] ile asagidaki kontrol noktalari By(t) =
bo(2,—1),b1(5,2),b,(7,3),b3(8, —1)By(¢) =
by(8,—1), b1(8,—3),b,(7,—4), b3 (5, —4)B,(¢t) =
by(5,—4),b,(3,—4), b,(4,—2), b3(6, —2) disiiniin. P(t) ,
By(t), —2<t<0
P(t) =< B,(t), 0<t<3
B, (t), 3<t<4
tarafindan verilen [—2,4] araliginda tanimlanan pargali Bezier egrisi olsun.
Kesme noktalar1 t, = =2 ,t; = 0,t, = 3,t, = 4'dir.
Parametrizasyon bir egrinin seklini etkilemediginden, P(t) ayn1 kontrol

noktalari kiimesi tarafindan tanimlanan Bezier egrileri olan B;(t)'nin normalizasyonlar

cizilerek cizilebilir. Egri sekil 3 de gosterilmektedir.

3 "
) \
1
n L
1 1 2
-2
-3
-4
Sekil 3. Kesme noktalar1 t, = =2, t; = 0,t, = 3,t, = 4 ile verilen parcali Bezier egrisi

Tiim koordinat fonksiyonlar1 C*-siirekli oldugunda, parametrik bir C(t) egrisi
C*'de siirekli oldugu sdylenebilir. Bir polinom fonksiyonu C® oldugu igin, pargali bir
polinom fonksiyonu her fonksiyonun birlesimine karsilik gelen parametre degerlerinin

haricinde her yerde C®'dur. pveq derecelerinin iki polinom fonksiyonunun
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birlesmesinde, pargali fonksiyon en fazla C¥-siirekli k = min(p,q) oldugu

gosterilebilir. pveq derecelerine sahip iki polinom egrisinin birlesiminde parcali egri en
fazla C*-siirekli, burada k = min(p, q) seklindedir.

Ornek 3.30. (x(t), y(t) = (¢, f(t))egrisini diisiinelim; burada

£0) _{3t2+2t+1, egert < 0 ise
S lt+1, egert > 0 ise

Egri sekil 4(a)'da gosterilmektedir. Herhangi bir polinom fonksiyonu C* oldugu
icin, x(t) =t her yerde C* ve y(t) = f(t) muhtemelen t = 0 hari¢ olmak {izere her
yerde C*'dur, ikinci polinom fonksiyonunun ilk olarak f'nin taniminda f(t)'nin C°

oldugu kolayca kontrol edilisr. f(¢)'nin C* olup olmadigim belirlemek igin ilk tiirevini
i (6E+ 2, eger t <0 ise
f(t)_{l, egert >0 ise

dikkate almak gereklidir.

Y

\
N\ I :
\\___/2: I|II ] i
i 03 "] os

- 0 I
)

Sekil 4. (a) (t, f(t))'nin grafigi (b) f'(t)'nin grafigi
f'(®)'nin grafigi sekil 4(b) de gosterilmektedir. f'nin C' olmadig1 aciktir;
geometrik olarak f’(t)'nin grafigi t = 0 da kiriliyor. Dolayisiyla (¢, f(t)) bir C°-siirekli
egridir, ancak C? siirekli egri degildir. Bu drnekteki parcali egri, (t,t + 1) ve (t, 3t +
2t +1) iki polinom egrisinin birlesimidir. p = 2veq = 1 derece egrileri i¢in k =
min(2,1) = 1 oldugu i¢in miimkiin olan maksimum siireklilik C*; érnek sadece C°-
siireklilige ulagmaktadir. P(t), tamm 3.27'de ifade edildigi gibi I; = [¢,t41] (=
0,1, ...,7 — 1) araliklarinda tammlanan Bezier egrileri B;(t)'yi igeren I = [a, b]iizerinde
tanimlanan bir pargali Bezier egrisi oldugunu varsayalim.
P (t)'nin koordinat fonksiyonlar1 pargali polinom fonksiyonlar1 oldugundan P(t)

kirilma noktasi olmayan tiim parametre degerlerinde C* dur. B;(t)n dereceli ve

bg,. b’ . kontrol noktalari oldugunu varsayalim. O halde P(t),t = t;'de siireklidir

s Dpj
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ancak ve ancak lim P(t) = hm P(t) = P(t;). (Bu, siirekli fonksiyonlar igin standart
t-t ]
bir Olgiittiir, bknz.(Smith, G. 1998). Fakat
lim, P(t) = 11m B;(t) = b}

t—)
ve
. T ] j—1
tll)rlgjl_ P(t) = tlir% B;_,(t) = b 1
Boylece, P(t), t = t;'de siireklidir ancak ve ancak

P(tj) = br];—11 = bg

Dolayisiyla, Bj_;(t)'nin son kontrol noktas1 B;j(t)nin ilk kontrol noktasina esit

olmalidir. Bu nedenle P(t) siireklidir. ancak ve ancak j = 1,2, ...,r — 1 (her degeri) i¢in
- o

b,ﬁj_l = b} dir.
Ornek 3.31. iki kiibik Bezier egrisinden olusan pargali kiibik Bezier egrisini goz
ontinde bulundurun B(t) ve C(t) kontrol noktalar1 sirasiyla by, by, by, b3 Ve ¢y, ¢4, C3, C3
olsun.
Varsayalim ki B(t) birinci egri, C(t) ikinci egri olsun, parcali kiibik Bezier egrisiC°'dir
ancak ve ancak b; = ¢,

P® | P(t)'nin p. tiirevini belirtsin. O zaman

lim P® (1) = llm B(p)(t)
totF totF

tlirrll__ P® () = tlirtrlf BP)(®).
Boylece B(t), C*'dir ancak ve ancak her p < k iginve her j = 1, ..., — 1 igin

B(p) )(t) = B(p)(t) (11)
C*siirekliligi i¢in kosul (11) normallestirilmis Bezier egrileri sartinda ifade edilebilir.

B;(t) = B; i (—— — = Lmin Yoldugundan zincir kurali

max-— mm

B(”)(l) = —t)péj(p) (0)verir. (12)
17t

(tj_t] 1)
Bu, ij 'nin tiirevleri, Teorem 3.19'u ve tefsirlerini kullanarak kontrol noktalar1 agisindan

kolayca elde edildiginden daha yararl bir formiildiir.

Teorem 3.32. Birim uzunluk araliklarinda tanimlanan
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B(t) = Xiso biBin(t)veC(t) = Xio ¢iBin(t)
n. dereceden iki Bezier egrisi
1) CO-siirekli ancak ve ancak b,, = ¢, (veya c,, = b,) ise;

2) C1-siirekli ancak ve ancak b, = ¢, Ve ¢; = 2b,, — b,,_, (Veya c,, = b, Ve
bl = 2Cn - C‘I‘L—l) ISE,

3) Gorsel teget siirekli ancak ve ancak b,, = ¢, ve

c1 = (1 +wby — pby_y
Baziy igin (veya ¢, =b, Ve by =1+ u)c, —uc,—1) ile parca egrisi
olusturmak tiizere birlesir.

Sonuc¢ 3.33. Daha onceki gdsterimi kullanarak, pargali Bezier egrisi B(t), bunun i¢in
Bezier B;(t) egrileri birim uzunluk araliklarinda

1) C°-siirekli ancak ve ancak i = 1,...,r — 1 i¢in b}, = bé“ ise;

2) C'-siirekli ancak ve ancak i = 1,..,7 — 1 i¢cin b} = bi** ve bit! = 2b} —
Lo ise;

3) Gorsel teget siirekli ancak ve ancak i =1,...,7 — 1 igin bL = bé“ ve bazi

p; icin bi*t = (1 4 w;)bL — w;bl_; olarak tanimlanir.

3.2.6 Rasyonel Bezier egrileri

Indirgenemez koniklerin ii¢ tiirii oldugu gosterilmistir (Marsh, 1999), yani
hiperbolalar,parabolalar ve elipsler. Parabolalarpolinom fonksiyonlar: ile parametrize
edilebilirken, hiperbolalar ve elipsler rasyonel fonksiyonlarla parametrelendirilir.
Boylece, polinomparametrizasyonu olan kuadratikBezier egrileri, hiperbolalar ve
elipsleri hari¢ tutmaktadir. Bu egrileri temsil edebilmek icin rasyonel Bezier egrileri
getirmek gerekir.

Tamim 3.34. Kontrol noktalar1 b, by, ..., b, ve buna tekabiil skaler agirliklar1 w; olan n.
derecen rasyonel Bezier egrisi,

YitoWibiBin(t)
e € [0,1 1
T oWiBin(®) ’ te[01] (13)

B(t) =

olarak tanimlanir. Tiim agirhiklarin  sifir  olmadigi varsayilmaktadir. b; €
R%(i =0,1,...,n)oldugunda egri diizlemsel, b; € R® oldugunda egri uzaysaldr.
IntegralBezier egrisi tanimi, rasyonel olmayan Bezier egrilerini tanimlamak igin

kullanilir.
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b; = (x;,y;, z;)olsun. Homojen kontrol noktalarmi b;

t €0,1]

~o_ {(Wixi:Wiyi;Wizi: wy), eger w; # 0 ise
' (xi' Vi Zi, 0) ’ egerw; =0 ise

olarak tanimlayalim.
Homojen koordinatlarda rasyonel Bezier egrisi, integral Bezier egrisinin

formunu alan ancak homojen kontrol noktalari olan
n
B® = ) BiBin(®)
=0

tarafindan verilir. Cinkii Y7L B; ,(t) = 1, birlik 6zelliginin bolimiiyle, w, =

w; = --- = w, oldugunda integral Bezier egrileri elde edilir. Rasyonel bir Bezier egrisi,
n
B@® = ) biRin(®)
i=0

temel formunda yazilabilir. Burada

{M eger w; # 0 ise
4 oWiBin(t)’ '
=1 Bin®
o=, eger w; =0 ise
Lz}lo w;Bj (1) l

dir.

Ornek 3.35. Kontrol noktalar1 by(—1,0), b;(2,1) ve b,(4,—1) ve buna karsilik gelen
1,1 ve 2 agirliklariyla rasyonel kuadratik, sekil 5(a)' da gosterilmis ve agirliklar 1,0.6,2
ile sekil 5(b)'de gosterilmistir.

e

Sekil 5. (b) agirliklar1 1,0.6,2 ve (a) agirliklart 1,1,2 ile kontrol noktalar1 (-1,0), (2,1),(4-1) olan rasyonel
bezier egrisi

Ornek 3.36. Kontrol noktalari by(1,0,1), b;(2,1,—1), b,(5,4,2)ve b3(2,—3,1) ve

agirliklar 1,2,2,1 olan uzaysal rasyonel kiibik Bezier egrisi sekil 6'da gosterilmektedir.

Kuadratik rasyonel bir Bezier egrisi,
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_ Wob, By, () +WbB,, (t)+w,b,B,, (t)

() W,By, (t)+W,B,, (t)+w,B,, (t) (14)

seklindedir.

Sekil 6. Uzaysal rasyonel Bezier egrisi

Herhangi bir konigin parametrelestirileceginden dolay:r (Marsh, 1999.) kuadratik
rasyonel fonksiyonlar tarafindan parametrelestirilen herhangi bir egrinin bir koni
oldugunu kabul eder. Dolayisiyla, kuadratik rasyonel Bezier egrileri koniktir.
Koniklerin siniflandirilmasi asagidaki gibi alinirsa ikinci bir Bezier egrisinin tiirii
belirlenebilir.

elips: w2 — wow, < 0;

parabol: w? — wow, = 0;

hiperbol: w? — wow, > 0.

Rasyonel Bezier egrileri, integral Bezier egrilerinin 6zelliklerini tagir.

Konveks Hull Ozelligi: tim i = 0,1, ...,n icin w; > 0 oldugunu varsayalim.

Sonra egri tizerindeki her nokta, kontrol poligonunun konveks hulunda yatmaktadir.

Afin Doniisiimleri Altindaki Degismezlik: Eger T bir afin doniisiim ise, o

Zaman

T <Z?=o WibiBi,n(t)> _ ZicowiT(b)B;n (1)
DicoWiBin(t) DicoWiBin(t)

dir.
Varvasyon Azaltma Ozelligi: Tiim i icin w; > 0 oldugunu varsayalim. VDP,

integral Bezier egrileri i¢in tutuyor. Teorem 3.22. bakiniz.

Son Nokta Interpolasyonu:B(0) = b,, B(1) = b,,.
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Son Nokta Teget:B'(0) = n (b1 by) ve B'(1)= nW;_l (by, — bp—1).
Bakiniz Bolim 3.2.8

Projektif Doniisiimler Altindaki Degismezlik: Eger T bir projektif doniisiim

(Zb Bm(o) ZT(b )Bin(®

Detaylar i¢in boliim 3.2.6'e bakiniz.

ise, 0 zaman

Lemma 3.37. Son nokta (r,0) ve (rcos@,rsinf), 6 € [—m,m] ile orijin {izerinde

merkezlenen dairesel yay, yari ¢ap r, kontrol noktalari

6
by(r,0), b, (r, r tan E) ,b,(r cos 8,7 sin0)

< 6 .
ve agirhiklarnt wy=w, =1 vew; = cos> tarafindan verilen rasyonel

kuadratikBezier gosterime sahiptir.

Ornek 3.38. Lemma 3.37,r =1, 6 = gahnarak elde edilen, birim ¢emberin ilk geyrek

yayl i¢in by(1,0),b,(1,1),b,(0,1) olacaktir ayrica agirhiklarda wy = 1,w; = g ve

w, = 1dir. Buna gore rasyonel bezier egrisi

(1-0D2+V2t(1—-t)  V2A -0 +1++2)
(1—02+t(1—OV2+t2 (22 —2t+2+2)
V2t(1 - t) + t2 V2(V2+2-1)t

y(t):(l—t)2+\/§t(1—t)+t2:(2t2—2t+2+‘/§)

x(t) =

bulunur. Burada w; = 1 ve w, = 2segilirse elde edilecek rasyonel bezier egrisi
y olsun. y birim g¢eyrek olusturmaz.Bu parametrelendirme igin yay uzunlugu

fonksiyonu, sasirtict bir sekilde, birim hiz yay uzunlugu fonksiyonundan s(t) =

—t 0.0167'den daha diisiik bir aralikta [0,1]'den farkli olan s(t) = 2 arctan ( o 11) +

T/ tir. y'nin parametrelendirilmesi, s(t) = Et'den 0.1451'e kadar farklilik gosteren

yay uzunlugu fonksiyonu s(t) = 2arctant degerine sahiptir.

Rasyonel Bezier egrileri, egri tasarimi i¢in daha fazla esneklik sunar ¢ilinkii
belirli bir kontrol noktalar1 kiimesinde, agirlik se¢cimine bagl olarak sonsuz sayida egri
vardir.Bir agirhik ayarlandiginda tim egri degisir, ancak bir sonraki teoremde

aciklandig gibi, ongoriilebilir bir sekilde olur.
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Teorem 3.39. Bir wy agirliginin wy, + dw;, olarak degistirildigini varsayalim, sonra
b = B(t)

b, = (1 — a)b + abynoktasina gider. Burada

Swi By n(t)
?:O WiBi,n(t) + SWkBk,n(t)

dir.
3.2.7 Rasyonel Bezier egrileri icin De Casteljau algoritmasi

Integral Bezier egrileri icin de Casteljau algoritmasi rasyonel duruma

uzanmaktadir. Algoritmay1 gerceklestirmenin iki yolu vardir.

Yontem 1: Varsayalim ki

XicoWibiB; (1)

B(t) =
( ) ?:o WiBi,n(t)

olsun. Burada diizlemsel egriler i¢cin b; = (x;,y;) ve uzaysal egriler i¢in b; =
(x;, v, ;) dir. Diizlemsel egriler igin b; = (w;x;, w;y;,w;) ve uzaysal egriler igin b; =
(W;x;, w;yi,w;z;,w;) olsun. Integral Bezier egrileri igin de Casteljau algoritmasini

uygulaym. (Boliim 3.2.3 de agiklanmistir.), agirlig1 ek bir koordinat olarak ele alin.

Yéntem 2: Ik yontem uygulanmas: ve sayisal olarak verimli olmasina ragmen,
belikrli kosullar altinda hesaplama hatalarina egilimlidir. Homojen kontrol noktalarinin
her bir iterasyonu sonunda kartezyen koordinatlara doniistiiriilmesi durumunda

problemden kaginilir. Yeni algoritma i = 0,1,...,n—j ve j=1,..,ni¢in

. j-1 j-1
Jj— Wi j-1 Wir pJj-1
b; = (1 —t)—5b] +t‘;—+_jb.

w i / i+1 (15)
Wl-] =(1- t)wi]_1 + twi]+_11

dir.
Rasyonel de Casteljau algoritmasi B(t) noktasini degerlendirir ve egriyi

parametre degeri t'ye karsilik gelen noktada boler.

Ornek 3.40. Rasyonel bir kiibik Bezier egrisinin, kontrol noktalar1
by(1,1),b,(2,7),b,(8,6), b3(12,1) ve agirliklart wyg =1, wy =2, w, = 2,w; =1
olsun. Daha sonra t = 0.25 olan rasyonel de Casteljau algoritmasi,

1.0 2.0 2.0 1.0
1.25 2.0 1.75

1.4375 1.9375
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1.5625.

agirliklar ve kontrol noktalari

(1.0,1.0) (2.0,7.0) (8.0,6.0) (12.0,1.0)
(1.4,3.4) (3.5,6.75) (8.5714,5.2857)
(2.1304,4.5652) (4.6452,6.4194)

(2.91,5.14).

Ucgenlerini verir.

Boylece B(0.25) = (2.91,5.14)'dir.

3.2.8 Rasyonel Bezier egrilerinin tiirevleri

Rasyonel fonksiyonlarin ayirt edilmesi i¢in rasyonel Bezier egrisinin tiirevini belirleyen
0z yinelemeli formiil agagidaki yontemden elde edilir. F(t) = f(t)/g(t)olsun. Daha
sonra boliim kurali

IO ®-g'®Of®) _ f'O-g"OF®) (16)

Fi(t) = 9(0)? 9(0)

Verir.

Iki fonksiyonun bir sonucunun tiirevlerini elde etmek icin Leibnitz kural
(Spivak, 1967)
f(t) = g(t)F(t)r. tirevinin

r

FO() = Z (:) gOFT=D(p)

i=0
= gOFP® + ) (1) g OFTO(0)
i=1

oldugunu gosterir. Dolayisiyla

M ()3T (T gD () FT=D _

F(r)(t) - g(®)

Boylece F(t)'nin r. tiireviF (t)'nin birinci r — 1 tirevleri ve f(t) ve g(t)'nin
birinci r tiirevleri 6zelliginden elde edilir. n. dereceden

Yt wib;B;p(t . o e de e
B(t) ==———"— in )rasyonel Bezier egrisini diigiiniin.
n w;B; ()
i=oWibin

f(@) = XizowibiBiyn(t)veg (t) = Xizo wiBin(t) olsun.  f(t)veg(t)'nin

tiirevleri, boliim 3.2.2'de verilen integral Bezier egrilerinin tiirevlerini belirlemek i¢in
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algoritma uygulanarak elde edilir. Burada w;b; f(t)nin kontrol noktalar1 ve w; agirhig

g(t)'nin kontrol noktalar1 oldugunu diisiiniin. Ozellikle r = 1 ve r = 2 igin

’ _ (Z?zowibiBi,n(t))’_(Z{Lo WiBi,n(t)),B(t)
B'(t) = S owiBin(t)

B'(t) = (B owibiBin(®) —2(X%owiBin(®) B () —(EowiBin(®) B(t)
o Z?:o WiBi,n (t) '

Bu nedenle

B'(0) = n(W1b1—Wob:)/30—n(W1—Wo)bo — nvwv_:(bl — by).

Benzer sekilde, B'(1) = n==2 (b,, — b,_,) dir. Son nokta tanjant durumu simdi

w.

kanitlanmustir.

Ornek 3.41. Kontrol noktalart by(2,1),b1(5,6), b,(6,2),b3(9,3) ve agirhiklart wy =
3,w; =2,w, =1,wz3 =4 ile rasyonel kiibik Bezier egrisi distnin. f(t) =
Y owibB;in(t): (6,3), (10,12),(6,2), (36,12)kontrol noktalarin1 vermek igin w; ile
b; carpmn. Dolayisiyla f'(£),3((10,12) — (6,3)) = (12,27), 3((6,2) — (10,12)) =
(—12,-30), ve 3((36,12) — (6,2)) = (90,30) kontrol noktalarina sahiptir. g'(t)'nin
kontrol degerleri 3(2—-3)=-3, 3(1—-2)=-3, 3(4—1) =9 dur. Daha sonra
B’(0.25) asagidaki gibi hesaplanir.

£(0.25) = (1 — 0.25)3(6,3) + 3(1 — 0.25)2(0.25)(10,12)
+ 3(1 — 0.25)(0.25)%(6,2) + (0.25)3(36,12) = (8.156,6.797)

9(0.25) = (1 — 0.25)33 + 3(1 — 0.25)2(0.25)2 + 3(1 — 0.25)(0.25)21 + (0.25)34
= 2.313,

£'(0.25) = (1 — 0.25)%(12,27) + 2(1 — 0.25)(0.25)(—12,—30) + (0.25)2(90,30)
= (7.875,5.8125),

g'(0.25) = (1 — 0.25)2(=3) + 2(1 — 0.25)(0.25)(—3) + (0.25)?(9) = —2.25.
Dolayisiyla
B(0,25) = £(0.25)/9(0.25) = (8.156,6.797) /(2.313) = (3.526,2.939),

ve
) _ f'(0.25) — g'(0.25)B(0.25)
B'(0.25) = 025
_ (7.875,5.813) — (—2.25)(3.526,2.939)
- 2.313

~ (6.835,5.372).
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3.3 B-Spline Egrileri

Parcal1 bir polinom egrisi 6zellikleri ile Bezier egrisine benzer sekilde B-spline
taban gosterimine sahiptir. [a, b]araliginda tanimlanan bir B-spline egrisi, asagidaki
ozellikleri saglar.

1. d. dereceden (veya d+1 ) bdylece pargali polinom egrisinin her bolimii d.
derece veya daha azdir.

2. Knot vektorii olarak adlandirilan m+1 reel sayidan olusan bir dizi ty, tq, ..., ty
dizisi olsun. dyle ki t; < t;,4 (1=0,1,....m-1), t; = a Ve t,,_4 = b olsun. ty, tq, ..., t4 Ve
tm—d> tm—d+1, -, tm degerlerine uc (dis) knot vektor denir., ve ty41,tg42, - tmd—1
degerlerine i¢ knot vektor denir.

3.Kontrol noktalar1 by, b, ..., by,'dir.

Bir B-spline egrisi, B-spline temel fonksiyonlarin 6zelliginden tanimlanmustir.

Tamim 3.42. Knot vektorii £g, ty, ..., t, ile tanimlanan, N; 4(t) ile belirtilen d. dereceden
B-spline temel fonksiyonlar1 agagidaki gibi ardisik olarak tanimlanir:

i=0,1,...nved =1 i¢in

1, eger te[t;, tiyq1]

Nio(t) = {0, aksi taktirde (18)

N; =4y, tirari=t 19

ia(t) = —=N;q1(t) + —=—N; 1 4-1(). (19)
tita—t; Lita+1—tit+1

Eger knot vektorii yeterli sayida tekrarlanan knot degeri igeriyorsa,

id-1(t)

tekrarlamanin gerceklestirilmesi sirasinda (bazi 1 i¢in) 1\; = 0/0 formunun bir
i+d— %

boliinmesi ile karsilagilabilir. Bu meydana geldiginde % = 0 oldugu varsayilir.

Tammm 3.43. Knot noktalar1 ty,tq,...,t,, ve Kontrol noktalar1 by, by, ..., b, ile d.
dereceden (veya d+1 ) B-spline egrisi

B(t) = Xio b;N; g()tarafindan[a, b] = [tg4, t;—q] Uzerinde tanimlanir. Burada
N;4(t), d. dereceden B-spline temel fonksiyonudur. B-spline egrilerini rasyonel
formdan ayirmak (Boliim 3.3.4 'de tamitilacaktir.) genellikle integral B-spline olarak

adlandirilir.
Ornek 3.44. Kontrol noktalar1 by(1,2), b;(3,5), b,(6,2), b3(9,4) ile ty = 2,t, =
4,t, =5,t3 = 7,t, = 8,tg = 10,t, = 11 ve d=2 olsun. Daha sonra k=0 temel

fonksiyonu
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(1, egert€[2,4) _ {1, egert € [4,5)
Noo(t) = {0, aksi taktirde' Nio(t) = 0, aksi taktirde’

(1, egert €[5,7) _ {1, egert € [7,8)
Nzo(t) = {0, aksi taktirde’ N3o(t) = 0, aksi taktirde’

(1, egert € [8,10) _ {1, egert € [10,11)
Nio(t) = {0, aksi taktirde’ Nso(t) = 0, aksi taktirde

k=1 temel fonksiyonu

No1(t) = T Noo(t) + N1 o(t) = Noo(t) + N1o(t) = _Noo(t) +
(5- t)N1,0(t),
Nia(6) = o= Nao (O + 15 = Nao(8) = (= Nio(®) + 7= Noyo () = (¢ = DNy (0) +

27 = Ny (0),

N (6) = 722 Noo(6) + 75 Nao(6) = 5 (8 = 5)Na0(8) + (8 = D)N3 o (),

N3 o(t) + N40(t) = (t—7)N;3,(t) + 5 (10 — t)Nyo ()

N3(t) = ;
4=

-(t — 8Ny o(t) + (11 = £)N5 0 (0).

Nyq(t) =

sartlarda belirlenir.

Son olarak, k=2 temel fonksiyonu

t—2 7—t
Noa(8) = = Noa (6) + £ Na(®) = 5= Noa(6) + 5 Mo @
t—2(t—2
= T(T Noo(t) + (5 — t)N1,o(t)>
e (RRINCRRE T e)
== (t — 2)2Noo(t) + 3 (—2t% + 18t — 38)Ny o(t) + % (7 = £)2N0 (D),
-4 8-t
Ny,(t) = N1 (t) + Ny, (t) = Ny, (t) + Ny, (t)
ts t1 3
t —

7 —
= — <(t—4)N10(t)+ 5 Nz,o(t)>

8—tft—5
+ — (T Nyo(t) +(8— t)N3,0(t)>

1 1 1
= (t = 42Ny o(0) + 5 (=t2 + 12t — 34)N, o (£) + 5 (8 — )2 N30 (1),
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t—t te—t t—5 10—t
N, (t) = f, = t22 N1 (8) + P— N3, (t) = 3 N1 (8) + 3 N3 1(t)
t—5(t—5
= T (TNZ,O(t) + (8- t)Ns,o(t)>
10—t 10—t
+ ((t — 7)N3,(t) + N4,o(t)>

== (t = 5)2Ng(t) + = (=2¢% + 30t — 110)N;,0(£) += (10 — )2N, (D),

N3, (t) +

t—ts te—t t
N3 (t) = i N34 (t) +—t 3t Ny1(t) =
3 6~ la

Ny, (t)

5
10—t

S (GOR

11—t<t—8
3 2

Nao (t)>

Nyo(t) + (11 — t)Ns,o(t))

1 1 1
= (t = 7)2N30(8) + 5 (=% + 18t — 79N, o) + 5 (11 — £)*N5 o (8).
Naoa Nagp  Ngy

| Noa1 N :
1

T 3 4§ ¥ ¢ f % 9 10 1T 12

Sekil 7. Knot vektorleri ty = 2,t; = 2,t, =5,t3 = 7,t, = 8,t5 = 10,t, = 11 olan birinci dereden
taban fonksiyonlari

k=2 temel fonksiyonu

( 0, t<?2
1
g(t—Z)z. 2<t<4
1
Ny, (t) =< §(—21:2+18t—38), 4<t<5
1
3(7—t)2, 5<t<7
\ 0, 7<t
( 0, t<4
1
g(t—4)2, 4<t<5

1
Ny, (t) =3 §(—t2 + 12t — 34), 5<t<7

1
§(8—t)2, 7<t<8
\ 0, 8<t
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( 0, t<5
1
g(t—5)2, 5<t<7
1
Ny, (t) = S §(—2t2+30t—110), 7<t<8
1
g(lO—t)z, 8<t<10
L0, 10<t
ve
( 0, t<7
1
§(t—7)2, 7<t<8
1
N3, (t) =« §(—t2+18t—79), 8<t<10
1
§(11—t)2, 10<t<11
\ 0, 11<t

bi¢iminde ifade edilebilir.

1. ve 2. dereceden olan temel fonksiyonun alanlar1 sekil 7 ve 8 de gosterilmistir.
Temel fonksiyonlarin t € (t;, t;43) ig¢in N;,(t) > 0 ve N;,(t) = 01 baska bir yerde
inceleyiniz. Genel B-spline temel fonksiyonu benzer "pozitif® ve "yerel destek"
ozelliklerine sahiptir. (bknz.Teorem 3.46)

B-spline egrisi

I Ny,

o |

[
"

Sekil 8. Knot vektorleri ty = 2,t; = 2,t, = 5,t3 =7,t, = 8,t5 = 10,t, = 11 olan ikinci dereceden
taban fonksiyonlari

[5,8] araliginda
B(t) = (1,2)No(t) + (3,5)N12(t) + (6,2)N3 2 (t) + (9,4)N3 2 (t)

(7= )2(1,2) +5 (—t2 + 12t — 34)(3,5) + = (t — 5)2(6,2), eger 5<t <7,
(8- 1)%(35) + 3 (—2t? + 30t — 110)(6,2) + (t — 7)%(94), efer 7 <t <8.
(20)

Sekil 9' da gosterilen, B-spline egrisi, iki polinom egri boliimiiniin birlesimidir.
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Sekil 9. Ornek 3.44"in B-spline

d. dereceden bir Bezier egrisi tam olarak d+1 kontrol noktalarina sahipken d.
dereceden bir B-spline yeterli sayida knot belirtildigi taktirde herhangi bir sayida
kontrol noktasina sahip olabilir. Bu nedenle, karmasik egri sekilllerini tanimlamak i¢in,
B-spline'lar kontrol noktalarinin sayisini arttirarak, egrinin derecesini arttirmaksizin, ek
bir 6zgiirliik verilebilir.

Her temel fonksiyon N; 4(t) d+2 knot ¢;, ..., t;1 441 ile tanimlanir. Dolayisiyla,
n+1 kontrol noktalar1 gerekiyorsa ntd+2 knotty, ..., t 1441 Delirtilmelidir. Bu nedenle,
knot sayist kontrol noktalarinin sayist arti derecesi arti 1 e esittir ve m=n+d+1
0zdesligini verir.

Bir knot vektori tekrar tekrar knot degerlerine sahip olabilir. Bir knot degerinin
meydana gelme sayist knotun ¢oklugu olarak adlandirilir. I¢ knotlarin farkl
degerlerinden olusan kirtlma noktalar1 ad1 verilen yeni bir ug, uy, ..., u-(ug < ug < =+ <
u,) dizisi tanimlayalim.Daha sonra B-spline, d. dereceden t € [u;, u;;1]B;(t)polinom

egri boliimlerinin brlesimidir.

Ornek 3.45. Omek 3.44'in kirilma noktalar1 uy = 5,u; = 7 ve u, = 8 dir ve B-spline
iki boliimden olusur Sekil 9'da her boliimiin baslangi¢ ve bitis noktalari egri tizerinde bir
o ile gosterilir. Iki polinom egri béliimlerinin parametrik denklemleri [ug, u;] = [5,7)

uzerinde tanimlanan

1 1 1
By(t) = B (7-1t)%(1,2) + 3 (—t? + 12t —34)(3,5) + Z (t —5)%(6,2)
_ 65 o 2 2 701 N 133 . 23 2
= 3 3" 18 9 18 )

ve[uy, u,) = [7,8] lizerinde tanimlanan

1 1 1

B,(t) = 3 (8 —1)%(3,5) + 3 (—=2t%2 + 30t —110)(6,2) + 3 (t —7)%(9,4)
155 N 38 . 2 2 340 N 100 . 7 2
= ( 3 3 377 9 9 9 )

elde edilir.
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Teorem 3.46. B-spline temel fonksiyonu N; j (t) asagidaki 6zellikleri saglar.

Pozitiflik: t € (t;, ti1r+1) igin N; () >0

Bolgesel Destek: t € (t;,t;1+1) i¢in N;(t) =0

Parc¢ali Polinom: N; ; (t) k. dereceden pargali polinom fonksiyonlardir.

Birligin Boliimii: ¢ € [t,, t,4) icin Y7o, N (t) = 1

Siireklilik: I¢ knott;'nin ¢oklugu p; ise, N;;(t), t = t; de C¥~Pidir. N, (t), C* baska
yerde.

Teorem 3.47. Knot vektori ty, ty, ..., t,, lizerinde tanimlanmis olan d. dereceden bir B-
spline egrisi B(t) = Xiv b;N; ¢(t) asagidaki ozellikleri kargilar.

Bolgesel Kontrol: Her bolim d + 1 kontrol noktalar1 ile belirlenir. t €

[ty try1) (d <7 <m—d — 1)ise 0 zaman
r
B(t) = Z b;N; 4(1).
i=r—d

Boylece B(t)'yi degerlendirmek igin, Ny_g4(t), ..., Nyq(t) degerini
degerlendirmek yeterlidir.
Konveks Hull: t € [t t,;1) (d <r <m —d —1) ise, 0 zaman
B(t) € CH{b,_q4, ..., b,-}.
Siireklilik: Eger p;, t = u; kirtlma noktalarinin ¢oklugu ise, o zaman B(t) t =

u;'de C4Pi (veya daha biiyiik) ve baska yerlerde C®'dur.

Afin Doniisiimleri Altindaki Degismezlik: T bir afin doniisiim olsun. O zaman

T(Zio biNia (D) = Ziko T(bIN;a (0.
3.3.1 B-spline cesitleri

3.3.1.1 Acik B-splinelar

Genel olarak, B-spline egrileri ilk ve son kontrol noktasi b, ve by'i
enterpolasyona ugratmaz d. dereceden egriler igin, son nokta interpolasyonu ve bir son

nokta tanjant durumu, u¢ knotlarmty =t; == =t; Ve tj_g = tmeds1 = - =ty

karsiladig1 acik B-splinelari ile elde edilir.
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Temel fonksiyonlarin (3.42) taniminin kiigiik bir modifikasyonu knotlarin
¢okluguna uyum saglamak igin gereklidir: N,,_4;_,, t = m — d'de 1 degerini (ve diger
yerlerde 0) olmalidir. t; € [ty4, t441)0ldugu icin, r = d olan bolgesel kontrol 6zelligi

B(tg) = X5-0bjN; q(tg) Verir. 0 < j < digin

tg — i tit1+a — ta
N;q(tq) = ——Njg-1(ta) + —————Nj41,a-1(ta)
tiva —t; t; —t;
j+d j j+1+d j+1
to =t; =+ = tg oldugu i¢in, t; =ty , ve dolayisiyla (j =0 durumu igin

0/0 = 0 kuralinin uygulanmasi)

tit14a — la
N;q(ta) = (0)N; 41 (ta) + ]—Nj+1,d—1(td)-

bit1+a — i+1

Bu nedenle
t; -t tg — t; t; -t
j+14+d d d j+1 j+2+d d
N; q(tq) = ( >< Nit1,4-2(tg) + —————Nj24-2 (td)>-
tivi+d — G+1/) \bj+a — G+ titz+a — Ltz

Tekrarlanan benzer sadelestirmeler ve temel fonksiyonlarin yerine gegenler,

daha kiiciik dizi sonuglart ile

Nj,d(td) — ( tiv1+d—td )( Liv2+d—td ) ( ta+j+d—ta >Nj+d,0(td) (21)

ivi+d—tj+1/ \lj+2+d—tj+2 ta+j+d—tj+d

j > 0iginNj, 4 0(ts) = 0 oldugu igin (21)'den j > 0 igin N; 4(tz) = 0 olur. j =
Ooldugunda, dzdeslik (21) ve Ny o(ty) =1

t -t t -t t -t
NOd(td) 1+d d 2+d d d+d d N (t ) 1
’ t —t t —t t —t d,0%"d
1+d 1 2+d 2 d+d d

degerini verir.

Dolayisiyla B(ty) = ?:o bjN; 4(tgq) = by.
Benzer sekilde B(t,,_q) = by

Ornek 3.58'da acik B-splinelarin

“— (by — bo)VeB' (tm—q) =~

Bl =

— (bp — by_y) (22)

m-1"tm-d-1
de karsiladig1 gosterilmistir.
Boylece by, b; baslangic tanjant yoniinii tanimlar ve b,_4, b, acik bir B-spline
egrisinin son teget yoniinii tanimlar. Son nokta interpolasyonu ve son nokta tanjant

ozellikleri, a¢ik B-spline'larinin Bezier egrilerine benzer sekilde davrandigini gosterir.
Ornek 3.48.t, = 0,t; = 0,t, = 0,t3 = 1,t, = 2,ts = 3,ts = 4,t; = 4,tg = 4 olsun.

k = Otemel fonksiyonlar1



N = {1, eger t € [t;, ;1) ise
L0 7o, aksi taktirde

dir.
k = 1temel fonksiyonlari

t-0 0-t
Ny, (t) = EO_O; Noo + ﬁNLO = 0 (0/0 = Odurumu kullanilarak)

(t-0) 1-t
Nl,l(t) = le’O + ﬁNZ,O = (1 - t)NZ,O(t) (durum 0/0 = 0)

t=0 2-t
Ny.(t) = uNz,o + uN3,0 = tN,o(t) + (2 — t)N3, (1),

(1-0) (2-1)
t—1 3-t
N3, (t) = 52_1; N3 + %N&o = (t — 1)N3o(t) + (3 — t)Nyy(2),
(t—2) 4-1
Nyq1(t) = mm,o + mNS’O = (t = 2)Nyp(t) + (4 — t)Nso(t)
(t-3)

N5'0 + @NG,O = (t - 3)N5,0(t) (dUI’um 0/0 = 0),

N5, (t) = (—)

4-3)
Ne.(0) = S22 Ng o + 822N, 0 = 0 (durum 0/0 = 0) dr.

(4—4) (4-4)

k = 2temel foksiyonlari
Noz(t) = (1 = £)? Ny (1),
1
Nip(t) = = (4 = 30)tN0(6) +5 (2 = )2N;30(0),
1 3 9 1
Ny (8) = St2Np0(8) + (—t2 + 3t — 5) N3, (t) + (E -3t+ Etz) Ny (1),
1 11 1
N3,(t) = (t = 1)?N3o(0) + (—7 + 5t — tz) Nyo(t) + (8 — 4t + Etz) N5, (1),
1 2 3.2
Nz () = 2(t = 2)*Nyo(6) + (=16 + 10t =262 Ny o (1),

N5, () = (t — 3)2Ns o (t)'dir.

Verilen knot vektoriinde tanimlanan d = 2. dereceden bir agik B-spline, 4 bolimden

olusur.
Bi(t) = (1 — £)%by + S t(4 — 3t)by + 2 t2by, t €[0,1],
By(t) = 2 (2 — £)%by + 5 (—2t% + 6t — 3)b, + = (t — 1)%by, t €[1,2],

Bs(t) = (3= )%hy +(—2t? + 10t — 11)by + 2 (t — 2)%h,,  t €[2,3],
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B4(t) = (4 — t)%by + 5 (=3t + 20t — 32)b, + (t — 3)2bs, t € [3,4].
B(0) = byveB(4) = bs oldugunu ve dolayisiyla B-spline'in ilk ve son kontrol
noktalarini interpolasyona aldigini unutmayin.

3.3.1.2 Uniform (Diizgiin) B-splinelar

Bir B-spline, knotlari esit aralikli oldugunda ve diizgiin olmayan bir sekilde tek
diize oldugu soylenir. Knot vektérii t, = 0,t; = 1,t, = 2, ..., t,,, = m olsun. Bu knot

vektoriinde 2. dereceden uniform B-spline i¢in temel fonksiyonlar asagidaki gibi elde

edilir:
_ (Leger t € [t;ti41)
Nio(t) = { 0, aksi taktirde’
(t-0) 2-t
N01(t)_(1 o)N EZ 1§N10—tN00+(2—t)N10,

t—1 3—t
Ny1(t) = EZ 1; Nio+ 23 zg Nyo = (t —1)Nyo+ (3—1t)N,p,

t—2 4—t
Ny, (t) = ¢ )Nzo ( )N30_(t—2)N20+(4—t)N30

(3-2) (4-3)
Noa(e) = L2 )N ©+379N 0= 1tN ) += (3—t)N (®)
0,2 (2 ) 0,1 (3 1) 1,1 0,1 1,1
= Et(tNo,o + (2= t)Ny) +5 (3 —t) ((t — DNy o+ (3 - t)NZ,O)
—ltzN + 1t(2—t)+1(3—t)(t—1) N. +13—t2N
- 2 0,0 2 2 1,0 2( ) 2,0
(1
Etz’ t €0,1]

1
= 4 —5(3—6t+2t2), t €[1,2]

1 2
[ 5B-97 t €[2,3]

i. temel fonksiyonu
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t—1 i+3-t
Niz(8) = (i+2)-— iNi’l(t) + (i+3)—(i+1 Niy1,1(6)
— 7 y 3 _

- %Ni'l(t) + H_Z—tNi+1,1(t)

Ct—if t—i (i+2)-t

=— <(l . l.Ni,o(t) + ED ) Ni+1,o(t)>

i+3—-t( t—(+1) N i+3-t N
2 ((l +2)—-(+1) i+10(t) + (+3)—(+2) i+2,o(t)>

1
=5t )?N;o(t)

+%(&—iXi+2—¢)+(t+3—tXt—i—1DNHLMO

1
+§(V+3—tVNH;MO-

Boylece, [i + 2,i + 3] ile tanimlanan i. boliimB;(t),
i+2

Bi() = ) BNy, (0)
j=i

1 1
=§a+3—tfm+§(a—i—1Xt+3—0+{r+4—oa—i—znmﬂ
1
*-E(t-i-Z)sza

ile verilir.

Son olarak t +— t + i + 2 parametrizasyonu

1 2 1 2 1 2
lﬁ@)=§(1—t)bi+§(1+2t—2t)m+1+zth2

) 1 =2 1\/ b
=-@t? ¢t 1)(—2 2 0><bH1> (23)
1 1 0/ \by,

tarafindan[0,1] araliginda boliimii tanimlanir.
Her bir bolim tizerindeki noktalar, %(1 —1)?, %(1 + 2t — 2t?), %tz temel
fonksiyonlari her t i¢in sadece bir kez degerlendirmek zorunda oldugundan verimli bir

sekilde hesaplanir.

d = 3. dereceden uniform B-splinelar i¢in benzer bir yontem

-1 3-3 1 b;
3 —63 0\ bjq
—3 03 0]\ by,
1 41 0/ \b,,

B;(t) = %(1:31:2 t 1) Verir.
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Ornek 3.49. Knot vektorii t, = 0,t; = 1,t, = 2,t3 = 3,t, = 4,ts = 5,t, = 6,t, = 7
lizerinde tamimlanan d. dereceden uniform B-spline B(t)'yi kontrol noktalar1 b,(3,2),
b,(7,—-1), b,(5,2), b3(4,5), by(2,3) distnin. Egri [ty t;m—q] = [2,5]araliginda
tanimlanmustir. Alt araliklarda[2,3], [3,4] ve [4,5] de tanimlanmis {i¢ egri bolimii
vardir. Ornegin, i = 1 béliimii {izerinde bulunan B(3.6) noktasini belirlemek igin, t =

3.6 tw—t—i—2 kullanarak [0,1] araligina gevirilir.

Gerekli parametre t =3.6 —1—2 = 0.6 ve (23)

B,(0.6) = %(1 —0.6)2(7,—-1) + % (1+2(0.6) — 2(0.6)2(5,2) + % (0.6)2(4,5)
= (4.98,2.3)

degerini vermektedir.

3.3.1.3 Periyodik B-spline ve kapah periyodik B-spline

Bazi1 uygulamalarda, baslangic noktasinin bitis noktasina esit oldugu kapali
egrileri temsil etmek arzu edilir. Kapali bir Bezier egrisi, kapali bir kontrol poligonu
olusturan kontrol noktalar segilerek elde edilebilir. Ancak, genel olarak, B-splinelar ilk
ve son kontrol noktalarini interpolasyona ugratmazlar ve bu nedenle kapali bir kontrol
poligonu kapali bir egri vermez. Egrinin kapatilmasi knotlar ve kontrol noktalarindaki
kosullarin uygulanmasiyla elde edilir. Ornegin, bu amag igin agik bir B-spline
kullanilabilir. Bir alternatif kapali periyodik bir B-spline kullanmaktadir.

n + 1lkontrol noktalari ile ve d. dereceden bir periyodik B-spline knot t, <
t; < -+ <t, rastgelesecerekve i =1,...,d + 1 icin

tnti = tppio1 + (G — ti-1)

ayarlayarak elde edilir.Bu formun bir knot vektorii periyodik knot vektorii olarak
adlandirilir. Ozellikle, bir uniform B-spline, periyodik bir B-spline'in 6zel durumudur.

Kontrol noktalar1 by, ..., by, bpi1 = by, bpysz = by, e, bpra = bg_q1 Ve d.
dereceden kapali periyodik bir B-spline, knot t, < t; < -+ < t, 41 rastgele segerek ve

n + 2d + Zknot ile periyodik bir knot vektorii olusturarak elde edilir.

Ornek 350. d =3 ve n=4 olsun. Ilk bes kontrol noktalar1 by(1,2), b;(3,7),
b,(6,6), b3(6,—2), by(1,—1) olsun ve kalan kontrol noktalar1 b5(1,2), be(3,7),
b,(6,6) olsun. ilk n+2 =6 knotlar, t, = 0.0, t; = 0.5, t, = 2.0, t3 = 3.0, t, =
3.1, t; = 3.4 oldugunu varsayalim. Periyodik knot vektorii
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te = 3.4+ (0.5 — 0.0) = 3.9, t, = 3.9+ (2.0 — 0.5) = 5.4,
te = 5.4 + (3.0 — 2.0) = 6.4, to = 6.4+ (3.1 — 3.0) = 6.5,

alinarak elde edilir.

B-spline ve kontrol poligonu, sekil 10'da gosterilmistir.

Sekil 10. 3. dereceden kapali periyodik B-spline
3.3.1.4 Acik uniform B-splinelar

I¢ knotlarmuniform oldugu agik B-splinelar, agik uniform B-spline olarak

adlandirilir. Ornek 3.48 acik bir uniform B-spline'dir.
Ornek 351. t,=0,t,=0,t,=0,t3=1, t, =2, ts =3, tg = 4, t, = 3olsun.
Bu knot vektoriinde tanimlanan 2. dereceden acik uniform B-splinelar1 i¢in temel

fonksiyonlar

0, t<0
Noo={(t-1)% 0<t<1 ,
0, 1<t
0, t<0
3
2t—§ﬂ, 0<t<1

)

Ny, = 1
——t+§a—1f,13t<2

2
0, ZSt
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( 0, t<o0
=t 0<t<l1
1
M2=<—§+t—a—1y,13t<z

5 1
——t+§a—zy,23t<3

2
L0, 3<t
0, t<1
1
—(t—1)?, 1<t<2
Ny, =<2
3.2 3 3 , ’
——+t—=(t—2)% 2<t<3
kz+ - (t=2)
0, 3<t
0,t<2
N4_'2 = (t - 2)2, 2 <t< 3 dir
0,3t

3.3.2 De Boor algoritmasi

Bir B-spline egrisi iizerindeki noktalarin degerlendirilmesi de Boor algoritmasi
olarak bilinen bir yontem kullanilarak gerceklestirilebilir. Bezier egrileri igin de
casteljau algoritmasi, Bernstein temel fonksiyonlarinin 6z yineleme 0Ozelliginin bir

sonucu oldugu gibi, de Boor algoritmasi, B-spline temel fonksiyonlarini

t—t; t; -t
Ni(t) = Nijo1 () + —HE—N; g o () (24)

tivk—t; titk+1—ti+1

0z yineleme 6zelliginden gelir.

Varsayalim ki t € [t,, t,.,1) olsun. Sonra (24)
T
BO= ) biNy(®
i=r-k

T

'
t—1{ Litk+1 — L

= Z bi—t — Nij-1(t) + z bi—t — Nit1p-1(8)

ik — = ik — L

anlamina gelir.

i — 1lilei ikinci toplamda degistirilmesi

r r+1
_ t—1t; Livk —
B(t) = bi ————Nj 1 (t) + bi_y ————N;,_1(t)
4 Livk — L . Livk — L
i=r—k i=r—k+1

verirve Nyyqx—1(t) = Np_g-1(t) = 0 oldugundan(t,,t,,,) lzerinde
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r

t —t; t; —t
B(t) = z (bit—l + b1 Lt) Ni j—1(t)

L — t. ti ., — t;
= R+ i+k i i+k i

olur.i=r—k+1,..,rigin
i+k — t t—t

bl(t) =b ‘ +b
l -t

tivik — L

olsun. b}'in t parametre degerine bagl oldugunu unutmayn. Benzer bir sekilde
N;x-1(t), k — 2. dereceden temel fonksiyonlar acisindan ifade edilebilir. d. dereceden
bir egri i¢in sonug bir yineleme prosediirii j =1, ...,di=r—d +J,...,r igin
b/ (®) = (1- ol (®©) b7} (t) + &] )b} (),

j t=t;
a;(t) =———
t (©) tiva—j+1—ti

(25)dir.

Burada bjo(t) =bj, b_y =0 Vebp,_g41 =0 (burada 0 bir diizlem egrisi i¢in
(0,0) ve bir uzaysal egri i¢in (0,0,0)).

j. adimi, d —j. dereceden temel fonksiyonlarn sarti B(t) (bl.j , t'nin bir
fonksiyonu oldugunu unutmayin)

r
BO = Y biNya ()
i=r—d+j
cinsinden verilir. Boylece j = d oldugunda algoritma egri tizerindeki B(t) =
T_bEN; o(t) = b4 noktalarimi verir.
Ozetlemek gerekirse, belirli bir parametre degeri t i¢in de Boor algoritmasi (25)

b4 = B(t) gibi bir iiggen dizi noktas1 verir.

b2_, b i1 b?
b ger b

p&-1 pd-1

b2 = B(t).

Ornek 3.52. de Boor algoritmasi, drnek 3.49'inuniform B-spline degerini t = 3.6'da
degerlendirmek igin uygulanabilir. Sonra d =2 ve3.6 € [3,4) = [t3,t,) oldugundan
bu r=3 izler. ilk satirm swras1  b?(7,—1), b2(5,2), bI(4,5)tir. j=1..2, i=
(14 ) ...3ile algoritma
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t—t 3.6—-2 .
af =—L =208, al=—2=""=03,

T ty—t, 4-2

t—t; _ 3.6-3
ai =—2== = 0.6,

T ty—ts  4-3

b} =(1-0.8)(7,—1) + 0.8(5,2) = (5.4,1.4),

b3 = (1-0.3)(52) + 0.3(4,5) = (4.7,2.9),

b2 = (1—0.6)(5.4,1.4) + 0.6(4.7,2.9) = (4.98,2,3)verir.
Bu nedenle 6rnek 3.49'in sonucunu dogrulayan B(3.6) = (4.98,2.3).

3.3.3 B-spline egrilerinin tiirevleri

Bir sonraki amag, d.dereceden bir B-spline egrisinin (d — 1). dereceden bir B-
spline'1 olarak tiirevinin saptanmasidir. Ilk adim, d. dereceden temel fonksiyonlarin

tiirevlerini d — 1. dereceden temel fonksiyonlarina gére belirlemektir.

Lemma 3.53. d. dereceden B-spline temel fonksiyonlar1 N; 4(t) tiirevi, asagidaki gibi
d — 1. dereceden temel fonksiyonlar1 agisindan elde edilebilir:

d

) d
N 4(t) = mNi,d—l(t) — Nit1,q-1(t) (26)

Livd+1—tiv1
Lemma 3.54. I¢ knott; ¢okluk p;'ye sahip ise, 0 zaman N;,(t), t = t;'de C¥Pi ve

baska yerlerde C“'dur.

Teorem 3.55. B(t) = Xi-o b;N; 4(t)'nin tiirevi

B'(t) = 315 bIONS L (D) 27)
dir. burada
bi(l) — g Llixabi (28)

tivd+1—tit1

ve Ni(,cli)—l(t) knot vektorii ty, ..., t,—; Uzerinde tamimlanan d — 1. dereceden

temel fonksiyonlardir.

Sonug 3.56. B(t)'nin r. tirevi
BO(t) = Big b N () (29)

ile verilir. Burada b? = b;,

(r-1) (r-1)
) _ biy, b
by =d-r+1)-2*———

titd+1—titr

(30)

ve NO

i d—r (£)knot vektorii ¢, ..., ty_,'de tanimlanan temel fonksiyonlardir.
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Ornek 3.57. Kontrol noktalar1 by(2,1), b;(4,8), b,(5,—1), b3(3,—2) ve b,(2,—4)
ile knot vektora to = 12, tl = 14, tz = 15, t3 = 20, t4_ = 24‘, ts = 31, t6 = 50,
t; = 7.3'te tammlanan 3. dereceden B-spline B(t) degerini diisiiniin. Daha sonra

B(t) tiirevinin kontrol noktalar1

p(D = 32t — 388G _ (4021.0),
ta—t1 1.0

p® = gl _ 3GUG8 _ (4 g75 _16.875),
ts—ty 1.6

bV =352 3 G2D-G-1 _ (_30,-1.0), ve
te—ts 3.0

p{P = 32hs - 3@VGD _ (_g75 _1.5).
tr—ts 4.0

Tiirev d = 2 derecesine sahiptir ve knot vektori t, = 1.4, t; = 1.5, t, = 2.0,

t; =24, t, = 3.1, t; = 5.0, t; = 6.4'te tammlanmustir.

Ornek 3.58. d. dereceden bir agik B-spline'nin u¢ noktalarindaki tiirevler (Marsh,

D.,1999)'den elde edilir. ty = t; = - = tyVetym—q = tm—d+1 = ' = t;, degerini
bi—b;_ b1-b b1—b
B'(tg) = X d——"3N;g-q (tg) =d——-Ny4-1(tg) =d—- (31)
Liva—t; tag+1—t1 ta+1—t1
bi—b;_ bp—bn— bp—bn—
B,(tm—d) = Tl=1d —= i,d—1 (tm—d) =d— and—l(tm—d) =d T_n-l
‘ tiva=t; tasn—tn 7 tm-1—tm-d-1

(32)
olarak ayarlayin ve boylece Denklem (22) dogrulayn.

3.3.4 Uniform olmayan rasyonel B-spline (NURBS)

Rasyonel B-spline egrileri (integral) B-splinelar'dan, rasyonel Bezier egrilerinin
(integral) Bezier egrilerinden elde edildigi sekilde benzer bir sekilde elde edilir. Bunlar
genellikle uniform olmayan rasyonel B-splinelar1 temsil eden NURBS olarak

adlandirilir.

Tanmm 3.59. Kontrol noktalar1 by, by, ..., b, agirhiklart wy,...,w, ve knot vektor
to, t1, ..., t,m Olan d. dereceden (dizi d + 1) egri NURBS,
_ ZizoWibiNia(t)
B(®) = YiLoWiNia(t) (33)
ile verilen [a, b] = [tq, ty—q] araliginda tanimlanan egridir. Burada N; 4(t)
belirtilen knot vektoriinde tanimlanan B-spline temel fonksiyonlart ve w; =0

isew;b;'nin b; ile degistirilecegi anlayisiyla. Egri ayn1 zamanda
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B(t) = Z biR; 4 (t)
i=0

bicimimde de yazilabilir. Burada

WN‘d(t)
Ri,d(t) = on L )

rasyonel B-spline temel islevleridir.
b; = (x;,;, z;)olsun. Homojen kontrol noktalarin1 b;

o {(Wixi,wiyi,wizi,wi), eger Wi * 0 ise
i o N
(xi,vi,2;,0), eger w; = 0O ise

ile tanimlayalim. Homojen koordinatlarda NURBS egrisi
n
B() = ) BiNia(®)
i=0

formuna sahiptir.

Knot vektorii ve kontrol noktalarmmin uygun sec¢imleri acik veya periyodik
rasyonel B-spline kavramlarmma yol agar. Agik bir knot vektori son nokta
interpolasyonu olan bir NURBS egrisi verir. Periyodik bir knot vektorii, tekrarlanan
kontrol noktalar1 (Boliim 3.3.1.3'de agiklandig1 gibi) ve ilk d agirliklarinin oranlarinin
son d agirliklarinin oranina esit oldugu bir agirlik grubu secerek kapali bir periyodik
NURBS elde edilir.

Ornek 3.60. (NURBS Cemberi)

Devrimin ylizeylerinin yapiminda bir ¢cemberin NURBS temsili kullanilmistir.
(Marsh, D., 1999) Orijinde merkezde birim daire (bkz. sekil 11) [0,1]araliginda
tanimlanan ag¢ik kuadratik bir NURBS ile temsil edilebilir. Knot vektori

0,0,0,

N | =

,%,1,1,1 kontrol noktalarim by(1,0), b,(1,1), b,(—1,1), b3(—1,0),

1
Z:

by(—1,-1), bs(1,—1), be(1,0) ve karsilik gelen agirliklari 1,

N =
N =

’1)

N =

1
,=,1 alin.
2

)

Keyfi cemberler ve elipsler, kontrol noktalarina doniisiimler uygulanarak elde edilebilir.

Bir NURBS ¢emberi elde etmenin bir ¢ok yolu oldugunu unutmayiniz.
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Sekil 11. Bir birim ¢emberin NURBS gosterimi

Teorem 3.61. (33) tarafindan verilen bir NURBS egrisi B(t) asagidaki 6zellikleri verir.

Bolgesel Kontrol: Eger t € [t,,t,41) (d <r <m —d — 1) ise 0 zaman

B(t) Zl =r— dWlb Nld(t) 2 bRLd(t)

ter—aWiNiq(t)

i=r—d

dir.

Konveks Hull Ozelligi: Eger w; agirliklari pozitifise ve t € [t,, t,11) (d <7 <
m—d — 1) ise 0 zaman B(t) € CH{b,_g, ..., b,-}.

Siireklilik: Eger p;,t = u;'de C% Pi (veya daha biiyiiktiir) ve baska yerlerde
C*'dur.

Afin Doniisiimler Altindaki Degismezlik: T bir afin doniisiim olsun. O zaman

T( t=r—a Wib; Nld(t)> t=r—aWiT(b)N; 4(t)
rr dWNld(t) rr dWNld(t)

dir.

Projektif Doniisiimler Altindaki Degismezlik: T bir projektif doniisiim olsun.

(Zb Nld(o) ZT(b DNia(6)

buradab;, homojen kontrol noktalaridir.

O zaman

Agirhik degistirmenin etkisiyle ilgili olarak Teorem 3.39'in benzer sonucu,
asagidaki teoremdir.
Teorem 3.62. Bir agirhigin wy'den wy = wy + dwy'ye degismesinin etkisi, egri
tizerindeki b = B(t) noktasinin bT)k dogrusu yoniinde hareket etmesidir.(burada

by, k.kontrol noktasidir.)
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3.3.5 NURBS egrisinin tiirevi

Bir NURBS'in tilirevini belirlemek i¢in tekrarlayic1 bir formiil, rasyonel bir
fonksiyonun tiirevini belirleyen denklem (16)'dan elde edilir. Bir NURBS
Z 0 Wlb N; L d(t)
ld(t)

igin (7.15) de f(t): ?=0WibiNi,d(t) ve g(t): ?=0WiNi,d(t) olsun.

B(t) =

f(t)veg(t)'nin tirevleri, B-spline tiirevlerini hesaplamak igin algoritma uygulanarak
elde edilir (bolim 3.3.3) buradaki w;b; f (t)'nin kontrol noktalari olarak kabul edilir ve

w; g (t)'nin kontrol noktalar olarak kabul edilir.

Ornek 3.63. Agirliklant wy = 1.0,w; = 1.5,w, = 2.0,w; = 1.5,w, = 1.0 ve kontrol
noktalart by(2,1),b,(4,8),b,(5,—1),b3(3,—2),b,(2,—4) ile knot vektori t, =
1.2,t; =14,t, =15,t3 =2.0,t, = 24,t; = 3.1,t, = 5.0,t; = 6.4, tg = 7.3
tizerinde tanmimlanan 3. dereceden NURBS diigtiniin. Daha sonra f(t) =

LowibiN; 4(t), woby = (2,1), w1b1(6,12), w,b,(10,-2), wzbs(4.5,—3) ve
w,b, (2, —4) kontrol noktalarina sahiptir. Boylece f'(t)

(1) wib, — Wobo 3((6,12) — (2,1))
by’ =3

= (12. .
ty —t; 24—1.4 = (12.0,33.0),

@ _ gWeba —wiby _ 3((10,-2) — (6,12))
o

= = (7.5,-26.25),
ts — t, 3.1-15 ( )

@ _ wsbs — w; b, 3((4 5,—3) — (10,-2)) _ _
b,” =3 a— £0-20 = (-5.5,—1.0),

1 _ W4,b4, W3b3 3((2 4‘) (4‘5, —3)) _ _
b;” =3 P— c4_24 = (—1.875,-0.75)

kontrol noktalar1 ile tanimlanmustir.
g(t) = X7 wiN; 4(t)fonksiyonu,

= = 1.5,
t4 - tl 24‘ - 14‘
3 = 0.9375,

te —t3 ~ 5.0-20
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W, — W 3(1.0—-1.5
1= ws_ 3( ) _ —0.375
t7 - t4_ 6.4‘ - 2.4‘

WS) =3

kontrol noktalarina sahip bir tireve sahiptir. Daha sonra B’(t), Denklem (16)'e
gecerek ve f(t),g(t),f'(t), g’ (t)nin degerleri belirlenerek hesaplanir. Ornegin
B'(2.7), asagidaki gibi hesaplanir:

f(@) = (2,1)Ny3(2.7) + (6,12)N; 3(2.7) + (10, —=2)N, 3(2.7) + (4.5, —=3) N3 3(2.7)
+(2,—4)N,3(2.7),
g(2.7) = 1.0Ny3(2.7) + 1.5N; 5(2.7) + 2.0N, 3(2.7) + 1.5N53(2.7) + 1.0N, 5(2.7),

f'(2.7) = (12.0,33.00NSY (2.7) + (7.5,—26.25)N,2 (2.7) + (=5.5,—1.0)N Y (2.7)
+(~1.875,—0.75)N3 (2.7),

g'(2.7) = 15N (2.7) + 0.9375N 3 (2.7) — 0.5N 3 (2.7) — 0.375N (2.7).
Temel fonksiyonlar ve Alistirma 3.56'de belirlendi ve degerlendirildi.(Alistirma
rasyonel olmayan bir B-spline igindi). t = 2.7de, Ny3 = 0.0, N; 3 = 0.05195, N,3 =
0.72529, N33 = 0.21905, Ny5 = 0.00371 ve N(3 = 0.0, NS} =0.20779, N3 =

0.74276, Ni3 = 0.04945. Bundan dolay1

£(2.7) = (2,1)0.0 + (6,12)0.05195 + (10, —2)0.72529 + (4.5,—3)0.21905
+ (2,-4)0.00371
= (8.5577,—1.4992),

g(2.7) = (1.0)0.0 + (1.5)0.5195 + (2.0)0.72529 + (1.5)0.21905 + (1.0)0.00371
= 1.8608,

£/(2.7) = (12.0,33.0)0.0 + (7.5,—26.25)0.20779 + (—5.5,—1.0)0.74276
+ (—1.875,—0.75)0.04945
= (—2.6195,—6.2343),

g'(2.7) = (1.5)0.0 + (0.9375)0.20779 — (0.5)0.74276 — (0.375)0.04945
= —0.19512.

Boylece B(2.7) = (8.5577,—1.4992)/1.8608 = (4.59894, —0.80568) ve
"2.7)—q'(2.7)B(2.7
pan [@D—gCDBET)
92.7)

_ (—2.6195,-6.2343) — (—0.19512)(4.59894, —0.80568)
= 1.8608

= (—0.92549, —3.4348).
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3.3.6 Rasyonel De Boor algoritmasi

Rasyonel de Boor algoritmasi, de casteljau algoritmasindan gelen rasyonel de
casteljau algoritmasinin tiiretilmesine benzer sekilde de Boor algoritmasindan elde
edilir. b) = b;vew = w; degerini ayarlayin ve t € [t,, t;,;) oldugunu varsayalim.
Rasyonel de Boor algoritmast, j = 1,...,dvei=r—d +1,..,7r igin

j_ t—t;
i

a

tira—jri—ti’
j — ] j_l ] j—l 1
w; = (1 - q; )Wl-_1 +ajw; 7, (34)'den

L
jpi P\oyJ=1pi=1 o J =11 i
w/b! = (1 —a])w/ b7 +a/w/7"h/™", j>0 19”1)

Algoritma B(t) = b2 verir.

Nokta degerlendirmesine ek olarak, de Boor veya rasyonel de Boor algoritmasi,
B-spline veya NURBS egrisini alt boliimlere ayirmak i¢in kullanilabilir. Alt boliim,
sadece bir egri ayirma araci degil, aynt zamanda egri tasarimi i¢in ek Ozgiirliikler
saglamak amaciyla ekstra kontrol noktalar1 ( ve agirliklar) yaratmanin bir yoludur. De
casteljau algoritmasini kullanan Bezier egrileri i¢in kesisim algoritmalari,deBoor

algoritmasi kullanilarak B-spline ve NURBS egrilerine genisletilebilir.

Ornek 3.64. Agirliklart wy = 1.0,w; = 1.5,w, = 2.0,w; = 1.5,w, = 1.0 ve kontrol
noktalar1 by(2,1), b,(4,8),b,(5,—1),b5(3,—2),bs(2,—4) olan ve knot vektorii t, =
1.2,t; =14,t, =15, t3 =2.0,t, =2.4,t5 =3.1,t, = 5.0,t; = 6.4,t5 =

7.3lizerinde tanimlanan 3. dereceden NURBS egrisi diisiiniin. B(2.7)noktasini

belirleyiniz. 2.7 € [2.4,3.1) = [t,, t5), oldugundan r = 4. O zaman

t—t, 27-15 _t—ty; 27-20

1= = = 0.75, - = = 0.23333,
=, T 31-15 BTt —t; 50-20
_fote _27-24
T, T 64—24 O
O zaman

wi=>1-ad)w?+aiwd =(1-0.75)1.5+ (0.75)2.0 = 1.875,
wi=(1-ad)w? +aiwd = (1-0.23333)2.0 + (0.23333)1.5 = 1.8833,
wi=(1-a)w?d+ajw) =(1-0.075)1.5 + (0.075)1.0 = 1.4625.

Yeni kontrol nokta sirast
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(1 - a)wb? + ajwfby (1 —0.75)1.5(4,8) + (0.75)2.0(5,—1)

1
b2 = w) 1.875
= (4.8,0.8),
. @ —abwibd + adwib§ (1 -0.23333)2.0(5,—1) + (0.23333)1.5(3,-2)
b3 = 1 =
w3 1.8833

= (4.6284,—1.1858),
(1 —ax)w3b3 + azwiby  (1-0.075)1.5(3,—-2) + (0.075)1.0(2, —4)

bl = & =
w) 1.4625
= (2.9487,-2.1026).
2_t—t3_2.7—2.0_063636 2_t—1:4_2.7—2.4_011538
BTt —t, 31-20 o T, T 50-24 '
O zaman

W§ =(1- a%)wzl + a§W31 = (1-0.63636)1.875 + (0.63636)1.8833 = 1.8803,
Wf =(1- af)w31 + afwi = (1-0.11538)1.8833 + (0.11538)1.4625 = 1.8347.
Yeni kontrol nokta sirasi

(1 —af)wzb; + ajwsbs

b? = 7
(1 —0.63636)1.875(4.8,0.8) + (0.63636)1.8833(4.6284, —1.1858)

- 1.8803
= (4.6906, —0.46571),

b2 = (1 —af)wzbs + agwyb;

4 — W42
_ (1-0.11538)1.8833(4.6284, —1.1858) + (0.11538)1.4625(2.9487, —2.1026
1.8347

= (4.474,—1.2701),

t—ty  27-24
Ctg—t, 31-24

3

al = 0.42857.

O zaman

w3 =1 —ad)w? + adw2 = (1 — 0.42857)1.8803 + (0.42857)1.8347 = 1.8608.

Son kontrol noktasi
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s _ (L= adwib? + adwibg
-

3

Wy

_ (1 —0.42857)1.8803(4.6906, —0.46571) + (0.42857)1.8347(4.474,—1.2701)
- 1.8608

= (4.599,-0.80562).
Dolayisiyla B(2.7) = (4.599, —0.80562).
3.4 Bertrand Egri Ciftleri

@ ve @, gibi iki egri ele alalim. Bunlarin asal normalleri bu egriler boyunca

ortaksa bu tiir egrilere BETRAND EGRI CIFTI denir. (Sekil 12)

— o
B

—
oL (s)

=]

Sekil 12. Bertrand egri ciftleri

(Sekil 12) den de goriilecegi gibi

d, = @+ AN

seklinde yazilabilir. Burada N&@ nin birim asal normal vektorii ve A skaleri ise @,
egrisinin bir @;(s) noktasinin @ nin buna karsilik gelen bir @(s) noktasina olan
uzakhigidir. A skalerini o sekilde belirlemek istiyoruz ki @ ve @, egrilerinin asal normali
her noktada ortak olsun.
Teorem 3.65. (&, d;) Betrand egri ¢ifti verilsin. aved, egrileri Vs € I i¢in a(s) ve
@, (s) noktalarinda

d(@(s), d,(s)) =sabit

ozeligine sahiptir.
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egrisinin mevcut olmasi i¢in gerek ve yeter sart, @ egrisinin k egriligi ile T burulmasinin

sabit katsayil1 bir
k() +cr(t) =1 (35)
lineer bagintisin1 saglamasidir.
Teorem 3.67. &, &, Betrand egri ¢iftlerinin burulmalarinin ¢arpimu sabittir ve her ikiside
ayni igaretlidir.
3.4.1. Betrand egri ciftlerinin belirlenmesi
Tanim araliginda en az 3. smiftan bir @ egrisinin binormalleri ile tanimlanan

d,(s) = [ B(s)ds (36)

@, egrisininFrenet vektorleri {71,171,51}, yay uzunlugu s;, egrilik ve burulmasi kq, 74
olsun. Bu taktirdes; yay uzunlugu s yay uzunluguna esittir.
Gergekten, (36) esitliginin her iki yaninin s ye gore tlirevini alirsak

da, ds,

d_51 s - B
R
olur. @egrisinin pozitif ¢izilis yoniinii
T,=B @37)
olarak secersek
% = lveyas; = s (int sab=0) (38)

bulunur. Ustelik
a=da(s)
denklemiyle tanimlanan & egrisinin egriligi sabitse
a, = @cosf — a, sinf, (O=sabit) (39)
vektorel bagintisiyla tanimlanan @, egrisi bir Betrand egrisidir.
Gergekten @, egrisinin yay uzunlugu s,, Frenet vektorleri {TZ, ]VZ, §2}, egrilik ve
burulmasi k, ve 7, olsun. Buna gore (39) esitliginin her iki yaninin s ye gore tiirevi,

(38) bagintis1 dolayisiyla
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— dSz — — .
I,,— =Tcos8 —Ty;sin@
2 l 1

seklindedir.

fzyi (37) dolayisiyla

7’; =TcosO —Bsin6 (40)
olacak bigimde secersek

das,

— = 1veyas, = s; (int sabiti=0) (41)
dir. O halde (40) denkleminin s ye gore tiirevini alirsak
kN, = (kcos@ + tsin H)IV
bulunur. Eger
ﬁz = ]Vl = ﬁ (42)

olarak alirsak

k, =kcosf + tsinf (43)
bulunur.

Ote yandan (40) ve (42) esitlikleri

szﬁ2=§c050+fsin0 (44)

y1 vereceginden bunun s ye gore tiirevi (42) esitlikleri nedeniyle

T, =T1Ccosf —ksinf (45)
seklindedir.

(43) ve (45) esitlikleri arasinda T yok edilirse k, ve 7, arasinda lineer ve sabit
katsay1l1

k,cos@ —t,sinf =k (46)

bagintist bulunur ki bu da @, egrisinin bir Betrand egrisi oldugunu gosterir.

3.4.2. Betrand egri ¢iftine iliskin ornekler

Ornek:3.68. Eger @ bir diizlemsel egri ise, bu taktirded@ ve @; Betrand egrileri olacak

sekilde daima bir @, egrisi bulabiliriz.

Gergekten, eger E, @ egrisinin evoliitii ise bu durumda E nin tiim @, involiitleri

verilen @ egrisinin sahip oldugu ayni asal normale sahiptir.
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Sekil 13. Bir o egrisi ve onun evoliitii E

Ciinkii evoliitiin tanimina gore, bu egriler (sekil 13) den de goriildiigii gibi E nin
tegetlerini dik ag1 altinda keserler. Bundan dolay1 @ egrisi ile @, egrilerinden herhangi
birisi bir Betrand egri ¢ifti olustururlar. Ustelik bu involiitlerin herhangi ikisinin
karsilikli noktalar1 arasindaki ortak asal normal boyunca o6lciilen uzaklik sabittir.
Boylece ortak asal normallere sahip iki diizlemsel egri, diizlemsel paralel egriler olarak

adlandirlir.

Ornek: 3.69. Bir @ dairesel helisinin asal normalleri ana ekseni z olan bir z silindirinin
donme eksenini dik acilarla keserler. zile ortak eksenli herhangi bir z silindiri ile bu

normallerin arakesit noktalar1 bir @, dairesel helisini belirler. (Sekil 14)
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Sekil 14. oo ve oy helisleri

Acikgast @ ve @, egrileri Betrand egrileridir ve @ ile birlikte Betrand egri ¢ifti

olusturacak sekilde bu tipte sonsuz ¢oklukta @, helisleri vardir.

3.5 t=0 icin Baslangic Noktasinda Bezier ve Rasyonel Bezier Egrisinin Egrilikleri
ve Frenet Formiilii

Teorem 3.70. Rastgele hizda egri a:1 — R3 olarak verilsin ve a'nm hz1 v = ||a'||
olarak gosterilsin. {T, N, B}, aegrisinin Frenet vektor alanlar1 olsun ve {k,7}a'nin

egriligi ve burulmasi olsun. O zaman

T' = vkN
N' = v(—«T + tB) (47)
B' = —vtN dir.

Teorem 3.71. a: I — R3'lin rastgele hizda regiiler (diizenli) egri olsun. O zaman

al ”aIXaII”
llee" 1l [lee'll

a'xa' (48)

T lla’xa”|

N=BXT _laxaa ) gy

||a’><a”||2
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Teorem 3.72. Kontrol noktalar1 by, by, ..., by, ile verilen n. dereceden bir Bezier egrisi

B(t) olsun. Daha sonra Bezier egrisi B(t)'nin t = 0 noktasindaki Frenet vektor alanlari

asagidaki gibidir.
— D1izbo
Tlt=0 = lb1=bqll
_ _(b1=bo)A(bz—b1)
B|t=0 - [|(b1=bg)A(bz—b)|| (49)
by—

Nli=o = cscy + P1bo coty

b2 b1|| llb1=bol|

buraday, b; — b, ve b, — b, vektorleri arasindaki agidir.

Teorem 3.73. Kontrol noktalar1 by, by, ..., by, ile verilen n. dereceden bir Bezier egrisi

B(t) olsun. Daha sonra Bezier egrisi B(t)'nin t = 0 noktasindaki egriligi ve burulmasi
_n-1 lb2=bqll .
= bapol? SNV (50)

_ n=2((b1—bg)x(bz—b1),(b3—b2))
T n [[(b1=bo)X(b2—by)|I2 (52)

Burada y, b; — b, ve b, — b, arasindaki agidir.

Teorem 3.74. Kontrol noktalar1 by, by, ..., b, ile verilen n. dereceden bir Bezier egrisi

B(t) olsun. Daha sonra t = 0'da Serret-Frenet ¢atisinin tiirev formiilleri asagidadir.

T'lizo = (= DZising N (52)

llby—b4 |l
llb1=Dboll

N’ |t 0= (n— 1) Slnl/)T+(n— )|b1 bo|l{(b1—bg)*(by—b1),(b3— bZ))B (53)

(b1 —bo)x (b2 —b1)|I?

[[b1—boll{(b1—bg)X(bp—b1),(b3—b3))
B'l,_g = —(n—2
le=0 = —(n=2) (b1 ~bo)x(b2~by)I?

N (54)

Teorem 3.75. Kontrol noktalar1 pg, py, ..., pn Ve agirhiklart wy, wy, ..., w,, ile verilen n.
dereceden bir rasyonel Bezier egrisi RB(t) olsun. Daha sonra rasyonel Bezier egrisi

RB(t)'nin t = 0 noktasindaki Frenet vektor alanlar asagidaki gibidir.

_ P17 Do

Tle=o = llp1—poll (55)
_ (P2—po)X(D1—P0)

Ble=o = (02 —po) X (P1-Po)l (56)
_ _P27DPo_ P1—DPo

Nle=o = 55,2501 ESCV + i, Tpo COLY (57)

Burada ), p; — po Ve p, — po vektorleri arasindaki agidir.
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Teorem 3.76. Kontrol noktalar1 pg, p, ..., pn Ve agirliklart wy, wy, ..., w,, ile verilen n.
dereceden bir rasyonel Bezier egrisi RB(t) olsun. Daha sonra rasyonel Bezier egrisi

RB(t)'nin t = 0 noktasindaki egriligi {x, t} asagidaki gibidir.

i = notwows Ipmpoll o (58)

n W1 lp1—Dpoll?

_ n—=2wows llp3—Dpoll cos @
n wiws ||[p1—pollllp2—poll siny

(59)

Burada ¥, p; — py Ve p, — po vektorleri arasindaki agidir ve ®(p; — py) X (p2 — Po)

Ve p; — p, vektorleri arasindaki agidir.

Teorem 3.77. Kontrol noktalart pg, py, ..., pn Ve agirliklart wy, wy, ..., w,, ile verilen n.
dereceden bir rasyonel Bezier egrisi RB(t) olsun. Daha sonra t = 0'da Serret-Frenet

catisinin tiirev formiilleri asagidadir.

/ — (13 W2 llp2—poll .

T |t=0 - (n 1) wq [lp1—Doll Slnlll N (60)
' — ( _ wa ||P2 poll w3 ||[ps—poll cos @

N'le=o = —(n = D) T SN T+ (n = 2) = sinw B (61)

B’ - _ 2 w3 [Ip1=Doll{(P1=Po) X (P2—P1).(P3—D2))
=0 = = = ) bl (62)

Burada @, (p; — pg) X (p2 — bo) Ve p3 — po vektorleri arasindaki agidir ve ¥, p, — by

Ve p; — p, vektorleri arasindaki agidir (Samanci, 2018)

3.6 ty€[0,1] i¢in Keyfi Bir Noktada Frenet Formiilii ve Bezier Egrisinin
Egrilikleri

Bezier egrileri i¢cin De Casteljau algoritmasi, herhangi bir ¢ty € [0,1]
parametresindeki bezier egrileri B(t)'nin, B(t,) degerini hesaplamak i¢in kullanilir ve

ayrica Bezier egrisini Bggs V€ By, adli iki egri pargasina bolmek igin kullanilir.

Teorem 3.78. Kontrol noktalar1 by, by, ..., b,, Ve herhangi bir parametre ¢, € [0,1] olan
n. dereceden bir Bezier egrisi B(t) olsun. O zaman
B(ty) = by (63)

buradai = 0,1, ...,n i¢in b? =b;vei=0,1,..,n—jiginvej =0,1,..,ni¢in (Marsh,
1999)

bl = (1 = to)b! ™" + tob! ! (64)

i+1

Bu algoritma sonucunda, boliinmiis Bezier egrilerinin Bgo1 V€ Bggs kontrol noktalari
sirastyla {bJ, b}, ..., b3} ve {b}, b1, ..., bL_,, b} dir.
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Teorem 3.79. Kontrol noktalar1 by, by, ..., by, ile verilen n. dereceden bir Bezier egrisi
B(t) olsun. O zaman Bezier egrisi B(t)'nin t =t, i¢in B(t,) noktasindaki Frenet
vektor alanlar1 {T, N, B} asagidaki gibidir.

T = biobe 65

e=to = Top=sg] (©)
_ (7t -bg)x(b7 b1 ")

Ble=to = o=y os o] (%)
_ pp2pp? T, biT'-bg 7

Nlesto = Tompy] SOV fogroagy “OY 7

burada bij , (9) ile formiile edilmis alt bélme algoritmasi ile elde edilen Bezier bolmesi
Bgqs'm kontrol noktalaridir ve Y, b3 %2 — b1 ve b1 — b vektorleri arasindaki

acidir.

Teorem 3.80. Kontrol noktalart by, by, ..., by, ile verilen n. dereceden bir Bezier egrisi
B(t) olsun. O zaman, verilen B(t) bezier egrisinin t = t, i¢in B(t,) noktasindaki
egriligi ve burulmasi asagidaki gibidir.

_n-t]pr? b7

~on |ppt-pg?

siny (68)

_ n=2 (b} -bF)x (b} 2 =b1).(b5 3 -b2)
n (2 -bg)x (632 -b2~ )|

(69)

Burada bij , (9) ile formiile edilmis alt bolme algoritmasi ile elde edilen Bezier bolimii

Bgqz'n kontrol noktalaridir, 1, b}~ — bgt ve by =2 — by~ " vektorleri arasindaki agidir,

Teorem 3.81. Kontrol noktalar1 by, by, ..., b, ile verilen n. dereceden bir Bezier egrisi
B(t) olsun. Daha sonra t = t, i¢in B(ty) noktasindaki Serret-Frenet c¢atisinin tiirev

formiilleri asagidadir.

N [
Mlesto = (0= D=

siny N (70)

b3~ = b7 M|

— si
b7~ = bgll

NI|t=t0=_(n_1) nyT

62— B (62 b (62521, (635532

+(n—2 B 71

(n=2) [T —bE ) (o757 (1)
n—-1_pn|l/(pn—1_pn n-2_,n-1\ (pn—3_ pn—2

B,|t=t0 =—(n-2) b7~ =bg[[((bT~* ~b§)x (b3 2 =bT1),(bT > -] )>N (72)

— - — 2
167~ =bg)x (b7 72 -b7 )|
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Burada bij , (9) ile formiile edilmis alt bolme algoritmasi ile elde edilen Bezier bolimii

Bgq5'1n kontrol noktalaridur, Y, b} — bl ve b1~ — b1 vektorleri arasindaki agidir.

Bezier egrileri i¢in De Casteljau algoritmasi, herhangi bir t, € [0,1] parametresindeki
rasyonel Bezier egrisi RB(t)'nin, RB(t,) degerini hesaplamak i¢in kullanilir ve ayrica
rasyonel Bezier egrisini RBgq5 Ve RBg,,; adli iki egri par¢asina bolmek i¢in kullanilir.

€ [0,1] herhangi bir parametre icin kontrol noktalart py,ps, ..., P, ve agirliklari
Wo, Wy, ..., Wy, ile verilen n. dereceden bir rasyonel Bezier egrisi RB(t) olsun. Daha

sonraj =0,1,..,nvei =0,1,..,n—jigin
j-1

-1
. "
pl = —to)=p/ " +to ‘*ﬁ Pl (73)

i

w! = (1= to)w! ™" + tow/] (74)

l+1
Buradai = 0,1, ...,n icin p{ = b; ve w = w; ve
RB(to) = pg (75)
Bu algoritma sonucunda, boliinmiis rasyonel Bezier egrilerinin RBg,; Ve RBgq5 kontrol
noktalar1 sirastyla {p,ps, ..., py} ve {p{,l,p{‘_l,...,p}@_l,pg}'dir. Ayrica bu egrilerin

agirhiklar sirastyla {w, wg, ..., wd} ve (W@, w1, .., wl_ wlldir.

Teorem 3.82. Kontrol noktalar1 pg, py, ..., P Ve agirhiklart wy, wy, ..., w, ile verilen n.
dereceden bir rasyonel Bezier egrisi RB(t) olsun. O zaman rasyonel Bezier egrisi
RB(t)'nin t = t, i¢in RB(t,) noktasindaki Frenet vektor alanlar1 {T, N, B} asagidaki
gibidir.

n

Thy= E o (76)
1 0
o) (7 —pg)x (P - p) an
t=ty n— n n- n
(pz - pO)X(pl - po)
. = %cscw + = 21l L ~-coty (78)
’ 2 T Mo p1 p

burada pl.j , (15) ile formiile edilmis alt bolme algoritmasi ile elde edilen rasyonel Bezier
bolmesi RBsqg'n kontrol noktalaridir ve ¥, by™2 —bi ve bI'™' —bj vektorleri
arasindaki ac¢idir.

Teorem 3.83. Kontrol noktalari pg, py, ..., P ve agirhiklart wy, wy, ..., w,, ile verilen n.
dereceden bir rasyonel Bezier egrisi RB(t) olsun. O zaman, verilen rasyonel Bezier

egrisi RB(t)'nin t = t, i¢in RB(t,) noktasindaki egriligi ve burulmas1 asagidadir.
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n n-2 n—.
n 1wyw, p2 —p0

siny (79)
n ( ) P
_ n n—3 n-3 n =
T:n 2V\r<1 n2 p3 n np(z)coan)- — (80)
2w P = po P, "~ ppsing

Burada pij , (15) ile formiile edilmis alt bélme algoritmasi ile elde edilen rasyonel

Bezier boliimii RBs,5'1n kontrol noktalar1 ve Wl-j ise agirhiklaridir ve ¥, p~! — p? ve

n

pY % — p¥ vektorleri arasindaki agidir ve @, p¥~3 — p¥f ve (p ! — ph) X (p¥ % — p¥

vektorleri arasindaki agidir.

Teorem 3.84. Kontrol noktalar1 pg, py, ..., pn Ve agirliklart wy, wy, ..., w,, ile verilen n.
dereceden bir rasyonel Bezier egrisi RB(t) olsun. Daha sonra t = t,, daki Serret-Frenet

catisinin tiirev formiilleri asagidadir.

-2 _
= (- D sin g (81)
=—-(n—1)= 2—||p v sin T + (n—2) wi™ s pg”COS?B (82)
wiT [[pr 12| wi=2 ||p%~2-p?| siny

o - ||p3‘ —pg||cos @
= (Tl 2) w2 |pE2—pf|siny N (83)

Burada pij , (15) ile formiile edilmis alt bélme algoritmasi ile elde edilen rasyonel

n-1

Bezier boliimii RBggz'mm kontrol noktalart ve ¥, pf~" — pg ve p}~2 — p}~* vektorleri

arasindaki acidir ve @, (pI™! — p@) x (p¥~% — p?) ve pi 3 — p¥ vektorleri arasindaki
acidir.(Samanc1,2018)

Ornekler 3.85.
1) Kiibik Bezier egrisi ile kontrol noktalart b, = (4,2,2),b, = (2,1,4),b, =
(3,4,1), b3 = (3,5,5) verilsin. Bu egrinin parametrik denklemi
B(t) = (—4t3+9t? — 6t + 4, —6t3 + 12t2 — 3t + 2,
12t3 — 15t + 6t + 2)

olarak ifade edilebilir. t = Overelim. Sonra, Frenet gatis1 asagidaki gibidir.
(-2,-12) ( 2 1 2)
I(=2,-12)I  \ 3" 3’3
(-3,-4,-5) ( 3 4 1 )
I(=3,-4,-5)I \ 5v2" 5v2' 5v2

T|i=o =

Bli=o =
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N _< 13 82 —1)
t=0 — 15&' 15'3@

ve egrilikleri
_10V2
ST

—4

T:E

dir. Frenet catisinin tiirev denklemleri

2) Kontrol noktalart by = (4,2,2),b, = (2,1,4),b, = (3,4,1), b3 = (3,5,5) ile
ayni kiibikBezier egrisi B(t) verilsin. Bu egrinin parametrik denklemi
B(t) = (—4t3 + 9t? — 6t + 4, —6t3 + 12t> — 3t + 2,12t3 — 15t? + 6t + 2)

olarak ifade edilebilir. t =t¢t, = %Verelim. Daha sonra alt bélme algoritmasi

uygulayarak kontrol noktalar1 b3 = (2.75,2.75,2.75), b? = (2.75,3.5,2.75), b3 =
(3,4.5,3) elde edilir.

to = g‘deki Frenet catilar1 asagidaki gibidir;

— (0,0.25,0) 010

2= —g25 = (010)
B (0.0625,0,—0.0625) (1 . 1)
1 = =—,0,——
t=3 0.0625v2 V2 V2

et =(75075)

ve egrilikleri

82
=73

-8
=3
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dir. Frenet gatilarinin tiirev denklemleri

it
=5
VoL 22
2="3 T3
B/l 1= 2N
|t=% - 3

dir.
3) Kontrol noktalart py = (4,2,2),p, = (2,1,4),p, = (3,4,1),p; = (3,5,5) ve
agirliklart wy = 0.5,w; = 0.25,w, = 0.75,w; = 1 ile verilen rasyonel kiibik Bezier

egrisi RB(t)olsun. Bu egrinin parametrik denklemi

—17t3 +39t%> — 18t +8 —15t3 +42t? —9t+4 19t3 —3t*+ 4
—4t34+9t2 —3t+2 ' —4t34+9t2 -3t +2 '—4t3+9t2 -3t +2

RB(t) = (

olarak ifade edilebilir. t = 0 verelim. O zaman, Frenet catis1 asagidaki gibidir.

T _(=2,-12) _( 2 1 2)
|t=0 - ”(_2’_1,2)” - 3: 3!3
Bl,_, = (3,4,5) _(3 4 1)
TNGANI \5v2'5v2 V2
N _< 13 —-8V2 1 )
=07 \1sv2’ 15 '3v2
ve egrilikleri
_20V2
=7
_ 32
T
dir.
Frenet ¢atisinin tiirev denklemleri
— 20V2
im0 = —5
, 20V2 96
N |t=0 _— 3 T +£
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, —-96
B'|i=0 = EN

dir.
4) Kontrol noktalart p, = (4,2,2),p, = (2,1,4),p, = (3,4,1),p; = (3,5,5) ve
agirliklarnt wy = 0.5,w; = 0.25,w, = 0.75,w; =1 ile verilen aym rasyonel kiibik

Bezier egrisi RB(t) verilsin. Bu egrinin parametrik denklemi

—17t3 4+ 39t2 — 18t +8 —15t3 +42t> -9t +4  19t3—3t*>+ 4
—4t34+9t2 —3t+2 ' —4t3+9t2—-3t+2 '—4t3+9t2 -3t +2

RB(t) = (

olarak ifade edilebilir. t=5verellm. O zaman, alt bdlme algoritmasi

53 7 5 32 45 30 32 23
uygulanarak kontrol noktalar1 p§ = (1—8,2,5),19% = (H'H'H) Py = (3,7,7) ,Pe =

(3,5,5) ve agirliklar w§ = 1;96,W12 =—,w; = g,w = 1 elde edilir. Yani Frenet ¢atisi

asagidaki gibidir.
T|,_» = (—0.03764,0.634513,0.244126)
2
B|,_1=(0.99362,0.01599,0.11165)
2

N|,_1 = (~0.06694, —0.24677,0.63107)
2

ve egrilikleri
Kk = 1.652478
T =0.1779908
dir. Frenet ¢atisinin tiirev denklemleri

T'|,_1 = 3.1387001N
2

N'|,_1 = —3.1387001T + 0.338073B
2

B'| _1 = —0.338073N

1
t=

dir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

4.1 Acik B-Spline Egrilerinde Frenet Catisi

Teorem 4.1. B, kontrol noktalar1 by, b4, ..., b, olan ve knot vektorleri t, =t; = -+ =
tastast tasz o tmed—1; tmed = tm-a+1 = - = t;polacak bicimde d. dereceden bir
acik B-spline egrisi olsun. B u taktirde

B(ty) = boVeB(ty,_q) = bydir. (84)
Ispat: (Marsh, 1999)
Teorem 4.2. B, kontrol noktalariby, by, ..., b, olan ve knot vektorleri t, = t; = -+ =

tastas taszr o tmed—1; tm-d = tm-a+1 = -+ = tolacak bigimde d. dereceden bir

acik B-spline egrisi olsun. B u taktirde

, d

B'(tq) = 7 (bs — by) (85)
, d

B (tm-a) = ———— (b~ b_1) (86)

dir.(Marsh, 1999)

Sonug 4.3. B, kontrol noktalar1 by, by, ..., b,, olan ve knot vektorleri ty = t; = -+ =

ta; tav taszr - tmed—1; tm-a = tm-a+1 = *** = tolacak bi¢imde d. dereceden bir
acik B-spline egrisi verilsin.Egerty = t; = - =t; =0Ve ty_qg = tm_ge1 =+ =
t,, = 1 bu taktirde
, d
B'(0) = P (b1 — bo) (87)
d+1
d

B'(1) = —— (by — bn-r) (88)
m—d-1

dir.

Teorem 4.4. B, kontrol noktalar1 by, by, ..., b,, olan ve knot vektorleri ty = t; = -+ =

ta; tast taszr - tmed—1 tmed = tm—a+1 = - = tolacak bicimde d. dereceden bir

acik B-spline egrisi olsun. B u taktirde

" _ d(d-1) _ _ d(d-1) _
B (td) B (tag+1—t2)(Eqe2—t2) (bz bl) (tag+1—t2)(Eqge1—t1) (bl bO) (89)
ve
B (tm-a) = e (b — byoy) — e (bn-1 — bn—2)(90)

(tm-2—tm-d—1)(tm-1—tm-d-1) (tm-2—tm-d—1)(tm-2—tm-d-2)

dir.
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ispat:  (Marsh, 1999)'den agik bir B-spline egrisinin 7. tireviB™ (t) =

Y bINT)(t) burada b = b; ve b = ﬁ(bfﬁ” — b{"™) dir. Buna
gore b = —2— (b, — by)ve b{Y = —2—(b; — by) = B'(ty)yazilabilir. Ayrica
tgy+2—t2 tag+1—t1

(Marsh,  1999)den, 8" (tg) = by> = ——— (b = b{") = = |——(b, -

ta+1—t2 tagy1—t2 Ltgy2—12

b,) — tLt (b; — bo)] elde edilebilir. Benzer sekilde bir Spline egrisinin ikinci tlirevi
d+1~l1

alindiginda kontrol noktalart Teorem 3.55 ve Sonu¢ 3.56 dan ve ayrica n=m-d-1

oldugundan

d—1
b =—=— b, - b (91)

tivd+1—liv2
bi¢ciminde idi i = n — 2 alinirsa

d—1
@) (€D) (1)
bn—2 = t —t (bn—l - bn—z)
n+d-1 n
d—1 [ d
t

thta-1 — tn
d
- (b1~ baa)|

tn—1+d - tn—l

(bn - bn—l)

m-1— tm-d-1

_ d(d=1)(bn=bp-1) __ d(@-D(®n-1-bn-2) (92)
(tm-2 _tm—d—l)(tm—l _tm—d—l) (tm—z _tm—d—l)(tm—z _tm—d—z)

elde edilir. Bu ise B" (t,,—4) ifadesine esittir.

Teorem 4.5. B, kontrol noktalar1 by, by, ..., b,, olan ve knot vektorleri ty = t; = - =
tas tar taszr o tmed—1; tm-d = tm-a+1 = -+ = tolacak bi¢imde d. dereceden bir
acik B-spline egrisi olsun. B u taktirde

d(d —1)(d — 2)(bs — by)

(tas1 — t3)(Laez — t3) (taes — t3)
B d(d —1)(d — 2)[tgse1 + tgez — t; — t3](by — by)
(tas1 — t3) (Larz — t2) (tasz — t3) (Lasr — t2)

B (tg) =

d(d—1)(d—2)(by—by)
(ta1-t3)(tgr1—t2)(Eae1—t1)

(93)

ve
d(d —1)(d — 2)(by, — bp—1)
(tm—3 - tm—d—l)(tm—z - tm—d—l)(tm—l - tm—d—l)

d(d - 1)(d - 2) [tm—3 + tm—Z - tm—d—z - tm—d—l] (bn—l - bn—Z)
(tm-3 = tm—a-1) (tm-2 — tm-a—2)(tm-2 — tm-q-1) (tm-3 — tm-a—2)

B (tm-q) =
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d(d—l)(d—z)(bn—z—bn—s) (94)

(tm—3 _tm—d—1)(tm—3 _tm—d—z)(tm—s _tm—d—s)

+
dir.
ispat: 8" (t4) yi bulmak igin b{""de r = 3 segelim

b(3) — (d — 2) (b(z)
i i+1

_ bi(z))

tiva+1 — Lits

2 2) . 2 (a-1) 1 1 2
bulunur. bl.(+)1vebi( ) yi yerine bl.( ) = P (bl.(+)1 — bl.( )) ve bl.(Jr)1 =
(d-1) €3] D ; . D) @) (D) ynpi
P (bi+2 — bi+1)1fadeler1 yazilmalidir. b; ™7, b; .7, b;,,yerine de
d
b = — (b — by)
ta+i+vr — Liva
d
1
by = —————— (bisz — bis1)
Liva+z — Lit2
d
1
bi(+)2 = — (bi+3 = bit2)
Lita+3 — Li+3
ifadeleri yazilirsa
d—1 d d
b = [ (biyz — biy) ———— (b —b-)]
tivatr — tivz ivarz —tivz 0 Y tipapr — e
p® - 471 [ d (Byys — bisy) d (byyp — b )]
a Liva+z — Liv3 Lliva+3 — Lits e e Liva+z — Li+z e v

elde edilir. Simdi bu ifadelerde b’ de yerine yazilirsa

3) —
b =

d—2 d—-1 d
L B (bivs = bis2)

tivar1 — titz Wiva+r2 — Civz Livass — Livs
d
————————(bi+2 — biy1)

liva+z — tit2

d—1 [ d
t

Liva+1 — Li+2
d
R ———

tivar1 — Liv1

(bis2 — bis1)

i+a+2 — Li+2

elde edilir. Bu ifade diizenlendiginde
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@ _ d(d —1)(d — 2)(biy3 — bis2)
' (tiva+1 — tis) Civasz — tivs) (Eivass — tiv3)
d(d —1)(d — 2)(bjy2 — bi11)

- (tiva+1 — tivz) Civasz — tivs) (tivarz — tiv2)
d(d —1)(d — 2)(bi+1 — b;)

- (tiva+1 — tivz) Civasr — tivz) (tivarz — tiv2)
d(d —1)(d = 2)(bij4+1 — b;)

(tiva+1 — tivz) Civasr — tivz) (Civars — tiv1)

bulunur. Bu ifadeyi daha da sadelestirirsek;

p® _ d(d —1)(d — 2)(bi43 — biy2)
' (tiva+1 — ti+3) Civarz — tivz) (Eivars — tits)
d(d —1)(d = 2)[tivq+1 t tiva+z — tivz — tixsl(Piy2 — bit1)

B (ti+d+1 - ti+3)(ti+d+2 - ti+2)(ti+d+2 - ti+3)(ti+d+1 - ti+2)
d(d —1)(d — 2)(bi41 — by)

(ti+d+1 - ti+3)(ti+d+1 - ti+2)(ti+d+1 - ti+1)

bulunur. Buna gore
B'"'(ty) = bg3)ve23”’(tm_d) = b,(f_)3 olur. Yani;

d(d —1)(d — 2)(bs — by)

B (ta) = (tasr1 — t3)(Laez — t3) (taes — t3)
B d(d —1)(d — 2)[tge1 + taez — t; — t3](by — by)
(tas1 — t3) (Larz — t2) (tasz — t3) (Lasr — t2)
d(d —1)(d — 2)(by — by)
(tas1 — t3)(Laer — t2) (tge1 — t1)
ve
d(d — 1)(d — 2)(b, — b,_,

(tn+d—2 - tn)(tn+d—1 - tn)(tn+d - tn)
_ d(d - 1)(d - 2)[tn+d—2 + thtda-1 — th-1— tn] (bn—l - bn—z)

(tn+d—2 - tn)(tn+d—1 - tn—l)(tn+d—1 - tn)(tn+d—2 - tn—l)
d(d - 1)(d - 2)(bn—2 - bn—3)

(tn+d—2 - tn)(tn+d—2 - tn—l)(tn+d—2 - tn—Z)

olur. Yadan = m —d — 1 oldugundan

d(d - 1)(d - 2)(bn - bn—l)
(tm-3 = tm—a-1)(tm-2 — tm—a-1) (tm-1 — tm—a-1)
d(d - 1)(d - 2) [tm—S ttn-2 —tm-a-2 — tm—d—l](bn—l - bn—Z)

(tm-3 = tm-a—1)(tm—2 = tm-a—2) (tm—2 — tm—q-1) (tm-3 — tm—q-2)
d(d - 1)(d - 2)(bn—2 - bn—3)

(tm—3 — tm—a-1)(tm=3 — tm-a—2) (tm—3 — tm—q—3)

B (tn-a) =

+
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bulunur.

Teorem 4.6. Kontrol noktalar1 by, by, ...,b, ve knot vektorleri t, =t; ==
tastast taso o tmed—1; tm-d = tm-d+1 = -+ = to0land.nci dereceden bir acik B-
spline egrisinin Frenet vektor alanlari; t; noktalarinda;

t = tdlde

Tlesta = ”Zi::"; Blewta = u§§12§2§§§§2223”: (95)

Nlem, = P2BEE2 - A cot @ 96)

Kle=tq = d(ild:ll—_tt;))(ii:)tz) nlzz—_z:ln“z sin® (97)
(®: by — by ile b, — by arasindaki agidir).

T|ar, = (d=2)(tge1—t1)(tas1—t2)(tasz—t2)  |Ib3—=by|lcos e ©8)

A(tgs1-t3)(tge2—t3)(taez—t3) |Iby1—bollllbz—b;ll sin @

Burada ¢; [(b; — by) X (b, — by)] vektorii ile b; — b, vektorleri arasindaki agidir.

Ispat:
d
Tl _ a' | _ tgpi—t ( 1 bO)  tam-t (bl - bO) B bl _ b()
=t T a1t T —boll b1 = boll
||td+1—t (by bO)” byl 17 %
a/ X a/’
B|t=td = _||a’ < a:_”|| t=tgy
d(d-1) d(d-1)
tag+1—ts (bl bO) [(td+1_t2)(td+2—f2) ( bl) (td+1—tz)(td+1—f1) bO)]
d(d-1) d(d—-1)
||td+1 ty (b, — bO) [(td+1 —t2)(Eq+2—t2) (b, = by) — (tas1—t2)(tg41— t1) bO)]”
— [(b = bo) x [(b; — by) — (by = bo)]]
(tg+1=t1)*(tar1—t2)%(tgr2—t2) 1 0 2 1 1 0
d?(d-1)

[(by — bo) X [(by — by) — (by — by)]] ”

|| (tas1—t1)?(tae1—t2)%(tgez—t2)

_ (by = by) x (by — by)
~ ll(by = bo) x (by = )|
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(by — by) X (b — by) y by — bo
I(b1 — bo) X (by = b))l IIby — boll
1
"1~ by X (s — bl — Bl 20 X (P2 =B

X (by — by)

Nle=ty = Ble=ty X Tlt=t, =

1
= T2 — Bl 1B — o) X (b — B 01— Pl (br = b (B = b)
— (b3 = by, (by — b)) (by — bo)]

1
~ Iby = boll-T1(by — bo) X (b, — byl
—{(by — bo), (b — b)) (by — by)]

[lIby = boll?(b2 — by)

_ (by = b)llby = boll (b1 = bo), (by = b1)) (b1 — by)
[[(by — bo) X (by — b))l |by — bolll|(by — bg) X (b — by) ||
_ (bz — by)llby — byl _ lIby — bollllby — byl cos @ (b — by)
||b1 - bo””bz - b1|| sin @ ||b1 - bo||||b1 - b0||||b2 - b1|| sin ®
b, —b
_ (b, 1) s (b1 = by) cot &
" Iby - b1|| " Iby = boll
d2(d-1)
K — lla” x a”| — (td+1—t1)(td+1—t2)(td+2 t2) 1Cby = bo) X (b, = byl
T el — L lIby — bolI?
(tge1—-t)3 " 1 0

(g —t)?(d—=1)  |lby — byl

 d(tger — t2) (tasz — t2) by — byl
(a',a",a)
et oS

d d(d-1) d(d—1)(d—2)(bs—by)
——(by — by), b, — ,
((td+1—t1)( 1 O) (td+1—t2)(td+2—t2)( 2 1) (fd+1_f3)(td+2—t3)(fd+3—t3))
ok 11(by — bo) X (b — by)II2
(tae1—t1)?(tae1—t2)?(tgo—t2)?

sin @

d3(d—1)%(d—2)(by—bg,b;—b1,b3—b3)
(tag+1—t1)(tar1—t2)Eae2—t2) (ta41—t3)(tagy2—t3)(ta43—t3)

a*(d-1) ||(by — bg) X (by — by)||?

(tg+1—t1)%(tas1—t2)%(tg2—t2)?

_ (d—2)(tge1 — t1)(tge1 — t2)(Ege2 — t2) _ (by — bg, b, — by, b3 — by)
d(tger — t3)(taez — t3)(tays — t3) [I(by — bg) X (b, — by)||?

_ (d—2)(tge1 — t1)(tge1 — t2)(tg42 — t2) _ b3 — b, || cos ¢
d(tger — t3)(tgez — t3)(tges — t3) by — bollllby — byl sin ®
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Burada ¢; [(b; — by) X (b, — by)] vektorii ile b; — b, vektorleri arasindaki agidir.

Teorem 4.7. Kontrol noktalar1 by, b4, ..., b, ve knot vektorleri to =t; = =
ta; tav taszr o tmed—1; tm-a = tm-a+1 = =+ = tyoland.nci dereceden bir agik B-

spline egrisinin Frenet vektor alanlari; t = t,,_; noktalarinda;

= bn7bn-1
Tle=ty_q = lbp—bp_1ll >
—(bn=bp-1)%(bp_1—bn_3)
. _ 100
lt=tm_q l(bp=bp—1)X(bp—1—bn_2)ll a4
_ _ Pnoazhng nDno1
Nt=tm-a = =5, 75l P ¥ oy O oy

dir. 9, (by,—1 — by—5) ile (b,, — b,,_1) vektorleri arasindaki agidir.

Kl — a-1 (tm—l_tm—d—l)z ||bn—1_bn—2|| Sinﬁ (102)
t=tm-d 7 4 (tmeg—tm-a-1)(tm-2—tm-d—2) Ibn=bp_1lI?
,l_l - _ (d-2) |bp—2—bn—3ll csc g
t=tm-a d  |(bp—bp-1)X(bn-1=bn-2)l(tm-z3—tm-d—1) tm-3—tm-d—2)(tm-3—tm-d—3)
(103)

Burada Q, (bn - bTL—l) X (le—l - bn_z) vektori  ile (bn_z - bn_g) vektorleri

arasindaki ac¢idir.

Ispat:
, — 2 (b,—byy)
DTlt=ty_q = @ _ tmatman MV bnmbaa
—med | ” d (b, — bn—1)|| |br, — b4l
tm-1—tm—d-1
a' xa
D Ble=tn-a = g o]

d(d—1)(bp—=bpn_1) _ d(d—1)(bp_1—bp_3)

[ — 4 (b, - bn—l)] X [(tm—z

tm—1—tm—d-1

“tm-d-1)Em-1—tm-d-1) (tm—2—tm-d-1)Em—2-tm—_d—2)

d(d—1)(bp—bp_1) d(d—1)(bp_1—bp_3)

- d
— 2 (b, —b,_ ]x[ -
||[tm—1—tm—d—1( n n 1) (tm—2-tm-d-1)tm-1—tm-d-1) (Em-2-tm-d-1)Em-2—tm-d—2)

—d?(d—1)(bp—bn_1)X(bp—1—bn_3)
(tm-1=tm-d-1)(Em-—2—tm-d—1)(tm-2—tm-d-2)  _ _(bn - bn—l) X (bn—l - bn—Z)
” —d*(@= 1) (bp=bp-1)X(Bn-1=bn-2) |(by, — bp-1) X (bp—1 — bp_2)ll
(tm—l_tm—d—l)(tm—z_tm—d—l)(tm—z_tm—d—z)

olur.
Lii) N|e=t, , = Ble=t,,_ g X Tlt=t,,_4
_ _(bn - bn—l) X (bn—l - bn—z) X bn - bn—l
|(bp — bn—1) X (bp—1 — bu_2)Il  llbp — br4 |l
_ ”bn - bn—lllz(bn—l - bn—z) + (bn - bn—l' bn—l - bn—z)(bn - bn—l)
|bp, — br—1|I?llbr—1 — br_z|l sind

_ bp-1—bn— cscd + bp — bp_q

- —— cotJ
lbp—1 = bp—l b, = bnsl

I
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d?(d—DII(Pr—bp-1)X(Pp—1~bn_3)ll

! n
i‘l?)Kl _ ”a Xa ” _ m-1—tm-a-1)Em—2—tm-d-1)Em—2—tm—-a-2)
L P R 3
by — by ||
(tm-1—tm-a-1)3
2 .
_ d—1 (tm-1— tm-a-1) |bp—1 — by |l sin¥
2
d (tm—z - tm—d—l)(tm—z - tm—d—z) ”bn - bn—l”
(al a’ ar/r)
v) T|t:tm—d = la' x a"||2
d(d_l)(d_z)(bn_bn—l)
d(d-1) (b, — by_1) (ta+1—t3)(ta+2—t3)(ta+s—ts)
d (b _b ) (tm—z_tm—d—l)(tm—l_tm—d—l) n n-1 _ d(d_l)(d_z)(tm—3+tm—2_tm—d—2_tm—d—l)(bn—l_bn—z)
(fm—1_fm—d—1) n n-1. d(d_l)(bn—l_bn—z) ’ (tm—s_tm—d—l)(tm—z_tm—d—z)(tm—z_tm—d—l)(tm—z_tm—d—z)
\ (tm-2—tm-d-1)(tm-2—tm-a-2) d(d—1)(d—=2)(bp—2—bn—3) /
(tm—3_tm—d—1)(tm—3_tm—d—z)(tm—S_tm—d—S)

- (@*(-1)? 2
— Dp—1) X -1 — by
(tm—l_tm—d—l)(tm—z_tm—d—l)(tm—z_tm—d—z) ” (bn bn 1) (bn 1 bn 2) ”

d?(d-1)%(d-2)(bp=bp—1,bn-1=bn—2,bn—2—bn-3)
— (tm—l_tm—d—l)(tm—z _tm—d—l)(tm—z _tm—d—z)(tm—3 _tm—d—l)(tm—3 _tm—d—z)(tm—3 _tm—d—3)

T (b = bys) X (byy = b2
(tm-1—tm-d-1)tm-2-tm-d-1) tm-2—tm-d-2)
_ (d—2) 1 (b — bp—1,bpn—1 = bp_2,bn_ — bp_3)
d  (tm-3—tm-a-1)Em-3 —tm-a-2)(tm-z — tm-a-3) (g — bp_1) X (b1 — by_3)II?
_ @-2) 1Bucs — busllcsc

d ||(by — by—1) X (bp—1 — bp_2)(tm-3 — tm-g-1) (tm-3 — tm—g—2) (tm—3 — tm-q—3)
Burada ¢, (b, — bp_1) X (bp_q — bp_z) vektori ile (b,_, —b,_3) vektorleri

arasindaki agidir.

4.2 Bertrand Ag¢ik B-Spline Ciftleri

Teorem 4.8. « ve B kontrol noktalar1 sirasiyla by, b4, ..., b, Ve ¢, ¢y, ..., ¢, Olan knot
vektorleri tO = tl = e = tdr td+1i td+2' ---tm—d—l; tm—d = tm—d+1 = e = tm olan
d.nci dereceden acik B-spline egrileri olsunlar. avef egrileri t =t; noktasinda

Bertrand ¢ifti olusturur ancak ve ancak,36 € [0,27] ve k € R Oyleki

Cl = CO + (bl - bo) CcOoSs 9 - (bl - bo) X (bz - bl) Sin 0 (104)
Cz = Cl + (bz - bl) + k(bl - bo) (105)
saglanir.

Ispat: a ve 8 birer Bertrand cifti ise asli birim normal vektorleri N, = Np olmalidir.
Buna gore

[(by — bo) X (by — by)] X (by — bo) = [(c1 — o) X (c2 — ¢1)] X (€1 — o)
saglanmalidir. Eger 4 vektér u,v,w,t alindiginda u Xv=w xt ise {u,v,w,t}
vektorleri aymi diizlemli olmalidir. O halde (b; — by), (b; — by) X (by — by), (c; —

o), (c; — ¢g) X (c3 — ¢p) vektorleri ayni diizlemlidir. Bu vektorlerde
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(by — bo) L (by — bg) X (by — by)

(1 —co) L (er — o) X (€2 —¢1)
oldugundan, bu ortogonal vektoérler diizlemde bir 6 kadar donme doéniisiimii ile biri,
digerine doniistiriilebilir demektir. O halde {(b; — by), (b; — by) X (b, — by)} Ve

{(cq1 — cp), (€1 — ¢p) X (¢ — ¢1)} vektor sistemleri O(2)-denk olmalidir.Yani

{(by = bo), (by = bo) x (b = b}’ P(es = co), (e1 = o) X (& — 1))

dir.

O halde 36 € [0,27] 6yleki,

¢, —¢o = (by — by)cos@ — (by — by) X (b, — by) sinBb (106)
(c1 —¢o) X (¢ —¢1) = (by — by) sinB + (b; — by) X (b, — by) cos O (107)

saglanir. Buradan (106)'dan
¢1 = c¢o+ (by — by) cos @ — (by — by) X (b, — by) sinf
esitligi goriiliir. Bu esitlik ikincide yerine yazilirsa
(cqy — o) X (¢ — c1) = [(by — by) cos @ — (by — by) X (b, — by)sin@] X (¢c; — ¢y)
((b1 —bo) X (¢ — 01)) cos & — [(by — bp) X (b — by)] X (¢c; — ¢1) sin 6

(107) den

= (by — by) sin8 + (b; — by) X (b, — by) cos O
yazilir. O halde

((by — bg) X (c; — 1)) cos 8

— [((by = by), (cz = c1))(bz = by) = ((bz = b1), (c2 — 1)) (by

— by)]sin@ = (b; — by) sin@ + (b; — by) X (b, — by) cos 6
bulunur. Buradan,
(by — bo) X (€2 — ¢1) = (by — bg) X (b, — by) (108)
ve

((cz=¢1), (b = by)) =1
bulunur. (108) esitliginden
(cz =c1) = (by = b1) // (b1 —by)
elde edilir. Buna gore 3k € R oyleki
(cz = ¢1) = (by — by) = k( by — by)
olur. Buradan
c, = ¢y + (by — by) + k(by — by)

elde edilir.
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Teorem 4.9. a ve B kontrol noktalar1 sirasiyla by, b4, ..., b, Ve ¢, ¢y, ..., C, Olan knot
vektorleri  to =t; = =tg; tar tasz - tm-d—1; tm-d = tm-a+1 = - =t Olan
d.nci dereceden acik B-spline egrileri olsunlar. avef egrileri t = t,,,_; noktasinda
Bertrand ¢ifti olusturur ancak ve ancak; 36 € [0,27] ve k € R Gyleki
Cn = Cpeq + (by — byq) c0s 0 — (b — by_1) X (bp_y — by_3)sin@  (109)
Cn1 = Cn—z + (bpq — bp_3) + k(b — by_y) (110)

saglanir.

ispat: a Ve B birer Bertrand ¢ifti ise t = t,,_; deN, = Np olmalidir. Yani
[(br, = b—1) X (b1 — by_2)] X (b, — by_1)
= [(cn — cn1) X (en1 — cn2)1 X (e — 1)

saglanir. O halde {(cp, — cu-1), (bn — bn-1), [(cn — cp—1) X (Cn-1 — cn-2)], [(by —
bp_1) X (bp—q1 — by_3)]} vektorleri ayni diizlemlidir. Bu vektorlerden

(cn = cn-1) L (n — cno1) X (Cp-1— Cn2)

(bn — bp—1) L (by = bp_1) X (by—y — by_3)
oldugundan, bu ortogonal vektorler diizlemde bir 6 kadar déonme doniisiimii ile biri,
digerine doniistiiriilebilir demektir. O halde {(b,, — by_1), (b, — bp—1) X (by_1 —
b,_2)} ve {(c,—cn-1), (cn—cpn-1) X (Cp—1 — Cn—2)} vektor sistemleri O(2)-

denkolmalidir.Yani
0(2)
{(bn - bn—l); (bn - bn—l) X (bn—l - bn—z)} ~ {(cn - Cn—l); (Cn - Cn—l)

X (Cp-1 = Cp-2)}

dir.
O halde 36 € [0,27] ve k € R Oyleki
Cn —Cp— = (bn - bn—l) cos ) — (bn - bn—l) X (bn—l - bn—z) sin 6 (111)

(cn = cn-1) X (cno1 — cnz) = (by — by—1) sin 6 + (b, — bp_1) X (b1 —
b,_,) cos 6
(112)
saglanir. Buradan (111)'den
Cn = Cpo1+ (by — bp_1) c0s 8 — (b — by_1) X (b1 — bp_3) sin@
esitligi goriiliir. Bu esitlik ikincide yerine yazilirsa
(cn — cn1) X (Cno1 — Cn2)
= [(bp — bp—1) c0s 0 — (by, — by_1) X (bp_1 — by_3) sin 6]

X (Cn—l - Cn—z)
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((bn — by_1) X (cp-q — Cn—z)) cos 0 — [(by, — by_1) X (by_1 — by_5)]
X (Cp—q — Cp_yp) Sin@
(112) den
= (bp — bp—1) sin6 + (by, — bp_1) X (by_y — by_3) cos @

yazilir. O halde

((bn —by_1) X (Cpog — Cn—z)) cos 6

—[{(bp = bn—1), (cp—1 — cn—2))(bp_1 — bp_3)
— ((bp-1 — bp—2), (cn-1 — cn2))(by — by_1)]siné
= (bp — bp—1)sin8 + (by, — bp_1) X (by_y — by_3) cos @

bulunur. Buradan,
(b = bn_1) X (€n—1 — Cp—z) = (by = bp_1) X (bp_q — by_3) (113)
ve

((cne1 = ne2), (b — bp3)) =1
bulunur. (113) esitliginden

(cn-1—cn-2) = (bp—1 — byp—2) // (bn —bp-1)
elde edilir. Buna gore 3k € R oyleki
(cn-1 — cn-2) = (bp—1 — by—2) = k( by — bp_1)
olur. Buradan
Cn-1 = Cnz + (bu—1 — bp_3) + k(by — byy)

elde edilir.

Acik B-spline egrilerinde t, = t; ve ty = t,,,_4 noktalarinin disinda herhangi bir
to € [ty tr41)(d <7 <m —d — 1) noktasinda egrinin {T,N, B} ¢atisi, egrilikleri ve
bertrand cifti olusturma kosullar1 ifade edilebilmesi i¢cin Bezier egrilerinde oldugu gibi
de Casteljau algoritmasina paralel olarak de Boor algoritmasi uygulanarak egriye
sabdivision uygulanir. Boylece B-spline egrisi iki segmente ayrilir verilen t, noktasi ve
algoritma sonucu bulunan b4, b%~1,b3=2 b4=3 kontrol nokatalari; elde edilen iki
segmentten sag tarafta kalan yeni B-spline egrisinin ilk 4 kontrol noktasina ifade
edecektir. Yani bu knotrol noktalarin1 yeni B-spline egrisinin by, by, by, b; noktalarini

ifade eder. Buradaki t, noktasi da yeni B-spline egrisinin t; noktasini ifade edecektir.

Teorem 4.10. Kontrol noktalari by, by, ..., b, ve knot vektorleri to =1t = =
tastasr tasz - tmed—1; tmed = tm—a+1 = =+ = tyoland. dereceden bir agik B-spline

egrisinin t* € [t,, t,,1) noktasindaki {T, N, B} catis1 ve egrilikleri
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e =gy Bleee = oEms By (1)
Njeep = (bﬁl;;‘_’z’rd_ ;;)_‘f”cq’ - ﬁ’;j;’;;ﬂ cotd (115)
le=pr = d<(tz+11—_tt;))(2tz:)tz) ”||bi1_—21__b,iz_||12” sin® (116)
Tlyepe = G tan1 =t a1 t) (e ts) IR —3 bt 2| csc o (117)

d(tas1=ts)(tar2—ta)(tars—ts)  [[bF=bF[[pF 72 -bf 7| sin @
dir.

Burada bij noktalar1 de Boor algoritmasi ile elde edilen kontrol noktalarini;
®: 41 — b2 ile b32 — p4~1 vektorleri arasindaki aci,@ acis1 da[(b4™! — b2) x

(b%~2 — p2~1)] vektorii ile b3 — b3~2 vektorleri arasindaki agiy1 ifade eder..

Ispat: Agik B-spline egrilerinde t = t, Ve t = t,,,_4 noktalarinin disinda herhangi bir
t* € [ty ty41)(d <7 <m—d — 1) noktasinda egrinin {T,N,B} catis1 ve egrilikleri
ifade edilebilmesi i¢in Bezier egrilerinde oldugu gibi de Casteljau algoritmasina paralel
olarak Spline egrilerinde de Boor algoritmasi uygulanarak egriye sabdivision uygulanir.
Boylece B-spline egrisi iki segmente ayrilir verilen t* noktasi ve algoritma sonucu
bulunan b4, b2, b%=2, b23~3 kontrol nokatalari; elde edilen iki segmentten sag tarafta
kalan yeni B-spline egrisinin ilk 4 kontrol noktasini ifade edecektir. Yani bu kontrol
noktalari, yeni B-spline egrisinin by, by, by, b3 noktalarini ifade eder. Buradaki t*
noktas1 da yeni B-spline egrisinin t; noktasini ifade edecektir.Buna gore ispat Teorem

4.6'ya benzer sekilde yapilabilir.

Teorem 4.11. a ve B kontrol noktalari sirasiyla by, by, ..., b, Ve ¢y, ¢4, ..., ¢, 0lan knot
vektorleri  to =t; = =tg; tar taszr o tm-d—1; tm-d = tm-d+1 = - =t Olan
d.nci dereceden agik B-spline egrileri olsunlar. avef egrileri t* € [t,, t, ;1) noktasinda
Bertrand ¢ifti olusturur ancak ve ancak,36 € [0,27] ve k € R Oyleki
ctt=cd + (b4 - b)) cosh — (b1 — b)) x (b2 —bF1)sinh (118)
2=+ (bFT2 = b + k(bFT - b (119)
saglanir.

Buradaki bij ve cl.j ler de Boor algoritmasi ile elde edilen yeni kontrol noktalaridir.

Ispat: Bu teorem de yukaridaki agiklama dogrultusunda Teorem 4.8'e benzer sekilde

yapilabilir.
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4.3 A¢ik Nurbs Egrilerinde Frenet Catis1 ve Egrilikleri

Teorem 4.12. Kontrol noktalari by, by, ...

vektorleri

to =ty = =tg; ta+1 ta+as -

, b, ile agirliklart wy, wy, ...,w, Ve knot

. tm—d—l; tm—d = tm—d+1 = = tmOIand.

dereceden bir agik NURBS egrisi verilsin bu taktirde

d

’ — w1 —
B'(ty) = frri—ts We (by — bo) (120)
ve
’ d n—
B'(tm-a) = =t (bn — bn-1) (121)
dir.

Ispat: Bir NURBS egrisini B(t) =

YitoWibiNiq(t)
T oWiN;iq(t)

olarak yazdigimizda buna f—) dersek;

B'(t) = f; - B g; seklinde yazilabilir. Bu durumda, f ifadesi kontrol noktalari (w;b;)

olan g ifadesi de kontrol noktalar1 (w;) olan birer B-spline egrisi olarak diistiniilebilir.

O halde bu f ve g fonksiyonlarinin t = t; ve t = t,,_4 noktalarindaki tiirevleri teorem

4.1 ve teorem 4.2 kullanilarak asagidaki sekilde bulunabilir:

, .9
B'(tq) = <E - B? le=t,
d d
ot (w1b; — woby) ot (wy —wyp)
— d+1 1 _ b d+1 1
Wo 0 Wo
d w1b bow w
_ 11—b0—01+b0]= —L (b, — by)
tg+1 — 1L Wy Wo tg+1 — 1 Wo

bulunur. Benzer sekilde

fl

g

B'(tm-q) = <— —B E) lt=tm_q

g

d d
T (Wnbn - Wn—1bn—1) T (Wn - Wn—l)
— m—-1—"‘m-d-1 _ b m—1"tm—-d-1
Wn " Wn
_ d IWnbn — Wn_1bn_4 _ by (W, —wn_4)

tm—l - tm—d—l Wn Wh

_ d [b _ Wn—lbn—l —b ann—l]
tm—l - tm—d—l " Wn " Wp

d

dir.
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Teorem 4.13. Kontrol noktalart by, by, ..., b, ile agirliklart wgy, wy, ...,w, ve knot
vektorleri tO = tl = e = td, td+1ltd+2' tm—d—l; tm—d = tm—d+1 = e = tmOIand.

dereceden bir agik NURBS egrisi verilsin bu taktirde

" d(d - 1) W2
B"(tq) = — (b; — by)
(tas1 — t2)(tasz — t2) Wy
_ d & (d—l)(td+1+td+2—t1—t2) 2d
(ta+1—t1) wo (ta+1—t2)(ta42—t2) + (tg+1—t1) ( )] (bl bO) (122)
ve
" _ {Wn—1 d(d-1) 1 . 1 .
B (tm—d) - { wn (tm-2—tm-d-1) ltm-1-tm-a-1 tm—l_tm—d—z]
2d*Wn—1(Wn—Wn—1) _ _Wn2 d(d-1) _
(tm—l_tm—d—l)zwn} (bn bn_l)) Wn (tm—z_tm—d—l)(tm—l—tm—d—z) (bn bn_Z) (123)

dir.

ispat: B = ! dersek, B’ = r_ BZ< idi.
g g g

bl

B =—— 2B’ B —
g 9 g
elde edilir. O halde
d(d—-1) Wy
%l’ t — _“ b —b
(ta) (tgr — t2) (tasz — tz) Wy (b2 o)
dd-1) W1

1
-0 [ ]
0 a2 =t tagv1— 0

d? wi owy
— ) (by—b
FERE

(tg+1 — t2) Wo

(td+1 —t;)?
dd—-1) wy
= 22 (b, — b
(tgs1 — t2)(tge2 — t2) Wy (b2 o)
d wy [(d = 1) (a1 + taz —t1 — &) 2d
S} . _ M 1 (b1 bo)
(tg+1 — t1) wo (tgs1 — t2)(tg42 — t2) (tgs1 — t1) Wy

bulunur. Benzer sekilde
d(d — 1)(Wnbn - Wn—lbn—l)
(tm—z - tm—d—l)(tm—l - tm—d—l)Wn
d(d — 1)(Wn—1bn—1 - Wn—an—Z)

(tm—z - tm—d—l)(tm—z - tm—d—z)Wn

B" (tm-a) =
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- 2d” P01 by — Bpy) (W — Wi_y)
(tm—l - tm—d—l)z Wr% " n " n
bn d(d - 1)(Wn - Wn—l)
- W_n (tm—z - tm—d—l)(tm—l - tm—d—l)
by d(d - 1)(Wn—1 B Wn—z)
W_n (tm—z - tm—d—l)(tm—l - tm—d—l)

~ {wn_l d(d—1) 1 1

Wp (tm—z - tm—d—l) tm—l - tm—d—l tm—l - tm—d—z

Zdzwn—l(Wn - Wn—l)}

— b, —b,_
(tm—l - tm—d—l)ZWn ( " " 1))
Wy_y d(d—1)

- (bp — bn—3)
Wy (tm—2 — tm-g-1)(tm-1 — tm—g-2) " n-2

dir.

Teorem 4.14. Kontrol noktalari by, by, ..., by, ile agirhiklart wy, wy, ..., w, ve knot
vektorleri tO = tl = e = td; td+1'td+2' tm—d—l; tm—d = tm—d+1 = e = tmOIand.
dereceden bir agik NURBS egrisi verilsin bu taktirde

d(d—1)(d —2)ws

B'"'(ty) = — (b3 —0Db

(ta) S (b2 = bo)
dd—1Dwy,d—2 d—-2 3dw;—w
_ ( ) 2[ + (wy 0) (b, — b)
Wy zlm zkly zykw,
(d-1)(d-2)(y+1) n (d-1)(d-2)
zkly xXyz
wid | 3d(wi—wp) ((d-1D)(x+k) | 2d(w;—wg)
T W_OI x2wy ( vk T XWo ) | (bl o bO) (124)
3d(d—1) wi1—Wy wW1—Wy J
l + WoXy [ k + x ]

dir. burada

tar1 =t =X tgyr —t3 =2, lgyp —ty =k, tgyp —t3 = Ltgez —t3 =m Ve tgyq —

t, =y
dir.
ve
EB,’,(tm_d)
did—-1)(d-2)w,_1 /1 h+v
E22)- 1
J uvwy, e qh
= 1 1
3d%w,_; (d—1)(wp —wy_q) (; - ;) N d—1 (Wn —Wp_q1 Wp_q— Wn_z) 2d(w,, — w,_1)? (br
ew, A vWy, e q e? J

- bn—l)
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d(d — Dwy (3d*Wp —wy1) (@d—2) (d—2)(h+V)
+ - - (bn - bn—z)
Wy, evqwy, uhr uqvh
d(d-1)(d—2)Wn_
B DS (b, — by ) (125)
dir. Burada
tm-3 — lm—g-1 = U, tm-2 —tm-a-1 =7,
tm-1 — tm-a-1 = €lm—1 —tm—a-2 =D,
tm—2 —tm-a—2=q tm-3 —tm-a—2 =h, tm-3 —tm-q-3 =7 dir.

Ispat: B = 5 = B’

g = [f”’g f'g' Z[B,,?+B<gg gg)l_[B,g +B<g g- gg)l

L _B9 e B” =f——ZB’g——Bg—idi.OhaIde
g g g

g* g g*
flllg fllgl gl g g glz gll glll gllgl
=1 : SR ) AR ) (LY (A oy
g g g e g g g
(w859 o) - a2
g g\g g g g g
= {f—— 39 g 39 g —Bg—}
g g g g
dir. O halde;
d(d—-1)(d-2) l
Wsbs — w,b
l(td+1 — t3)(tg+2 — t3)(ta+3 — t3) (wsbs 2b2)

B"(t,) = i< _d(d = 1)(d = 2)[tg41 + tasrz — tp = t3](Waby —wiby)

Wo (tas1 — t3)(tge2 — t2) (Egs2 — t3)(tge1 — t2)

d(d — 1)(d — 2)(w1b; — wyby)
\ (tg+1 — t3)(tge1 — t2) (Eg41 — t1) J
3
Wo (td+1
dld-1) w
| ™2 (b, = bo) - ]
—wo)l (tar1 — t2)(tas2 — tz) Wo |
0 l [(d D(tger +taez —t; — t3) 2d Wi 1 l(b _p )J
(tgr1 —t)Wo|  (tar1 — t2)(tasz — tz) tas1 — t1 wo )

d Wq d(d —1)(w, —wy) d(d —1)(wy —wp)
N e
Wo (

(tg+1 — t1) wo tarr — t2)(tge2 — t2)  (tge1 — t2) (g1 — t1)
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d(d—-1)(d - 2)(ws —wy) d(d - 1)(d — 2)(wy — wy)
_ b J(tasr — t3)(tasz — t3)(tass — t3)  (tasr — t3)(tars — t2)(tass — t1)
Wo _ d(d —1)(d — 2)(tger + tasz — t2 — t3) (W —wy)
k (tgs1r — t3)(tgsz — t2)(tasz — t3)(tg41 — t2) )

tar1 — i =X tgyr — 3 =2, gz —ta =k, tgyr —t3 = lLtgez —tz =m Ve tgyq —

=y
dersek

dld—1)(d — 2) |wzb; — wyb + D (w,b, —wqb wyb; — wyb
B”’(td)z ( )( ) |wsbs 22_()’ )( 202 11)+ 101 00]

Wy zlm zkly zZyx

——(w; — vk _(bz bo)

3d [d(d —Dw,
Wo) [———
xXwW

- (b1 * " wy

dw1 d—-—1Dx+k) 2dw;—w
el
3dW1 d(d — 1)(W2 wy) d(d — D(wy —wyp)
yx

Wi —Wo W, —w)y+ 1D
zZyx zkly

(b1 bo) l

© (d(d - 1)(d 2W3_W2
—W—(<—)(—)[ S

_d( _le)TT(ld Z)EU% by d(d —1)(d — z)&(b2 by

did—-—1)d-2)y+Dw, dd-1)d-2)(y+DHwy
- Zkly We (b; — bo) + Zkly W_o(bl — by)
d(d —1D(d-2)w, 3d?(d — Dwy(wy — wy)
Xyz wo (bl bo) = zykw,y?

N 3d%w,; (wy — WO) l(d - D(x+ k) 2d(w1 Wo)l b,
x2wy2

zlm

(b2 = bo)

— bo)

3d2(d - 1)W1(W2 - Wl) 3d2(d - 1)W1(W1 -
- 2 + 2 2
xwWo?yk X2ywy,

_dd-1(d - 2)&(193 b

dd—Dw,d—2 d—-2 3d(w;—wp)
— [ + +
zlm  zkly zykw,

W")] (b, — by)

zlm

| 2= b

Wy
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d-1Dd-2)y+1)  (@d-1)(d-2)
+ +
zkly xXyz
wid|3d(wy; —wy) ((d — 1D)(x + k) 2d(w1 — W)
+ (b1 — bo)
Wy xX%w, vk XWq
3dd—1)w; —wy, w;—w
+ ( ) [ 1 2 W o]
WXy k X
bulunur. Benzer sekilde 6nce
tm-3 — tm-a-1 = U, tm-2 — tm-a-1 =7, tm-1 — tm-a-1 =€
tm-1 — tm—a-2 =D, tm-2 —tm-a-2=¢, tm-3 —tm_a—2=h

tm-3 — tm-q—3 = rdiyelim Bu durumda

g =" _ 39 B”’ 39" B _ p9%4i. O halde
g g g

Wpby — Wy_1by_q n Wy_2bp_5 — Wn—3bn—3]

B/H(t ) — d(d - 1)(d - 2)' uve uhr
m-d Wy [ _ (h+v)(Wp_1by 1 — Wy_2bn_3) J
uqvh

e p
Wi d(d—-1)

Wn vq

(
_ 3d(wp —wyo 1)4I I v e?
ewy, L

(bn - bn—z)

~
)

- n—1)

_ 3d2(d - 1) {(Wn - Wn—l) _ (Wn—l - Wn—Z)} Wn-1 (b
q n

vewy, e Wy

_ d(d - 1) (d - Z)bn Wn — Wp_1 _ (h + U)(Wn_1 - Wn—z) + (Wn—z - Wn—3)
ve quh

uwy,

olur. Buradan,
d(d—1)(d — 2)w,_4 b N Wy_d(d —1)(d — 2) b

B (tm_q) = — _ _
( m d) uvew, n—1 uhrwn n-2
d(d—1)(d - 2)w,_3 b, d(d—-1)(d - 2)(u+ v)w,_4 b
uhrw,, n-3 uquhw, n-1
d(d —1)(d - 2)w,_,(h + v) 3d%(d — 1)(wy, — Wp_1)Wpn_1 <1 1) b

uqvhw,, bn—2 vew,2 e p/ "

6d°(Wy, — Wn_1)*Wy_q 3d°(d — Dwp_ (Wp —wp_q) (1 1
+ . b, + (— - ) b,

e3wy, vew,>? e p

6d3 — Wy 1)?W,,_ 3d%(d — Dw,,_ -w,_)/1 1
_ (Wn :Vn 1) Wn_q b, .+ ( wy, 2(‘2/Vn Wy_1) (___) (by — byy_y)
e3w, evqwy, e p
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3d2(d B 1)Wn—l Wn—=Wnp1 Wnp1—Wpo
B vew,? ( e Bl q ) (bn = bn-1)
did—1)(d -2 _
+ ( )( )Wn 1 bn
uvew,
d(d—-1)(d-2)(h+v)w,_, d(d —1)(d - 2)(h+v)w,_,
+ b, — b,
uquhwy, uquhwy,
d(d— 1)(d B Z)Wn—z d(d - 1)(d — 2)Wy_3
- b, + b,
uhrwy, uhrwy,
olur. Buradan da;
. d(d —1)(d — 2)w,,_
B (tm—d) = wew, at (bn - bn—l)
d(d—-1)(d - 2)w,_3
+ uhrwn (bn - bn—3)
d(d —1)(d — 2)w,_, did—-1)(d—-2)(h+v)w,_,
- uhrwn (bn - bn—z) + quhWn (bn - bn—l)
d(d—-1)(d —-2)(h+v)w,_
- =2 (by, — bn—3)

uqvhw,

3d2(d - 1)Wn—1(Wn - Wn—l) 1 1
- (E - 5) (bn - bn—l)

vewy?
6d3(Wn B Wn—l)zwn—l 3d2(d B 1)Wn—2 (Wn B Wn—l)
+ €3Wn (bn - bn—l) + evqwnz (bn - bn—z)
_ 3d2(d - 1)Wn—l (Wn - Wn—l) _ (Wn—l - Wn—z) (b A )
vew,? e no onml
yazilir. Son olarak
B (tm-a)
did—-1)(d-2)w,_1 /1 h+v
J uvw, <E+ qh )_ 1
= 1 1
3d2Wn—1 (d B 1)(Wn B Wn—l) (; B ;) d—1 Wn=Wp1 Wnp1 = Wnp Zd(Wn B Wn—l)2
ewy, W, + vwy, ( e B q ) B e? J
- bn—l)
d(d — DWoy (3d2(Wo —wp)) (d—2) (d—2)(h+)
+ - - (bn - bn—z)
Whp evqwy, uhr uqvh

L dd=1)(d = 2w,

uhrwn (bn - bn—3)

olur.
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Teorem 4.15. Kontrol noktalari by, by, ..., b, ile agirliklart wgy, wq,...w, Ve knot
vektorleri tO = tl = e = td, td+1ltd+2' tm—d—l; tm—d = tm—d+1 = e = tmOIand.nCi
dereceden bir actk @ NURBS egrisinin Frenet vektor alanlar1 ve egrilikleri t = t,

noktasinda asagidaki sekildedir:

Tlimty = Trps (126)
Ble=ey = MEZiiZSiEZIZZiu (127)
Nli=¢, = ITZ:ZZ?I cscd — %cot P (128)

Kleer, == L2 otz Ibaboll g, g (129)

d yk wi? |[bi—bol|?

] _ d-2wows xyk _|lb3—boll cos ¢ (130)
t=tq — d wiwy zlm ||(b1—bg)X(ba—bo)||

dir. Burada @, (b, — by)ve (b, — by) vektorleri arasindaki aciy1 ve ¢ de(bs — by) ile
(by — by) X (b, — by) vektorleri arasindaki aciyr ifade eder. Ayrica tgpq, —t; =

X,tgr1 —t3 =2, tgpa —tr = K, tgyz —t3 = Ltgyz — t3 =mVe tyyq — & = ydir,

Ispat:
dWl
o 2Ep, —by)

X W 1 0 b bO

D Tle=ta = gy = 2w b1 — bol
[ - b T2 =k

a Xa dW1 (bl by) X ———= d(d DWZ (by — by)
2) Bl = = 1

_ (b, — bo) X (bz — by)
I(by — bg) X (by — bo)l
(by — by) X (by — by) 9 (by — by)
|(by — bo) X (b — bo)ll ~ llby — byl

3) Nli=¢, = (B X T)|t=td =

1
" 1Iby = bollll(by — bo) X (b; — by)l
1
™ 11y — bollll(b; — bo) X (b, — )l
— ((by — bo), (b, — bg))(by — by)]

1
— _ 2 _
= 15, = bollliby = bollllb, = byl sin @ H1 21~ Doll"(B2 = bo)

- ||b1 - bo””bz - bo” cos @ (b1 - bo)]

_ by, — by _ (by — by) cos ® (bz bo) sc (b1 — by)
bz — bollsin® _ |[by — bollsin® _ [|b; — boII by = boll

[(by — bo) X (b — by)] X (b1 — by)

[{(b1 = bo), (b1 — bo))(bz — bo)

cotd
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dz (d—l)W1W2

o' x @l _ yiongt 101~ B0) x (b2 ~ bo)l
4) K|t=td = ”a1”3 = d3w,3 3
L by — bl

d—1x? wow, |lby — byl

= — sin @
d yk wi? ||by — boll?
olur.
(al’ all’ alll)

5) Tlt:td = ”a, X a””z

( e (1= Do), == 05 (b — bo) — o |+ — - ] (b1 = bo) \

d(d—l)(d—Z)W3 _ _ d(d—l)WZ E d—-2 3d(W1—W0) _
I / zlmwg (b3 bO) Wo (zlm + zkly + zykwg )(b2 bO) \ I
(@a-1)d-2)(y+1) , (d-1)(d-2) |, 3d(wi—wg) ((d-1)(x+k) , 2d(w;—wg)
wid zkly + xyz + x2wgq ( vk + xXwq ) | |
e (b1 — bo)
Wo + 3d(d_1) (Wl_WZ _ WI_WO) 1 0 //
— WoXy k x
o d*(d—-1)2w;2w,?2
W”(h — bo) X (by — bo)||?
d3 wq (d—l)z Wy (d—Z)W3
_ x wo vk wp zlmw, (by — bg, by — bg, b3 — by)
d4(d—1)2 2 2
i 16y = bo) X (by = bo)I?
_d—2wows xyk ||bs — bel| cos ¢
d  wyw, zlm||(by — bg) X (by — bo)|

elde edilir.

Teorem 4.16. Kontrol noktalari by, by, ..., b, ile agirliklart wy, wy, ...w, ve knot
vektorleri to = tl = = td; td+1'td+2' tm—d—l; tm—d = tm—d+1 = e = tmOIand.nCi
dereceden bir acitk @ NURBS egrisinin Frenet vektor alanlar1 ve egrilikleri t = ¢,,_4

noktasinda asagidaki sekildedir:

bn—bn-1

Tle=tm-a = 15, T (131)
_ _ _(bp=bp_1)X(bp—bn_2)
Ble=tm-a = ~ 1 Gon by <(on—bno)] (132)
bp—bp_ bp—bp_
Nle=tm-a = ool P ™ Toybyell O (133)
Burada @, b,, — b,,_4 ile b,, — b,,_, vektorleri arasindaki agidir.
_ e?(d—1) wuWn_ |lbp—bp_|l sin ®
Kletma = “ap wpiz  Ibnbal? (134)
T|t=tm_d — (d-2)wpwpn_3 evp |bp—byn—3ll cos @ (135)

Awp-1Wn—z uhr [|(bn—bn-1)X(bn—bn-2)ll
Burada ¢, (b, — by,_1) X (b, — by_,) ile (b, — b,_3) vektorleri arasindaki agidir..
Ayrica
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tm-3 — lm-a-1 = U tm-2 — tm-d-1 v
tm-1— tm-d-1 = €lm-1 —bn—q-—2 =D,
tm—2 —tm-a-2 = ¢ tm-3 —lm-q—2 = h tm-3 —lm-a-3 =T dir
ispat
de 1
1) T| _ % ew (b = bn—1) _ by—bpy
t=tm-d — J|o/|| _ |]d wn - _
el ™[22t o, — by Ton =Bl
_dwy d(d—1)wp_
2) B] a xa” B WW : —bp_q) X %(b —bp_3)
B t=tm-q — ’ T d - d(d—-1
”a Xa ” ||_;W;_nl(b n 1) w(b n—z)”
— (bn B bn—l) X (bn B bn—z)
(b, = by—1) X (by = by )l
bp — bp_1) X (by, — by, by, — by,
n-— n—1) X (bn - bn—z)” ”bn - bn—l”
_ _ <bn — bn—l' bn B bn—l)(bn B bn—z) - (bn B bn—l: bn B bn—z)(bn B bn—l)
1bn = bp—1llllbn, — bp—1lllbn, — bzl sin @
_( b, —b,_, ) ( —b,_;cos® )
llbn, = bn—z |l sin®/ \|[by, = by_4]| sin @
bn B bn—Z bn B bn 1
=—(cscP — —COtCD
llbn, = byl llbn = byl
Burada @, b,, — b,,_, ile b,, — b,,_, vektorleri arasindaki agidir.
d wy_ n—z d(d—1
4) «| @ x a"| ;anl (bp = bn-1) X an2 (vp )(bn N bn_Z)”
Klt=ty_q = m3 d3 wp_,3
"l 2L Iby — byoyI?
_ €%(d = 1) wnWn_z llbn — byl sin @
dvp  Wn_q?  [lby = b4l
(al’ a”, alll)
5 = =
) Tlt—tm—d ”al X au“Z
d wn— nddl d(d—1)(d—2) wy—
<(;an1 (bn = bnoy) X 22 HED (b, — by 2)> ( R (, n_3>)>
o d*(d—1)2 Wp_12wWp_
e(vzp) MRl W= || (b — byoy) X (by = buoz)|I2

d3(d- 1)2(d —2)Wn—1Wn—2Wn—_3 (b
evpuhrwy3

bn—l' b

bn 2' n 3)

d*(d—1)2wp_12wp_52

e2vip2wy4

(b, —

n—1) X (bn - bn—z)”2
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— (d - 2)Wan—3 evp ”bn - bn—3” Cos @
de—lwn—Z uhr ”(bn - bn—l) X (bn - bn—z)”
Burada ¢, (b,, — by,_1) X (b, — b,,_;) ile (b,, — b,,_3) vektorleri arasindaki agidir.

Teorem 4.17. Kontrol noktalart by, by, ..., b, ile agirliklart wgy, wy, ...,w, ve knot
vektorleri tO = tl = e = td, td+1ltd+2' tm—d—l; tm—d = tm—d+1 = e = tmOIand.
dereceden bir acik NURBS egrisi verilsin bu taktirde NURBS egrisinin t* € [t,, t;41)

noktasindaki birinci tiirevi

d-1
B'(t") = " (b~ bf) (136)
d(d-1 4oz
B''(t*) = (d-1) Wrd (b2 — b)
T

(tgs1 — t2)(tge2 — t2) w

4w [@-D(tarttare—ti=ty) | 24 (wi d-1 _ pd
_ - b —-b 137
(tg+1—t1) Wg (tg+1—t2)(tge2—t2) + (td+1_t1)( Wg 1)] ( " T) ( )

d(d — 1)(d — 2) wi~3

B() == B = )
— d-2 _ _ d-1 _ .,,d
B e erd)wr ldzlm2 * Ciklyz Bd(v‘;rykwrd = )l (bF™* = b)
(d-D(@-2)(y+) , (d-1)(d-2)
wd-1q Ld(wd‘l—w;;dy(d—n( : XZJ’; d‘j_— d ]|
n :Vg xrzwg T ( ykx+k)_|_ (W;Wg WT))|(bﬁi_1 — b9 (138)
3<V1V(;x—yl) wﬂl‘l;wﬂl‘z +wﬁ‘;—wﬁ]

dir. Burada bl-j ve Wij ler sirasiyla rasyonel de Boor algoritmasiyla elde edilen kontrol
noktalar1 ve o noktalarin agirliklanidir. Ayrica, tg.q —t; =X, tg41 —t3 =2, tges —

tz = k, td+2 — t3 = l,td+3 - t3 =myVve td+1 — tz = ydlr

Ispat: Acik NURBS egrilerindet = t; Ve t = t,,_q noktalarimin diginda herhangi bir
t* € [ty try1)(d <r<m—d—1) noktasinda egrinin tirev denklemlerinin elde
eilmesi, {T,N,B} catis1 ve egrilikleri ifade edilebilmesi igin agik Spline egrilerinde
oldugu gibi de Boor algoritmasina paralel olarak t* noktasinda rasyonel de Boor
algoritmasi ile egriye sabdivision uygulanir. Boylece NURBS egrisi iki segmente

ayrilir verilen t* noktasi ve algoritma sonucu bulunan b4, b%=1, b3=2 p3=3 Kontrol
y g T T T T

nokatalar1 ile w&, w&™1, w2, we=3 agirliklari; elde edilen iki segmentten sag tarafta

kalan yeni NURBS egrisinin ilk 4 kontrol noktasin1 ve agirliklarini ifade edecektir. Yani
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bu kontrol noktalar1 ve agirliklar, yeni NURBS egrisinin by, by, b,, b3noktalarini
Vew,, Wy, W,, wy agirliklarin ifade eder. Buradaki t* noktasi da yeni NURBS egrisinin

t4 noktasini ifade edecektir. Buna gore ispat Teorem 4.10'a benzer sekilde yapilabilir.

Teorem 4.18. Kontrol noktalari by, by, ..., b, ile agirliklart wgy, wy,...w, ve knot
Vektérlerl to = tl = = td; td+1, td+2, " tm_d_l; tm_d = tm_d+1 == tm0|andnCI
dereceden bir acik @ NURBS egrisinin t* € [t,, t,,1) noktasindaki Frenet vektor

alanlar ve egrilikleri asagidaki sekildedir:

pd-1_pd
Tle=er = ppapg) (139)
_ (0" -p)x (b2 -bf)
Bleet = e o x| (1490
_ (b#%-pf) _ (b
Nli=yr = o775 cscd o] cot® (141)

d—1 x2 d,, d-2 bd—Z_bd .
K|pmpr = —— 21T (L S (142)

d yk wi-1* ||pd-1-pd|*

_d-2 wiwf 3 xyk |23 -bE| cos
Tle=t' = =3 LT 2m T8 o) 0 0] (143)

dir. Burada ®, (b2~* — b%)ve (b4~2 — b?) vektorleri arasindaki ac1y1 ve ¢ de(bgd3 —
bd) ile (b4 1 — b)) x (b% 2 — b?) vektorleri arasindaki aciyr ifade eder. Ayrica
tar1 — 1 =X tgyr — 3 =2, gz —ta =k, tgyr —t3 = Ltgez —tz =m Ve tgyq —

Ispat: Teorem 4.17 ve Teorem 4.15 den kolayca goriilebilir.

4.4 Agik Bertrand Nurbs Egri Ciftleri

Teorem 4.19. a ve [ kontrol noktalar1 ve agirliklart sirasiyla by, by, ..., b, Ve
Co)C1, -, Cp Olan knot vektorleri t, =1t; = - =ty tgs1 tasz - tmed-1; tm—d =
tm—d+1 = ** = ty Olan d.nci dereceden acik B-spline egrileri olsunlar. avef egrileri

t = t, noktasinda Bertrand gifti olusturur ancak ve ancak,36 € [0,27] ve k € R Gyleki

c1 = ¢y + (by — by) cos @ — (by — by) X (b, — by) sinb (144)
C2 == CO + (bz - bo) + k(bl - bo) (145)
saglanir.

Ispat: a ve B birer Bertrand ¢ifti ise asli birim normal vektorleri N, = Np olmalidir.

Buna gore

[(by — bg) X (by — bg)] X (by — by) = [(c1 — o) X (€2 — ¢o)] X (c1 — €o)
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saglanmalidir. Eger 4 vektor u,v,w,t alindiginda uXxv=w xt ise {u,v,w,t}
vektorleri aymi diizlemli olmalidir. O halde (b; — by), (by — by) X (b, — by), (¢; —
o), (c; — ¢g) X (c3 — ¢p) vektorleri aymi diizlemlidir. Bu vektorlerde

(by — by) L (by — by) x (by — by)

(c;1—¢cp) L (¢ —¢p) X (c3 — cp)
oldugundan, bu ortogonal vektorler diizlemde bir 6 kadar donme doniisiimii ile biri,
digerine doniistiriilebilir demektir. O halde {(b; — by), (b; — by) X (b, — by)} Ve

{(c; — cp), (c; — cg) X (c; — cg)} vektor sistemleri O(2)-denk olmalidir.Yani

(b = bo), (by = bo) x (b2 = bo)}° Py = co), (€1 = c) X (e — o)}

dir.

O halde 36 € [0,2m] dyleki,

c; — ¢y = (by — by) cos @ — (by — by) X (b, — by) sin @ (146)
(c1 —¢co) X (3 —¢cg) = (by — by) sin@ + (by — by) X (b, — by) cos 6 (147)

saglanir. Buradan (146)'den
¢, = ¢o + (by — bg) cos 8 — (b — by) X (b, — by) sin 6
esitligi goriliir. Bu esitlik ikincide yerine yazilirsa
(cqr = ¢p) X (¢ — cg) = [(by — by) cos 8 — (by — by) X (by — by) sin ] X (¢, — ¢p)
= ((b1 —bg) X (c; — Co)) cos 6 — [(by — bp) X (b — bg)] X (c; — ¢p) sin 6
Olur . Ayrica (147) den bu ifade ayn1 zamanda
= (by — by) sin @ + (by — by) X (b, — by) cos 6
yazilir. O halde
((b1 — bgy) X (c; — ¢g)) cos @
— [{(by = b)), (cz = co))(bz — bo) — {(bz — by), (c2 — co))(by
— bg)]sin@ = (b; — by) sinB + (by — by) X (b, — by) cos O
bulunur. Buradan,
(b1 — bo) X (c2 — ¢o) = (by — by) X (b — by) (148)
ve
((cz — o), (b —bo)) =1
bulunur. (148) esitliginden
(cz = co) = (b =bo) // (b1 = by)
elde edilir. Buna gore 3k € R dyleki
(cz = ¢o) = (by = bo) = k(b1 — bo)
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olur. Buradan
c; = co+ (b, — by) + k(by — by)
elde edilir.

Teorem 4.20. a ve [ kontrol noktalar1 ve agirliklart sirastyla by, by, ..., b, Ve
Co) C1, -, Cpile agirliklart wy, wy, ..., w,, Ve zy, Z4, ..., Zyolan knot vektorleri t, = t; =
=ty tarn tasz o tmed—1 tm-d = tm-d+1 = *** = t;, Olan d.nci dereceden agik
NURBS egrileri olsunlar avef egrileri t = t,,_; noktasinda Bertrand ¢ifti olusturur

ancak ve ancak,360 € [0,27] ve k € R 6yleki

Cn =Cp_1+ (by — by_q)cos@ — (b, — b,_1) X (b, — by_,)sinf (149)
Cn = Cnz + (b — bp—3) + k(by — by—4) (150)
saglanir.

Ispat: a ve B, t = t,,_4 noktasinda birer Bertrand ¢ifti ise asli birim normal vektorleri
N, = Ng olmalidir. Buna gore
[(bn = by—1) X (bp = byp—2)] X (bp = by—1)
= [(cn = cn-1) X (cn = cp-2)] X (cn = Cn—1)

saglanmalidir. Eger 4 vektor u,v,w,t alindiginda uxv=w xt ise {u,v,w,t}
vektorleri aymi diizlemli olmalidir. O halde (b; — by), (by — by) X (by — by), (¢; —
o), (c1 — cg) X (c3 — ¢g) vektorleri ayni diizlemlidir. Bu vektorlerde

(by = bn—1) L (b = byp_1) X (bp = by_»)

(cn = cn-1) L (cn = cn—1) X (e = Cp—2)
oldugundan, bu ortogonal vektorler diizlemde bir 8 kadar donme doniisiimii ile biri,
digerine donustiirtlebilir demektir. O halde {(b,, — by,_1), (by, — by—1) X (by, — bp_2)}
ve {(c,—cp_1),(ch—cCpnog) X (¢, —Cp_p)}  vektor  sistemleri  O(2)-denk

olmalidir.Yani

(B = bu-s), (b = by X (b = by} PN (e = ), (0 = ama)

X (Cn - Cn—z)}

dir.
O halde 36 € [0,2m] oyleki,
(cn — cn-1) = (by — bp_1) c0s 0 — (by, — by_1) X (by, — by_;) sin6 (151)

(cn — cn-1) X (cn — cn—2) = (by — bp_1)sin6 + (by, — by—1) X (by — by_3) cos6 (152)

saglanir. Buradan (151)'den
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Cn = Cno1 + (by — byp_1) c0s 0 — (by — by_1) X (b, — by_3) sin 6
esitligi goriliir. Bu esitlik ikincide yerine yazilirsa

(Cn - Cn—l) X (Cn - Cn—z)
= [(by, — bp_1) c0s 0 — (by — bp_1) X (by — by_5) sin 6]
X (Cn - Cn—z)

= ((bn —bp_1) X (cp — Cn—z)) cos 8 — [(by, — bp_1) X (by, — byp_,)]
X (¢, — Cp—3) sin O

Olur . Ayrica (152) den bu ifade ayn1 zamanda
= (b, — by,_1) sin0 + (b,, — b,,_;) X (b, — b,,_,) cos 0

yazilir. O halde bulunur. Buradan,

(bp — bp_1) X (€ — cp—3) = (by — bp_1) X (by — by_3) (153)
ve
((cn - Cn—z)' (bn - bn—z)) =1; ((Cn - Cn—Z): (bn - bn—l)) =0 (154)

bulunur. (153) esitliginden

(cn — cn-2) = (b — bp—3) //(by — by—1)
elde edilir. Buna gore 3k € R oyleki

(cn = Cn—2) = (by — bp—2) = k(by — bp-1)
olur. Buradan

¢n = Cpp + (b = by_2) + k(bp = by_1)

elde edilir.

Teorem 4.21. a ve [ kontrol noktalar1 ve agirliklart sirasiyla by, by, ..., b, Ve
Co, C1, -+, Cpile agirliklart wy, wy, ..., w,, Ve zy, z4, ..., Zyolan knot vektorleri t, = t; =
o=ty tarn tasz o tmed—1 tmed = tm—d+1 = - = t;, Olan d.nci dereceden agik
NURBS egrileri olsunlar.avef egrileri t* € [t,, t,;,) noktasinda (d <r<m-—d —
1)Bertrand ¢ifti olusturur ancak ve ancak,36 € [0,27] ve k € R dyleki

ct=cq + (b1 - b cosh — (b1 — b)) x (b2 —b%)sing  (144)

i = + (bF 7 = b)) + k(b — bf) (145)

saglamr.Buradabij ve cij lersirasiyla.a ve f egrilerinin kontrol noktalarina t* € [t,, t,41)

noktasinda uygulanan rasyonel de Boor algoritmasiyla elde edilen kontrol noktalaridir.
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Ispat: t* noktasinda rasyonel de Boor algoritmasi ile egriye sabdivision uygulanir.
Boylece NURBS egrisi iki segmente ayrilir verilen t* noktast ve algoritma sonucu
bulunan b2, b%~1,b32,p%~3 kontrol nokatalar1 ile w?, w1, w82, wa=3 agirliklar;
elde edilen iki segmentten sag tarafta kalan yeni NURBS egrisinin ilk 4 kontrol
noktasini ve agirliklarini ifade edecektir. Yani bu kontrol noktalar1 ve agirliklar, yeni
NURBS egrisinin by, by, by, bynoktalarint  vew,, wy, w,, ws  agirliklarini ifade eder.
Buradaki t* noktast da yeni NURBS egrisinin t; noktasini ifade edecektir.Buna gore

ispat Teorem 4.19'a benzer sekilde yapilabilir.

Teorem 4.22. a ve [ kontrol noktalar1 sirasiyla by, by, ..., b, V€ cg,Cq, ..., Cpile
agirliklart  esit ve wg,wyq,...,wyolan ve knot vektorleri de t,=t; ==
tastas taszr o tmed—1;tm-d = tm-da+1 = - = t;, Olan d.nci dereceden agik iki
NURBS egrileri olsunlar. Eger avef egrilerinin kontrol noktalar1 arasinda c¢; = b; +

p; p € R® bagintisi varsa (yani paralel egriler ise) a ve f Bertrand cifti olustururlar.

Ispat: t = t; olsun. Teorem4.19da6 = 0 vek = 1 alinirsa;

[(c1 — o) X (cz — ¢o)] X (¢4 — o)
= [((b1 + p) = (bo + P)) X (b, + p) — (bo + )]
X ((by +p) — (bo + )

=[(by — bg) X (by — by)] X (by — by)
saglandigidan t=1t; de N, = Ng olur dolayisiyla da a ve f Bertrand cifti

olustururlar. Benzer sekilde t = t,,_4; olsun. Bu takdirde

[(cn - Cn—1) X (Cn - Cn—z)] X (Cn - Cn—l)
= [((bp + D) = (bp_1 + 1)) X (b +P) = (bp_s + )]
X ((bn + p) - (bn—l + P))

:[(bn - bn—l) X (bn - bn—z)] X (bn - bn—l)
saglandigidan t=t,_; de N, = Np olur dolayisiyla da a ve B Bertrand cifti

olustururlar. Simdi
t* € [t,, t,1)noktasinda (d < r < m — d — 1)bu egrilere rasyonel de Boor algoritmasi

uygulayalim.

P , i1 , i1
Wl'J = (1 — aif)wl-_lf + (IiJWlJ
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olmak iizere her j ve heriigin ¢;/ = bl-j + p oldugunu gosterelim.

Indiiksiyon ile yapalim: j=1 olsun her i igin

0 0
Wi_1 W; Wi_1 Wi
il tat =’ =A-a )ttt —¢
w; w w; w;

i i i i

¢'=010-a")

Wiy w;
— (bi—1 +p) + ailw__ll(bi +p)
l

=1-ah

l

Wi_1 Wi Wi_1 Wi 1
:(1—ail)Fbi_l+ai1mbi+<(1—ai1) W +ailm)p=bi +p
i

i i i

olur. j-1 i¢in dogru oldugunu varsayalim. Yani, her i i¢in ¢;/~* = b/~ 4 p olsun. j i¢in

dogru oldugunu gosterelim.

- j—1
. . Wi—1] -Wi] i—
Ci] = (1 — aif) W] Ci—1 + (Xl'] WJ Ci] 1
L l
oj-1 J-1
S Wi_q1’ i1 W i1
=(1-a — (b7 +p)+a —— (b +
(1= ) = (b 4 9) ! e (57 4 )
Wi/ i—1 wd Wi/ w71
=|(1-a)— bi_ " +a) ——b T |+ |(1-a)) ———+ ) ——| (p)
( l ) ; l L Wij l ( 1 ) Wl'] i Wi]
bij J 1
=b’ +p

olacagindan her i, j i¢in ¢;/ = b,/ + p olur. O halde ¢4 = b2 +p; ¢@ 1 =pd 14+ p;
c372 = p4=2 + p olur ki,

(B = b)) x (B2 = b)] x (B = ) = [(ef* = ) x (2 = ¢)] x (e~ — cf)
Olur. Buda N, = Ng anlamina gelir. Dolayisiyla da a ve fBertrand cifti olustururlar.

Teorem 4.23.a ve [ kontrol noktalar1 sirasiyla by, by, ..., b, V€ Cgo,Cyq, ..., Chile
agirliklart wy, wy, ...,w, Ve zy,Zzq, ...,Zpolan ve knot vektorleri de t, =t; = -+ =
ta; tast taszr - tmed—1 tmed = tm—dq+1 = - =ty Olan d.nci dereceden acik iki
NURBS egrileri olsunlar. Eger avef egrilerinin kontrol noktalar1 arasindac; = b; +

p; p € R® bagintisi ve agirliklari arasinda da her i, j igin

wisd T zid izl ya da Wisd D _wid _ wi bagntisi varsa
T Sl =M

w/ z;J wy/ ziJ zi Itz oz

(yani benzer ve paralel egriler ise) a ve fBertrand ¢ifti olustururlar.
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Ispat: agirliklar arasindaki oransal esitlikler yerine yazildiginda Teorem 4.22 ye benzer

sekilde ispat1 yapilir.

4.5 Sayisal Ornekler

Ornek 1) Kontrol noktalart by(4,2,2),b,(2,1,4),b,(3,4,1),b5(3,5,5) ile agirliklar
wo = 0.5,w; = 0.25,w, = 0.75,w; = 1 ve knot vektorleri t, =t; =t, =0, t3 =2,
t, = ts = tg = 3 olan 2. dereceden agik NURBS egrisini géz 6niine alalim

i=0,1,..,nved = 1igin

1,egert € [t;, tizq)
N' t 2{ ) ) l: 1+
i0(t) 0, aksi taktirde
— Litva+1 — 1
N;i4(t) = i,d—l(t) + : . Niy1,4-1(t)
l+d i+d+1 — lti+1

Unutmayalim ki eger knot vektorii yeterli sayida tekrarlanan knot degeri iceriyorsa,

Nia-1(6)

0 '
P /o formunun bir

tekrarlamanin gerceklestirilmesi sirasinda (bazi 1 igin)

boliinmesi ilekarsilasilabilinir. Bu meydana geldiginde g = 0 oldugu varsayilir.

_ l,egert =0 _{ l,egert =0
Noo(t) = 0, aksi taktirde Nyo(8) = 0, aksi taktirde
_(1,egert €[0,2) _ {1, egert € [2,3)
Nzo(t) = 0, aksi taktirde N3o(t) = 0, aksi taktirde
_ l,egert =3 _{ 1l,egert =3
Nao(t) = 0, aksi taktirde Nso(t) = 0, aksi taktirde
t—1tp t
N01(t)— Noo(t)+ Nlo(t)——=0
1
Mua(8) = =Moo + P () = Z_t{ pee —{? refod)
1,1 - 1,0 2,0 . . -
ty — 2 |0, aksi taktirde 0, aksi taktirde
t— 3—t
Ny (t) = ———N,(t) + N3 o(®) = Nz o(t) + ——N3,(t)
t3 tz — 13
t
E' te [0'2)
3—t,  te[23)
0, aksi taktirde
- - - 3t
N3 o(t) + N4 o(t) = N3 o(t) + —— N, (1)

N3 4(t) = f, =

_{t—Zte[za
~ 0, aksi taktirde



t—t, te—t
Ny,(t) = Nyo(t) + N5o(t) =0
ls — Uy g — s
t — t—0 2—t
Ny, (t) = f, = No 1(®) + N1 1(®) = No,(t) + Ny 1(t)
¢ 2
_ [1 —5] t€[0,2)
0, aksi taktirde
t—1t 3—t
Ny, (t) = N1 1(®) + Nz 1(®) = N1 1) +—— 3 Ny, ()
( t 5t2 t €[0,2
4' 12° [0.2)
— 2

t
|3 —2t+§,t € [2,3)
0, aksi taktirde

t—t, 3—t
Ny, (t) = s N, (t) + N3 1) = Nz 1)+ 1 N3, (t)
ts

t2
—, t€f0,2
! . [0.2)

4t2
——+6t—6,t €[2,3)

3
k 0 aksi taktirde

)

2 (t—2)%t€[2,3)
N3 .(t) = ’ ’
3’1( ) { 0, aksi taktirde

N31<t)+ N“(t)—t_

t
N3, (t) =
ls —

Buna gore NURBS egrisi;
t € [0,2)icinB(¢t)'yi ifade edelim.
B(t) = WoboNo 2 + W1bi Ny 5 + Wyby Ny 5 + W3bsNs
WoNo 2 +WiNyp + WoNpp + W33,

87

_@1D (1 _2)2 + (Y5, Y,,1) (t__) +(%,.3 3/4) £ 0(355)

(- )

2t 3t 31t? 3t —t?

S 2 %2 ot ot 20 25 10
=82)=—,—,—

e _tgrvze t 17 1 (7’7'7>

48 4 2 48 4 2 48 4 2

€ [2,3)i¢in B(t)'yi bulalim:
B(t) = WoboNo 2 + wibi Ny ; + waby Ny 5 + wibsNs,
WoNp2 + WiNyp, +wyNpp +wsN3 ),
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@10+ (Y 1) (32t + S)+(%4.3.3/5) (— 262 + 66— 6) + (355)(t - 2)°
t3-2e+S)+3 (-2 46t —6) + 1(t - 222

4
t2 t 13t?2 5 11 13t? 35t , 37
a1 BttT s 5ty 20 25 10
= = BR2)=|(—,—,—
gpryooegyr 2L (7’7'7)
12 ' 4 12 ' 4 12 ' 4
o halde
2t2 3t 31t? 3t —t?
(342 -3+l o+l
et it 1me e 1| tEl02]
_ 48 4 2 48 4 2 48 4 2
BO=1 /e cnd s e s w
6 2 12 2 4 3 2 2
e v e, 0T e el
\\12 ' 2 12 ' 4 12 ' 4
olur. Grafigini gizecek olursak;
‘b
5. 1 by
4. /
— /
3 — H"\
2 - L/
) b
3 T35
4 —
5 4

Sekil 15. Ornek 1 de verilen NURBS egrisi
Bu NURBS egrisi i¢in
by—by  (-2,-12) (-2,-12) (-2,-12) (—2 —1 2>
~\373’3

T= —_— — =
=0 = b, bl ~ =2 =121 Vitissa 3
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€, € €3
-2 -1
loeo = (by — by) X (by — by) _l=1 2 -1l _ (=3,—4,-5)
=0 NI(by — by) % (by — by)l 612 921 923 Vo +16 + 25
-1 2 -1
B (-3,—4,-5) _ (—3 —4 —5)
V50 V50 /50 V50

~16,5)

-1
Nlpg = BXT = (—3 ’ —4 ’ —5>>< (—_2—_1z> _ ﬁ(l&
V50 v/50 v50/  \3 73’3 ”%(—13,—16,5)”
_ (13,-165) _ ( 13 —-16 5 )
3V50.vV450  \450° 450 450

K| _d_lx_ZWOWZ llb, — boll sin @
=0 d yk wi? |lby — boll

Wqo = 05
k:t4—t2 W2:O75

”bz - bo” = \/E
||b1 - bo” =3

o (b2=bobi=by) 2-2-2 -2
cos® = = =
llb2 — bollllby — boll 3V6 3v/6

- V50
sSin = —
3v/6

143\/6@_\/%

K=o = 55873 378~ 72

_d—2wows xyk llbs — boll cos ¢ —0
om0 = g, Zm 15, — bo) x (by = bl

Ayni egrinin t = t, = 3 noktasinda egriliklerini ve Frenet catisint bulalim:

Tl = by—bpr _ (0,14)  (0,1,4) __( 1 4 )

=2 by — bl NOLBI T vI7 \ V17 V17
Bl (bp = bp-1) X (bp —bp3) _ —(0,14) x (141) _ —(-154,~1)
=3 7 (b — bp—1) X (b — bu—)Il ~ 11(0,1,4) x (14D~ 1I(-15,4, - 1)l

_(15,—4,1)_(15 —4 1)
V242 112 112 112
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1 1
N|t=3 =BXT= —2(15, —4,1) X —(0,1,4)

11V2 V17
€, e e€3
= 15 -4 1 = —17,-60,15
11V34| g 1 4 11\/3_4( )

_( —-17 —60 15 )
- \11v32'11V34 1134

m=6 ve n=3
e =1tm-1 — lm-a-1 ts —tz3 =1
V=tpp —tmg-1{=> =t —t3=1
P =tm-1— tn-a-2 =ts—t, =3
K| _ e?d— 1wywy_p ”bn B bn—z” sin® = 22\/§
t=3 = — = Zco
vp d Wyp1? |lby = bpll 459
Tloes = d—2 wywy_3 evp lbp, — by _sl| cos ¢ ~0
t=3 = =
d Wn-1Wn-2 uhr ”(bn - bn—l) X (bn - bn—z)”
* bl B
5.
4.
— .
3~ B T - -~
N
1. Py 2 2
2 - ~

Sekil 16. Ornek 1 de verilen NURBS egrisinin t=0 ve t=3 noktalarinda Frenet vektor alanlart

Simdi t* = 1 € [t,, t3) noktasinda yukarida verilen acik NURBS egrisine Rasyonel De

Boor algoritmasi uygulayalim Buna gore t* = 1 noktasinda, agirliklar:

o_1 o_1 0o_3 0 _
wg =3 wy =7 wy =7 wy =1
3 5
Wi=3 W2=3
2 19
2 7 48

olarak elde edilir. Buna gore kontrol noktalari
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b = (4,2,2) b = (2,1,4) b = (3,4,1) b = (3,5,5)
1_ (0338 1_ (B U
bl_(3’3’13) bz_(s’s’s)

bgz(ﬁﬁﬁ)

19’19’19
elde edilir. Boylece b2 noktas: actk NURBS egrisinin subdivision uygulanarak elde
edilen B;,s pargasinin baslangig noktast olacaktir. Buna gore b3 noktasinda egrinin

{T, N, B} Frenet vektor alanlar1 ve egriliklerini bulalim. Teorem 4. 18'den

-33 51 -21 -33 51 -21
Tlopes = n-n _ Gww) _Gows)
SO pE - b2 (2.2, 2Y)] R
95 95’ 95 95
_( -33 51 -21 >_ (—33 51 —21)
V4131 V4131'v4131/ \9v/51 9v51 951
_(—11 17 —7)
3v51 3v51 351
—-33 51 -21 1 33 =27
5| (b3 =bH) x (b —b3) (E'%’g_s)x(ﬁ'?g'ﬁ)
=t'=1 — - — — —
= (b2 — b2) x (b9 — bA)|| ”(ﬁlﬂlﬁ)x(iﬁ‘ﬁ)”
95 "95° 95 19°19° 19
1
_ Toas (733,51, -21) x (1,33,-27) _ (-684,-912,-1140)
| o= (-33,51,—21) x (1,33, —27) | (684,912, ~1140)]|

_ (—684,-912,-1140) _ (—57 ~76 —1>
a 1140v2 ~ \95v2'95v2 V2

N| —BxT—(_57 -76 —1>X(—11 17 —7)
==t 95v2 95v2 2/~ \3y51 3v51 3v51

1
- [(=57,-76,—1) X (—11,17, -7
ZSSM[( ) x( )]
1 (549, 388 1805)_( 183 —388 —1805)
285102 ’ ’ ~ \95v102 285v102 285v102

x:t3_t1:2, y:t3_t2:2, k:t4_t2:3,

d—1x%2wiwd ||b9 — b2|| | 371792
Klt=¢r=1 = — 5 sin® = ————~0.234
d yk(wb?|bl - b2|2 225625
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oo = d—2wswy'xyk |lby" —bilicosp
b=t d wyw) zim||(b; — b2) x (bY — b2)||

Ornek 2) Bertrand Acik NURBS Cifti Ornegi

a egrisi knot vektorleri ty =t; =t, =0,t3 =2,t, =ts =tg =3 olan agirliklan

Wy = %, wy = %, w, = %, ws = 1 kontrol noktalar1 ise by = (4,2,2), b, = (2,1,4),
b, = (3,4,1), b; = (3,5,5) olarak verilen acik NURBS egrisi olsun. Begrisi de yine
ayni tO = tl = tz = 0,t3 = 2,t4 = ts = t6 = 3 olan aglrhklarl Zy = i, Z1 :%, Zy =

z, Z4 =% ve kontrol noktalar1 ¢, = (5,6,4), ¢; = (3,5,6), ¢, = (4,8,3), ¢3 = (4,9,7)

olarak verilen acik NURBS egrisi olsunlar bu durumda g egrisinin denklemini ifade
edelim

i=0,1,..,nved = 1igin

1,egert € [t;, tizq)
Nio(t) = { ‘ R
10(t) 0, aksi taktirde
t—t tiva+1 — t
Nia(t) = ———Nig—1(0) + Niy1,4-1(t)
tiva — L Liva+1 — Liva

Unutmayalim ki eger knot vektorii yeterli sayida tekrarlanan knot degeri iceriyorsa,
Nig—1(t)

=0 i
= /o formunun bir

tekrarlamanin gerceklestirilmesi sirasinda (bazi i igin)

boliinmesi ile karsilagilabilinir. Bu meydana geldiginde g = 0 oldugu varsayilir.

_ l,egert =0 _ l,egert =0
Noo(8) = 0, aksi taktirde Nio(8) = 0, aksi taktirde
1,egert € [0,2) 1,egert € [2,3)
N. = N. =
20(t) 0, aksi taktirde 30(0) 0, aksi taktirde
_ l,egert =3 _ 1l,egert =3
Nao(8) = 0, aksi taktirde Nso(t) = 0, aksi taktirde
t—1tp t
Noa(8) = —— Noo(t)+ Nlo(t)——=0
1
Ny, (t) = Ty )+ Bty (t)——z_t{ Lt el02) —{? te[02)
11\ = ——"—Nyo _ 20\ = ] ‘ B
t, —t; ts — t, 2 |0, aksi taktirde 0, aksi taktirde
t—t, 3—t
Ny 1(t) = Pa— Ny o (t) + N3 o(t) = Nz ot +—— 1 N3, (1)
3
t
5 L€ [0,2)

33—t t €1[2,3)
0, aksi taktirde
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t—2 3—t
N4 o(t) = 1 N3o(t) + TN4,o(t)

t —
N3, (t) = P N30(t) + P—
4 — 13
_{t—Z,tE 2.3)

~ 0, aksi taktirde

t - t4 t6 - t
Ny (t) = P Nyo(t) + PR— Nso(t) =0
4 6

t— -0 2—t
No,(t) = - No 1(0) + N1 1(0) = No,1(t) + Ny 1 ()
t 2
_ [1 —5] te[0,2)
0, aksi taktirde
t — 3—t
Ny, (t) = N1 1(®) + Nz 1(0) = N1 1) +—— 3 —— N1 (1)
( t 5t2 t €[0,2
| 12 ’ [ 4 )
= t2
|3 —2t+§,t €1[2,3)
0, aksi taktirde
t—t, 3—t
Ny, (t) = P— Ny, (t) + N3 1(®) = Nz 1(0) +—— 1 N3, (t)
4~ 1
( t
—, te[0,2
= 2
—T-F 6t —6,t € [2,3)
0, aksi taktirde
t—t t—2 (t—2)%t€[23)
N5, (t) = N ]V t) = Na (1) = ’ ’
32(0) = ts — 31()+ 11(0) = 31(0) {O,aksitaktirde

Buna gére NURBS egrilert;

€ [0,2)igina(t)'yi ifade edelim.
WoboNo,z + W1b1N1,2 + Wzszz,z + W3b3N3,2
a(t) =
WoNo 2 + WiNy 5 +wyNy o + wW3Ng

=(2'1'1)(1_2)2+(1/2'1/4'1)(t——) (9/4,3 /4) +0(355)
(- i)+ 350

3 2 48 4 24

et 2 =
7t2 t 1’ 7t?2 ot a( )
48 4 2 48 4 2 48 4 2

2 2 2
-T2 i -2+ 41 (20 25 10)

€ [2,3)i¢in a(t)'yi bulalim:
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WoboNo,z + W1b1N1,2 + Wzszz,z + W3b3N3,2
WoNo 2 + WiNy 5 + wyNy o + wiNg )

a(t) =

21,0.0 + (1/5,1/,,1) (3 —2t+ g) +(%/4.3.3/) (—%tz +6t— 6) +(3,5,5)(t — 2)2
t3-2e+S)+3 (-2 46t —6) + 1(t - 222

ﬁ t13t2_5t 11 13t2_3_5t 37
_ 6 2 12 2 4 3 2 2 :»a(Z)—(QéE)
- 1’ 2 1 ’ 2 1 - rog
42 4l =4l 7 77
12 4 12 4 12 4
o halde
2t2 31t2 —t?
((F-3+2 5 -5+ o+1
e e 6102
_ 48 4 2 48 4 2 48 4 2
“O=1 e cne s ouse s w
6 2 12 2 4 3 2 2
t2 1’ t2 1 ’ t2 1 t€[23]
\\ 5 +- — 4= — 4 -
12 4 12 4 12 4
olur.

€ [0,2)i¢inB(t)'yi ifade edelim.

ZoCONo,z + Z1C1N1,2 + chzNz,z + Z3C3N3,2
p(t) =
ZoNo o + z1Ny 5 + 2Ny 5 + 23N5 5

(a2 ) (1=9) + (¥ e Ha) (= 35) + (Lo 3. ) S + 0

R

13t2 5 59t2

t
= -+1
32 8 ' 4 9 8 4
7t2 0t 1’ 7t2 0t 1°’7t2 t 1
8

3t
2 8

da ) =0 (7.7.7)

4 96 8 4

96 8 4 96

€ [2,3) icin B(t)'yi bulalim:

B(E) = ZoCoNo 2 + 211Ny 5 + 263Ny 5 + 23C3N3,
ZgNoz + 21Ny 5 + ;N5 5 + 23N3 5
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+(35.5/5.3/) 326 +5) + (3/5.3.%) (- 2e2 + 6t —6) + (2,9, 7/,) (¢ - 2)?

t3-2e+S)+3 (-2 46t —6) +3(t - 2)2

17t> 5 15 9t2 35t 19

‘ 1
2t 1 I
8 4 8 24 4 8 4 4 2| — (2)—25_32_4
2 1 2 1 ’ R IB e
L i M
24 8 24 - - 8
o halde
13t2 5 5otz 7 3 ¢2 ¢
( 32 _E 4 96 _E E E_Z-i_ 1
%Rt weTEth % it ,t €[0,2]
s 9% 8 4 9 8 4 96 8 4
= t2 t 1 17t2 5 s o2 3
8 + 4 + 8 24 4t + - T 4 2 ) 2 3
t2 1 !’ t2 1 ) t2 - | [ | ]
\ 273s = e
olur.
T _ ]
I|
6 I-III
III
5 - IIIJ
E III
/f-"——-_\_ IIII
4 - | Jr
\u’ .
34
oL
2-
Jd o ‘ 3
0 2 - 4
4 m ____..
6 : 10 |

Sekil 17. Bertrand ¢ifti olusturan ¢ ve B acik NURBS egrileri

Teorem 4.23 geregince bu iki egri Bertrand ¢ifti olustururlar. Gergekten de t = 0

noktasinda;
N —B><T—<_3 4 _5> (2_1 2) _—_(13,-16,5
a|t=0 - - \/— \/— \/— 3 3 3\/—( ) )
_(13,- 16,5)_( 13 -16 5 )
3v/50 3v/50 3v/50 3v50
Tolims = ca—c _ (—2,-12) _(—2,—1,2)_(—2,—1,2)_<—2 ~1 2)
PI=0 e, —coll ~ I(=2,-12) vZ+1+4 3  \3’'3’3



é1 € €3
-2 -1
Byl = (c1—c)x(ez=co) 11 2 —1l _(=3,-4-5)
P e —e) x (e —eoll e 2 ) V9T + 25
-1 2 -1
( 3,—4,-5) (—3 —4 —5)
V50 \V50' V50 V50
N —BxT—(_3 ¢ _5> (2_1 2) ——_(13,-16,5
B|t=0 - - \/— \/— \/— 3’3 3\/—( ’ )
_(13,- 16,5)_( 13 —-16 5 )
350 350 3v50 350
Buna gore goriiliiyor ki,
Ngle=0 = NB|t=0
Olur. Bu ise Bertrand ¢ifti oldugunu gosterir.
7- ]
6- _."I
5 - /
BB a /
B o
4 N E/Z‘, N/
T B v B
3 Bo 2
A
2- I\or,
ey .-.---.-.- - 2
i 3
0 ) N T 4
! 6 8 10 5

Sekil 18. t=0 noktasinda Bertrand ¢ifti olusturan iki NURBS egrisinin Frenet vektor alanlari
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SONUC

Bu calismamizda birinci boliimde agik B-spline egrilerinin t = t; Ve t = t,,_4
noktalarinda ikinci, ii¢lincii tiirevleri ve Frenet vektor alanlan ile egrilikleri 4.4-4.7

Teoremleri ile verilmistir.

Ikinci béliimde 4.8-4.11 Teoremlerle agik B-spline egri ¢iftlerinin Bertrand egri
cifti olusturmasi durumunda ikinci spline egrisinin kontrol noktalarinin birinci spline

egerisinin kontrol noktalari cinsinden ifadeleri verilmistir.

Uciincii béliimde agik NURBS egrilerinin t =t; ve t =t,,_, noktalarinda
birinci, ikinci ve ligilincii tiirevleri ile bu noktalarla herhangi bir noktada Frenet vektor

alanlar1 ve egrilikleri 4.12-4.18 teoremleri ile ifade edilmistir.

Dordiincii boliimde verilen iki egrinin NURBS egrisi olmasi durumunda bu iki
egrinin Bertrand egri ¢ifti olusturabilme kosullar1 4.19-4.23 teoremleri ile ifade

edilmistir.

Son bolimde ise yapilan bu ¢aligmalara birer 6rnek verilerek Frenet vektor,
alanlar1 egrilikleri, Bertrand cifti olusturma kosullar1 sayisal 6rnek iizerinde ifade

edilmistir.
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