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OZET
YUKSEK LiSANS TEZIi

BAZI iLISKiLi EGRILERIN AKIS DENKLEMLERI

Sefer OKMEN

Mus Alparslan Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damsman: Dr. Ogr. Uyesi Ahmet SAZAK

Bu ¢alismamiz dort ana bolimden olusmaktadir.

Birinci boliimde c¢alismamizintanitimi verilmektedir. Calismamizin icerdigi matematiksel ve
fiziksel konulara giris yapilip literatiirdeki ilgili ¢alismalardan bahsedilmistir.

Ikinci béliimde, asli-yon egrileri, adjoint egriler, akis denklemleri ve vektdr alaninin enerjisi
konular ile ilgili tanim ve teoremlere yer verilmistir.

Ucgiincii béliimde, adjoint egrilerinin akis denklemleri verilip; vorteks filaman, Belavin-Polyakov
ve Landau-Lifshitz akis denklemleri alt baslik olarak ele alindi. Bu akis denklemlerini temsil eden vektor
alanlarinin enerji denklemleri elde edildi.

Dordiineti boliimde, asli yon egrilerinin akis denklemleri verilip; vorteks filaman, Belavin-
Polyakov ve Landau-Lifshitz akis denklemleri alt baslik olarak ele alindi. Bu akis denklemleri temsil
eden vektor alanlarinin enerji denklemleri elde edildi.

2024, 32 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Asli Yon Egrisi, Heisenberg Spin Zinciri, iliskili Egri, Vorteks Filaman
Akis1.



ABSTRACT
MS THESIS

FLOW EQUATIONS OF SOMEASSOCIATEDCURVES

Sefer OKMEN

Mus Alparslan University
Natural and Applied Science
Department of Mathematics

Advisor: Assistant Professor Ahmet SAZAK

This study consists of four main parts.

In the first section, an introduction to our work is given. The mathematical and physical issues
included in our study are introduced and relevant studies in the literature are mentioned.

In the second chapter, definitions and theorems regarding principal direction curves, adjoint
curves, flow equations and energy of the vector field are given.

In the third section, the flow equations of the adjoint curves are given; vortex filament, Belavin-
Polyakov and Landau-Lifshitz flow equations were discussed as subheadings. The energy equations of
the vector fields representing these flow equations were obtained.

In the fourth chapter, the flow equations of the principal direction curves are given; Vortex

filament, Belavin-Polyakov and Landau-Lifshitz flow equations were discussed as subheadings. The
energy equations of the vector fields representing these flow equations were obtained.

2024, 32 Pages

Keywords: Associative Curve, Heisenberg Spin Chain, Principal Direction Curve, Vortex
Filament Flow.



ONSOZ

Bu tez ¢alismamin hazirlanmasi siirecinde bilgisinden her zaman faydalandigim,
calismamin basindan itibaren yardimlarini esirgemeyen, degerli zamanini ayiran saygi
deger hocam Dr. Ogr. Uyesi Ahmet SAZAK’a tesekkiir eder, saygilarimi sunarim.
Ayrica bu siire¢ boyunca her daim yanimda olan degerli esim Senay OKMEN’e
tesekkiir ederim.

Sefer OKMEN
MUS-2024

Vi



ICINDEKILER

L0 /. U PEPPR v
ABSTRACT .ottt ettt e st sttt en st en st en e v
ONSOZ ..ottt vi
ICINDEKILER ........ocoooiiiiiieetcceeeeeeeee ettt vii
SIMGELER ve KISALTMALAR ..........c..cooeiiiiiiieeieeeeeece e viii
Lo GIRIS oottt 1
2. MATERYAL VE YONTEM........cocoiiiiiiiiiiiiiie s 4
3. ADJOINT EGRILERINAKIS DENKLEMLERI............cccccooovviiiiiiiiiieinnn, 10
3.1. Adjoint Egrilerin Vorteks Filaman Denklemleri.............cccocoevieiiiecievienienieenne 10
3.2. Adjoint Egrilerin Belavin-Polyakov Denklemleri..........ccoocveveveninininiiienens 13
3.3.Adjoint EgrilerinLandau-Lifshitz Denklemleri............ccccocooveviiiinininiiiies 15
4. ASLI YON EGRILERININ AKIS DENKLEMLERI .............ccccoovvviiiiiiiennne, 18
4.1. Asli Yon EgrilerininVorteks Filaman Denklemleri...........cccooeviiniiiiiiieinen. 18
4.2. Asli Yon Egrilerin Belavin-Polyakov Denklemleri............cccoceveieniniiinceinens 22
4.3. Asli Yon Egrilerin Landau-Lifshitz Denklemleri..........ccooooeveieiiieiieniecienee, 25
KAYNAKLAR ..ottt st ss s st as st se st enee s s saneees 30
[0 Z.€] 3165\ 1 1T 32

vii



SIMGELER ve KISALTMALAR

Simgeler
R3 :3-boyutlu Oklid Uzay1
y :Adjoint Egri
T :Burulma
¥ :Asli Yon Egri
K :Egrilik

{T,N, B} :Frenet Cat1
{T, N, §} :Adjoint Egrinin Frenet Catist

{T, N, E} : Asli Yon Egrisinin Frenet Catisi
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1. GIRIS

Temsili olarak secilen egriler veya vektor alanlar1 yardimiyla bazi fiziksel
problemlere soliton c¢oziimler getiren denklem sistemleri son yillarda geometri
alanindaki ¢alismalara genislik kazandirmistir. Dogrusal olmayan denklem sistemlerinin
orneklerinden olan bazi akis denklemleri de bunlarin 6rneklerindendir (Lamb, 1980;
Batchelor, 1967; Balakrishnan, 2005). Ayrica iliskili egriler, egrilerin ve yiizeylerin
karakterizasyonlarinin, davraniglarinin =~ ve  uzay-zamandaki hareketlerinin
incelenmesinde anlamli ifadeler saglar. Bu tezin amaci iliskili egriler ile temsil edilen

bazi akis denklemleri yardimiyla yeni geometrik karakterizasyonlar elde etmektir.

Mliskili egriler, egrilerin ve yiizeylerin karakterizasyonunun, davranislarinin ve
uzay-zamandaki hareketlerinin incelenmesinde anlamli ifadeler saglar. Temel olarak, bir
egri ile geometrik olarak iliskili ikinci bir egrinin ana egri yardimiyla tanimlanmasini
saglar. liskili egrilerin 6nemli 6rneklerinden biri, integral egrilerdir. Integral egriler,
geometrik problemlerde karsilastigimiz bazi diferansiyel denklemlerin ¢éziimii igin
sagladiklar1 olanaklar acisindan oOnemlidir. Calismamizda ele alacagimiz asli yon
egrileri ve adjoint egriler, bir egrinin sirasityla normal ve binormal vektor alanlarinin

integrali ile belirlenen egrilerdir (Choi ve Kim, 2012; Kiihnel 2006).

Dogrusal olmayan denklem sistemlerinin fizik ve miihendislik problemlerine
getirdigi ¢oziimler bu alandaki akademik ¢alismalarin daha da 6nemli hale gelmesini
saglamistir. Bir parcacigin hareketini ifade edebilmek i¢in bir egrinin hareketinin
geometrisini incelemek en yaygin yollarindan biridir. Birgok fiziksel soruna ¢oziim
tireten akis denklemleri, egri hareketlerinin geometrik olarak incelenmesi sonucunda
elde edilir (Hasimoto, 1972; Lamb, 1980; Barros ve ark., 2007; Santiago ve ark., 2017;
Batchelor, 1967). Bu nedenle fizikte akis denklemlerinin O6nemi yadsinamaz. Bu
caligmada ele alinacak olan, Landau-Lifshitz denklemi (Heisenberg ferromanyetik spin
zinciri), Belavin-Polyakov Denklemi (Heisenberg antiferromanyetik akis) ve vorteks
filaman denklemi akis denklemlerinin 6nemli Orneklerindendir (Hasimoto, 1972;
Balakrishnan, 2005; Korpinar ve ark., 2021; Langer ve Perline, 1990).

Vorteks filaman akisi, ii¢ boyutlu hidrodinamikte girdap seklinde bir tiipiin
icindeki akis olarak diisiiniilebilir. Daha 1yi hayal etmek i¢in kasirgaya benzer kiigiilen

daireler yaparak ilerleyen bir akis disiiniilebilir. Bu tiir akislar, akiskan dinamigi,



meteoroloji, miihendislik ve diger birgok alanda 6nemli rol oynar. Vorteks filaman

denklemi 3 boyutlu uzayda Serret-Frenet ¢atis1 yardimiyla su sekilde ifade edilir:
_dr _
Ve =0 = kB

Burada « egrilik fonksiyonu, B y egrisinin binormal vektorii ve t akis hareketini temsil

eden zaman parametresidir (Lamb, 1980; Batchelor, 1967).

Ferromanyetik maddeler, atomlarin manyetik momentlerinin ayn1 yonde
hizalanmasi sonucu olusan bir manyetik diizeni karakterize eder. Bu maddeler, belirli
bir sicaklik altinda (Curie sicakligi olarak adlandirilir), manyetik bir alan uygulanmadigi
stirece kendiliginden miknatis olustururlar. Klasik bir Heisenberg ferromanyetik
zincirinde spin vektér dinamiginin geometrik ifadesi olan Landau-Lifshitz denklemi,

Serret-Frenet catis1 yardimiyla su sekilde ifade edilir:
X = Xx X

Burada, X ferromanyetik akis1 temsil eden vektor alani, S yay parametresi ve t zaman

parametresidir (Balakrishnan, 2005).

Belavin-Polyakov denklemi, klasik izotropik antiferromanyetik spin zincirini
geometrik olarak ifade eder. Antiferromanyetik maddelerde, atomlarin manyetik
momentleri komsu atomlarin manyetik momentleriyle tam ters yonde hizalanir. Bu
durumda, toplam manyetik moment sifira esittir ve malzeme disaridan manyetik bir alan
uygulanmadik¢a manyetik davranig sergilemez. Bu denklem, Serret-Frenet catisi

yardimiyla su sekilde ifade edilir:
T, = TxT;

Burada, s yay parametresi, t zaman parametresi ve T birim teget vektor alanidir
(Balakrishnan, 2005).

Bu calismada ilk olarak asli-yon egrileri, adjoint egriler, akis denklemleri ve
vektor alaninin enerjisi konulari ile ilgili tanim ve teoremlere yer verilmistir. Daha sonra
adjoint egrilerin Frenet elemanlarinin genel akis denklemleri elde edilerek; bu denklem
tizerinden  vorteks  filaman, Belavin-Polyakov ~ve  Landau-Lifshitz  6zel

durumlariincelenmistir. Bunun sonucunda her bir 6zel durumu temsil eden vektor



alanlarinin enerji denklemleri elde edilmistir. Benzer sekilde asli yon egrilerininvorteks
filaman, Belavin-Polyakov ve Landau-Lifshitz akis denklemleri elde edilerek bu akis

denklemlerini temsil eden vektor alanlarinin enerji denklemleri elde edilmistir.



2. MATERYAL ve YONTEM

Tanmm 2.1 Uzayda,reel sayilar cismi R olsun. R™ = {(xq, x5,...,%,): x; € R} vektor

uzayinda, x = (X1, X3,...,X,) V€Y = (YV1,V2,...Yn) € R™ olmak iizere,

n

(x,y) = '21 XiYi (2.1)

i=
esitligi ile ifade edilen,
(XR*"XR" >R
(x,¥) = (x,¥)

fonksiyonu, R™ uzayinda bir Oklid i¢ carpim olarak tanimlanir. x € R" icin,

x|l = v/ {x, x) (2.2)

ile tanimlanan,

ILIER® > R, x - /{x,x)

fonksiyonuna, R™de norm fonksiyonu denir. Bu nedenle R™ uzayi normlu vektor uzayi

olarak adlandirilir. d: R"™ x R™ - R,

d(x,y) = llx —yll (2.3)

olarak ifade edilen, d fonksiyonu, R™ de bir metriktir. Bu metrikle birlikte tanimli R™
uzayina bir metrik uzay denir. Bu uzay Oklid uzay1 olarak adlandirilir ve bazen E" ile
ifade edilir (Sabuncuoglu, 2004).

Tamim 2.2 R nin agik biraraligi I olarak verilsin,
y:lcR->R"

seklinde diferensiyellenebilir bir y doniisiimii, R" uzayinda egri olarak adlandirilir
(Sabuncuoglu, 2004).

Tamm 2.3 y: I — E™ bir egri olarak kabul edelim. Vu € [ igin y nin y (u)deki



v, — rn
Elu - (du (u),..., du (U.)) (24)
vektorl, y egrisinin y(u) deki hz vektorii olarak adlandirilir (Sabuncuoglu, 2004).

Tamim 2.4 y: I — E™ fonksiyonunu bir egri olarak kabul edelim. Vt € I i¢in y nin y(t)

deki hiz vektorii sifira esit degil ise, y egrisi regiiler bir egri olarak adlandirilir

(Sabuncuoglu, 2004).
Tamm 2.5 Bir, y: I € R - R", s - y(s)egrisi verilsin. Vs € [ i¢in,
ly'()ll =1,

oldugunda y egrisi birim hizh egri olarak adlandirilir. Burada egrinin s € [
parametresine yay parametresi olarak adlandirilir (lzumiya ve Takeuchi, 2004;
Sabuncuoglu, 2004).

Tamm 2.6 R3 de birim hizl1 y: I € R — R3 egrisi icin,
T(s)=v'(s) (2.9)

esitligiyle tanimli T'(s) vektorii, y egrisinin y(s) noktasinda (birim) teget vektorii
olarak ifade edilir. T vektor alan1 da, y nin tegetvektor alam olarak adlandirilir
(Sabuncuoglu, 2004).

Tamim 2.7 Birim hizli y: I € R - R3 verilsin.
1
N(s) = =T'(5) (2.6)

esitligiyle belirli N(s) vektorii, y egrisinin y(s) daki asli normali olarak adlandirilir. N

vektor alani, y nin asli-normal vektor alam olarak ifade edilir (Sabuncuoglu, 2004).
Tanim 2.8 Birim hizli y: I € R - R3 verilsin.
B(s) =T(s) X N(s) (2.7)

ile tanimli B(s) vektorii, y nin y(s) daki binormal vektoriiolarak ifade edilir. B vektor

alani da, y egrisinin binormal vektor alani olarak adlandirilir (Sabuncuoglu, 2004).



Tamm 2.9 T(s),N(s), B(s)vektorlerine, y:I ¢ R - R3egrisinin y(s) daki Serret-
Frenet vektorleri olarak adlandirilir. {T(s), N(s), B(s)} kiimesine de, y nin y(s) daki
Frenet catis1 olarak ifade edilir ve T, N, B vektor alanlari, y tizerinde Frenet vektor

alanlar olarak adlandirilir (Sabuncuoglu, 2004).
Tamm 2.10 R3 uzayinda birim hizl1 y: I € R — R3 verilsin. k: I - R olmak iizere,
k(s) = [IT"(s)l (2.8)

fonksiyonuna y nin egrilik fonksiyonu olarak ifade edilir. k(s) degerine de, egrinin

y(s) noktasindaki egriligi ad1 verilir (Sabuncuoglu, 2004).

Tammm 2.11 R3 uzayinda birim hizhi y:1 € R - R3 egrisinin Frenet vektdr alanlari

T,N,B ve t:I - R olmak iizere,
7(s) = (B'(s), N(s)) (2.9)
fonksiyonuna, y nin y(s) noktasindaki torsionu olarak ifade edilir (Sabuncuoglu, 2004).

Teorem 2.1 R3deki birim hizli y:1 € R - R3egrisini dikkate alalim. Frenet vektor

alanlar1 T, N, B ve bu egrinin egrilik ve burulmasi sirayla k ve T olmak tizere

T' = kN,
N' = —«T + 1B, (2.10)
B' = —1N,

olarak bulunur (Sabuncuoglu, 2004).

Teorem 2.2 Birim hizli olmayan,y:I € R - R3, u — y(u) egrisini dikkate alalim.
Frenet vektor alanlar1 T, N, B ve bu egrinin egrilik ve burulmasi sirayla k ve T olmak

lizere,

!

v y'xy!!
T=— N=BXT, B=——7" 211
ly' I’ ’ ly’<y"II ( )
_ ”ylxyllll _ (leyu‘ylu>
y'n3 -’ lly"xy""11?

dir (Sabuncuoglu, 2004).

Tamm 2.12 y, regiiler bir egri ve S yay uzunlugu parametresi olsun. Bu durumda, ynin



asli yon egrisi 7(s) = [ N(s)ds olarak tanimlanir (Choi ve Kim, 2012).

Teorem 2.3 y, birim hizli regiiler bir egri, S yay uzunlugu parametresi, {T, N, B} y nin
Serret-Frenet catisi, ¥,y nin asli yon egrisi olmak iizere ¥ nin Serret-Frenet catisi
{T, N,B} ile gosterilsin. Bu durumda ¥ nin Frenet elemanlarinin ve egriliklerinin ana
egri y nin Frenet elemanlari ve egrilikleri cinsinden ifadeleri

TT+KkB

N, N=
’ Vi2+72’ Vi2+12

T

(2.12)

dir (Choi ve Kim, 2012).

Ispat.  nin Serret-Frenet catis {'T", N, §} ve bu egrinin egrilik ve burulmasi da sirasiyla

K ve T dur. Tanim 2.12 deki esitligin her iki tarafinin tiirevi alinirsa

T =7, == [ N(s)ds = N(s)

elde edilir. Buradan N normal vektor alani,

Nv __ ¥Yss _ Ns _ —kT+tB _ —kT+1B
Wssll  IINsll ll-xT+zB||  VkZ+12

elde edilir. Dolayistyla B binormal vektér alani,

~ ~ ~ —kT+TB —KNXT+TNXB TT+KB
B=TxN=Nx( )= =
V2412 V2412 V2412

olarak bulunur. Buradan egrilik,

k=<T,N>=< —KT+TB,:/%23 >= K2 + 12
elde edilir. Benzer sekilde burulma,

=< N,B >

(—ksT—KTs+TsB+1Bs) (V2 +12) (s +Ts). (CKT+B)

—< Ji2+12 KB+1T _ _ KTs—TKs
K2+12 "ViZ+12 K2 +12

olarak elde edilir.



Tamm 2.13 y, regiiler bir egri ve S yay uzunlugu parametresi olsun. Bu durumda, y nin

adjoint egrisi 7(s) = [ B(s)ds olarak verilir (Kiihnel, 2006).

Teorem 2.4 y, R® de s yay uzunlugu parametresi ile tanimh regiiler bir egri olsun.
{T, N, B} y nin Serret-Frenet gatis1, ¥, y nin adjoint egrisi ve y nin Serret-Frenet ¢atisi
{T,N, B} olsun. Bu durumda 7 nin Frenet elemanlarinin ve egriliklerinin, ana egri y

cinsinden ifadeleri
T=B, N=-N, B=T (2.13)
T =K, K=T1

seklindedir (Nurkan ve ark., 2019)

ispat. 7, nin Serret-Frenet catis1 {T, N, B} ve bu egrinin egrilik ve burulmasi da sirasiyla

K ve T olmak tizere Tanim 2.13 deki esitligin her iki tarafinin tiirevi alinirsa
T=)75=%fB(s)ds=B

elde edilir. Buradan N normal vektor alani,

T, By _ —-tN _ —tN _

N vl = = = —N
I7sll NI Bsll  ll-zN ] T

elde edilir. O halde B binormal vektor alani,

olarak elde edilir. Bu hesaplar yardimiyla egrilik,
kK =<T,, N >=<B;,—N >
=< —1tN,—N >=71
olarak elde edilir. Benzer sekilde burulmada,
T=< Nz B >=<—-N,,T >

=< —(—«kT + ©B), T >



=k <T,T>-1t<BT>=k
olarak elde edilir.

Tammm 2.14 (Landau-Lifshitz Denklemi) Klasik bir Heisenberg ferromanyetik

zincirinde spin vektor dinamigi, Landau-Lifshitz denklemi olarak adlandirilan
X, = XxX,q (2.14)

denklemi ile tanimlanir. Burada X ferromanyetik akisi temsil eden vektor alani, s yay

parametresi ve t zaman parametresidir (Balakrishnan, 2005).

Tamm 2.15 (Belavin—Polyakov Denklemi) Klasik bir Heisenberg antiferromanyetik

zincirinde spin vektor dinamigi, Belavin-Polyakov denklemi olarak adlandirilan
T, = TxT, (2.15)

denklemi ile tamimlanir. Burada s yay parametresi ve t zaman parametresidir
(Balakrishnan, 2005).

Tamm 2.16 y, R3 de regiiler bir egri, S yay uzunlugu parametresi, t zaman parametresi
ve X,y egrisinin Frenet elemanlari ile belirli bir vektoér alan1 olsun. Bu durumda X

vektor alaninin enerji denklemi,
X0 =2 [[(<Yo¥s > +<Vo¥e > +< X5, X5, > +< X, X, >)Adsdt  (2.16)

dir. Burada A akis esnasinda yiizeyin cismin enerjisine etkisini fomiilize eden alan

formudur ve

A=<V Vs >< Ve Ve > —< Vs Ve >2 dsdt

ile ifade edilir (Altin, 2015).
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3. ADJOINT EGRILERIN AKIS DENKLEMLERI

Uzayda bir parcacigin akis hareketini bir y egrisinin y adjoint egrisi yardimiyla

temsil edecek olursak, t zaman parametresi olmak {izere,
_ dy = — =
ytzasz+gN+hB (3.1)

dir. Dolayisiyla, T, N, B Frenet elemanlarimin genel akis denklemleri sirasiyla T, Ny, B,

olmak iizere,
T, = (fk—hT+ gs)N + (9T + hy)B
N,=—-(fk—ht+g)T+<N,,B>B (3.2)
B, = —(gt + hy)T-<N;,B>N

dir. Burada @ = < N,, B >dir (Kérpinar, 2020).

3.1. Adjoint Egrilerin Vorteks Filaman Denklemleri

Teorem 3.1 y, R3 de birim hizhi regiiler egri ve 7,y mnin adjoint egrisi olsun. Eger y
vorteks filaman akigini temsil ediyorsa y nin Frenet elemanlarinin akis denklemleri, ana

egri cinsinden,
T, = ©,T + tkN
N; =-«T + kB (3.1.1)
B, = —xtN — ;B

olarak ifade edilir.

Ispat. Vorteks filaman denkleminden



elde edilir. Dolayisiyla (3.2 ) denkleminden,
T, = (fk —hT+ g;)N + (9T + hs)B
= (0K — kT)N + (0T + hy)B
= —kIN + i,B = 1T + TN
elde edilir. Benzer sekilde,
N, =—(fk—ht+g)T+<N,,B>B
= —(0k—hD)T + @B
= kil + @B

= @T + 1kB

=< —=N;, T >
=< —(ktT + @B),T >
= —KT
dir. Dolayisiyla,
N, = —k1T + tkB
elde edilir. Son olarak,
B, = —(9gt+ h)T-<N,,B>N
=—(0T+ k)T — ®N
= —&sT — (k1) (—N)

= —kTN — 174B

11
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elde edilir.

Teorem 3.2 y, R3de birim hizli regiiler egri ve ¥,y nin adjoint egrisi olsun. y egrisi ile
belirli bir X vektor alan1 vorteks filaman akisini temsil ediyorsa, X vektor alaninin enerji

denklemi,
I(X) = %ff( 1+ 22+ 12 + (k1)* + 7.2 + (11)° + 12 (—k1) D) rdsdt
ileverilir. Burada akisi temsil eden vektor alan1 X = kB olarak secilmistir.

Ispat. (2.16) denklemi ve vorteks filaman denkleminden,

A=<V ¥s ><Vo. Ve > —< VsVt >2

= <T,T><kB,kB>—<T,ikB >2
=r
dir. Dolayisiyla X = kB vektdr alaninin enerjisi,
2(X) =3[[(<T,T > +<KB,kB > +< (kB) , (kB), >
+< (kB), (kB),)kdsdt
dir. Dolayisiyla,
I(X) = % f( 1+ ®*+< K,B + kB, kB + kKB; > +< KB + KB, K,B + KB, >)kdsdt
dir. (2.13) denklemi ve (3.1.1) denkleminden,
I(X) = %ﬂ( 14 2+< 1T + t(kN), T, T + 1(kN) > +< 7,T
+7(—14B — ktN), 7,:T + 1(—74B — kTN) >)tdsdt
elde edilir. Dolayisiyla, X vektor alaninin enerji denklemi,
I(X) = %ff( 1472+ 72 + (k1) + 7,2 + (115)° + 12(—k7)*)1dsdt

olarak hesaplanr.
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Teorem 3.3 y, R3 de birim hizl regiiler egri ve ¥,y mnin adjoint egrisi olsun. Eger y

Heisenberg antiferromanyetik akisi temsil ediyorsa ¥ nin Frenet elemanlarinin akis

denklemleri, ana egri cinsinden,

Tt :TT
_t _

B, = —1B
dir.
Ispat. Belavin-Polyakovdenkleminden,
T.=kB=1T
dir. (3.2) denkleminden,
fKk—ht+gs=0,
ve
gt+hs=kK
bulunur. Buradan,
N,=—(fk—ht+g))T+<N,,B>B
=-0.T + @B
elde edilir. Burada,
®=<N,;, B>=<—N,, T >=<—-®B,T>=0
dir. Dolayisiyla N; = 0 elde edilir. Benzer sekilde,
B, = —(gt+ hy)T-<N;,B>N = —kT — ®N
= —1tB—-0.(—N) = —1B

elde edilir.

(3.2.1)
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Teorem 3.4 y, R3 de birim hizli regiiler egri ve ¥, y nin adjoint egrisi olsun. y egrisi
ile belirli bir X vektor alan1 Heisenberg antiferromanyetik akisi temsil ediyorsa X vektor

alaninin enerji denklemi,

IX) =3 [ (14 f2 4 g% + W2+ 4(1,% + (@0?) + 4t + ) (g% + 02" dsdt

dir. Burada akis: temsil eden vektor alan1 X = 2kB olarak secilmistir.

Ispat. (2.16) denkleminden,

A= <YV ><V6. Ve > —<Vs Ve >2

:J<T,T><fT+gN+hB,fT+gN+hB>—<T,fT+gN+hB >?

=f+g* + '~ f*
=g+ 1
dir. Dolayisiyla X vektor alaninin enerjisi,
EX) =2 [[(< V¥ > +< V¥, > +< Xy, Xy > +< X, X, >)\[g7 + h¥dsdt
dir. X = 2kB oldugundan,
SX) =3 [f(<T,T>+<fT+gN+hB,fT+gN+hB >
+< (2kB)s, (2kB)¢ > +< (2kB), (2kB); >)+/ g% + h2dsdt
dir. Buradan,
SX) =3 [[(<T,T>+<fT+gN+hBfT+gN+hB >
+< 2K B + 2KB,, 2k,B + 2kB; > +< 2Kk,B + 2KkB,,
216, B + 2KkB, >)+/g? + h2dsdt

elde edilir. Teorem 3.3 ve (2.13) denkleminden,
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1
Z(X)=§ff(1+f2+gz+h2+4<TST+TKN,TST+TKN>

+4 < 1,T +1(—1tB), 1, T + ©(—1B) >)./ g% + h?dsdt

elde edilir. Dolayisiyla X vektor alaninin enerjisi,
EX) =2 [J(1+f2 + g2 + B + 4(t2 + (16)?) + 4(T2T + 1) | g2 + P dsdt

olarak hesaplanr.
3.3. Adjoint Egrilerin Landau-Lifshitz Denklemleri

Teorem 3.5 y, R3 de birim hizli regiiler egri ve 7,y nm adjoint egrisi olsun. Eger y

Heisenberg ferromanyetik akisi temsil ediyorsa y nin Frenet elemanlarinin akis

denklemleri, ana egri cinsinden,
T; = ©,T + kTN
N, = —k1T + k1B (3.3.1)
B, = —ktN — 1B
dir.
Ispat. Landau-Lifshitz denkleminden,
T, = —kiN + KB
= 1,T — tk(—N)
=1,T + kTN
dir. (3.2) denkleminden,
fik —hi + g, = —KT,
ve
gt + hg = K

bulunur. Buradan,
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N, =—(fk—ht+g)T+<N,,B>B
= —(—k7)T + @B
= —(—1x)B + @T
= @T + k1B
elde edilir. Burada,
@®=<N;,B>=—«rt
dir. Dolayisiyla N, = —ktT + ktB elde edilir. Benzer sekilde,

Bt — _(gf‘i' hS)T_< Nt’E > N

elde edilir.

Teorem 3.6 y, R3 de birim hizh regiiler egri ve 7,y nin adjoint egrisi olsun. y egrisi ile
belirli bir X vektor alan1 Heisenberg ferromanyetik akisi temsil ediyorsa X vektor

alaninin enerji denklemi,
1
I(X) = Eﬂ( 1+ + g2 +h* + (Tss — KZ‘L')Z + (13K + TKg + KTg)? + (m’z)2

+(TesHK2T2)% + (Tok + T, — KTT)? + (12172 + 1,2)%) /g2 + h2dsdt
dir. Burada akis1 temsil eden vektor alan1 X = —k7N + ik,B olarak segilmistir.
Ispat. (2.16) denkleminden,
A=.Jg?+h?
dir. Dolayisiyla X vektor alaninin enerjisi,

5(X) = %ff( <Y ¥, > <YLY, > +< X X > +< X, X, >)\[g? + h2dsdt
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dir. Heisenberg ferromanyatik akisi temsilen X = —kTN + KB secildiginden,
(X =%ﬂ(<T,T> +<fT+gN+hB,fT+gN+hB>
+< (=kTN + iksB),, (—KTN + ik ,B) > +< (—kTN + K,B),,
(—kTN + k,B); >)+/ g% + h%dsdt
ve dolayisiyla
SX)=3[f(<T,T>+<fT+gN+hB,fT+gN+hB >
+< (—KksT — KTs)N — KTNg + Kgs B + KB, (—KsT — kKTg)N
—KTN; + Kgs B + KgBs > +< (—k,T — kT, )N — KTN; + kK5 B
+ic By, (—ic, T — KT )N — kTN, + iKis B + KB, >)\/ g2 + h2dsdt
elde edilir. (2.13) ve (3.3.1) denklemlerinden,
2(X) = %ff( 14 2+ g2 + K2 +< (=t 3k — Tks) (=N) + kN + TgiT
+1, T, (—tsk — Tks)(—N) + Tk Ng + T3 T + T, T >

+< (—1k — 1) (—N) — 1k (KTB + @T) + 74, T
+17,(—1sB + @N), (1:k + ;)N — tk(KTB + @T) + 74T

+1,(—7sB + @N) >)./ g2 + h2dsdt
elde edilir. Burada @ = —kr olup, X vektdr alaninin enerjisi,

(X)) = %ff(l + 2+ g2+ R+ (1 — KZT)Z + (T5k + T + KT + (KTZ)Z

+(TesHK2T2)?% + (Toc + T, — KTT)? + (12172 + 1,2)?)/ g2 + h2dsdt

olarak hesaplanir.
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4. ASLi YON EGRILERININ AKIS DENKLEMLERIi

Uzayda bir pargacigin akis hareketini bir y egrisinin ¥ asli-yon egrisi yardimiyla

temsil edecek olursak, t zaman parametresi olmak {iizere,

Ve=—;=fT+gN+hB (4.1)

dir. Dolayisiyla, T, N, BFrenet elemanlarmin genel akis denklemleri sirasiyla T, N, B,

olmak iizere,

= (fk —hi+ g;)N + (g% + hy)B
. =—(fR—hi+g)T+<N,,B>B (4.2)
¢ =—(gt+hy)T-<N,,B>N

v = TR

dir. Burada @ = < N,, B > dir (Kérpinar, 2020).
4.1. Asli Yon Egrilerinin Vorteks Filaman Denklemleri

Teorem 4.1 y, R? de birim hizh regiiler egri ve 7,y nin asli-yon egrisi olsun. Eger ¥
vorteks filaman akigini temsil ediyorsa ¥ nin Frenet elemanlarinin akis denklemleri, ana
egri cinsinden,

= K Tg+TTg T2K5+K2KSB
t K2+12 K2+12

o T(—KTHRT— KT —K3T) T4 (kTs—TKSs) N + K(—KT+ETe—KsT? —K3T)

(K2+T2)3/2 VK2 412 (K2+T2)3/2
B = K(—KTHKTe—KgT2—K3T) T — KKs+TTg N — T(—KtT+HKT—KsT? —K3T)
t (k2 +712)3/2 V2412 (k2+12)3/2

dir.

Ispat. Vorteks filaman denkleminden

]7t=I€§=VK2+T2(J%)=TT+KB

dir. Dolayisiyla (4.1) denkleminden,

f=0,g=0 h=¢&



elde edilir. Buradan,
T, = (fR —hi+ g, )N + (g% + hy)B

= (0. —R®)N + (0.t + kB

oo/

= —REN + R

KTs—TK, —kT+71B TT+KB
= VKA T ) T Ve ()

K TgtTiT T2 K+ K2 K B
k2412 K2+12

elde edilir. Benzer sekilde,
N.=—(fk—hi+ g, )T+<N,,B>B
=—(0.8 — kDT + @B
= gtT + @B
_ 7 7 (KTs—TKs ~ (tT+KkB
= ViZ+ T CEEON + B( 1)

_ar (kts—TKS) Dk
T VkZ+12 T+ VK2 +72 N+ \/WB

elde edilir. Burada,

—kT+TB TT+KB

P=<Ne,B>=< (\/K2+‘L’2 )t'\/lc2+1'2

-K TT+kB

—-K T T
=< () T+ (7)o + G e B + GG )Be s

< (‘r(—}ct T+KTE) KsT ) ( —kks  dt )N
- J2+12)8 ViZ+12 V2412 VK2+472
—K2T K(—Kt T+HKTt) T K B>
VZ+12 V(K2 +12)3 "ViZ+12 VeZ+12

—KtTHKT—KsT2—K3T
K2+712

dir. Dolayisiyla,
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~ T(—KeT+HRT— KT — K5 ‘L')T+ (kTs—TKS)

N, =

K(—KeTHKTe—KgT?—K3T)
N + -

(K2 +72)3/2 Nperess (K2 +12)3/2
elde edilir. Son olarak,
B, = — (gt +hy)T-<N,,B>N

=—(0.f+ ;)T — &N

= —k,T — ®N

_ —(W) N — @( KT+TB)

VK24+12
K2+ 12
ﬂ+ r—‘
elde edilir. Burada,
D=< Nt,g S= —Kt THKT—KsT2—K3T

K2 +72
dir. Dolayisiyla,

K(—K¢THKTe—KsT? — K3 ‘L')T KKS+‘L'TSN T(—KT+HKT—KsT? —K3T)
(K2 +72)3/2 VkZ+12 (K2 +72)3/2

§t=

elde edilir.

Teorem 4.2 y, R3 de birim hizh regiiler egri ve 7,y nin asli-yon egrisi olsun. y egrisi
ile belirli bir X vektor alan1 vorteks filaman akigini temsil ediyorsa, bu vektor alaninimn

enerji denklemi,

_ e 2,3\ 2
Z(X):%ff(1+(rc2+rz)(1+( T H KT ”) )+ K%+ 1,2

K2 +12

(TS —KT)% + k2 + 12+ (kK + 175)%) VK2 + 12dsdt

2+1:
dir. Burada akis1 temsil eden vektor alan1 X = £B olarak segilmistir.

Ispat. (2.16) denklemi ve vorteks filaman denkleminden,

A=<V Vs ><Ve. Ve > —<Vs Ve >
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= \/< T, T ><%B,kB > —<T,kB >°
=K

dir. Buradan,
I(X) = ﬂ( 1+ K*+< %sB + kBg, k5B + ®Bs > +< ¥,B + kB, %,B + B, >)kdsdt

dir. Teorem 2.3 ve Teorem 4.1 den,

2
X)) = %ff( 1402+ 10 +< 2 + 1,2 2L 4 [ie2 4 72 BLtsls

[1c2 472 [ !
K“+T K242

2 2 TT+kB 2 7 TSTS+KSBS 5 TT'+KkB
K +T Ts /—+V +T '—T > 4+< Kt +’l't ’—K2+‘L'

2 TT+KB

ViZ+12

+@kT — (kKs + 1T5)N — DB, K2 + T4

+@xT — (kks + 11,)N — @B >)VK?2 + 12dsdt
dir. Dolayisiyla,

K2 472

I(X) = %ff( 1+ (k*+72)(1 + D)+ KT+ o (Tsk — K,T)° + K2

41,24 (kK + 175)2) VK2 + t2dsdt

elde edilir. Burada,

—K T+ KTe—KsT2—K3T

K2 +72

F@=<Nt—,§ >=

dir. O halde X vektor alaninin enerjisi,

2
0 =3 [[(1+ (2 +12)(A + ("‘f’+"’f"‘5’2"‘3’) ) + K 2 + T2

K2+12

K241
Ks2+Tg2

(TS — KksT)? + K2 + 1.2+ (kg + TT5)?) VK2 + t2dsdt

olarak hesaplanr.
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4.2. Asli Yon Egrilerin Belavin-Polyakov Denklemleri

Teorem 4.3 y, R3 de birim hizli regiiler egri ve ¥,y nin asli-yon egrisi olsun. Eger 7
Heisenberg antiferromanyetik akisi temsil ediyorsa ¥ nin Frenet elemanlarinin akis

denklemleri, ana egri cinsinden,

T, =1T + kB
~ T(—K T+KT—KT?—K3 K(—kK¢ THKTe—KT?—K3
N, = (=Kt d t2 )T + (=Kt t )
(k2 +72)3/2 (k2 +72)3/2
5 _ k(CKeTHkn—kt?-k3) o S T(—ke THRT KT —K)
B, = (k2+72)3/2 T k*+1°N (k2+72)3/2 B

dir.

ispat. Belavin-Polyakov denkleminden,

~t=K§=VK2+Tz.(%)=IT+KB

dir. T;, N;, B, sartlarinin saglanmas1 icin (4.2) deki esitliklerde f& — hf+ g; = 0 ve

gt + hy = K se¢ilmelidir. Buradan,

N.=—(fk—hi+g)T+<N,,B>B

=-0.T + @B

=)

ot DK
Vi2Z+12 VK2 +12

elde edilir. Burada,

—KT+71B ) TT+KB
ViZ+1Z 7t icZ 412

d=<N,;,B>=<(

—K TT+kB

—K T T
T T+ () Te + e e B + G )Be s >

:<(

—K

—K T
=< () T+ (7) (6B) + (e e B
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+ () (T — o), >

T(-KeTHKTy) KT (_ & ) —K2 K(—KtT+KTt)>
J(K2+72)3 \/K2+T2)T+ V2412 N+(\/x2+rz+ J(K2+12)3 B,

T K
Vi2+72 VK2 472

B >

_ (rz(—xt T+HKTy) KT? ) ( -3 K2 (—kK¢ T+K‘[t))

(k2+72)2 K2+12 K2+12 (k2+72)2
K THKTe—KT2—K3
- K2+12
dir. Dolayisiyla,
~  T(—keT+KT—KT2—K3) T k(=K THKT—KT? —K3) B
t— (k2+72)3/2 + (k2+12)3/2

elde edilir. Benzer sekilde,

Bt r _(gf + hs)T_< Nt;E > N

B, = —kT — &N

- (T )N - B(FLD)

elde edilir. Burada,

—Ki THETi_KT?—K3

KZ2+72

F@=<Nt,§ >=

dir. Dolayisiyla,

2

~ K(—K; THKT—KT2 —K3 T(—K¢ THKT—KT2—K3
Bt= ( t t )T_ /K2+T2N_( t t )B

(K2+T2)3/2 (K2+T2)3/2

elde edilir.

Teorem 4.4 y, R3? de birim hizh regiiler egri ve 7,y nin asli-yon egrisi olsun. y egrisi
ile belirli bir X vektor alan1 Heisenberg ferromanyetik akisi temsil ediyorsa, bu vektor

alaninin enerji denklemi
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2 2

1 K“+T
Z(X) =Eﬂ(1 + f2 + g2 +h2+4(K52+T52+K'52+T52 (Tek — KsT)” + K2

_ 2 _53)2
+Tt2 +( Ke THrTe—KT?—K3) n (K'2 +TZ)2))\/mdet

K2+12
dir. Burada akis1 temsil eden vektor alan1 X = 2&B olarak segilmistir.

Ispat. (2.16) denklemi ve Belavin-Polyakov denkleminden,

A=<V Vs ><Vo Ve > —<Vs ¥Vt >2

=\/<T,T><fT+gN+hB,fT+gN+hB>—<T,fT+gN+hB >?

= [ g? + 1~ f2
=Jg*+ 12
dir. Buradan,
EX) =3 [[(< V¥, > +<Vp¥, > +< X Xy > +< X, X, >)\/g? + hZds
dir. Burada X = 2% B olarak secilirse,
SX)=3[[(<T,T>+<fT+gN+hB fT+gN+hB>
+< (2kB),, (2kB)¢ > +< (2RB), (2kB); >)/ g% + h2dsdt
dir. Dolayisiyla,
X)) =3 [[(<T.T>+<fT+gN+hB fT+gN+hB > +< 2%B
+2&B, 2R B + 2kB, > +< 2k, B + 2kB,, 2k.B
+2RkB, >)+/ g% + hdsdt

elde edilir. Teorem 2.3 ve Teorem 4.3 den,

Z'(X)=%ff(1+f2+g2+h2+4<‘/K52+1'52\Z2+_$
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2 TT+KB

‘L'STS+KSBS 2
+VK? + 12 +7
Jrs2+162 ] Vi2+12

TsTs+KsBs 2 2 TT+kB
+VK? + 12 == > +4 < K+ 1 ==
VK2 +Tg2 t b V242

2 TT+KkB

+@xT — (k% + t2)N — &1B, k2 + 14 e

+@kT — (k% + t2)N — @&1B),/g? + h2dsdt

elde edilir. Buradan,
X =3 [[(1+ 2+ g%+ 1 + 4,2 + 12 +ﬁ(rs — 1sT)*

2+ T2+ D2+ 1)+ (2 + 12)2)VKZ + t2dsdt
elde edilir. Burada,

~ 5 —KiTHKT—KT?—K3
KZ+12

dir. Dolayisiyla X vektor alaninin enerjist,

K2 412

(X)) = %ff(l + 2+ g% + 1+ 432 + 1,2 + o (T — k,T)° + K2

_ 2.3\ 2
+1,.2 + ( K TR KT TR ) (k% + 12) + (kK% + 12)?))VK2? + 12dsdt

K2 +12
seklinde hesaplanir.
4.3. Asli Yon Egrilerin Landau-Lifshitz Denklemleri

Teorem 4.5 y, R® de birim hizli regiiler egri ve ¥,y nin asli-yon egrisi olsun. Eger 7
Heisenberg ferromanyetik akisini temsil ediyorsa ¥ nin Frenet elemanlarinin akis

denklemleri, ana egri cinsinden,

7o K2To+T%Tg T2 K+1c? ks p

E7 k24q2 K2+72

~ T(—Ke T + kTe—KsT2—K3T) (KT TK) K(—K¢ T+ KTp—KsT2—K3T)
N, = > T+—=N+ > B

(k2 +12)3/2 (k2 +72)3/2



B = K(=Ke T+ KTp—KsT*=K3T) 1y (KKs+TTs) N — T(—Kt T+ kTe—KsT2—K3 T)B
t (K2+72)3/2 V272 (k2+12)3/2

dir.

Ispat. Landau-Lifshitz denkleminden,

T, = (fR—hi+ g, )N + (g% + hy)B
= —kiN + kB

— —\/KZ—-I-TZ (kTs—TKs) (—KT+7TB) + (m ) (tT+kB)

k2+12  VK2+472 K2+72
2 2
KT+ TT T2 K +K? KSB
KZ2+12 K2+12

dir. (4.2) denklemi yardimiyla,

fK — hT + g; = —KT,
ve

gt + hg = K

dir. Dolayisiyla,

= ikiT + @B

W(KTS TK'S)N_I_ @<‘L’T+KB)

ViZ+12
_ar (kts—TKSg) Dk B
VK2 +12 VK2 +72 VK2 +72

elde edilir. Burada,

—kT+TB TT+KkB
@ =< N, B>=< (WH2 )ts7

V2 +12

TT+kB

—K T
=< G T+ (772) T + G e B+ G VB s >

26



dir. Dolayisiyla,

_—K) (-kTN + KsB) + (

—K
=< G T+ (7

TT+kB

+ (7)) (T = oN), s >
T(—Ke T+HKTe) KT

K°T ot
=<( V(K2+72)3 \/x2+12) (\/x2+rz - \/K2+T2)

—KKg
+ (\/K2+T2 +

(rz(—xt T+KTy) KsT2 ) (—K3‘r K2 (—K¢ ‘L'+m't))
- (K2+4712)2 KZ+12 KZ2+12 (K2+712)2

K(—Kt THKTe) T K
J(x2+72)3 ) B, Vi2+72 T+ V2 +12 B>

2 3

T
Tt B

KT+ KT~k T —K3T
K2 +12

_ T(—Ke T+ kTe—KsT2—K37) T+ (kTs—TKSs) N+ K(—K¢ T + KTe—KsT2—K3T) B
(K2 +72)3/2 VkZ+12 (k2 +72)3/2

elde edilir. Son olarak,

B,

elde edilir. Burad
[7/

dir. Dolayisiyla,

Bt_

olarak elde edilir.

= —(9gt+ hy)T-<N,,B>N

= -k, T — @N

_ 2 2 3 —kT+1B
= —(TF TN - B(F5)

- ()T - (v - ()8
a,

—K T+ KTe—KsT2—K3T

K2 +72

=< N;,B >=

K(—K¢ T + KTp—KsT?—K37T) T (kKs+TTg)

T(—Kt T + KTe—KsT2—K3T) B

(12 +12)3/2 ViZ+12

(K2+T2)3/2
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Teorem 4.6 y, R3 de birim hizli regiiler egri ve ¥,y nin asli-yon egrisi olsun. y egrisi
ile belirli bir X vektor alan1 Heisenberg ferromanyetik akisi temsil ediyorsa, bu vektor
alaninin enerji denklemi,
2
1 Vis2+T52(K?Ts—TKKs) | KKsTss—KKssTs
) =2f/(1 +f2+g2+h2+( PR + )

Ks2+Tg2

2
n (kTs—TKs)? (KKs—TTs)? (\/Ksz +752 (kTT5—T%K5) n TKSTSS—T‘L'SKSS>

(K2+72) (Kes” +T52) ViZ+12 K2+12 Kg2+Tg2

n (x/xt2+rt2 (K2Ts—TKKs) | KKTst—KKsiTt n (t2rs—Ktts)(—Ke T + K‘L’t—KSTZ—K3T)>2

(k2472)3/2 Ke2+T42 (k2+72)2

(kTs—Tks)? (KTs—Tks)?
(K2+712)2

+

2
N (x/xt2+rt2(xns—12k5) | TeTs Tkt | (kPrs—tiercs)(—rp T + K‘L’t—KS‘L'Z—K3‘L')>

(k2+12)3/2 K2 4742 (k2 +72)2
) gz + h2dsdt

dir. Burada akis: temsil eden vektor alani X= —&%N olarak secilmistir.

Ispat. (2.16) denklemi ve Landau-Lifshitz denkleminden,

A= JFTR

dir. O halde,
1 X, X X X 2+ h?
Z(X)_E (<YeV, > +<y,V, > +< X, Xs > +< Xy, X >)/g? + h?dsdt
ve dolayisiyla,
1 e~ -
2(x) =3 f(< T,T>+<fT+gN+hB,fT+gN+hB>+< (—;sz)S,
(=&TN) > +< (=kIN), (-kEN), >){/g* + h?dsdt

dir. Buradan,
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1 o
I(x) =5 f(<T,T> +<fT+gN+hB,fT+gN+hB>
+< —R#gN — RENg, —REsN — RENg > +< (=R, % — kTN
—KkEN,, (=&, T — k)N — REN, >)/g? + h2dsdt

elde edilir. Dolayisiyla X vektor alaninin enerjisi,

2

1 Vies2+Ts2 (K2 T5—ThKs) | KKsTgs—KKssTs
(X :Eff(1+f2+gz+h2+< (k2 +72)3/2 + K2 +Tg2 )

2
n (kTs—TKs)? (KKs—TTs)? (\/KSZ +152 (rkTT5—T%K5) TKSTSS—TTSKSS)

(K2 +72) (15" +T42) V2412 k2472 Ks2+Tg2

n (x/ict2+rt2(1c2'rs—rmc5) RKTst—KKseTy | (r2rs—KtTs)(—Ke T + Ktt—xsrz—;c3‘r)>2

(k2472)3/2 Ke2+T42 (k2+72)2

(kTs—TKs)? (KTs—TKs)?
(k2 +12)2

+

2

n (\/Kt2+rt2(}crrs—12}cs) n TKTst—TTtKst n (kPts—TKKs)(—Ke T + KTt—KSTZ—K3T))

(k2+72)3/2 K2 +T42 (K2 +12)2
g% + h2dsdt

olarak hesaplanir.
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