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OZET

YUKSEK LiSANS TEZIi

KOMPLEKS DUZLEMDE KAPALI ve BAGLANTILI KUMELERDE BAZI
SUREKLI FONKSIYON SINIFLARININ YAPISAL KARAKTERIZASYONU

Oznur DOGU

Mus Alparslan Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Danisman: Prof. Dr. Sadulla JAFAROV

Bu tez calismasinda, kuasikonform (yarikonform) yaylarinda degerlendirmenin noktaya baglilik
cinsinden fonksiyonlar simflarinin yapisal karakterizasyonu elde edilmistir. Daha genel kontinylimlarda
ise diizgiinlik cinsinden (degerlendirmenin noktadan bagimsizlik cinsinden) fonksiyonlar siniflarinin
yapisal karakterizasyonu incelenmistir. Her iki sonug¢larin elde etmek i¢in fonksiyonlarin polinomlardan
sapma degerlendirilmesinin yant sira polinomlarin tiirevinin bitylimesi ile ilgili ilave bilgi verilmistir.

Ayrica, bu tez calismasinda kompleks diizlemde bulunan yayin u¢ noktalarina bagli olarak
fonksiyonlar sinifi tanmimlanmistir. Bu fonksiyonlar sinifinda fonksiyonlarin polinomlarla yaklagimi
incelenmistir. Ozel olarak kompleks diizlemde belli 6zelliklere sahip yaylarda fonksiyonlar simifinin
yapisal karakterizasyonu elde edilmistir.

2020, 61 sayfa

Anahtar Kelimeler: Kuasikonform yay, En iyi yaklasgim, Sireklilik modiili, Yaklasim
karakterizasyonu,
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ABSTRACT

MS THESIS

CONSTRUCTIVE CHARACTERIZATION SOME CLASSES OF
CONTINUOUS FUNCTIONS IN CLOSED AND CONNECTED SETS IN THE
COMPLEX PLANE

Oznur DOGU

Mus Alparslan University
Natural and Applied Science
Department of Mathemathics

Advisor: Prof. Dr. Sadulla JAFAROV

In this thesis; on quasi-conform arcs in terms of estimates depending on the point constructive
characteristic of classes of the functions has been obtained. On more general continua in terms of uniform
estimates (in terms of estimates independent of the point) constructive characterization of classes of
functions has been investigated. To obtain these results in addition to estimating the devition of functions
from polynomials, additional information has been given on the growth of the derivative of polynomials.

In addition, in this thesis, depending on the end points of the arc in the complex plane, the class of
functions has been defined. In this class of the functions the approximation of the functions by
polynomials has been investigated. After, on arcs with certain properties of the complex plane
constructive characterization of classes of functions has been obtained.

2020, 61 Pages

Keywords: Quasarc, Best approximation, Modulus of continuity, Approximation
characterization
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1. GIRIS

Temel olarak matematigin tiim dallarinda daha c¢ok bilesik nesnelerin daha az
bilesik nesnelerle yaklasimi ile ilgili  problemler 6nemli rol oynamaktadir. Bu
durumlarin bir¢ok kisminda fonksiyonlarin yaklasim teorisinin veya yaklasim teorisinin
problemleri, sonuclar1 ve metotlari ile ilgili bilgiler cok faydalidir.

[Ik once yaklasim teorisinde baslica olarak fonksiyonlarin veya fonksiyon
siiflarinin belli bir alt uzayinda olan fonksiyonlarla yaklasimi incelenir. Dikkat edelim
ki alt uzayda bulunan fonksiyonlar bu veya diger anlamda yaklastirilan fonksiyonlar
daha basit fonksiyonlardir. Genellikle, s6ziinii ettigimiz alt uzay cebirsel polinomlar
veya (periyodik hal i¢in ) trigonometrik polinomlar kiimesinden olugsmaktadir

Ozel olarak bahsedilen sonuglarmn alinmas: ile yakinlasan fonksiyonlarin yapisal
ozelliklerine bagimli olarak yakinlasan polinomlarin (rasyonel fonksiyonlarin)
yakinsaklik hizinin degeri hakkinda problemler ortaya koyulmus ve ¢oziilmiistiir. (En
iyl yaklagimin diiz teoremi). Ayrica yakinlasan polinomlarin yakinsaklik hizindan
bagimli olarak fonksiyonlarin diizgiinliik derecesinin tespit edildigi problemler ortaya
koyulmus ve ¢oziilmiistiir. (En 1y1 yaklagimin ters teoremi)

Bu diiz ve ters teoremlerin elde edilmesi matematiksel kaynaklarda
fonksiyonlarin yapisal teorisi olarak adlandirilir. Kompleks diizlemde fonksiyonlarin
yapisal teorisinin bir¢ok 6zelligi bulunmaktadir.

Bu tez caligmasinin ikinci boliimiinde fonksiyonlarin yaklagim teorisi ve tezde
incelenen problemle ilgili kaynak arastirmasi yapilmaktadir. Bu tez c¢alismasinin
Materyal ve Yontem olarak adlandirilan iiglincii boliimii ii¢ alt boliimlerden
olusmaktadir. Bu boliimde Kompleks analiz ile ilgili baz1 temel tanimlar ve teoremler

verilir, tezde kullanilan bazi fonksiyon ve kontinyum (kapali ve baglantili kiimeler)

siiflar1  tanimlanir. Ayrica, ilave olarak, Cauchy cekirdeginin polinom

—Z
fonksiyonlar1 ile yaklagimi incelenir. Tezin esas sonuclar1 ve bu sonuglarin ispati tezin
dordiincii boliimiinde verilmektedir. Bu boliimde ilk once kuasikonform (yarikonform)

yaylarda polinomlar yardimiyla d" (2) (d ) ,(2), zeTl noktasindan I' yaymin seviye
1+— 1+—

egrisinin  dallarna kadar wuzakliklarin  maksimumudur) biyiiklik cinsinden

(degerlendirme noktaya baglidir) A(u) siireklilik modiilii yardimiyla tanimlanan H*

fonksiyonlar sinifinin yapisal karakterizasyonu elde edilir. Daha genel kontinyumlarda



ise sozii edilen d°,(z) bilyiiklik cinsinden H” fonksiyonlar smifinin yapisal
1+—

n

karakterizasyonunu elde etmek miimkiin degildir. Bu nedenle tezin dordiincii

bolimiinde R smifina ait daha genel kontinyumlarda pu, = sup d(:,D) cinsinden
gell

I+—
[

(diizgiinliik cinsinden, yani degerlendirme noktadan bagimsizdir) H”* fonksiyonlar

sinifinda yaklasim teorisinin diiz teoremi ispatlanir ve daha sonra H smifina ait
kontinyumlarda H” fonksiyonlar sinifinin yapisal karakterizasyonu elde edilir.

Yukarida ifade edilen d°,(z) ve W, = sup d(é,D) cinslerinden H* fonksiyonlar
1+; 55r1+l

n

smifinin yapisal karakterizasyonunu elde etmek igin fonksiyonlarin polinomlardan
sapma degerlendirilmesinin yani sira polinomlarin tiirevinin biiylimesi ile ilgili ilave
bilgi verilmektedir.

[lave olarak tezin dordiincii béliimiinde kompleks diizlemde kuasidiizgiin
(yaridiizgiin) yaylarda, yayin ug¢ noktalarina bagli olarak tanimlanmis fonksiyonlar
sinifinin polinomlarla yaklagimi incelenir. Ayrica, belli 6zelliklere sahip yaylar sinifinda

tanimlanmis fonksiyonlar sinifinin yapisal karakterizasyonu elde edilir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Yaklasim teorisi ile ilgili ilk sonu¢ Chebyshev (1854) tarafindan elde edilmistir.

P. L. Chebyshev tarafindan [a,b] araliginda siirekli olan g fonksiyonuna en iyi

yaklagim veren derecesi /7’ yi asmayan Pn* ()C) polinomunun varligi ile ilgili gerek ve

yeter sarti ifade eden teorem ispat edilmistir.

Simdi sdyle bir soru ortaya ¢ikiyor, acaba dyle bir polinom var midir ki, g € qa,b]

fonksiyonuna yeteri kadar 1yi yaklastirmak miimkiin olsun, yani, Ve& >0 sayisi i¢in

oyle bir P (X) polinomu varmidir ki, Vx e[a,b] icin

maks|g(x)—P, (x)‘ <¢g

xe[a,b]
sartt saglansin. Bu soruya 1885 yilinda Weierstrass olumlu cevap vermistir.( *Karly

Weierstrass(1815-1897) alman matematikgisidir). Weierstrass (1885) gostermistir ki,

ge qa,b] ise bu durumda her ¢ >0 i¢in 6yle F, (x) polinomu vardir ki,

maks|e(x)=F, () <
sart1 saglanir. Chebyshev ve Weierstrass teoremleri fonksiyonlarin yapisal teorisinin

meydana gelmesinde ve gelisiminde onemli rol oynamistir.  Weierstrass (1885)

teoremine gore

limE, (/) = liminf max

n—0 n—w {P,} xefa.b]

g(x)= £ (x)| =0

olur.

Soyle soru ortaya ¢ikiyor:

Hangi olgiide g fonksiyonunun hangi 6zelligi {En (g)} dizisinin daha hizli sifira
gitmesini saglar:

Fonksiyonun diizgiinliik derecesi (eger & Ve &, fonksiyonlari verilirse, g
fonksiyonu &, fonksiyonu ile muakayisede daha yiiksek mertebeden tiireve sahip ise,

bu durumda, g; fonksiyonu & ye gore daha diizglindiir denir) ne kadar yiiksek

olursa, E (g) o kadar hizli sifira yakisiyor. Eger & Ve &, fonksiyonlar1 verilirse ve

n

bunlar ayni mertebeden tiirevlere sahip ise veya bunlarin tiirevleri yok ise, bu

fonksiyonlarin diizgiinliik derecesini belirtmek i¢in siireklilik modiilii denilen kavram



dahil edilir. Iki fonksiyondan biri digerine gore o zaman daha diizgiin fonksiyon olur ki,
bu fonksiyonun stireklilik modiilii digerine gore daha hizli sifira yakinsiyor.

Jackson (1911,1912) tarafindan siireklilik modiilii kavrami kullanilarak yaklasim
teorisinin diiz teoremi elde edilmistir. Jackson 1911 yilinda verdigi teorem ile
Weierstrass teoremini  daha da giiclendirmistir. Daha sonralar fonksiyonlarin
polinomlarla yaklasiminin hiz1 ile ilgili diiz ve ters problemler Bernstein, (1912),
Jackson (1924), Timan (1950), Stechkin (1951), Timan (1958), Timan (1966) tarafindan
incelenmistir.

Yaklasim teorisi problemleri Lebesgue, 1898; Vallée-Poussin, 1910, 1911;
Favard, 1936, 1937, 1949; Kolmogorov, 1935; Nikolski, 1946; Timan, 1950 ve daha
bir¢ok matematikgiler tarafindan incelenmistir.

Ayrica, fonksiyonlar siniflarinda fonksiyonlarin yakinlagima ile ilgili sonuglar La
Vallée-Poussin, 1919; Jackson, 1930, 1941; Natanson, 1949; Zygmund, 1959; Timan,
1994; Bary, 1964; Akhiezer, 1965; Lorentz, 1966; De Vore ve Lorentz; 1993;
Stepanets, 1995; Mhaskar, 1996; Trigub ve Belisky, 2004; Dzyadyk ve Shevchuk, 2009;
Andrievskii ve ark., 1995; Andrievskii ve Blatt, 2002 kitaplar’inda bulunabilir.

1959-1963 yilarinda V. K. Dzydyk tarafindan parcali diizgiin sinirlt bolgelerde
tanimlanan Holder fonksiyon siniflarinin yapisal tasviri elde edilmistir (Dzyadyk, 1959,
1966). Daha sonralar bu sonuglar Dzyadyk, 1972, 1975; Lebedev ve Shirokov1971;
Lebedev ve Tamrazov, 1970; Tamrazov 1973; Belyil977; Andrievskii 1981
calismalarinda daha genel kiimelere genellestirilmistir.(Daha genis bilgi Dzyadyk 1977
kitabinda verilmistir). Bununla birlikte, benzer tasvir her zaman miimkiin degildir. (bak
Dzyady, 1977, s.478; Shirokov 1977; Andrievskii 1983).

Andrievskii 1983 calismasi geregince belli kontinyumlarda fonksiyon siniflarinin tasviri
ile ilgili Dzyadyk 1962, 1966, 1972, 1975; Lebedev ve Shirokov 1971 ¢alismalarindaki
sonuglar genel olarak gegerli degildir. Ozel olarak, I yayr kuasikonform yay

oldugunda fonksiyona yaklasan polinomlarla ilgili

I+—
n

B
‘g(z)—Pﬂ(z)‘Sc{d* | (z)} , zel',n=12,..., (2.1

ozelliginin saglanmasi, 0 < B <1 i¢in genel olarak, g(Z) eH’ (F) olmas1 i¢in yeterli

degildir. Baska degisle (2.1) sart1 fonksiyonlarin yapisal karakterizasyonu i¢in yeterli
degildir. Bu tezde fonksiyonlarin yapisal karakterizasyonu i¢in i¢in belli bir metot

verilmigtir. Bu metodun  6zii fonksiyonlar ile polinomlar arasindaki uzakligin



degerlendirmesi ile birlikte, ilave olarak polinomlarin tiirevlerinin biiytikliigii izerine
bilginin verilmesidir. (bak. Stechkin 1951; Dzyadyk 1975; Konovalov 1982). Ilave sarti
saglayan polinomlar yardimiyla fonksiyon siniflarinin karakterizasyonu Dzyadyk, 1975

caligmas1 geregince yaklasim karakterizasyonu adlanir. Yani, kuasikonform yaylarda
H* (F) fonksiyonlar sinifinin yapisal karakterizasonunu elde etmek i¢in (2.1) sartinin

yani1 sira polinomlarin tiirevlerinin biiyiikliigii iizerine

P (z)|<q, M (2.2)

sartin1 vermek gerekir. Dolayisiyla, f (Z) eH’ (F) < (2.1) ve (2.2) _

Fakat daha genel kontinyumlarda d~ | (z) cisinden H”* fonksiyonlar sinifinin
1+—

yapisal karakterizasyonunu elde etmek miimkiin degildir. D kompleks diizlemde

kontinyum, Fl | ise seviye egrisi olmak iizere 4, = sup d(&,D) cinsinden H

" s

sinifina  ait daha genel kontinyumlarda H* fonksiyonlar smifinin yapisal

karakterizasyonunu elde etmek miimkiindiir. Bunun i¢in polinomlarla ilgili
‘g(z)—Pn(z)‘Scﬂ(un) (2.3)

sartinin yani sira polinomlarin tiirevlerinin biiyiikligi iizerine

P(2)<e, An,) 2.4)
K,

sartmi  vermek  gerekir. Yani, D  kontinyumu H  smifina ait ise
g(z)eH* (D)< (23)ve (2.4)olur.

Kompleks diizlemde yayin u¢ noktalarina bagl olarak yaklasim teorisinin diiz ve

ters problemleri ile ilgili sonuglarin elde edilmesi merak konusudur. Benzer problemler

singiiler integrallerle ilgili Musheleshvili (1968), Guseynov (1948), Babaev (1966),

Salaev (1976) ve bir¢ok bilim adaminin ¢alismalarinda incelenmistir.
Bu tez caligmasinda ilave olarak kompleks diizlemde bulunan yayin u¢ noktalarina

bagli olarak AZ,b (F) fonksiyon sinifi tanimlanmistir ve kuasidiizgiin (yaridiizgiin)

yaylarda tanimlanan Aaa,b (F) fonksiyonlar smifinda polinomlarla en 1yi yaklasim



problemi incelenmistir. Ayrica, belli 6zelliklere sahip yaylarda Aaa,b (F) fonksiyonlar

sinifinin yapisal karakterizasyonu elde edilmistir.



3. MATERYAL ve YONTEM
3.1.Temel Tanimlar ve Teoremler

C karmagik (kompleks) diizlemi gdstersin.

Tanmm 3.1. C diizleminde D bolgesi verilmis olsun. Eger ¢, €D noktast ve
g fonksiyonu i¢in

a) g(go) taniml ;

b) lim g(g) var;

§%

¢) limg(s)=g(s,)

§%

sartlar1 saglanirsa, bu durumda g fonksiyonu ¢ =g, noktasinda siireklidir denir. Eger
g fonksiyonu D bolgesinde bulunan her bir noktada siirekli ise, bu durumdag
fonksiyonu D bolgesinde siireklidir denir (Zill ve Shanahan, 2003).

D bolgesinde siirekli fonksiyon smifi C (D)ile gosterilir. Ozel olarak,

[a,b] araliginda siirekli fonksiyonlar sinifin1 C [a,b] ile gbsterecegiz.

Tamm 3.2. Kabul edelim ki, 7 = g(g) bir D kiimesinden C kiimesine bire-bir siirekli
bir doniisiimdiir. Eger g(¢)’nin tersi g '(r), C kiimesi iizerinde siirekli ise bu
durimda 7 = g(¢) doniisiimiine bir homeomorfizm denir (Bagkan, 1998).

Tamm 3.3. D c Ckiimesi verilmis olsun.

Eger D,=DnNK,#0,D,=DNK, # ve D=D, UD, olacak sekilde C’nin iginde
ayrik ve agik K, ve K, kiimeleri bulunamiyorsa, bu durumda D kiimesine baglantih

kiime denir (Baskan, 1998).

Tamm 3.4. C diizleminde D kiimesi verilmis olsun. Eger D kiimesi baglantili ve
acik ise bu durumda D kiimesine bolge ad1 verilir (Pommerenke, 1992).

Tamm 3.5. C diizleminde D kiimesi verilmis olsun. Eger D kiimesi baglantili ve
kapali ise, bu durumda D kiimesine kontinyum adi verilir (Pommerenke, 1992).

Tanimm 3.6. g fonksiyonu C kompleks diizlemde bulunan D boélgesinde tanimli ve

At =g(z+Az)-g(z), Az =Ax+iAy olsun. z € D noktasinda



g'(z)= ETO%
limiti varsa ve sonlu ise g'(z)’a g’in z noktasindaki tiirevi denir (Zill ve Shanahan,
2003).
Az =Ax+iAy,7 =g(z)=u(x,y)+iv(x,y) olsun. Bu durumda g fonksiyonunun

tirevlenebilir oldugu her bir noktada Cauchy- Rieman denilen

ou _0ov 6u__8v

S v ou X 3.1)
ox oy o0y Ox

sartlar1 saglanir.
Tersine, eger u(x, y) ve v(x, y) fonksiyonlar1 reel degiskenli fonksiyonlar
olarak, (x, y) noktasinda tlirevlenebilirse ve (3.1) sartlar1 saglanirsa, bu durumda

T= g(z) =u+iv fonksiyonu kompleks degiskenli fonksiyon olarak, z=x+iy

noktasinda tiirevlenebilirdir. (Krasnov ve ark., 1981).

Eger, g fonksiyonuna her ze D noktasinda tiirevlenebilirse, bu durumda g

fonksiyonuna D ’de tiirevlenebilirdir denir.

Teorem 3.1. g fonksiyonu z, € G noktasinda tiirevlenebilir olsun. Bu durumda

FRORID)

kismi tiirevleri var ve

L0 0
£(:)=2()=-%()

sart1 saglanir (Ahlfors, 1979).

og

: 0 : .
Tamim 3.7. g fonksiyonu z, € D noktasinda a—(zl), a—g(z]) kismi tiirevleri mevcut
X y

ise, bu durumda a—g(zl) ve 2—‘5(21) icin asagidaki esitlikler gegerlidir:
Z

0z



og i _1 og _.0g e £ (2
e ()75 5315, (8) = =),
) 1({0 .0

2(a) =3[ B i) o)

esitligi dogrudur (Ahlfors, 1979).

Tamm 3.8. Eger g fonksiyonu z, noktasinda tiirevlenebilirse, bu durumda

, og og
g (Zl):g(Zl), g(zl)=0

olur (Ahlfors, 1979).
Tanmm 3.9. D c Cbolgesi verilmis olsun. Eger g fonksiyonu z, € D noktasinda ve
bu noktanin herhangi bir komsulugundaki biitiin noktalarda tlirevlenebiliyorsa, g
fonksiyonuna z, noktasinda analitiktir denir (Zill ve Shanahan, 2003).

Egerg fonksiyonu D < C bdlgesinin her bir noktasinda tiirevlenebiliyorsa, bu
durumda g fonksiyonuna D bdélgesinde analitiktir denir ( Zill, Shanahan, 2003)

Tanmm 3.10. Eger g fonksiyonu C’ nin tiim noktalarinda analitik ise, g’ ye tam

fonksiyon denir (Baskan, 1998).
Tamim 3.11. g fonksiyonu D — C bdlgesinde analitik olsun. Eger g fonksiyonu D

bolgesinin farkli noktalarinda farkli degerler alirsa, (yani, z,,z, €D, z,#z iken
g(zo) * g(z]) oldugunda) kompleks degiskenli g fonksiyonuna yalinkat fonksiyon

denir (Duren, 2001).

Tammm 3.12. Eger kompleks degiskenli g fonksiyonu bir z noktasinin belli bir
komsulugunda analitik olup, fakat z, noktasinda da analitik degilse, bu durumda z,

noktasina g fonksiyonunun singiiler noktasi denir (Baskan, 1998).
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Tamm 3.13. (i) c¢deR, ve c<dsarti saglansin. ¢=¢(s):[c,d]>C siirekli
fonksiyon olsun. Bu durumda C de I := {g(t) ‘te [c,d ]} kiimesine baglangi¢ noktasi
¢(c)ve bitim noktasi ¢ (d)olmak iizere bir egri denir;

(i1) Bir T" verildiginde, ¢ (c) =g (d ) sart1 saglanirsa, I' egrisine kapal egri;

(iii) Vs,,s, €[c,d] i¢in s, #s, iken ¢ (s,)#¢(s,) ise, bu durumda T egrisine
Jordan yay1, eger s, =s,1¢in g(s,) = g(sz) ise I"egrisine basit egri, eger I" basit bir

egrive ¢(c)=¢(d) ise I' egrisine basit kapah egri (kapal Jordan egrisi);

(iv) P:={sy,5,...s,}, [c,d] arahginin bir paralanmasi olsun. Eger
Vme{0,1,2,...,n} i¢in ¢ =¢(s)fonksiyonu her (s, ,s,) aralifinda siirekli tiireve

m—12"m

sahip ve lim ¢(s), limg (s)limitleri var ise, bu durumda T egrisine par¢ah diizgiin

¥
S8 S8,

egri;
(v) Vse[e,d] igin ¢'() tiirevi var ve siirekli ise, bu durumda I egrisine

diferansiyellenebilir egri;

(vi) T diferansiyellenebilir bir egri olmak iizere efer ¢'(z)#0  sarti

saglanirsa, I egrisine diizgiin egri denir (Depree ve Gehring, 1969)

[c,d] araliginin P:{so,sl,...,sn}seklindeki tim parcalanmalarinin ailesi g ile

n

gosterilsin ve ¢, (P):= Z‘g (8,,)=5 (8 )‘ olsun.

m=1

Tamm 3.14. Eger

limsup{én (P):Pe go} <o

n—0

sart1 saglanirsa, I" egrisine olciilebilir egri (diizlendirilebilir) denir.
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Tanim 3.15. Eger I Jordan egrisi bir {l< |g| < y}, 4 >1 halkasinin analitik ve bire-
u

bir ®(z) doniisiimii altindaki goriintiisii ise, bu durumda T egrisine analitik egri

denir (Pommerenke, 1992).

Tamm 3.16. T egrisi parametrik denklemi ¢ =¢(s),s€[c,d] olmak iizere sonlu

uzunluklu bir egri olsun. 0 < <1 olmak tizere

‘g(s])—g(sz)‘£c|s] —s2|ﬂ

sartt saglanirsa, bu durumda T egrisine [ dereceden Lipschitz egrisi denir ve

I'e Lipp ile gosterilir (Gaier, 1987).

Tamm 3.17. I':[¢,d ]| — C pargal diizgiin bir egri ve g fonksiyonu I' egrisi iizerinde

taniml1 ve siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda g =u +iv olmak iizere

Ig(z)dz = I(udx—vdy)+i!(udy +vdx)

r r

ifadesine g fonksiyonununI™ egrisi lizerindeki integrali denir (Ahlfors, 1979).

Tanim 3.18. Parametrik denklemi z(t) = x(t)+iy(t), te [a,b] bi¢ciminde olan pargali

diizgiin bir I' egrisi verilmis olsun. Bu egrinin L(F) uzunlugu

£(0)= [ (e = [ (O + (7 ()

seklinde tanimlanir (Ozkin, 1989).

Tanim 3.19. Eger V¢ €l i¢in ¢ noktasinin komsulugunda I' 'nin diizlendirilebilir, ¢

noktasini iceren ve baglantili bir bileseni varsa, bu durumda I' egrisine lokal

diizlendirilebilir egri denir (Andrievskii ve ark 1995).

Tanim 3.20. Bir D bolgesinin sinirt I' olsun. Eger I' baglantili ise, bu durumda D

bolgesine basit baglantili bolge denir (Markushevich, 1985).

Tanim 3.21. Her bir D acik kiimesi
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D=UD

m?

D,, ayrik bolgelerdir ve 0D, < 0D

bi¢iminde yazilabilir, burada sayilabilir D, boélgelerine D ’nin  bilesenleri denir

(Pommerenke, 1992).

Tanim 3.22. ( konform doéniisiimiin tanimi) D, C de bir bolge ve g:D —> C ise
strekli dontisiimii olsun. Ayrica,g, € D noktasinda kesisen ve aralarinda B agis1 yapan
herhangi iki diizgiin I', ve I', egrileri verilmis olsun. Eger g(F]) ve g(FZ) resim
egrilerinin 7, = g(go)noktasmdaki aralarindaki agi, yon ve biiyiikliik bakimindan f
agisina esit ise, bu durumda g fonksiyonuna g, da bir konform déniisiimdiir denir.
Eger her bir ¢,€D noktasinda g konform ise g fonksiyonu D bolgesinde

konformdur denir ( Bagkan, 1998).

Teorem 3.2. g fonksiyonu g, noktasini igeren D bolgesinde analitik bir fonksiyon ve
g'(g,) #0olsun. Bu durumda ise 7 =g(g) fonksiyonu g, noktasinda da konform bir

dontistimdiir (Zill ve Shanahan, 2003).

Teorem 3.3. 7 = g(g) dontistimiiniin D bolgesinde konform olmasi i¢in gerek ve yeter

sart VgeD igin g'(c)#0 olmak iizere g fonksiyonunun D bélgesinde yalinkat ve

analitik olmasidir (Krasnov ve ark 1981).

Teorem 3.4. D bolgesinin simir analitik bir egri olsun. D bolgesinin D" ’a olan her bir
konform doéniisiimii, D ‘yi kapsayan bir bolgeye bire-bir ve analitik olarak
genigletilebilir. Benzer sekilde, eger D ’nin sinir1 analitik bir egri ise, bu durumda CD

bolgesinin CD" a olan konform dontisimii CD ‘yi kapsayan bir bolgeye bire-bir ve

analitik olarak genisletilebilir (Pommerenke, 1992).

Teorem 3.5. D bolgesinin sinir1 bir Jordan egrisi olsun. Bu durumda D’ nin D™’ a her
bir konform doniistimii D "ye bire-bir ve siirekli olarak genisletilebilir. Benzer sekilde,

D bolgesinin sinirt bir Jordan egrisi ise, bu durumda CD’ nin CD ’ye olan her bir
konform doéniisiimii CD’ ye bire-bir ve siirekli olarak genisletilebilir (Pommerenke,

1992).
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Teorem 3.6. (Riemann Doniisiim teoremi )

D c C basit baglantil1 bir bolge ve ¢, € D tespit edilmis bir nokta olsun. D
bolgesini D" :={r:[rf|<1} birim dairesine déniistiiren ve ¢(g,)=0, ¢'(,)>0
sartlarin saglayan bir tek 7 =¢(c) konform dniisiimii vardir (Depree ve Gehring,

1969).

Teorem 3.7. En az iki noktadan olusan, baglantili tiimleyene sahip, sinirli bir

D c C kontinyumu verimis olsun. Bu durumda , CD bolgesini cD bolgesine

P (o0) =00 ve 1im$g)> 0

G—® g

sartlar1 altinda resmeden bir tek @ konform doniistimii vardir (Markushevich, 1967,

5.104)

Teorem 3.7 deki @ fonksiyonu CD boélgesinde o noktast diginda analitiktir ve oo
bunun bir basit kutup yeridir. Bu nedenle, @ fonksiyonunun oo noktasindaki Laurent

acilimi

limM =a
G~

olmak iizere,

a,
2

9

CD(g):ag+aO+£+ -
3

@ (s)

bicimindedir. lim——==a kosulu CD'(oo):a biciminde de yazlabilir. @

g—® g
fonksiyonunun tersini ¥ 1ile gosterelim. Bu durunda ‘¥ fonksiyonu |r| >1 bolgesinde

oonoktasi disinda analitiktir ve oonoktasinda bir basit kutbu vardir. ¥ fonksiyonunun

. 1 .
oo noktasindaki Laurent agilimi, ¢ = — olmak iizere,
a

Y(r)=cr+c, +%+c;22+..., 7|>1

T

bi¢imindedir. csayisina, D kontinyumunun kapasitesi denir (Gaier, 1987).
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Tanimm 3.23. Eger taraflar1 x ve y» eksenlerine paralel olan keyfi kapali R < D
dikdortgeni i¢in u(x, y) fonksiyonu hemen tiim yatay ve hemen tiim diisey parcalarinda

mutlak stirekli ise, bu durumda diyecegiz ki, D bélgesinde u(x, y) € ACL *dir.(egrilerde

mutlak siirekli ). Bu tiir fonksiyonunun elbette D ’de hemen —hemen her yerde ', u'y

kismi tirevleri vardir ve

1 1
u, =—(u, —iu); “;:5(“; +iu!,)

z 2 X

esitlikleri gegerlidir (Ahlfors, 1987).
Kuasi(yarim) konform doniistimiin farkli tanimlar1 bulunmaktadirlar. Bunlardan

birini kullanalim.

Tamm 3.24. Eger
1) D’de pe ACL;

K +1
K -1

2) D de hemen — hemen her yerde ‘(p;‘ < |goz| sart1 saglansa,

bu durumda D bdlgesinin topoloji ¢ doniisimiine K- kuasikonform (K-
yarikonform) denir. (Ahlfors, 1987).
Teorem 3.8. Kuasikonform doniisiimlerin asagidaki 6zellikleri vardir:

a-) Konform doniigimler 1-kuasikonformdur. Tersine , 1-kuasikonform
doniisiimler de konformdular;

b-) K - kuasikonform bir doniisiimiin tersi de K - kuasikonformdur;

c-)K, - kuasikonform bir doniisiim ile K, - kuasikonform bir doniisiimiin

bileskesi K, K, - kuasikonformdur (Ahlfors, 1987).

Teorem 3.9. G bolgesinin K - kuasikonformw doniisimii verilsin. Bu doéniisiim

G ’nin her kompakt M altkiimesinde % mertebeden Holder sinifindandir:

‘W(Z])—w(zz)‘édz]—zz|”K, Vz,z,e M.

(Ahlfors, 1987).
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Bizi esas olarak I nin kuasikonform egri oldugu hali ilgilendirecektir.

Ileride c,c,,... ile sadece D’ye bagh sabitler kullanilacaktir (bu sabitler genel
olarak farkli ifadelerde farklidir). Ileride ayni zamanda M, XM, semboliinii de
kullanacagiz. Bu C = const > 0 olmak lizere M, <CM, demektir, burada C sabiti M,
ve M,’ ye bagh degildir. Eger ayn1 zamanda M, <M, ve M, =M, ise, M, <M,
yazacagiz.

Tamm 3.25. Diizlemi kendisine doniistiiren herhangi K - kuasikonform déniisiimiinde
cemberin goriintiisiine kuasikonform (yarikonform) egri veya kuasicember denir.

(Ahlfors, 1987).

Egirinin kuasikonformliginin geometrik kriteri daha kullanishdir.(bk. Lehto ve

Virtanen, 1973, 5.100) I" -Jordan egrisin ve onun lizerinde keyfi iki z; ve z, noktalarini
g0z Oniine alalim. z, ve z, noktalarinin I egrisini boldiigii iki yaydan birini ( kiiciik
caplt ) I'(z,,z,) ile gosterelim. I' egrisinin kuasikonform olmasi i¢in gerek ve yeter sart
asagidaki bagintinin saglanmasidir:

diamT(z,,z,) < |z, -z, (3.2)
Lemma 3.1. D, I' kuasikonform smirl bdlge ,z, €I, z, €I’ olsun. Bu durumda

uzunlugu S(z,,z,) olmak iizere
S(ZI,ZZ)SM|ZI—ZZ| (3.3)

sartin1 saglayan z,z, e B diizeltilebilir yay1 vardir, iistelik M >1 sabiti ancak D den

bagimlidir. (Belyi, 1977)
Tanim 3.26. C kompleks diizlemde I" yay1 verilmis olsun. Eger I' yayimin keyfi z, ve

z, noktalar ¢ifti i¢in bu noktalar arasinda kalan I'(z,z,) kiiglik par¢asinin uzunlugu
mesl'(z,,z,) =X |Z] - 22|

sartin1 sagliyorsa, diizeltilebilir Jordan I yayina kuasidiizgiin (yaridiizgiin) yay denir
(Lavrentev, 1936).
Aciktir ki, keyfi kuasidiizgiin egri kuasikonformdur.
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I'-Q=Cr=QuQ, ,0eQ ,0e)) timleyeni ile keyfi kapali Jordan egrisi
olsun. Konform ve yalinkat olarak ® (0)=0, @' (0), ®,(x) =00, 11m 2()

normu ile uygun olarak Q.i, Q] -a (¢ :{w:|w|<l}, Q) z{w:|w|>1}

dontstiren w=®,(z), i =1,2 fonksiyonlarini géz 6niine alalim.
Tanim 3.27. 0 <7 <1< R <400 olsun.

T, ={zeQ:|®(z)=r}.[y={zeQ,:|0,(z)|=R}.T, =T
egrilerine sirasiyla i¢ ve dis seviye egrileri denir.

Tanim 3.28. D, basit baglantili bir bolge , D, ise CD’ nin sonsuz noktasini iceren

0

birleseni olsun. Eger D ve D, bolgeleri ayni sinira sahipseler, bu durumda D

bolgesine Carathedory bolgesi denir (Markushevich, 1967).

Her Jordan boélgesi bir Carathedory bolgesidir, fakat yarigapi ¢ikarilmis bir disk
Carathedory bolgesi degildir. Ayrica, Carathedory bdlgeleri polinom yaklasimi
(PA)zelligine sahiptirler (Gaier, 1987).

D c C bolgesinde analitik fonksiyonlar sinifini A(D) ile gdsterelim.

Teorem 3.10. (Cauchy-Goursat Teoremi) D < C basit baglantili bir bolge veg € A(D)

olsun. Bu durumda D bdlgesinde bulunan her bir basit kapali I" egrisi i¢in
I g (z)dz =0
!

esitligi gegerlidir ( Zill ve Shanahan, 2003).

Teorem 3.11. (Morera Teoremi) g fonksiyonu basit baglantili D bdlgesinde siirekli

olsun. Eger D i¢inde bulunan her bir basit kapali " egrisi i¢in
I g (z)dz =0
!
sart1 saglanirsa, bu durumda g fonksiyonu D bolgesinde analitiktir (Basarir, 2010).

Teorem 3.12. C kompleks diizlemdeI yay1 verilmis olsun . Eger indislerin artimina

gore I yay tizerinde bulunan z,z,,z; noktalari i¢in |z, - zz| = |zl - z3| sart1 saglanirsa,

I' yayina kuasikonform (yarikonform) yay denir (Andrievskii, 1984).
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Teorem 3.13. (Cebirin Temel Teoremi) Sabit olmayan

P(z)=a,z"+a, 2" +..+az+a,,a, #0

n

polinomu verilmis olsun. P,(z,)=0 olacak sekilde bir z, var. (Baskan, 1998).
Teorem 3.14. (Cauchy Integral Formiilii). D < C bir bdlge, g € 4(D) ve D

bolgesi pargal1 diizgiin kapali I" egri si ile sinirlanmis olsun. Bu durumda ¢, € D i¢in

_ 1 g8
o) e

dir, burada kapali I egrisi iizerinde hareket ettigimizde D bolgesi solda kalmaktadir

(Krasnov ve ark., 1981).

Teorem 3.15. (Cauchy Tiirev Formiili) G — C sonlu sayida parcali diizgiin egri ile

sinirh bolge, G D ve ge A(D) olsun. Bu durumda Vg, €G ve her n=0,1,2,...,

i¢in

we.y_n &)
g (g")_%iajc(g—go)"”dg’

formiilii gecerlidir (Saff ve Snider, 1993).

Teorem 3.16. (Maksimum —Modiiliis Prensibi) Dc C, bolgesi T':=0D Jordan
egrisiyle sinirlt sonlu bir bolge olsun. Eger g, Dbolgesinde analitik ve D de siirekli

, maksimum degerini 0D de alir (Saff ve Snider, 1993).

ise | g
Simdi siirsiz bolgeler i¢in Cauchy integral formiiliinii verelim:

Teorem 3.17. D, sonlu uzunluklu pozitif yonlendirilmis I Jordan egrisi ile sinirlanmig

bir bolge olsun. Eger g fonksiyonu CD bdlgesinde analitik bir fonksiyon ise bu

durumda

g(oo), zeD

L g, _
2mit E—z g(»)-g(z),zeCD
formiilii dogrudur (Gonzalez, 1991).

Teorem 3.18. (Green Formiilii): D, pargali diizgiin ve pozitif yonlendirilmis I" egrisi

ile sinirli  basit veya katli baglantili bir bolge olsun. Ayrica g, ve g,, D’de analitik,

D de siirekli tiirevlenebilen fonksiyonlar olsun. Bu durumda
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[[g2an =, [ 5

esitligi gegerlidir (Gaier, 1987).

Teorem 3.19. (Cauchy-Green Formiilii). D, sonlu uzunluklu I Jordan egrisi olan
siirli bir bolge olsun. Ayrica, kabul edelim ki g, D bdlgesinde siirekli kismi tiirevlere

sahip ve D’ de siirekli bir fonksiyondur . Eger g. fonksiyonu D bdlgesinde

integrallenebilir ise, bu durumda her z e G i¢in

(ol Foe e

formiilii gegerlidir (Conway, 1995).

3.2. Bazi fonksiyon ve kontinyum siniflari

Tamm 3.29. g € C[a,b] olsun.

A(gu)= fu}))h‘g(x+h)—g(x)‘
O;;Eu_

esitligi ile tammlanan A(u)=A(g;u), u €[0,b—a] fonksiyonuna birinci mertebeden
siireklilik modiilii denir (Dzyadyk, 1977).
Tanim 3.29 (—o,%) aralifinda da gegerlidir.
Yukaridaki tanimdan 6zel olarak,
‘g(x+h)—g(x)‘ <A(h), x,x+he[a,b]

esitsizligi elde edilir.
Birinci mertebeden siireklilik modiilii ile ilgili asagidaki 6zellikler gegerlidir:

1) 2(0)=0;

2) 2(u) monoton artan fonksiyondur;

3) A(u) siirekli fonksiyondur;

4) u, 20, u, 20 olmak tizere

A, +uy ) S A(u) + A(uy)

esitsizligi saglanir;
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5) neN ve nue[0,b—a] igin
A(nu)<nA(u)
esitsizligi saglanir, Ayrica, keyfi p>0, (p+1)ue[0,b—a] icin
A(pu) <[ p+1]A(u) < (p+1)A(u)
esitsizligi dogrudur;

6) A(u)#0 olmak iizere u €[0,b—a]

olur (Dzyadyk, 1977).

Tamim 3.30. D c C kiimesi ve g: D — C bir fonksiyonu verilmis olsun. Eger
A(gu)<Mu’,0<B<1, M =sabit>0
sart1 saglanirsa, bu durumda g fonksiyonuna Hélder (Lipshitz) £ simfi’ndandir
denir, burada M sabiti u dan bagimsiz, pozitif bir sayidir ve farkli fonksiyonlar i¢in
genel olarak farklidir. Bu fonksiyonlar sinifig € H” (D) ( gelipp (D)) ile gosterilir.

Hoélder smaifi ile ilgili asagidaki 6zellikler gegerlidir:

1) geH(D):geC(D);

2) B<a ise geH"=geH’ dir. Yani, H* c H” dur.

3) g € H(D) , g, € H(D) olmak iizere,

g +g eH(D), 2,8, eH(D), ?eH(D),(g2 7&0)
2

olur (Dzyadyk, 1977).

Tamm 3.31. C kompleks diizlemde I" - Jordan egrisi verilmis olsun. Eger

B
s

|g(z,)— g(zz)| < C,maks {|z0 -z “,Vz,2,eTl

B
Z _Zz| ‘} |Zl —Z,
sarti saglaniyorsa, bu durumda g fonksiyonu D’(z,,I') (z,€Tl), (0<a <1, f>0)
smift’ ndandir denir ve g € Df (zO,F) ile gosterilir . Mamedkhanov (1981) aciktir ki

S =0 oldugundan H*(T") sinifi elde edilir.

Tamim 3.32. Kompleks diizlemde u¢ noktalar1 ave b den I' yayr verilmis olsun.

z,,z, €' ve 0<a <1 olmak lizere
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a
|Zl _Zz|

‘g(zl)—g(zz)‘s

a
\/le —-a’ +\/222 -b’

sarti saglanirsa, bu durumda £ fonksiyonu A%, (T') stmfi’ ndandir denir ve

g(z) €A, (F) ile gosterilir.
Daha sonralar, genelligi bozmadan, eger a=-2 ve b=2 ise A%,(T) smifin
A“(T) ile gosterecegiz
C kompleks diizlemde D" =CD=C\D, C=CuU{w}baglantili tamamlayicisina

sahip sonlu D, (diam D > 0), kontinyumu verilmis olsun. Burada I'=0D" = éD bu

bolgelerin ortak sinir1 olsun. 7 = go(z) fonksiyonu konform ve yalinkat olarak

@(), ¢'(0) >0 normallastirilmus sartlar alinda D* bolgesini D, = {r I|T| > 1}

o~

bolgesine doniistiirsiin. Caratheodory gore basit uglarla tanimlanmis D™ ile D_]*
kompaktifikasiyasi arasindaki homeomorfizimi, D" bélgesinde go(z) ile cakisan, ayni

isaretli olan ¢ 1ile gosterecegiz (O6rnegin, bak. Kollingvud ve Lovater, 1971).

@' =y ters fonksiyonu, ['= D"\ D" ise sinir basit uclar kiimesini gostersin.

T, ={:]p(&)=r

}, r>1 seviye egrisi olsun.

D ’nin tamaminda siirekli ve i¢inde analitik olan fonksiyonlar sinifin ise A(D) ile

gosterecegiz.

A(8), 8 >0 siireklilik modiilii tipli bir fonksiyon olsun, yani pozitif isaretli,
azalmayan (l(+0) =0olmak tiizere) ve  belirli bir C=sabit>0 igin
A(t8)< CtA(8), 5 >0, ¢>1 sarti saglansin.

C = sabit > 0 i¢in

‘g(zl)—g(zz)‘SClﬂzl -z, ), z,z,€D

kosulunu saglayan g(z) € A(D) fonksiyonlar sinifim CH* = CH" (D) ile gosterelim.

Bazi C’ler i¢cin CH”smifina dahil olan fonksiyonlar kiimesini ise H*ile gosterecegiz.
2(8)=06",0< B <1 durumunda ise standartCH” veya H” gdsterimi kullanilacaktr.

Tamim 3.33. Her bir z,,z, € D noktalari
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meSF(Z],ZZ) < C|z] -z,

, C=C(D)=>1,
ozelligine sahip F(z] , 22) c D yayu1 ile birlestirilebilir ise, bu durumda D

kontinyumu A smif’ndandir denir ve bunu D € H olarak gosterecegiz (Andrievskii,

1984).

4 >0 icin
U(s.u)={&:6—g<uf. d(s.D)=inf|5 g,
éeD
D,=UU(e.n) ={&:d(&,D)< u}
gosterelim.

Tamm 3.34. Belli C =C(D)=const >1 sabitive ¢e'=8D ve u>0 i¢in
U(s,Cu)nCD, # 2,
sart1 saglanirsa, bu durumda D kontinyumu R simifi’ ndandir denir ve bunu D € R

olarak gosterecegiz, burada CD, :6\Dﬂ , D, bolgesinin tamamlayicisidir

(Andrievskii, 1984).

u,= sup d(&,D), n=12,...

éeintl"I 1
gosterelim, burada intI"” sinir1 I' ile ¢akisan sonlu bir bdlgedir (I" nin sonlu Jardan
egrisi

oldugu dikkate alinmaktadir).

3.3. Cauchy ¢ekirdeginin polinom fonksiyonlarla yaklasimi

C kompleks diizlemde D =TI yay1 verilmis olsun. I' yaymin uglarim1 z, ve

z,olarak gosterelim ve r >1i¢in ¢(z,)=7,,i=1,2,

D), :{s :|s|>1,args1 < args<argsz},

1

Dl*z =D’ \D_l*l’ D; :’//(Dli)a Bf :V/(D_li)’

I'=T,nD,, T =TnDi, d(z)=inf|é-2|, d’(z)=maxd (=)

el i=1,2

gosterelim.

Bu boliimdeI ’yi sonlu kvazikonforma yay olarak kabul edecegiz. U¢ noktalar

hari¢ her bir zeI' noktast z' eI ve z” eI gibi basit iki ucun cismidir. Q=CT
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bolgesindeki ve I' yayi tizerindeki noktalar: sirasiyla z ve & ile gosterelim ve cismi
bu noktalarla ¢akisan, fl’",’ m =1,2,bdlgesine ait olan basit uglar1 ise sirasiyla Z/ ve
3’ veyasadece Zve Jolsun.

Bazi lemmalar1 ve onlardan c¢ikan sonuglari ifade edelim. (= 1,2) indislerini

sabitleyelim (Andrievskii, 1980; 1981).

Lemma 3.2. éieﬁm,(p(iif’):ri,izlﬂﬁ olsun. Bu durumda|§]—§2|j|§]—§3| ve

|r] - 12| = |T] —T3| kosullar1 denktir ve bu durumda

(3.4)

esitsizligi gecerlidir, burada s, > s, >0 sabitleri sadece I" "ye baghdir.

Lemma 3.2°1 se¢ilmis ii¢ tane noktaya uyguladigimizda asagidaki bagintilarin dogru

oldugunu gorecegiz (Andrievskii, 1981).

Lemma 3.3.2,& ve &, noktalari Z” eI, I e O basit uglarm cismi olsun

(lo(37)

of)

jl) ve Sr:y/[qo(ii"’) _]Jolsun. R >T1igin

Zi=v[Rp(2")]. & =y[Ro(3")]

gosterelim. Bu durumda

d(er)=|e-&; (3.5)
dy (z2)x|z-z); (3.6)
‘5—5’;’ <d? (z), eger [£— 2| =} (2) (3.7)
F{%F%fg' eer [£—z|xdy () (3.8)

baglantilar1 gecerlidir, burada p >0 sabiti sadece I ’ye baghdir.

Sonug¢ 3.1. (3.7) ve (3.8) esitsizliklerini kullanarak & eI i¢in asagidaki baglantilarin

dogrulugu kolayca gosterilebilir:
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dy(E)=dy(z), eger [E—z|=d(2); (3.9)
4(8) |4 :

< , eger |E—z|=d,(z (3.10)
|§_Z| ‘é—z | | ( )

Dogrulanmasi lemma 3.3’ ya dayanan bir baska bagintiy1 gdsterelim.

~m

Sonug 3.2. R>r>1 olsun.(3.1) esitsizligini ii¢ tane & =zel,& =z, ve & =zx

(R—1]5‘<|z—z§|<(13—1j”
r=1) ~|z-z"|"r-1

I3

noktalar i¢in yazalim:

Bu esitsizlikten basit muhakeme ile asagidaki degerlendirme elde edilir:

(R_1T jd;(z){R_sz (3.11)

r—1 d*(z)_ r—1

I3

v>0 yeteri kadar kiigik bir say1 olsun. I'yaym ayr ayr pargalara bolen {£};

noktalar dizisini asagidaki gibi tamimlayalim: z, ve z,noktalar1 I yayinin ug¢ noktalari
olsun. & =z olarak kabul edelim. & ise Tr{t:[t-&|=d;, (&)} kesisiminin
noktalarindan biri olsun. Bdylece, devam edelim ve ¢, noktas: olarak ise I" yay1
lizerinde, & ile z, noktalar1 arasinda olmak iizere {t:|t—§l.|: d, (51.)}, gember

iizerindeki noktay1 kabul edelim. Bu siralama o zamana kadar devam edecektir ki,

¢, € I'noktast i¢in I' yay1 tizerindeki F(ép_l,zz) parg¢asinin ¢api,

dy,,(&,.) 2 diamT (&, ,.2,) 23d;,, (&,
esitsizligini saglamus olsun. & =z, kabul edelim. Cismi &, olmak iizere basit uglar
3 e " (m =1,2;i= 0,...,p), ile gosterelim. Lemma 3.3 ve sonug 3.1 geregince birim
cemberler lizerindeki noktalar i¢in asagidaki 6zellikler yazilabilir:
‘rim—ri"fl‘tv, i=1.,p, m=12;

o, -1 | <" =t |, i=1..,p-1, m=12;

i+1 i

m m‘v

m ml_ |-m _ -m | _ _
‘TO -1, A‘rp Tp_l‘,\v, m=1,2.

Asagidaki gibi noktalar sistemini tanimlayalim:
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(1+

T, —T, Dri’", i=lL.,p—1

1" =
(1+v)z", i=0,p.

t", i=0,...,p, m=12 noktalarini argiimanin artim sirastylal', < Q'kesigi ile

birlestirelim ve '}, =w (an) kabul edelim. Boylece, biz v > 0 "1n kiigiik degerleri i¢in

I',,, seviye egrisinden farklive zeT" , j=1,2igin,

1+v
dy, (z)=<d(zI},)<d(zQ" AT}, ) (3.12)
bagintisini saglayan '}, < Q egrisini olustururuz.
Daha sonra (¢ —z)™' Cauchy ¢ekirdeginin,
q,(&2)=2 a,(5)", n=12,.. (3.13)
polinom fonksiyonlarla yaklagim problemini inceleyecegiz.

Lemma 3.4. R>1 ve k=1,2,...ise sabit edilmis sayilar olsun. Bu durumda her bir
n=12,.. dogal say1i¢cin &eQ,nintl', de & degiskenine gore siirekli olan a,, (2;‘ )

katsaylarla (3.13) biciminde Oyle bir fonksiyon var ki, zel', £e€Q,ve [=0,1

oldugunda,
. k
: { —al )}‘ DN M (3.14)
A7 -4, »Z — + - * ; ’
oz | E—z |§_Z“ |§—Z|+d]+l(z)
5 i
(62 {Ié 2l+d” )} (3.15)

esitsizlikleri saglanir.

Ispat: n yeterince biiyiik olsun. ilk énce & € Q, NextT oldugunu kabul edelim.

1+1/n
(burada ' Jordan egrisi olmak iizere extT'=C\ intT' dir). Q,,,(&,z)Dzyadyk

polinom c¢ekirdegini géz oniline alalim (Dzyadyk, 1975; Belyi, 1979) calismasinda D
keyfi kontinyum ise i >2 ve / =0,1 ig¢in,

E-¢"

|§—Zl+] E—Z

o 1
87|:§—_Q]skn(§’ )} =

(3.16)

e
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~ -

<-4 (3.17)

1
esitsizliklerinin dogrulugu ispat edilmistir, burada & =y Kl + —j 1) (é )} dir.
n

Yukaridaki varsayimlara gore
‘g _Z‘ = |§ _Z| = |§ _Z|+d]*+]/n (Z)a

ve bazi dogal i, =i (I')> 0 sayilar i¢in lemma 3.57 geregince,

degerlendirmesi dogrudur. Bdylece,
def
q, (g,Z) = Q],k,i,[Cn] (é,Z),
kabul edilir 1se (3.14) ve (3.15) esitsizliklerinden (3.16) ve (3.17) degerlendirmeleri
bulunur, burada i=max{i,2} dir, yeterli kadar kiigik C=C(k,i) sabiti Oyle

1+1/n

secilmistir ki, degg, <molsun. $imdi ise & € (th )\F oldugunu kabul edelim.

& eI, noktasmi ise arg(&)=arg (¢, ) kosulundan segelim,

& ) (:] e:] 1

0zdesligi aranan polinom g¢ekirdeginin

p-1

q,(&.2)=> (¢ —z)" q[ ) }(g]—z)"“‘ (3.18)

m=0 (m+2)

bigiminde olacaginin ipucunu verir p=p(T,k) sayismin nasil secilecegi asagida
belirtilecektir). (3.18) bi¢iminde verilen c¢ekirdegin (3.14) ve (3.15) esitsizliklerini
saglandigin1 gosterelim. Lemma 3.2° y1 z,&,& ve &,&,&5. noktalarina uygulayarak ve
(3.5) ve (3.12) formiillerini dikkate alarak,

e=gl=le=dl Al (s)=<d (&)=l -¢)

bagintisini elde ederiz. Simdiise zel've & e (th )\L oldugunda

1+1/n
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|§—§,|_< d]*+l/n(Z) ' ﬁzﬁ(r)>0 (3.19)
‘Z—él‘_ |Z_§|+d]*+l/n(z) ’ ’ |

esitsizliginin dogruluunu gdsterelim. Gergekten, eger |&.—z|<d;,,(z) ise (3.9)
ifadesine gored,,,, (z)=<d,,,, (& ) dir ve buradan da
[6-&]=xd(&-T)<|z-¢|

yazilabilir. Boylece, her bir not edilmis S > 0 igin

e:—e:,‘jl{ iy (2) )T’

z-¢ |Z_§|+d]*+]/n (Z

*
1+1/n

degerlendirmesi elde edilir. Eger |&. —z|>d).,, (z)ise uygun ii¢ noktaya lemma 3.56

uygulandiginda

|7 =&z -&[=]==¢]
bulunur. (3.19) degerlendirmesinin bulunmasi i¢in (3.10) esitsizliginin kullanilmasi
gerekir:

d,, (2)
| 2-¢& |

|§_§1|_<d1*+1/n(§r)_<
‘Z_‘fl‘_ |Z_‘§r| B

k
Eger p:{ﬁ}_l kabul edilirse, ¢, (é‘],z) cekirdeginin ispatlanmis Ozelliklerinden,

(3.18) ve (3.19) ifadelerinde kolayca (3.14) ve (3.15) esitsizlikleri elde edilebilir.

O1.i.» (€.2) gekirdeginin& € Q, Mextl) degiskenine gore siirekli olmasindan

1+1/n
a, (é) katsayilarinin siirekli olmasi elde edilir.
Teorem 4.1’ in yeterli kosulunun ispatim1 yapmak icin (Lebedev, 1971; Tamrazov,
1973; Dzyadyk, 1977)’1n sonuglarindan birini, 6nemini etkilemeyecek sekilde degisik

bir bigimde ele alalim.

Lemma 3.5. D tek baglantili timleyene sahip keyfi kontinyum olsun. Kabul edelim ki,

K,=const>0, £ €0D, d>0 olmak lizere Q, (Z), degQ, <n,n=1,2,...,polinomu

icin biitlin £ € 0D noktalarinda

5_50
d

Sl
Qn(g)‘SMO[l_I_ ],S,zsabit>0,
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esitsizligi saglanir. Bu durumda tiim S, =sabit >0 ve &eU(&,d)NintL  igin,
1+22

n

S, =5,(S,,S,,D)>00lmak iizere

0,(z)| < $:K,
esitsizligi gecerlidir.

3.4. Kompleks diizlemde baz1 genel kontinyumlarin ézellikleri

Yaklastirilan polinomun tiirevlerinin degerlendirilmesi ile Bolim 4.1 de
gerceklestirilen yontem ayrica, H*smifinin yaklasim karakterizasyonunu diizgiinliik
teriminin de (yani, degerlendirme noktadan bagimsizdir) elde etmege imkan

vermektedir. Bu durumda ele almman kontinyum simiflari, daha da genislenir. Yani,
diizgiinliik  termininde daha genel kontinyumlarda  H*smifin1  yaklasim
karakterizasyonunu elde etmek miimkiindiir (Dzyadyk, 1966; 1975; 1977; Belyi, 1977;
Andrievskii, 1981). Her seyden once, bu genel kiimelerde Andrievskii (1983) calismasi
geregince

dy ., (Z) = infzermm |‘§ - Z|
terimlerinde fonksiyonlarin yapisal karakterizasyonunun elde edilmesi  miimkiin
degildir.
Uygun sonuglari ifade etmek i¢in ilk 6nce bazi yardimci sonuglart verelim.
Lemma 3.6. // — R dahil olmasi gegerlidir.
Ispati: D e H olsun. Bu durumda tiim Z ' noktalari birinci tiir basit uclaridir, yani
onlar |Z | =z e =0D tek noktali cisme sahiptirler.

Collingwood ve Lohwater (1966 ) calismasi geregince bilindigi gibi her bir

Z eT basit u¢ i — oo oldugunda 7, caplar sifira yakinsayan {sl.}l, ~ dairesel kesitler

=1,2,..
dizisi ile belirtilebilir (uygun uglar1 ¢ ve ¢ noktalaridir ). 7 c¢aplart ise i—> o
giderken sifira gider #, ve ¢, noktalarini,

mess(tl.,t;) = ‘tl. —t:‘ <r
sartin1 saglayan S(ti’ti*) c D ile birlestirelim. Boylece |Z | cismi ¢apt =1, i=12,..,

bolgede tutulabilir, tabi ki o bir noktadir.
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z, e T'keyfi bir nokta olsun, Z, T ise |Zo|zzo sartin1 saglayan basit uclardan biri

olsun. 7, € I'noktasmi ve 3, € I" basit ucunu ise,

|20 —to| =sup,r |z, — 1], 13| =1,

~1

sartindan belirleyelim. Z;, ve 3, basit uclari r’ yi iki kisma ayirir: I' ve 1:2. u
(0<u<uy=p,(D)) yeterince kiigiik oldugunda 0U(z,,5) gemberi iizerinde Z,
basit ucunu 3, ve 00°dan ayiran en az bir tane s =s. (u) yay1 bulunabilir (diger bir
degisle s yay1 Q bolgesini iki alt bolgeye boler: bunlardan biri sinirhidir ve Z; basit
uca dayanur, digeri ise sinirsizdir ve 3, basit uca

dayanmaktadir).d (¢#',T') = ¢ kosulunu saglayan ¢ e s noktasinin varligini gosterelim.

zesolsun |t—z|=d(zT) kosulunu saglayan ¢ eI noktay: ele alalim. [z,¢] pargasi

herhangi bir 3 e I basit ucu belirtir. (daha dogrusu3 merkezi ¢ noktasinda olan ve

[z,t] parcast ile kesisen dairesel kesitlerle tanimlanir ). s yayr da iki tane basit

Z, el ve Z, el uclarmi belirler.  Burada genel kurallardan sapmayarak,

s = {uei“,al <a< az} ve |Z|=ue'™, i=1,2. kabul edecegiz. d(ueia,l") = ‘t—/,tei“

oOzelligini saglayan en az bir tane €I’ olmak iizere @ larin en iist siirlarmi ¢, ile

gosterelim. [ uei“,t] pargast 3 el sabit ucu belirler. o, <a, <a,esitsizligi agiktir.

e>0kiigik bir sayr olsun. O0<eg,-f<¢,0<B,-a,<& olmak lizere

t &

. =pe”,i=1,2 noktalarin1 ele alalim ve bu noktalar igerisinde d(t:,l“):

tr—t,]
kosulu saglayan ¢, i=12 noktalar1 vardir. [t:,ti] pargas1 3, € I basit ucu belirler.
y = [tl*,tl]u[t;,tzju{uei“ B <a< ﬂz} yayl ise Z, basit ucunu J, ve o dan
ayirmaktadir. Sonug olarak, diamy > p dir. ( Bu bagint1 tersini kabul etmekle ispat

edilebilir ). Simdi eger,
diamy <2gu + d(tl*,l“) + d(t;,l“) <4deu+ Zd(,ueia" ,F)

g0z Oniine alinirsa, & sayisinin keyfi olmasindan dolay1 d (t',F) > u esitsizligi bulunur,

burada ¢' = pe™™ dir.
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Yukarida sdylenenlerin sonucu olarak asagidaki yazabilir: VzeT' ve u>0en az
bir tedU(z, 1) ve C=C(D)=const>0:d(t,T')>Cu olur. Buradan da,
U(z.C"'u)NCD, #@; zeT, u>0

elde edilir.. Boylece D € R oldugu ispatlanmis olur.

Lemma 3.7. D herhangi bir continyum, z,,z€ Q=CD, 7 = go(z) ve T, = go(zo) olsun.
Eger |z' —r0| <e™” (|r0 | - 1) ise asagidaki esitsizlik dogrudur.

7ol 2=z _ elr =7l
ro] -1 d(z,.T) 7|1

-2z

(3.20)

Ispat: L=L(z,,z), Q bdlgesinde yerlesen lokal diizlenebilen egri ailesi olsun ve séz

konusu egrilerin her biri Q’yi iki alt bolgeye bdler. Bu alt bolgelerden biri

sinirhdir( z ve z, noktalarini igerir ), digeri ise sinir1 I'=0D ’ yi igeren sinirsiz bolgedir.
Sonraki adimlarimiz m(L) ve m[go(L)] modiilleri i¢in degerlendirmelerinin
bulunmasina dayanir (Ahlfors, 1987), burada m(L), L egriler ailesinin modiili,
m[@(L)] ise L egriler ailesinin ¢ doniisimii sonucunda elde edilen ¢(L) egri
ailesinin modiiliidiir. m[d)(l“)] =m(T) esitligi soz konusu degerlendirmelerin
karsilagtirmasini saglar.

Baslangi¢ icin |z — ZO| <d (ZO,F) olsun.

Lln—d(zo’r)_
2 |Z—ZO|

(1)< LGl
2r |Z—ZO|

(3.21)
esitsizliginin dogrulugunu gosterelim. L egriler ailesi onun simirindaki bilesenlerini
{5 :|z— zo| < |§ - zo| <d (zO,L)} dairesel seritten ayiran egriler ailesini igerir. Bu nedenle
(4.2) degerlendirmesi sol tarafi gecerlidir. (3.21) degerlendirmesinin sag tarafinin

dogrulugun ispatlamak i¢in asagidaki fonksiyonu ele alalim (Ahlfors, 1987).
-1 - T
a(é):{|§—zo| , z—zo|e S|§—zo|e d(zO,F)

0 , diger durumlarda

Bu durumda

M, (F)iinf a(&)|dé|=2x,

yeL
4
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oldugu kolayca goriinmektedir. Buradan da egriler ailesinin modiiliiniin tanimina gore
(Ahlfors, 1987).

JJo’(§)do, _ 1, d(zT)

47 - 2w |Z—ZO| +l

m(L)<

yazilabilir. $Simdi |z—z|>d(z,,I") olsun. Bu durumda ise benzer islemler yapilarak

0<m(L)<1 (3.22)
esitsizligin dogrulugu gdsterilebilir (4.2) esitsizligini |r —7 | <|r,|—1olmak iizere
7,7, € Q' noktalari i¢in yazalim:

1 -1
OSm[go(L)]—Elnﬂ?_'—%'sy (3.23)

Simdi ise |r —7,|< e (|z,|-1) oldugunu kabul edelim. Bu durumda (4.4) formiiliine
gére m(L)=m[¢(L)]>1 olur. Buradan da (4.3)  ifadesini kullanarak
|z—zo| < d(zO,F) esitsizligine ulasabiliriz. (4.2) ve (4.4) esitsizlikleri geregince (4.1)

elde edilir.

Boliim 4.2 de sonuglar

/,t(v)z supd(z,D), v>0,

zeintl'},,

terimininde elde edilmektedir. Simdi u (v) ile ilgili baz 6zellikleri inceleyelim.

Lemma 3.8. 9t herhangi continuum olsun bu durumda biitiin u >0 ve C =const >1

i¢in
p(Cu)< paaiedly (v)
esitsizligi gecerlidir.
Ispat : argr=argn ve l+v= |T| < |17| =1+Cv esitsizligini saglayan 7,7eQ)’

noktalarmi gdz Oniine alahm. [r,n] aralhgmm 7,=7, 7,,..,7, =17,

7| <. <]z,
noktalar1 ile m = [cez”] sayida esit kisimlara bolelim.i =0,...,m —1 oldugunda

T

i+l

- wl.| <eFy<e™ (|Ti| - 1)
yazilabilir. Diger taraftan & =w(7,),j=0,..,m, kabul ederek ve Lemma 3.7 yi

kullanarak,
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d(¢&,.D)<2d(¢, ,.D)<..<2"d(&,D) (3.24)
bulunur. Simdi ise u(Cv)=d(&,D) sartini saglayan & eintL, ., noktayr gdz Oniine
alalim ‘(p (5 )‘ >1+4v sartt siradan bir durum degildir. arge (z) =argQ (8: ) kosullunu

saglayan noktayr zel'|  ~ile gosterelim. (3.24) esitsizligini gz Oniine alirsak,
aradigimiz deger asagidaki sekilde elde edilir:
p(Cv)=d(&,D)<2"d (2.D) <27 u(v)

EeQ ve v>0 igin gl+vzt//[(1+v)(p(§)] ve B =intl,, olsun. Yaklagim

1+v

‘nin Ust sinirinin belirlenmesi gerekmektedir.

polinomlarinin olusturulmasi i¢in ‘5 —EHV

Bu nedenle asagidaki sonug¢ ¢ok 6dnemlidir:

2r

Lemma 3.9. D herhangi bir continyum v, >0 sabit bir say1 ve C =(1+v,)e*" olsun.
Bu durumda biitiin & € B, \Dﬂ( ) 0 <v<v, noktalari igin
= 2
l6=2, | <(1+v,) u(cv) (3.25)

esitsizligi gecerlidir.

Ispat: Her bir not edilmis v (0<v<v,) igin

é_glw 9 ol
0 (0) =1 (Bu(cyy TN
0 , £=

fonksiyonu ele alalim. S6z konusu fonksiyon 2 bdlgesinde analitiktir. Diger taraftan

eger d(&,D)=u(Cv) ise, bu durumda ‘(p(é)‘21+Cv esitsizligi elde edilir. Bu

q):(é)‘ <(1+Cv)° <1

esitsizligini elde ederiz. (3.25) esitsizliginin ispat1 i¢in sadece Q\D#(Cv) bolgesinde

nedenle Lemma 3.7 > y1 & ve EHV noktalarim1 uygularsak,

0. (§) fonksiyonu i¢in var olan maksimum modiil prensibini kullanmak gerekmektedir.

Gergekten, egeré € B, \Dﬂ( o) ise ,

‘g _EHV ‘é _EHV
1> > > >
(&) m(Cv)  (1+v,) u(Cv)

esitsizligi yazilabilir. Buradan (3.25) esitsizligi elde edilir.
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Sonug¢ 3.3. D herhangi kontinyum v, >0 herhangi sabitlenmis say1, C =2(1+v,)e*”
olsun. Bu durumda biitin n=1,2,..., dogal sayilar1 igin ve &€ B, \D#(C/n) icin &£’ ye
gore siirekli olan (&), i=0,..,n, katsayilaryla (3.13) Dbigiminde oyle

q,(&,z)polinom gekirdegi var ki, ze D ve p=0,1, i¢in,

o 1 ,( 1 3

oz Lf — (5’2)} =4 (;]K A (320
o' -1

gt (&.2)|2[E—7 (3.27)

esitsizlikleri gegerlidir.
(3.26) ve (3.27) esitsizliklerinin dogrulugunu gosterelim. Gergekten #n sayisinin

cok biiyiik oldugunu varsayalim. Yukaridaki varsayimlar g6z oniine alindigina Lemma

3.63 geregince ‘5 - EHW = |z — §| yazilabilir.

g%d(g,D) olur. Buradan da ‘Z—gmm

q, (é‘,z) olarak ise Q]’z,&[n/]g](.f,z) polinom c¢ekirdeginin alinmasi gerekir (Dzyadyk,

1977, s. 429). Bu durumda Lemma 3.8 ve 3.9 dan ve (3.16), (3.17)
degerlendirmelerinden (3.26) ve (3.27) esitsizlikleri elde edilir.
Yaklasim polinomunun diizgiin yaklagimini incelemek i¢in ~ Mergelyan

teoreminin ispat metodunu kullanmak gerekir (Dzyadyk, 1977). Gergekten,
g(z)e H* (D) oldugunu kabul edelim. g(z) fonksiyonunu tim C kompleks diizleme
Oyle analitik devam ettirelim ki, (genisletmek) devam ettirilen fonksiyonun (devam

ettirilen fonksiyon icin gdsterim g (z) olarak kalsin) stireklilik  modiilli
Co(u),C=const>0  biyikligi ile baskilanmis (majorize) olsun, yani
‘ g(z)-g(z )‘ <C a)(|z1 - zz|) sartin1 saglasin. Fonksiyonun gosterilen ozellige sahip

mimkiin olan genislemelerinden biri (Stein 1973) calismasinda gosterilmistir.
df
Sabitlenmis n=1,2,... ve u,—u(1/n) i¢in g(z) fonksiyonun u, ortalamasi olarak
bilinen
1
g, (z)=—5 |[[ g(¢)do..zeC (3.28)

2
Wy u(zu,)

fonksiyonunu yazalim.
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Elde edilen g, (z) fonksiyonu asagidaki ozelliklere sahiptir (Dzyadyk, 1977, s.
341, Lemma 2):
g(z)-g,(z)| 2 A(u,), zeC; (3.29)
g(z)=g,(z), zeD\Fj; (3.30)
Buradan F,={z:d(z,Q)<p,} dir.  Ustelik bu fonksiyon g,(z),z=x+iy

fonksiyonu C de siirekli kismi tiirevlidir ve onun formalite tiirevi

%.(2)

0z

<o(m, )", zeC. (3.31)

esitsizligini saglar. g, (z) fonksiyonuna Cauchy-Green formiiliinii uygulayalim. Bu

durumda

1 6g daé
g, (z)=— s (3.32)
() 2mr]+ FJ;J;, 65 E—z

elde ederiz, burada u, >0 sabitlenmis nokta, ze€ B, dir.
Lemma 3.10.De R ve v,>0 keyfi bir say1 olsun. Bu durumda her bir n=1,2,..ve
§eF,NB, i¢in ¢ ya gore toplanabilira, (&), i=0,..,n, katsayilari ile (3.13

bi¢imine dyle ¢, (é‘,z) polinom ¢ekirdegi var ki, ze D ve / =0,1 i¢in

o 1 I P

g (62) [ —— . 3.33
Gzl{ -z qn(é )}‘ |.§—z Lé—z|+‘un} ( )
Zra, (&) (e —2lrm) " (34

esitsizlikleri saglanir.

Ispat: n yeteri kadar biiyiik bir say1 olsun. Ispat icin D e R sartindan ve sonug 3.3

den yararlanacagiz.C =2(1+v,)e’™ ve H,=F.,N D, olsun. varsayalim H,’nin

kompakt ¢cokluk olmasi nedeniyle onun igerisinde,
ﬁ" < UU(&,,U,,)
i=l1

kosulunu saglayan sonlu sayida ¢&,...,&, e H, noktalarmi  ayirabiliriz .DeR

olduguna gore her bir &, i =1,...,m noktasi i¢in,

‘é’ _51" ‘ = U, (3.35)
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ozelligini saglayan &/ e B, \Dﬂ( Cin) noktasini olusturmak miimkiindiir. Bu durumda,

& —2|=|é—2|+u,; zeD, EeU(&,u) (3.36)

bagintisin1 saglanmasi agiktir.

1 — 1 + gi,_gz_‘_[gi,_gJ 1
E—z -z (5;—2) §l-z) &~z

Ozdesligini kullanarak & € U(é‘i,un), i=1,..,m, igin,

2
Wn,i (é)z) = q,, (éi’ Z) +(§l _é)(q[n/Z] (é.,z))
polinom ¢ekirdegini gdz dniine alim, burada g, (&,z) Sonug 3.3 de verilen polinom
fonksiyonlaridir. Aradigimiz g, (2;‘ , z) cekirdegini asagidaki kurallara dayanarak

verelim:

a) Bger £ eU(&,u,) ise g,(¢,z)=w,, (&, 2) alinacak;

b) Eger &eU(&.u,)\ULU(E 1), k=2,m, ise  q,(&2)=w,,(S,2)
alinacak;

c) Eger §erO\[Du(U’;’:]U(§i,yn))] ise sonuc 3.3 de verilen polinom

cekirdegini almak gerekir.

(3.33) ve (3.34) degerlendirmeleri yukaridaki islemlerden, (3:26), (3.27), (3.35) ve
(3.36) degerlendirmelerinden kolayca elde edilir
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4. ARASTIRMA SONUCLARI ve TARTISMA

4.1. Kuasikonform yay iizerinde siirekli olan fonksiyonlar sinifinin yaklasim

karakterizasyonu

H’ (5), 0 < B <1, smiflarmin  yaklasim karakterizasyonunun elde edilmesinde

incelenen D bolgesi daha genistir (bak. Kolesnik,1967; Batchaev ve Mamedkhanov,
1980; Andrievskii, 1981; Lavrent’ev, 1963; Shirokov, 1977; Dzyadyk, 1963;

Mergelyan, 1962). Hatta I'* =[0,1]U[0,i] basit yaylarda diiz ve ters teoremlerin elde
edilmesinde fonksiyona yaklasan polinom dizisi i¢in bir ¢ok onemli farkli sartlar

bulunmaktadir. Boylece, I' yaymin Jordan yay:r olmasi durumunda A’ smifinin
yaklagim karakterizasyonunun elde edilmesi problemi merak konusudur. Bu nedenle bu
boliimde T yay1 kvazikonform yay oldugunda H* sinifinin yaklasim karakterizasyonu
incelenmektedir. Asagidaki teorem gegerlidir (Andrievskii, 1986).

Teorem 4.1. I" -sonlu kuasikonform bir yay ve A (u) ise siireklilik modiilii tipinde
fonksiyonu olsun. Bu durumda g(z) € H*(I") olmast i¢in gerek ve yeter sart ze T ’ler

i¢in,

" (z)}, 4.1)

(4.2)

esitsizliklerini saglayan {Pn(z)} deg P, <n polinomlar dizisinin varligidir, burada

n=1.2"

¢,, i=1.2 ler z ve n’den bagimsiz sabitlerdir.

Ispat: g(z)e H*(I') ve n yeterince biiyik bir sayr olsun. #(Z):d;l(z)

notasyonunu yapalim. Andrievskii (1981) ¢alismasinin sonuglarina gore (Teorem 1,

Lemma 7 ve 8 )g(z) fonksiyonunu I' yaym takip ederek intI’; © de tanimli ve

siirekli, Q, =(intI’,)\I" " de ise siirekli kismu tiirevlere sahip olan ve
g(z)-g,(z)| 2 A[ u(2)]. zel; (4.3)

g,(2)-8, ()2 [u(z)].  zel=g=uz): @4
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(4.5)

6&(5)‘ N R CAZIICH IR
oc d(ET)A[u(&)] EcQNE,;

sartlarin1 saglayan belli bir g, (z) fonksiyonu ile yaklastirmak miimkiindiir, burada

E, (mtl“l+l ” )\F dir. Cauchy-Green formiiliine gore
1 £) oo,
- ) 4.6
2 (2)= 271908 ” 8.§ E-z (4.6)

olur, burada z € int T, dir. Bu durumda P, (z) yaklagim polinomu tabi ki,

- j g, ( j j g z)do, 4.7)

bigimindedir, burada z e ve g, (&,z) ise lemma 3.4° da verilen (3.13) seklindeki

cekirdektir. Lemma 3.4 ve (4.3), (4.6) ve (4.7) esitlikleri geregince, z € i¢in

; |8gn ( )dO'
L ER AR o e

elde ederiz. (4.1) esitliginin ispati i¢in dyle bir k£ >1 sayist segilmelidir ki, (4.8)

ifadesinin sag tarafindaki / (Q3) integrali iistten ﬂ,[ /,t(z)] ile degerlendirilmis olsun.
Bunun i¢in Q integrallama bélgesini,

Vi={&:&eQy, [E-2<u(z)};
v, (mtr /) (v,ur);

V.

QN\V,UP,).

w

bigiminde bolgelere bolelim. Bdylece, I ZI(V) olur. Her bir I(Vl) i=1,2,3

i=1

integralini degerlendirelim. £ €V, olsun. Bu durumda (4.5) formiilii, lemma 3.3 ve

sonug 3.1 geregince,

el (e ) ) =2l ()
olur. Buradan da,
1) = i[:((ZZ)]H g3 ) “9)

elde edilir.
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Simdi ise & €V, olsun. Bu durumda

0, (&) _ ALu(a)] |, Au()le-="
o | 7 wule) T [ue]"

(4.10)

esitsizligi dogrudur, burada p >0 , (3.10) esitsizliginde verilen sabittir.

Gergekten, eger |£—z|<u(z) ise |é—z|<pu(z) olur. Bu durumda (4.10) esitsizligi
(3.6) ve (4.5) bagmtilarindan elde edilir. Eger |& —z|> u(z) ise bu durumdalé —z| <

|&- —z|olur ve (3.10) esitsizligini kullanarak,

ALue)] 2= DA _ ALn()fe—sf _ALu(e)]le—"
u(&) T l-du(E) T ow@) [#G)] T ]
elde edilir.
Boylece, k>1+p~" igin,
ALp(z)] ds
I(V2) = l+p ' —k lfk—p"
[1(=)] ”5 ~z
Au)] f D~ Alu(2)] 4.11)

o [u(z)]np"—k ) tk—p

degerlendirilmesi bulunur.

Son olarak & €V, olsun. Onceki yaptiklarimiza benzer islemler yaparak,

38, ()| L ALd(&T)] | Alu()]le-4"
‘ PE ‘— d(z:,l“) — [‘u(z)]np" 5

1) =2 A[u(z)], k>1+p (4.12)

elde ederiz. (4.8), (4.9), (4.11) ve (4.12) degerlendirmelerinden (4.1) esitsizligine
ulasabiliriz .
Simdi (4.2) esitsizliginin  dogrulugunu ispatlamaya calisalim. zeIl' olsun.

U={&:|e-z|<u(z)}, I=0U , olsun. bu durumda asagidaki esitsizlik yazilabilir:

P/(2)

¢

T e

21 7,
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Lemma 3.4, (44) ve (4.5) degerlendirmelerden yaralanarak, (4.1) esitsizliginin
ispatindaki islemleri tekrar yaparak, (4.2) esitsizligini elde ederiz.
Simdi ise g€ H”* olmas igin (4.1) ve (4.2) kosullarinin yeterliligini gosterelim.

u>0 yeterli kadar kiiciik bir say1 olsun. |§—z|£ u ozelligini saglayan &, zel”

noktalarini ele alahm.n ile d*,(z)<usartimi saflayan en kiigiik dogal sayiyi
1+—

n

isaretleyelim. (3.11) esitsizligine gore d*, < u olur. Genel kuralardan sapmayarak,
1+—

d (z)=d,

1+1/n
1+—
n

(z)oldugunu varsayalm. z ve & noktalarmi mess(z,&) < |z—g]

ozelligini saglayan s(z,é) cQ' yaylyla birlestirelim. (bdyle bir yayin varligi Belyi,
1977, lemma 8 de gosterilmistir).
(4.1) ve (4.2) esitsizligini saglayanPn(g' ) polinomu icin asagidaki degerlendirme

vardir:

()= z(:){ulg_zi”‘]’

u

buradaki p >0 sabiti (3.10) esitsizli§inde belirtilmis sabittir. Sonu¢ olarak, lemma

3.60° 1 g6z Oniine alirsak,

P& =2 A(u) s & es(z.€)

esitsizligi elde edilir.

+

[ P/()ag|+|R.(&)-g(£) = A(n)

s(=:£)

esitsizliginden g € H” oldugu elde edilir. Teorem 4.1’in ispat1 tamamlanmis olur.
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(4.1) esitsizligini saglayan polinomlar dizisinin varligi, yay lizerinde yaklagim
teorisinin diiz teoremleri i¢in standart bir kosuldur (Dzyadyk, 1977; Lebedev, 1971;
Kolesnik, 1967; Batchaev ve Mamedkhanov, 1980; Andrievskii, 1981). Bu kosulu her

H”, 0< B <1 smifi igin lokal olarak iyilestirmek miimkiin degildir. Uygun sonucu

formiile edelim (Andrievskii, 1986):

Teorem 4.2. T"- sonlu ve kuasidiizgiin (yaridiizgiin) bir yay olsun. Bu durumda her
£el,0<B<1,C>0 ve n=1,2,..icin dyle bir g(z)=g, ;.,(z)elH" fonksiyonu

vardir ki, her zeI igin,

n

B
‘g(z)—Pn(z)‘<C[|Z—§|ﬂ+{dl*+](z)} ] (4.13)
sartini saglayan ve derecesi n’ yi asmayan P,(z) polinomu igin,

2(2)-P.(2)

sup o> (4.14)
zell
=gl 1 (2) {d* . (z)}
esitsizligi saglansin, burada C, = C, (T, 8,C) > 0 olmak iizere bir sabittir.
Ispat: ¢TI ven’ nin ¢ok biiyiikk oldugunu kabul edelim 7, < T'ile I'lizerinde

bulunan|§ —§| <d", (5) ozelligine sahip ve biitiin & €' noktalarini iceren en kiigiik
I+—

n

yay1 isaretleyelim. & ve &, soz konusu yayin u¢ noktalart olsun. I'  kuasidiizgiin yay

olduguna gore,

51_§2|

yazilabilir. |§0—2§]|:|§0—8§2| kosullunu saglayan herhangi bir {, €y, noktasin ele

mesy, X diamy, <

alalim. (3.9) ifadesine gore,

u=d' | (£)=", ($).S e, (4.15)

+

S [ =

n

bagintis1 gecerlidir.
Z e 1:, j=0,1,2, i=1,2 cismi &, olan basit bir ug olsun. 7’ =y (Z;)isaretleyelim.
Uclart 7/ ve ) noktalarinda ve gember iizerinde olan dyle bir y/ Q! yaym goz

oniine alalim ki, s6z konusu ¢emberin merkezi 7, ve 7, noktalari ile ayrilan birim
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cemberinin iki yayindan en kii¢iigiiniin merkezinde olsun. y, =y (7/1.’ ) olsun. lemma 3.2
geregince ‘T(I) -1, ‘ = ‘rg —r;‘ olur. Sonug olarak,

|§ _§o| = :u’é, € }/l.,i =1,2,
bagintis1 elde edilir. y, yaylar1 diizeltilebilirdir ve onlarin uzunlugu ise lemma 3.2 ¢

(3.5) bagintisina ve (Andrievskii, 1980) calismasindaki lemma 6’ya gore asagidaki gibi

degerlendirilir :

mess, —I|d§| ”t// |dr|

= ufle=¢c) lde]
~ o=l
[e]-1 |dr| w
| v el (10

Kesinligi i¢in dl* (&)= dl‘ 1 (&) kabul edelim.

L= {Cj :(eQ, argp(S) = argré}, j=12.
gosterelim. g(z)=g,. (z) ile C,(z-¢, )ﬂ fonksiyonunun C\Z; de keyfi bir degerli
dallarindan birini isaretleyelim, burada g € 1H” olmasi igin C, = C,(c,I") sabiti yeterli
kadar kiiciik secilmistir (I yayr kuasidiizglin yay olduguna goére boyle sabiti segcmek
miimkiindiir). L, tizerinde |§0 —§'| =¢gu Ozelligini saglayan Oyle bir &'noktasini
segelim ki, y, yay1 Z; basit ucunu ve &'noktasint o0’ dan ayirmig olsun.
£ :8( ﬁ,F) > ( sabitlerinin yeterince kiiclik olmalar1 hakkindaki ilave smirlamalar

asagida verilecektir. (3.5) bagintisina gore d (f ',F) = ‘fo -& ‘ yazilabilir. Kabul edelim

ki, Pn(z) polinomu (4.13) kosulunu saglamaktadir. y,, j=0,1,2 yaylarinin uygun

yonleri secildiginde asagidaki esitligi elde ederiz:

orig(£)= [0S+ [EI R (R

zel i¢in
7(=2) <|e(2)- B )|+l () < s Jz &l +4”)

esitsizligi saglandigina gore, Lemma 3.5 geregince
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ﬂ(z)‘£C4uﬂ, ze;/],C4:C4(a,F)>0

degerlendirmesi gegerlidir. d =sup

g(z)-P, (z)‘ rotasyonu yapalim ve yeterince

kiiciik ¢ degerleri icin asagidaki esitsizlik dogrudur:
B-1 B-1
2ﬂ‘g'(§')‘ = ocC2]2_7; < GH ~+ C;d L Gt =
el Co—¢ €6 (Cy-¢
6 8

burada & ’nun uygun se¢ilmesi ile,

-5 -5
Gl s peon-SE CE scp
€70 (Cé_g) (Cs_g)

esitsizligine ulasir. Buradan da (4.15) bagintis1 kullanilirsa, (4.14) esitsizligi ispatlanmis
olur.

Sonug 4.1. T" -sonlu kuasidiizgiin yay,

E,(g.T)=inf, max‘g(z)—Pn (z)‘

{Rl} zell

se I' lizerinde g(z) eA(F) fonksiyonun en iyi diizglin polinomsal yaklasimi ve

d, =sup_.d | (z)olsun. Teorem 4.1’ den g(z) e H*(I'), 0< <1 i¢in E, (g,I') X d?
1+—

degerlendirmesi elde edilir. Diger taraftan teorem 4.2° den kolaylikla, istenilen

n=12,...ve belirlenmis S (0 <p< l) icin  E, (gO,F) >  cd/sarti  saglayan
g,(z) e1H” (T') fonksiyonunun varlig1 elde edilir. Elde edilen bu sonug gésterir ki, her

bir kvazidiizgiin yay ve H*,0< <1 Holder sinifi i¢in (4.1) esitsizliginden elde edilen

polinomsal yaklasimin diizgiin degerlendirilmesi iyilestirilemez.

Diger taraftan yaklasim polinomlarla ilgili,
B
‘f(z)—Pn (z)‘ < [d;l (z)} ,zel,n=12,..,
ozelliginin saglanmasi, hicbir 0 < 8 <1 degerinde genel olarak, g(z) eH’ (F) olmasi

icin yeterli degildir. Teorem 4.1 *den goriildiigii gibi H* smifinin yapisal tasviri igin
ilave olarak, fonksiyona yaklasan polinomun tiirevi ile ilgili (4.2) sartinin verilmek

gerekir.
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4.2. Kompleks diizlemde baz1 genel kontinyumlarda diizgiin degerlendirme

- 2 .
cinsinden /7” simifinin yaklasim karakterizasyonu

Teorem 4.3. DeR ve g(z)e H*(D) olsun. Bu durumda derecesi n’yi asmayan

n

oyle {P (z)} ., polinomlar dizisi vardir ki, ze D ve n=1,2,...igin,

=1,2,...

g(2)-P,(2)|<cr(w,), (4.17)

P(z) <A (m,)m, (4.18)

esitsizlikleri saglanir, burada ¢, >0,i=1,2, sabitleri z ve n’ ye baglh olmayan

sabitlerdir.
Ispat: (3.29) ve (3.32) formiillerine dayanarak aradigimiz polinomal asagidaki sekilde

tanimlayalim,

2711 jg ?:
b ” @g"—@qn(é,z)d%; zeD, n=12,...,

burada g, (&,z) Lemma 3.10 da gosterilen u, =1 durumu i¢in gok terimli ¢ekirdektir.
(4.17) esitsizligini kanitlayalim. ze D olsunve W =F NB, ve U, =U (z, u, ) olsun.

Lemma 3.10 ve (3.29), (3.31) esitsizliklerinden,

(-2 (2] <le ), (0ot [l (O - (.0
Jea=R S
i o o)

<A(w, )+ + ”g Z| WI\[/ |Wd i|

def

elde edilir. Yukaridaki islemlere benzer yaparak, zeD ve ¢edU, =y, icin, agik

olan

g,(5)-g(2) |2, (8)-g(&)|+|g(&)-g(2)| 2 A(1,)

esitsizligi kullanarak. z € D ig¢in,

P(z) <5

1
27[ ; |§

‘|d¢|




43

1 0 1
+Zf"[ g, (f)“g{z—qn (f,z)} |d&|
0 1 o
L ” | g aZL: - qn(f,z)} do, ng")

bulunur. Teoremin ispati tamamlanmis olur.
Teorem 4.3 de gosterilen polinomlarin (4.17) 6zelligine sahip olmasi ayrica merak

konusudur. Mergelyan’in (1962) c¢alismasinda asagida sonu¢ formiile edinmistir:

Vg e H” igin derecesi <n olan dyle {Pn (z)} _,, Ppolinomlar dizisi var ki,

,,,,,,

o(2)- (2ol o[ 2] 19

n

esitsizligi gecerlidir, burada z e D ve d"(u) =sup d,, (z), u>0dir. Fakat, soz konusu
zedD

sonu¢ I’ =[0,1]U[0,7] basit yaylarda bile gegerli degildir. Ger¢ekten, bu durumda

d" (u)=w,oldugu iin (4.20) ifadesine gére g € H”* fonksiyonu igin,

1

E,(g.1°)= [ln("T”)T (4.20)
degerlendirilmesi dogrudur. Diger taraftan Dzyadyk (1977, s.478) calismasinda bir
ornek olarak, oyle g,(z)eH % (FO) fonksiyonu gosterilmistir ki, hicbir & > 0 sayis1
icin
i
HONAS RN

ozelligini  saglayan, derecesi <n olan {Pn (z)}n:l’2 """ polinomlar  dizisi
bulunmamaktadir. Bu ise (4.20) ile celisir.

D € R oldugunda d~ (l/ n) terimininden g, teriminine gecis yaparak,
Mergelyan sonuclarindaki belirsizlik giderilebilir ve sonuc 4.3’e gore, I'=D keyfi
kuasidiizgiin bir yay oldugunda, her bir H“, 0 <« <1 Hoélder siniflarinda iyilesmeyen
E, ( g,D)igin degerlendirme elde edilir. Fakat, sifir ag¢ili yay {iizerindeki yaklasim

yonteminin olusturdugu etki merak konusudur.

:{§:|§—i|:1, %Sarg(qx—i)szn}
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u{§:|§+i|:1, OSarg(§+i)£%}

Jordan yayin1 gbz oniine alalim. Basit hesaplamalarla asagidaki bagint1 elde edilir:

p, <In?(n+1), dn:squ* (z)<In"'(n+1)

1+1/n
zell

Boylece, Teorem‘4.3 in I'" (e R) yaymna uygulanmasi ile bulunan En( g,F*) en iyi

yaklagimin degeri, (4.1) formiiliiniin uygulanmasi ile bulunan degerden daha 1yidir. Su
olay gosterir ki, ele aliman yay i¢in kuasikonformluk sarti bozulursa, bu tiir yaylar i¢in
(4.1) tipinde degerlendirme optimal degildir. Asagidaki teorem gecerlidir (Andrievskii
1986):

Teorem 4.4. De H olduunu kabul edelim. Bu durumda g(z)e H”*(D)olmasi,

zeD ve n=12...i¢cin (4.17) ve (4.18) kosullarin1 saglayan derecesi »’yi agmayan

{Pn (z)} _,_ polinomlar dizisinin varligina denktir

,,,,,,

Ispat: Kabul edelim ki, ge H* dir. Bu durumda (4.18) ve (4.19) 6zelligine sahip

polinomlar dizisinin varligit Lemma 3.7 ve Teorem 4.3 den elde edilir. Teoremin

yeterliligi asagidaki standart argiimanlara dayanarak ispat edilir: z,z,€D ve
|z] —Zz|<8( burada¢ yeterince kiiclik bir sayidir ) sartt saglansin. D € H olduguna

gore bu noktalari

meSF(Z],ZZ) < C|z] -z,

, C=C(D)=1
ozelligine sahip r (z] , 22) cD yayl ile birlestirelim ve
U < |z] — Zz| < u,kosullundan n dogal sayisim segelim. Bu durumda asagidaki

degerlendirme gecerlidir:

lg(z)-g(z)|<le(z)-R )+ |

r(zl ,Z5

P(&) e +[g(2.) - B (=)

<3 (1)= A7)
z, ve z, noktalar1 keyfi segildigine gére ge H” elde edilir. Teoremin ispati

tamamlanmis olur.
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4.3.A7, (F) fonksiyonlar sinifinda polinomlarla yaklasim

Kompleks diizlemde bulunan yaym wuclarina baghh olarak fonksiyonlarin
yaklagiminin incelenmesi yaklasim teorisinde 6nem arz etmektedir.

Benzer problemler, hem i¢, hem de dis doniis noktalarina sahip olan kapali
egrilerde de incelenebilir. Ozellikle i¢ doniis noktasina sahip smirli bolgelerde

o’ (r) sinifindan olan fonksiyonlarin yaklasim problemleri ilgi ¢ekicidir.
Benzer problemler singiiler integrallerle ilgili Musheleshvili (1968),Guseynov

(1948), Babaev (1966), Salaecv (1976)ve birgok bilim adammm galismalarinda
incelenmistir.
Bu béliimde kompleks diizlemde bulunan egrinin u¢ noktalarina baglh olarak

A7, (F) fonksiyon sinifinin en iyi yaklagim problemi incelenmeketedir.

Esas sonuglarin ispatinda asagidaki teorem kullanilmaktadir:

Teorem 4.5. I' kapali kuasidiizgiin bir egri ve  geH”(I'), 0<B <1 olsun. Bu

durumda her bir dogal n sayisi i¢in derecesi 7’ den kiiciik veya esit olan dyle R, (z)

rasyonel fonksiyonu var ki,

[2(2) =R, (2)|< C(dﬂ (Z’%jwf’ (Z%ﬂ

e . .. 1 ) ..
esitsizligi gecerlidir, burada d (z,—j, zel noktasindan I' | seviye egrisine kadar
n 1+—

n

olan uzaklik , d,(z,lj ise zel' noktasindan I'" | seviye egrisine kadar olan
n -

n+l

uzakliktt (Mamedkhanov, 1981).
Asagidaki teorem dogrudur:

Teorem 4.6. I' kompleks diizlemde bulunan K- kuasi (yarim) diizgiin yay ve

g(z)e A%, (T) olsun. Bu durumda her bir dogal n sayisi i¢in derecesi n’yi asmayan

2]

NN

oyle bir P, (z) polinomu var ki,

g(2)-£.(2) =2 ﬁf{di(jjélw
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esitsizligi saglanir, burada Zz, :\P((l+lj¢+(z)] dir, ¢ fonksiyonu I' yaymin disimi
n

7, bir dairesinin disina donistiiriir ve y fonksiyonu ise tersine, yani, y, bir dairesinin

disini, I' yayinin disina dontistiiriir.

1 z z?
z=T+—|7==+,/—-1
T 2 4

fonksiyon yardimiyla z diizlemini 7 diizlemine doniistiirelim. Ag¢iktir ki, bu durumda

Ispat:

I' yaymin disg kismi 7 diizleminde bulunan kapali K - kuasidiizgiin C egrisinin disina

veya ig¢ine i¢ine doniismiis olur. Genelligi bozmadan kabul edelim ki, z=0 nokta

kapalt C egrisinin i¢inde bulunmaktadir. Bu doniisiim zaman1 f (z) fonksiyonu

g (r)= g(r +lj =g(z),zeC
T
fonksiyonuna doniigmiis olur.
Not edelim ki, eger g(z) e A" (F) ise g° (1) eH” (F) , (0 <a< 1) olur. Gergekten,
eger

a
|Zl _Zz|

‘g(zl)_g(ZZ)‘j \/le_4+\/222_4

esitsizliginin sag tarafini

o

=1

2 2
\/Z] -4 +\/Z2 —4+z +z,

ifadesine carparsak ve bolersek asagidakini elde ederiz:

[24

2 2
\/Z] -4 +\/22 —4+z+z,

g(z)-g(z) 2|z -zl

\/212—4 +\/222—4a

. 1 1 ) .
Eger yukardaki, bagintida z, =7, +— ve z, =7, + — degisken degistirmeler kullanirsa,
Tl TZ

g (Tl)_g* (72)‘ = |Tl _Tz|a
esitsizligi elde edilir. Buise g"(7)e H*(C) oldugunu gdsterir.

Bu durumda Teorem 4.5 geregince, g (r) fonksiyonu icin derecesi » ’yi agmayan
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R, (z) = kzn_: akzk

bi¢ciminde oyle R, (z) rasyonel fonksiyonu var ki,

g (r)-R,(r)=za" (r,%)+d,“ (r%} (4.21)

esitsizligi saglanir, burada d(r,—], 7 € C noktasindan dig C | seviye egrisine kadar
n 1

n

1) . . . .
olan uzakliktir, d, (r,—j ise 7 € C noktasindan i¢ C | seviye egrisine kadar olan
n -

n+l

uzakliktir.

Keyfi kuasidiizgiin egriler i¢in

d(r,l] x|f—r
n

bagintilar1 gecerlidir, burada %:‘P] ((1+lj¢] (r)] dir, ¢, fonksiyonu C egrisinin

, d, (r,%}xﬁl —1| (4.22)

n
disin1 y, birim ¢emberinin digina donistiiriir, ¥, fonksiyonu ise y, birim ¢gemberinin
disin1 C egrisinin disina doniistiiriir.

Yukarda ifade edilenler geregince (4.21) esitsizligi

‘g(f +l)—Rn (7)

e - 4[5 " (4.23)
T

bi¢iminde yazilir. Yukardaki esitsizlikte 7 yerine 1 yazilirsa,
T

fetaly

elde edilir. Not edelim ki, 7 yerine 1 yazildiginda 7 —>l,f, —>l olur. Bu ozellik,
T T, T

a

L e —of +[7 ] (4.24)

~ a
j|r]—z'| +
T T

(4.24) bagintisini elde edilmesinde kullanilmaktadir.

Sonug olarak, (4.23) ve (4.24) bagmtilari toplanirsa,

1
g(r +lj_R"(T)+R" (Tj

T 2

=le-|" +|5 -1 (4.25)

bagintist elde edilir. Simdi gosterelim ki,
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fonksiyonu (r +lj degiskenine gore n. dereceden bir polinomdur.
T

R, (r) = kzn_: ckrk ve R, (%j = kzn_: ckr"k esitliklerinden

1
R R | —
(1)
2
¢, +C |
S (e

T
C k —k 1 n—1 1 n 1
=Zak(r +7 )=ao+a1 T+—|+.ta, | T +— |+aq,| T +— (4.26)
par T T T

elde edilir. Eger ardisik olarak

iyt = (r +T")k +b, (Tk_] +%j +...+b,, (T —7 ),k =n, n—1,.. (4.27)
T
Newton — Binom formiilii kullanilirsa , (4.26) ve (4.27) esitliklerinden
1
R(c)+R, U

T 1

=P|T+—
2 ( T]

bulunur. Bu ise gosterir ki,

ifadesi (r +lj degiskenine gore n. dereceden bir polinomdur. Bu durumda (4.25)
T

1 1
el
T T
Simdi gosterelim ki, z=7+7"" doniisiimii

F=7+7 ve £ =7 (Ljﬂt'(Lj (4.29)

n+1 n+l1

esitliginden

=< |f —T|a + |f] —T|a (4.28)

elde edilir.

baglantilarini gerektirir, burada
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(e[t

dir, ¢ ve w fonksiyonlar1 belli bir normallastirilmis sartlar altinda I yaymin digin1 w

kompleks diizlemde y, birim ¢emberinin disina doniistiiriir.

1

[k once gosterelim ki, z=7r+7"' donisimii Z=7+7"' donisiimiinii

gerektirir. Bunun i¢in ¢ ve ¢,, w ve y, fonksiyonlar: arasindaki bagintilar1 bulalim.
Bu bagmtilar agiktir ki asagidaki sekildedir:
1

G e R IO N At AT R

e (4.30)

Gergekten, 7 € C olsun. Su noktayr y, birim ¢emberine 2 yontem ile dontistiirmek
mimkiindiir.

1. Dogrudan dogruya w=¢,(z) fonksiyonu yardimiyla ;

2. Ardisik dontistimler yardimiyla ilk once z diizleminde ( yani I'- yayina)

z=t+7 ' fonksiyonu yardimiyla, daha sonra isew=¢(z) fonksiyonu yardimiyla
7, birim ¢gemberine doniisimii gerceklestirmek gerekir, sonugta

1

a(e)=p[s+1]  (z=rri)

T
elde edilir. Buradan (4.30) bagintisinin birincisi ispat edilmis olur.

(4.30) bagintisinda ikinci formiilii ispat etmek i¢in wey, noktasimi alalim. Su
noktanin iki yontem ile I" yayida doniisiimiinii bulalim.

I. z=¢ (w) fonksiyonu yardimuiyla;
2. Ardigik doniisiimler yardimiyla: Ilk énce z =y, (w)doniisiimii yardimiyla 7

diizlemine (yani, C egrisine), daha sonra z=7+7"' fonksiyonu yardimiyla z
diizlemine (yani, I' yayina ) doniistiirmek .
Sonugta
v (w)=w (w)+y (w)
dontisiimii elde edilir.

Dolayistyla, (4.30) bagntist tam ispat edildi.

-1

Simdi gosterelim ki, z=t+7"' doniisimii Z=7+7 ' doniisiimiinii gerektirir.

Gergekten, asagidaki dogrudur:
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sl
v, ((1+%)¢](z)]+y/]“((l+%](pl(z)]:f+f“.

Demek ki, (4.29) bagintilarindan birincisi ispat edildi. (4.29) bagintilarindan ikincisini
ispat edelim. Kabul edelim ki , z=7+4+7 fonksiyonu I' yaymnin disint C egrisinin
disina, hem de C egrisinin igine doniistiiriir. (/7] ve y,, aynt zamanda g’;] ve @

fonksiyonlar1 arasindaki bagintini bulalim

Gostermek olur ki, agagidaki bagintilar gecerlidir;
o (t)=6" (" )w, (w)=v7," (w) (4.31)
Gergekten, w e y, noktasinin C egrisi lizerine doniisiimil i¢in iki yontemi kullanarak,
w=w'=¢"(c")=0(r)
elde edilir

7 € C noktasinin y, birim ¢emberi tizerine doniistiirerek,

-1 _ o~

— 2= (W) = ()

elde edilir. (4.30) ve (4.31) bagintilarim kullanarak, asagida ki, elde edilir:

=7, —— |+7, | —|.
n+1 n+1

Dolayisiyla (4.29) bagintilarindan ikincisi de ispat edildi. (4.29) , (4.28)baglntllarl ve

1 22 . , , .
Z=T+— [r = g + % - 1] esitligi geregince asagidaki elde edilir:
T
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2444454

EREN

~ o
x|z—z|

\/5_2—4 N +2+Z|

NNV
£--' il

—+
\/22—4+«/22—4‘

~ a
|z ~4|

~
—~

(4.32)

NERR RN

Ote yandan |§—z| degeri z noktasindan I" | seviye egrisinin iki dalindan birine kadar
1+

n

olan uzakliga,

zZ —z| degeri ise z noktasindan I" | seviye egrisinin diger dalina kadar
1+

zZ —Z| =d_ (z,l]
n

dir. Buradan (4.32) esitliginden Teorem 4.6 de verilen baginti elde edilirir. Teorem 4.6

n

olan uzakliga denktir (Andrievski, 1984). Yani ,

Z-z|=<d?(z,1/n),

ispat edildi.
Simdi

a', (Z,ljxdz, (lj
]+; n ]+; n

sartin1 saglan yaylar sinifin1 géz 6niine alalim. Su yaylar sinifin1 Q ile gdsterelim.

\/23—4—«/22—4‘x

\/52—4—\/22—4‘

Sonu¢ 4.2. TeQ ve g(z)e4*(T) (0<a<1) olsun. Bu durumda her bir dogal n
say1st igin derecesi n olan dyle P,(z) polinomu var ki,

d®(z,1/n)
NN

|7 (2)-£,(2)| =

olur.

Simdi  A* (F) (0<a <l) fonksiyonlar smifim1 yapisal karakterizasyonunu elde

etmeye ¢alisalim. Bunun i¢in asagidaki teoremi ispat etmemiz gerekir

Teorem 4.7. I'eQ olsun. Ayrica, keyfi dogal n sayisi icin derecesi n olan Oyle

(e
n

HORAGE: ‘\/Ez PN

P (z) polinomu var ki, oyle ki,

, (0<a<l) (4.33)
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sart1 saglanir. Bu durumda g(z)e 4% (T),(0<a <1) dir.
Ispat: Bilindigi gibi kuasidiizgiin yaylar i¢in d (z,lj = |E — z| sartt saglanir. Bu
n

durumda (4.33) esitsizligi asagidaki sekilde yazilabilir:

~ a
24

V3 -4 44z -4

lg(2)- £ (2) 2

(4.33) bagintisinda z =7 +l dontlistimii yapalim, bu durumda I' yay1, z =0 noktasini
T

icine alan kapal1 C egrisine donlismiis olur. Asagidaki elde edilir:

)

Diger taraftan benzer doniisiim yardimiyla Q yaylar sinifi

d(r,l] =d, (r,lj
n n

0zelligini saglayan kapali kuasidiizgiin egrilere dontismiis olur.

~ o
j|r—r|

g(r +lj =g (r) ve R (7)=R,(7)+R, (lj olsun. Bu durumda
T T

R (r)=D ¢t
k=—n
bi¢iminde dyle R, (1) rasyonel fonksiyonu var ki,

1

€ (0)-R (02l -el = n2]
n

olur. Buradan uygun ters teorem kullanirsa, g'(7)e H*(C) elde edilir. Simdi

g (r)e H(C) ise g(z)e H*(C) oldugunu gdstermek yeterlidir. 7,,7, € C i¢in

‘g* (Tl)_g* (72)‘j|71 _Tz|a

footheet

veya

|a

= |Tl -7,
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olsun. z=7+—
T

ters degisken degistirme yapalim. Bu durumda

1 [T:Z-F\/m\]
2

asagidaki elde ederiz:

a
2 2
\/Z] -4 +\/22 —4+z+z,| _

‘ \/212_4"'\/2;_4 B \/212—4+\/z§—4r .

o
|Zl _Zz|

|D{

‘g(zl)_g(z2)‘j|zl I

Bu ise istenen sonugtur.

Teorem 4.7 ve Sonug 4.2 birlestirilirse, Q yaylar smifinda A“ (F) fonksiyonlar

siifinin yapisal karakterizasyonu elde ederiz.

Teorem 4.8. I' € O olsun. Bu durumda g(z)e 4% (T'), (0 <a <1)olmast igin gerek ve

yeter sart her bir dogal n sayisi i¢in dyle P,(z) polinomu var dyle ki,

af , 1
WERTE P =)

- \/22—4+\/22—4r

olur.

Bu sonug I" =[-1,1] oldugunda da yenidir.
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5. SONUCLAR ve ONERILER

5.1 Sonuclar

I' kuasikonform yay olmak iizere H” (F) fonksiyonlar sinifinin polinomlar

yardimiyla d” | (z) (d ,(z), zeD noktasindan I' yaymin seviye egrisinin dallarina
1+— 1+—

n n

kadar wuzakliklarin maksimumudur) biiyiikliik cinsinden (degerlendirme noktaya
baghidir) l(u) siireklilik modiilii yardimiyla tammlanan H * fonksiyonlar sinifinin
yapisal karakterizasyonu elde edildi. Daha sonra R smifina ait daha genel

kontinyumlarda p,=sup d(&,D)  cinsinden (diizgiinliik cinsinden, yani

gel’
1+—
n

degerlendirme noktadan bagimsizdir) H* fonksiyonlar smifinda yaklasim teorisinin
diiz teoremi ispatlanir ve  H sinifina ait kontinyumlarda H * fonksiyonlar sinifinin
yaklagim karakterizasyonu elde edildi.

Ilave olarak kompleks diizlemde kuasidiizgiin (yaridiizgiin) yaylarda, yayin ug
noktalarina bagli olarak tanimlanmis fonksiyonlar sinifinin polinomlarla yaklasimi
incelenmistir. Ayrica, belli 6zelliklere sahip yaylar siifinda tanimlanmis fonksiyonlar

sinifinin yapisal karakterizasyonu elde edilmistir.

5.2 Oneriler

Bu tezdeki sonuglar siirekli fonksiyonlar uzayinda elde edilmistir. Daha genel

ozelliklere sahip kontinyumlarda ve bagska uzaylarda incelenebilir.
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