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OZET

DOKTORA TEZi

BAZI KESIRLI MERTEBEDEN GECIKMELI DIFERANSIYEL
DENKLEMLERIN COZUMLERININ KARARLILIGI

Abdulhamit OZDEMIR

Mus Alparslan Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal

Damsman: Prof. Dr. Erdal KORKMAZ

Bu calismada, gecikmeli diferansiyel denklemlerin 6zel bir tiirii olan gecikmeli nétral diferansi-
yel denklemlerin ¢oziimlerinin asimptotik kararliligi i¢in yeterli sartlar aragtirilmistir. Zaman-degisken ve
zamana gore sinirsiz gecikmeler igeren bu denklemler kesir mertebe kullanilarak ele alinmistir. Elde edilen
sonuglar karsilagtirmak i¢in problemler konveks optimizasyon problemleri olarak ifade edilmis ve bu opti-
mizasyon problemlerinin ¢oziimleri, Matlab programinin LMI Toolbox paketi kullanilarak elde edilmigtir.
Ayrica, gecikmeli singular sistemler, gecikmeli notral diferansiyel denklem sistemi olarak modellenerek,
bu sistemlerin kararlilig1 i¢in baz1 kosullar sunulmustur.

2024, 98 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Asimptotik kararlilik, Kararlilik, Kesirli mertebeden gecikmeli diferansiyel
denklemler, Konveks optimizasyon, Lineer matris esitsizligi, Lyapunov-Krasovskii fonksiyoneli.
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ABSTRACT
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STABILITY OF SOLUTION OF SOME FRACTIONAL ORDER DELAYED
DIFFERENTIAL EQUATIONS
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In this study, sufficient conditions for the asymptotic stability of the solutions of delayed neut-
ral differential equations, which are a special type of delayed differential equations, are investigated. These
equations, which are time-varying and have unlimited delays with respect to time, are considered using frac-
tional order. In order to compare the obtained results, the problems are expressed as convex optimization
problems and the solutions of these optimization problems are obtained using the LMI Toolbox package
of the Matlab program. In addition, delayed singular systems are modeled as delayed neutral differential
equation systems and some conditions for the stability of these systems are presented.
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1. GIRIS ve KAYNAK ARASTIRMASI

Diferansiyel denklemler, gercek diinya olaylarin1 matematiksel olarak modelle-
mede en etkili yontemlerden biridir. Gecikmeli diferansiyel denklemler, gecikmeli nétral
diferansiyel denklemler, singular gecikmeli notral diferansiyel denklemler ve gecikmeli
notral sinir aglar1 gibi ileri diizey konular, olaylarin daha gercek¢i bir sekilde modellen-
mesi gerekliligi nedeniyle, diferansiyel denklemler teorisi iizerine ¢aligsan aragtirmacilar
icin Onemli bir odak noktasi haline gelmistir.

Gecikmeli diferansiyel denklemler 20. yilizyilin baglarinda ortaya ¢ikmis ve fizik-
sel ve biyolojik sistemlerin modellenmesinde dnemli bir ilerleme saglamistir. Bu model-
lerden biri sivilarin karisgtmi modelidir. Icinde A ton tuzlu su olan bir tank goz Oniine
alinsin. Dakikada « ton saf su dolduran bir musluk tanka baglansin. Tankdaki tuzlu su
stirekli karistirilsin ve tankin altinda dakikada « ton tuzlu suyu bosaltan bir musluk olsun.
t aninda tankin i¢inde olan tuzlu sudaki tuz miktari x(¢) olsun. Eger anlik olarak tankdaki
tuzlu su homojen olarak karistig1 varsayilirsa, tanktan ¢ikan tuzlu sudaki tuz miktari ton
bagina x(¢) /A olur. Boylece

X (t) = —ox(t)/A (1.1)

ifadesi ortaya ¢ikar. Tuzlu su karigiminin homojenliginin anlik olarak saglanmas1 miimkiin
degildir. Boylece ¢ aninda tanki terk eden tuzlu suyun konsantrasyonu, daha onceki bir
anda, ornegin ¢ — r anindaki ortalama konsantrasyona esit olacaktir. r pozitif bir say1 ola-

rak varsayilsin. Bu durumda (1.1) ifadesi
X(t)=—ox(t—r)/A (1.2)

seklinde bir gecikmeli diferansiyel denkleme doniisiir (Driver, 1977). Biyolojik model
olarak av-avcr modeli 6rnek verilebilir. Bir 7 aninda N(¢) av popiilasyon yogunlugunu,
P(t) ise avci popiilasyon yogunlugunu temsil etsin. a av popiilasyonunun biiyiime orant, ¢
avci popiilasyonunun biiyiime orani, b av-avci karsilasmasinda av popiilasyonunun biiyiime
orani ve d av-avci karsilasmasinda avci popiilasyonunun biiyiime orani olsun. Bu du-

rumda av-avct modeli
dN
N0 — aN (1) — bN()P(1)

(1.3)
dPU) — _cP(t) +dN(1)P()

olarak yazilir (Volterra, 1926). Av popiilasyonunun dogum oram sinirhidir, K av popiilas-



yonun doygunluk seviyesi olsun. Avci popiilasyonunun dogum orani, hem av hem de
avcl popiilasyonundaki degisimlere ancak r zaman gecikmesiyle yanit verebilmektedir.

Boylece sistem,

AN — a[1 — N(1)/KIN(1) — bN(1)P(1)

P — _cP(t)+dN(t —r)P(t — r)

(1.4)

gecikmeli diferansiyel denklem formunda ifade edilebilir (Wangersky ve Cunningham,
1957).

Arastirmacilar cesitli uygulamalarda saglam sistemler tasarlamak i¢in gerekli olan,
dogal zaman gecikmelerine sahip kontrol sistemlerini modellemek i¢in gecikmeli diferan-
siyel denklemlerden yararlanmaya baglad: (Borri ve ark., 2017; Shakourifar ve Enright,
2011). Smith (1959) tarihinde dinamik sistemler iizerine yaptig1 arastirmada, alanin stan-
dardi haline gelen pratik ¢ikarimlar ve metodolojilere onciiliik etti (Wu ve ark., 2010;
Zhang ve ark., 2012). Ekonomistler, yatirim dinamiklerini ve sermaye birikimini modelle-
mek i¢in gecikmeli diferansiyel denklemlerin degerini kesfederek, daha dogru ekonomik
tahminler elde ettiler (Fabbri ve ark., 2008; Keller, 2010).

20. yiizyilin ortalarinda, gecikmeli diferansiyel denklemler hem gecikme terimle-
rinin hem de tiirevlerine bagh terimlerin dahil edilmesiyle 6nemli bir ilerleme kaydetti.
Gecikmeli nétral diferansiyel denklemler olarak adlandirilan bu denklemler, miihendis-
lik ve fizik alanlarinda karmasik sistemlerin daha kapsamli bir sekilde modellenmesini
saglad1 (Driver, 1977; Hale, 1977; Norkin ve El’sgol’ts, 1973). Bu alandaki gelismelere
onemli katkilarda bulunan arastirmacilardan bazilari Hale ve Verduyn Lunel’dir. Ozel-
likle, bu aragtirmacilar belli sartlar altinda gecikmeli nétral diferansiyel denklemlerin
cOziimlerinin zaman i¢inde siirl ve 6ngoriilebilir oldugunu gostermistir (Hale ve Lu-
nel, 1993). Zhang (2005) yilinda yaptig1 caligmasinda, notral diferansiyel denklemlerde
kararlilik analizi i¢in sabit nokta teorisini kullanarak yeni kararlilik kriteri sunmustur. Raf-
foul (2004) yilinda yaptig1 notral diferansiyel denklemler {izerine yaptig1 calismasinda,
gecikme etkileri ve sabit nokta teorisi kullanilarak detayli bir analiz sunmustur. Ardjo-
uni ve Djoudi (2011) yilinda yayimladiklar1 ¢caligmalarinda, de8isken gecikmeli nétral
diferansiyel denklemlerin asimptotik kararliligin1 sabit nokta teorisini kullanarak ana-
liz etmislerdir. Bu calisma, Zhang (2005) ve Raffoul (2004) yilinda yapmis oludugu
caligmalardaki bulgular1 gelistirmigtir. Wu ve ark. (2008) yi1linda yayimladiklar1 ¢alismada,

notral stokastik diferansiyel denklemler {izerine kararlilik analizi gelistirmistir. Luo (2007)



yilinda yayimlanan ¢alismasinda, nétral stokastik gecikmeli diferansiyel denklemlerin ka-
rarliligini analiz etmek amaciyla sabit nokta teorisini kullanmisgtir.

Lakshmikantham ve Leela tarafindan (1969) yilinda yayimlanan kitap, singular
gecikmeli diferansiyel denklemler ve 6zellikle singular nétral gecikmeli diferansiyel denk-
lemlerle ilgili teorik ¢aligmalar1 kapsaml bir sekilde sunmaktadir. Lakshmikantham ve
Leela’nin bu eserinde, singular gecikmeli sistemlerin kararlilig1 iizerine kapsamli ana-
lizler yapilmistir. Bu analizler, matematiksel modelleme ihtiyag¢larin1 daha gercek¢i bir
sekilde karsilamak amaciyla kullanilmaktadir. Ma ve ark. (2012) yilinda yapmis olduk-
lar1 ¢alismada, singular notral diferansiyel sistemlerin 6zdegerlerini ve kararliliini in-
celeyerek, bu tiir sistemlerin kararlilig1 icin cebirsel kriterler sunmuglardir. Liu ve ark.
(2018) yilinda yapmus olduklar1 ¢alismada, notral gecikmeli diferansiyel denklemlerle
modellenmis sistemlerin kararlilik analizi iizerine calismistir. Domoshnitsky ve ark. (2021)
yilinda yapmis olduklar1 ¢alismada, ikinci dereceden lineer notral diferansiyel denklem-
lerin iistel kararliligini inceleyerek, bu sistemlerin ¢oziimlerinin davraniglarinin anlagil-
masina katkida bulunan yeni kararlilik analizi yontemleri sunmustur.

Bu gelismelere paralel olarak, sinir aglar1 alani da ilerleme kaydetti. 20. yiizyilin
sonlarinda, gecikmeli diferansiyel denklemlere sinir aglarinin entegrasyonuyla gecikmeli
notral sinir aglar ortaya ¢ikmistir. Bu modeller, gecikmeleri ve notral terimleri bir araya
getirerek, gecmis durumlarin ve tiirevlerinin 6nemli oldugu karmagik sistemler icin uy-
gun hale geldi. Hopfield’in (1982) yilindaki ¢alismasi, bu ilerlemelerin temelini atarken,
Haykin’in (1998) eserinde toplanmig ¢alismalar ise bu modellerin kontrol sistemleri ve
telekomiinikasyondaki uygulamalarin1 genisletti.

Literatiirde, gecikmeli notral sinir aglarin kararlili§i ve bazi uygulamalan iize-
rine ¢esitli arastirmalar yapilmistir (Chen ve ark., 2016a; Zheng ve ark., 2016). Cheng
ve ark. (2008) yilindaki ¢alismasinda, dogrusal olmayan varyasyonel esitsizlikleri kulla-
narak notral tipte gecikmeli projeksiyon sinir aglarinin kararlilifina odaklanmigtir. Zhang
ve ark. (2010) yilindaki ¢alismasinda, notral-tip gecikmeli diigiimlere sahip karmasik
aglarin giirbiiz global iistel senkronizasyonunu incelemis, Lyapunov fonksiyoneli ve Kro-
necker carpiminin 6zellikleri yardimyla bu aglarin kararlilig: icin bazi kosullar sunmusg-
tur. Lakshmanan ve ark. (2017) yilindaki caligmasinda, eylemsiz gecikmeli sinir aglarinin
global asimptotik kararlilik kosullarini ortaya koymuslardir.

Kesir mertebeli diferansiyel denklemlerin gelistirilmesi, diferansiyel denklemler



alanindaki 6nemli ilerlemelerden biridir. Kesir mertebeden hesaplamanin kokenleri, L"Ho-
pital’in Leibniz’e yazdig1 1695 tarihli bir mektuba kadar uzanir (Podlubny, 1999). Ancak,
kesirli tiirevler ve integrallerin tanimlar1 ve 6zellikleri 19. yiizyilda Liouville, Riemann ve
Holmgren gibi matematikgciler tarafindan ortaya konulmustur (Xu, 2017). Bu giinlere ka-
dar kesir mertebeden kalkiiliis bir¢ok bilimsel ¢alismaya konu olmug ve biyoloji, fizik ve
miihendislik gibi alanlarda uygulama alami bulabildiginden halen bile popiilerligi devam
etmektedir (Hale, 1977; Kilbas ve ark., 2006).

20. yiizyilda, kesir mertebeli diferansiyel denklemler bellek ve kalitsal 6zellik-
lere sahip siirecleri modelleme yetenekleri sayesinde cesitli alanlarda genis uygulama
bulmustur. Bu siirecler, tam say1 mertebeli diferansiyel denklemlerle yeterince iyi mo-
dellenememektedir (Magin, 2004c). Ornegin, fizik alaninda 6nemli bir yer tutan anor-
mal difiizyon siire¢lerinin modellenmesinde kesir mertebeli diferansiyel denklemler daha
kullanighdir. Bu siirecler, karmasik akiskanlar ve gézenekli ortamlar gibi alanlarda gozlem-
lenen, yerel olmayan ve gecmise bagli davraniglarla karakterize edilir. Metzler ve Klaf-
ter’in (2000) yilinda kesir mertebeden brownian hareketi iizerine yaptig1 calismalar, bu
fenomenler hakkinda 6nemli bilgiler sunmustur.

Kontrol teorisi ve sinyal isleme alaninda kesir mertebeli diferansiyel denklemler,
uzun menzilli zamansal korelasyonlar ve fraktal 6zellikler gosteren sistemleri tanimlamak
icin kullanilmistir (Atangana ve ark., 2020; Dinh ve ark., 2023). Uygulamalar arasinda,
stres-gerilme iligkilerinin kesir mertebeden dinamikler sergiledigi viskoelastik malzeme-
lerin modellenmesi ve sinyal isleme gorevleri icin kesir mertebeden filtrelerin gelistiril-
mesi bulunmaktadir (Schmidt ve Gaul, 2002). Heymans ve Podlubny (2006) yilindaki
calismasinda visco-elastiklik alan1 iizerine bir seri ornek icin baslangi¢ kosullarinin Rie-
mann-Liouville kesir mertebeli tiirevi ile ifade etmenin fiziksel anlamda miimkiin oldugu-
nu gosterdi.

Biyoloji alaninda da kesir mertebeli diferansiyel denklemlerin uygulamalarindan
faydalanilmistir. Bu denklemler, popiilasyon dinamiklerini daha dogru bir sekilde mo-
dellemek icin kullanilmis, mekansal heterojenlik ve zamansal bellek etkilerini gelenek-
sel modellere kiyasla daha 1yi yakalamistir. Epidemiyolojide, kesir mertebeli diferansiyel
denklemler hastaliklarin yayilmasini bellek etkileri ile aciklamak i¢in uygulanmis ve en-
feksiyon dinamiklerinin tahminlerinde dogruluk saglanmistir (Magin, 2004a,b,c).

Kesir mertebeli diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin davranislarini incelemek



icin kullanilan en etkili yontemlerden biri Lyapunov’un ikinci metodudur (Altun ve Tung,
2020; Duarte-Mermoud ve ark., 2015; Korkmaz ve Ozdemir, 2019; Liu ve ark., 2016a,
2017, 2016b). Yang ve ark. (2017) yilinda impalsa sahip lineer olmayan kesir mertebeli
sistemlerin Lyapunov kararlilik analizi iizerine arastirma yapmustir. Deng ve ark. (2007)
yilindaki ¢aligmasinda Laplace doniisiimlerini kullanarak coklu zaman gecikmeli kesir
mertebeli sistemlerin karakteristik denklemini elde etmistir. Chen ve ark. (2016b) esit-
sizlik teknigi yardimiyla bir sonlu zaman aralig1 iizerinde kesir mertebeli sinir aglarinin
kararlig1 i¢cin gecikmeye bagh iki yeni yeterli kosulu elde etmistir. Chen ve ark. (2014)
yilindaki caligmada Mittag-Leffler fonksiyonunu, Laplace doniisiimiinii ve genellestiril-
mis Gronwall esitsizligini kullanarak « : 1 < a < 2 i¢in lineer olmayan kesir mertebeli
sistemlerin bir simifinin kararliligin1 ve lokal asimptotik kararliligini veren iki yeni ye-
terli sarti sunmugtur. Li ve ark. (2015) yilindaki calismasinda kesir mertebeli sistem-
lerin karakteristik denklemi ile tamsay1 mertebeli sistemlerin karakteristik denklemleri
arasindaki iliskiyi kulanarak bazi yeterli kararlilik kosullarini bulmustur. Qian ve ark.
(2010) yilindaki calismasinda Riemann-Liouville tiirevi ile verilen lineer sistemleri, pertiir-
be edilmis sistemleri ve zaman-gecikmeli sistemleri kapsayan kesir mertebeli diferansiyel
sistemler i¢in kararlilik teoremlerini sunmustur.

Giinlimiizde kesir mertebeli diferansiyel denklemler, gecikmeli diferansiyel denk-
lemler ve sinir aglar1 calismalart gelismeye devam etmektedir. Modellerin giivenilirligini
saglamak i¢in arastirmacilarin kullandigi ¢esitli yontemler arasinda kararlilik analizi kri-
tik bir konu olmaya devam etmektedir. Devam eden bu ¢abalar, gelismis matematik arac-
larimin gercek diinya problemlerine uygulanmasindaki 6nemi vurgulamaktadir.

Bu tez ¢alismasinin odagi, Caputo kesirli tiirevi ile verilen kesir mertebeli sis-
temlerin lizerine olmaktan ziyade buna gorece olarak daha hakkinda calisma yapilmis
olan Riemann-Liouville kesirli tiirevi ile verilen kesir mertebeli sistemlerin iizerinedir.
Bu calisma, Liu ve ark. (2017) yilindaki ¢alismadan esinlenilerek yapilmigtir. Liu ve ark.
(2017) yilindaki ¢alismada gecikmeler sabit gecikme olmasina karsin, bu calismadaki
gecikmeler zaman-degisken ve sinirli degildir. Liu ve ark. (2017) calismada elde edilen
sonuglart daha kapsamli hale getirmistir.

Bu tez ¢alismasinda; Lineer Matris Esitsizligi (LME) yardimiyla Lyapunov-Kra-



sovskii yontemi kullanilarak

wDZx(t) =Ax(t) + Bx (t — 71 (1)) + G, D¥x (t — 12 (1)) , (1.5)
wDx (1) =Ax(t) + By f1 (t,x(t)) + Bafo (t,x(t — 71 (1)) + C,,D¥x (t — 12 (£)),  (1.6)
wDfx (1) =Ax (t) +B1fi (t,x (1)) +Bafa (t,x(t — 71 (1)) + CyDf'x (t — 12 (1))

+B3 /zi@(t)fs (s,x(s))ds, (1.7)

kesirli mertebeden notral sistemlerin ¢oziimlerinin kararhili§i incelenmistir. Burada her
t > to igin ) (¢), 72 () > 0 siirekli tiirevlenebilir fonksiyonlar, 0 < o < 1 bir say1 ve
wD¥x (t) ifadesi x (¢) fonksiyonun . mertebeden Riemman-Liouville kesirli tiirevini tem-
sil eder. (1.5) denkleminde gecen A, B,C € R"*" matrisleri bilinen sabit matrislerdir. (1.6)
denkleminde gegcen A,B|,B;,C € R™" matrisleri bilinen sabit matrisler, (1.7) denkle-
minde gecen A, By, By, B3, C € R"*" matrisleri bilinen sabit matrisler, j = 1,2, 3 i¢in f; (¢,x)
vektor-degerli zaman-degisken lineer olmayan fonksiyonlar1 her # > 1g igin fj(¢,0) =0

ve her (¢,x),(t,%) € R x R" igin
175(t,20) = fi(6: D) < ajl|M(x=R),  j=1,2,3 (1.8)

Lipschitz sartim1 saglar. Burada M; uygun boyutlu sabit matrisler ve a; pozitif sayilardir.

Sonug olarak (1.8) esitsizligi
175,01l < ajliMxll, - j=1,2,3 (1.9)

olarak yazilir.

Ayrica Lyapunov-Krasovskii yontemi kullanilarak
EDYx (1) = Ax(t) +Bx(t — 1) (1.10)

kesirli mertebeden lineer singiiler sistemi kesirli mertebeden lineer notral sisteme ¢evrile-
rek (1.10) sisteminin ¢oziimlerinin kararlili81 i¢in yeterli sartlar sunulacaktir. Burada 0 <
o < 1 bir say1 ve ;,D{x(t) ifadesi x () fonksiyonun ¢t. mertebeden Riemman-Liouville
kesirli tiirevi, x = [xy,xp,- - ,xn]T € R" durum vektorii, E,A,B € R"*" bilinen matrisler,

det(E) = r < n, T > 0 sabit gecikmedir.



Bu ¢alismanin kalaninda; R", n—boyutlu Oklid uzay1 temsil eder. ™", n x n—
tipindeki tiim matrislerin kiimesini temsil eder. Oklid uzayin bir x vektorii icin ||x|| Oklid
normunu ifade eder. Bir A matrisi igin ||A|| spektral normu ifade eder. Bir simetrik A
matrisii¢in A < 0 (veyaA > 0) A matrisinin negatif taniml1 (veya pozitif taniml1) oldugunu

ifade eder.



2. MATERIYAL ve YONTEM

Bu béliimde, ¢alismada kullanilan temel tanim ve teoremlere yer verilmistir.

2.1 Temel Kavramlar

x bir vektor olmak tizere

W) £ (1,x)

X (t()) = X0

2.1)

baglangi¢ deger problemi ele alinsin. Burada r € I = [0,) ve x € R" dir. D, R" de ac¢ik
baglantili bir kiime olmak iizere f(¢,x), I x D lizerinde (t,x) gore siirekli olsun. &, D de
kalan (2.1) baslangi¢ deger probleminin ¢oziimlerinin bir sinifi olsun.

Tanim 2.1 Eger her bir € > 0 icin bir § = § (€) sayis1 var dyle ki (2.1) baglangi¢ deger
probleminin herhangi bir X (¢) = x (¢; 19, Xo) ¢oziimii i¢in [Xg — xo| < & iken ||x (z) — x (¢)]| <
€ oluyorsa (2.1) baglangi¢ deger probleminin bir x (¢) ¢oztimiine kararlidir denir (Lyapu-
nov, 1992).

Tanmm 2.2 Eger ¢oziim kararli ve 8 > 0 olmak iizere [Xg — xo| < 0 oldugunda t — o i¢in
||X(t) —x(¢)|| — O oluyorsa (2.1) baglangi¢ deger probleminin x (¢) ¢dziimiine asimptotik
kararlidir denir (Lyapunov, 1992).

Tanim 2.3 Eger her bir € > 0 ve (2.1) baglangi¢ deger probleminin herhangi bir X () =
x (t;t9,X0) ¢Oziimil icin 11 > 19 ve |[x (1) —x(¢1)|| < O iken V¢ > ¢ igin ||X (1) —x(1)|| < €
olacak sekilde bir 6 = d (€) > 0 varsa (2.1) baslangi¢ deger probleminin x (¢) ¢dziimiine
diizgiin kararlidir denir (Persidskiy, 1933).

Tanim 2.4 Eger bu ¢oziim diizgiin kararli ve bir 8y > 0 sayis1 var ve her bir n > 0 i¢in
t >ty ve ||[x(t1) —x(t1)|] < 8 iken Vi >t + T icin ||x () —x (¢)|| < n olacak sekilde bir
T =T (n) > 0 varsa (2.1) baglangi¢ deger probleminin x (7) ¢6ziimiine diizgiin asimptotik
kararlidir denir (Malkin, 1959).

Teorem 2.1 Q, R" de x = 0 noktasinin agik komsulugu ve V : (—o0,00) X Q — [0, )

tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Eger
V(I,O):O, W1(|x|) SV(Z,)C) ve V(z'l)(t,x) <0,

ise, o zaman (2.1) sisteminin sifir ¢6ziimii kararlidir (Burton, 1985).



Teorem 2.2 Q, R" de x = 0 noktasinin agik komsulugu ve V : (—o0,00) X Q — [0, o)

tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Eger
Wi (lx[) <V (1,x) < Wa (Jx]) ve Via.y) (£,%) <0,

ise, o zaman (2.1) sisteminin sifir ¢6ziimii diizgiin kararlidir (Burton, 1985).
Teorem 2.3 Q, R" de x = 0 noktasinin agik komgulugu ve V : (—oo0,00) X Q — [0, 0)

tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Sinirlt |x| i¢in f (z,x) smurh ve
4 (Z,O) =0, W (lx’) <V (I,X) ve V(Z.l) (t,x) <-Ws (|X|) )

ise, 0 zaman (2.1) sisteminin sifir ¢6ziimii asimptotik kararlidir (Burton, 1985).
Teorem 2.4 Q, R" de x = 0 noktasinin agik komsulugu ve V : (—o0,00) X Q — [0, )

tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Eger
Wi (Ix]) <V (t,x) < Wa ([x]) ve Viay) (t,x) < =Ws (Ix]),

ise, o zaman (2.1) sisteminin sifir ¢coziimii diizgiin asimptotik kararlidir (Burton, 1985).
Tanim 2.5 Q, R" de agik bir kiime olmak lizere V: Q C R" — R, 0 € Q olsun. V (0) =0
ve Vx € Q,(x # 0) i¢in,

i. V(x) > 0ise V fonksiyonuna pozitif tanimlidir denir.
ii. V (x) <O0ise V fonksiyonuna negatif tanimlidir denir.
iii. V (x) > 0ise V fonksiyonuna pozitif yari tanimlidir denir.
iv. V(x) <0ise V fonksiyonuna negatif yari tanimlidir denir (Ahmad ve Rao, 1999).

Tanim 2.6 Q, R" de sifir vektoriinii iceren bir bolge olsun ayrica V : [0,00) X Q — [0, )
fonksiyonu verilsin. Eger r > 0 i¢in V (¢,0) = 0, V (¢,x) fonksiyonu pozitif tanimli ve
birinci mertebeden siirekli kismi tiirevlere sahip ise bu takdirde V ye bir Lyapunov fonk-
siyonu ad1 verilir (Ahmad ve Rao, 1999).

Tanmm 2.7 (2.1) ile verilen baglangi¢c deger probleminde y’ tiirevi y durum degiskeninin
gegmis verilerine bagh olabilir. Bu tiir modellerin en genel formu olarak y' (t) = f (¢, y;),

t > to gecikmeli diferansiyel denklemi verilir. Burada y, = y(t 4+ 6),0 € [—1,0] fonksi-
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yonu [—7,0] araliginda tanimlt siirekli fonksiyonlarin Banach uzayina ait bir fonksiyon-
dur. f: Q — R", Q C R xC den R" ye tanimh bir fonksiyondur. Bdylece (2.1) baslangi¢
deger problemi

Y (#)=f(t.y),

Yio =y (to+6) =P(6),

(2.2)

olarak yazilir. Bu denklem ayrica Volterra fonksiyonel diferansiyel denklem olarak da ad-
landirilir. Burada @ (0) € C fonksiyonu baslangi¢ noktasini veya baglangi¢ verisini temsil
eder (Bellen ve Zennaro, 2003).

Tanim 2.8 (2.2) ile verilen baslangi¢ deger problemi daha genel olarak

y/(t):f(t7y(t_fl)7)7(t_72)"'7y<t_Tn)), t2t07
y(t)=9(), t <o,

(2.3)

yazilabilir. Burada 7; sayilar1 gecikmelerdir. 7; gecikmeleri sabit olursa, (2.3) baslangi¢
problemine sabit gecikmeli diferansiyel denklem denir. 7;(¢) gecikmeleri zamana bagl
degisken olursa, (2.3) baslangic problemine degisken gecikmeli diferansiyel denklem
denir. 7;(t,y(t)) gecikmeleri hem zamana hem de duruma bagh degisken olursa, (2.3)
baglangi¢ problemine durum-degisken gecikmeli diferansiyel denklem denir (Bellen ve
Zennaro, 2003).

Bazit >ty icin t — T < ty olabileceginden, (2.1) baslangi¢ deger problemi ile (2.3)
baglangic deger problemi arasindaki ilk fark ortaya cikar. Bu fark basit bir yy baslangi¢
noktasi yerine ¢(z) baslangi¢ fonksiyonunun tanimlanmasinin gerekliligidir. Bir diger
fark ise y/(¢)™ tiirevinin sag tarafi, yani f(¢,y(r),y(t — 7)) fonksiyonu genellikle ¢’(z)~
tiirevinin sol tarafina esit degildir. Dolayisiyla y ¢ziimii #o noktasinda ¢ (¢) fonksiyonuna
diizgiin bir sekilde baglanmaz. Burada sadece C-siireklilik garanti edilmis olur. Dahas:
integral aralig1 boyunca #y baslangi¢c noktas: civarinda sigrama siireksizligine sahip bir
tiirev meydana gelir. Bunun bir sonucu olarak, f(¢,y,x),7(¢,y) ve ¢(¢) fonksiyonlar1 C*-
siirekli olsalar dahi, y(¢) ¢oziimii [t,7;] araliginda C!-siirekli olur.

Ornek 2.1
Y(t)=—y(t—1), t>0,
y(t) =1, <0,

(2.4)

denklemi goz oniine alinsin. Dikkat edildiginde y'(0)~ =0 ve y/(0)* = —y(—1) = —1

oldugu goriiliir. Dolayisiyla y'(¢) tiirev fonksiyonun ¢ = 0 noktasinda bir sigrama vardir.
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Ikinci tiirev de benzer sekilde incelendiginde
Y1) ==t —1) = —y(t-2),

olupy’(1)~ =0vey’(1)" = —y(—1) = —1 olarak elde edilir. Su halde ¢ = 1 noktasinda
y"(¢) ikinci tiirev bir sigramaya sahiptir. Bu siire¢ devam ettirildiginde gecikmenin kat-

larinda r = 3,4, - -- sicramalar mevcuttur.

15

y(t) ¢cozumu
o
6]

o

-0.5

t zamani

Sekil 2.1. (2.4) denkleminin y() ¢6ziimii

(2.3) probleminin bir baglangi¢ fonksiyonunun ¢ziim iizerine beklenmedik cesitli
ektileri vardir. Diferansiyel denklemlerin aksine ¢ > o i¢in y(¢) ¢Oziimiiniin kiimesi ve
baglangic verisi kiimesi arasinda birebir esleme yoktur.

Ornek 2.2

Y()=yt-1)(()—1), t=0,

denkleminin ¢ (0) = 1 olacak sekilde [—1,0] araliginda taniml1 herhangi bir ¢ () baglangi¢
fonksiyonu i¢in [0, ) araliginda y(¢) = 1 sabit bir ¢6ziimii vardur.

Simdi verilecek olan iki 6rnek, durum gecikmeli denklemlerde regiiler olmayan
¢ () baglangi¢ fonksiyonu i¢in (2.3) denkleminin ¢6ziimii tek olmamakta veya ¢oziim var

olmamaktadir.
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Ornek 2.3
") =yt —|y@)|-1)+3, >0,
Y(@) =yt =yl =143, 1> 2.5)
(1) = 9(1), t<0,
denklemi g6z Oniine alinsin. Burada
1, t<—1,
o(t) = (2.6)
0, —1<r<0,
olarak verilsin. [0,2] araliginda
0)=31
y - 2 )
ve
(1) =5t
y A 2 )
fonksiyonlar1 (2.5) denkleminin birer ¢oziimleridir.
Ornek 2.4
(1) = —y(t—=2—y*(t))+5, t>0,
Y (1) == y*(1)) > o7
(1) = 9(t), t<0,
denklemi g6z Oniine alinsin (Norkin ve El’sgol’ts, 1973). Burada
2, t<—1,
¢(r) = (2.8)
—3, —1<t<0,
olarak verilsin. [0, 132] araliginda ¢6ziim
Le=1), o<r<i,
=1 7, (29)

olarak elde edilir. Dikkat edildiginde ¢6ziim ¢ = %? noktasinin Gtesine siirdiiriilemez.

Aslinda t = % noktasinda # — 2 — y?(t) ifadesi —1 sayisina esittir. Boylece y(t — 2 —
y?(t)) boyle bir noktanin bir sag komsulugunda ¢ (r) fonksiyonunun iki degerinden biridir.

Dolayisiyla (2.7) denkleminin ¢oziimii
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seklinde elde edelir. Burada

olarak tanimldir.

Bu durumda her bir ¢ degeri t — 2 — y?(¢) iizerindeki varsaymmn disina ¢iktig1 bir
y(t) ¢oziimii elde edilir ve bdylece 7 > % i¢cin ¢6zlim yoktur. Bu durum niimerik analiz
acisinda incelendiginde, ¢oziimiin yok olmasi oldukc¢a hassas bir konu olur. Gergektende
sonuglar sasirtict olmakla beraber niimerik yontemlerin uygulanmasi yanilticit davranisa
yol acar.

Ornegin ty = % noktasinin saginda bir komsuluk ele alindiginda yy ~ 1—21 olur.

Eger niimerik yontem olarak

Vil =Yn+hui1(—5+5) efert,—2—y2 < —1,
)’n+1:yn+hn+1(%+5) egertn—Z—yﬁz—l,

Euler’in ileri metodu se¢ildiginde herhangi bir » > N i¢in integrasyonu durduran herhangi
bir neden yoktur. Bu durumda ¢ > % icin hayalet ¢oziim ortaya ¢ikar. Bu hayalet ¢6ziim
v/t — 1 fonksiyonuna yaklasir. Bu fonksiyon (2.7) denkleminin ¢oziimii degildir. Fakat bu
¢oziim t —2 —y?(¢) = —1 denkleminin ¢oziimiidiir. Aslinda niimerik ¢oziim t, — 2 — y2 ge-
cikme arglimanlarinin —1 denge degeri ¢ivarinda salinimi yapacak sekilde y, degerlerini

elde etmeye zorlar.

Diger taraftan niimerik yontem olarak

Yn+1 :)’n‘f‘hnﬂ(_%‘f's) eger ty+1 —Z—ﬁﬂ < -1,

Yn+1 = Yn +hn+1(% +5) eger 41 —2—)}%+1 > —1,

Euler’in geri metodu secildiginde 4,11 adim biiyiikliigiiniin kiiciik degerleri icin y, 41 ¢o-
zlimiiniin olmadigin gérmek kolaydir. Bu durum teori ile celismedini gosterir. Fakat ge-
nel prosediir durmadan 6nce kok bulma mekanizmasinda ¢ok sayida reddedilen adimlara
neden olabilir.

Tanim 2.9 (2.2) ile verilen baglangi¢ deger probleminde y' tiirevi hem y’ tiirevinin ge¢mis

verilerine hem de y durum degiskeninin ge¢cmis verilerine bagh olabilir. Bu tip denklem-
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2r Baglangig Fonksiyonu

y(t) ¢ozimi

Hayalet deum7

Analitik Cozim

t zamani

Sekil 2.2. (2.7) denkleminin ¢6ziimii ve hayalet ¢oziimii

lere gecikmeli notral diferansiyel denklem denir.

Y(t)=ft,y(t—1),y(t—1), t=>t,
y(t)=9(1), t <t

(2.10)

olarak ifade edilir. Burada ¢ (¢) fonksiyonu en az C'-siirekli fonksiyonlar sinifina ait ol-
masi gerekir. Daha 6nce de bahsedildigi gibi ¢(¢) baslangic fonksiyonu 7y noktasinda
y(t) ¢oziimiine diizgiin baglanmayabilir. Burada sadece siireklilik garanti edilmistir. Yani

¢oziim, notral olmayan durumun aksine sadece C° sinifina ait olur. Boylece

¢’ (1)~ = f(t0,9(0),¢(t0 — 7), 9" (to — 7)),

ekleme kosulu olmadigi siirece, (2.10) denkleminin ¢6ziimii "hemen hemen heryerde”
genellistirilmis anlaminda olarak kabul edilmelidir (Bellen ve Zennaro, 2003).

Ornek 2.5
Y(t)=—y(t—-1), t>0,
y(t) =1, <0,

(2.11)

denklemi goz Oziiniine alinsin.

¥y (0)” =1ve y(0)" = —y(—1) = —1 oldugundan, y'(r) fonksiyonu 7 = 0 nok-
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tasinda sigrama siireksizligine sahiptir. Hatta her r > 0 i¢in y'(¢) = —y/(¢ — 1) oldugundan,
y'(¢) fonksiyonu ¢ = 1 noktasinda ve bu noktanin katlar1 olan # = 2,3, --- noktalarinda

stirekli degildir.

0.5

y(t) ¢ozimu

| | I I | | | I
-1 -05 0 0.5 1 15 2 25 3 35
t zamani

Sekil 2.3. (2.11) denkleminin ¢oziimii

(2.2) ve (2.10) denklemlerindeki gecikmeler y(¢) fonksiyonuna baglh degildir. ¢ —
7(t) gecikmesi diizgiin kesin pozitif oldugu siirece, 6rnegin sabit T gecikmesi gibi, ¢6ziim-
lerin varlik ve tekligi problemleri (2.1) adi diferansiyel denkleminin ¢éziimlerinin varligi
ve tekligi problemlerine gore asilmasi gereken 6nemli ek zorluklarla kargilagilmaz. Buna
karsin gecikmeli diferansiyel denklemler, siradan diferansiyel denklemlere gore daha zen-
gin bir dinamik yapiya sahiptir. Aslinda otonom adi diferansiyel denklemlerin sinirh
cOzlimleri sistemin en az iki bileseni var iken salinim yapar. Sistemin en az ii¢ bileseni
var iken ¢oziimler kaotik davranirlarken gecikmeli diferansiyel denklemler skaler halde
olduklarinda bile ¢coziimler salinimli veya kaotik olabilirler.

Ornek 2.6
Y (1) = ay(t)(1—y(r - 1)), (2.12)

gecikmeli lojistik denklemi dikkate alinsin. Bu denklem popilasyonlarin dinamigini mo-
deller. Ayrica y'(¢) = ay(¢)(1 — y(r)) Verhuslt-Pearl modelini gelistirir (Kuang, 1993). Bu
denklemdeki 1 — y(¢) biiytime faktorii aninda harekete gecmek yerine bir zaman gecik-
mesinden sonra gerceklesir.

Verhulst-Pearl denkleminin ¢6ziimii monotondur. (2.12) denkleminin pozitif ¢éziimii bir

a € (0,1/e) i¢in monoton, a € [1/e,7/2) igin salimmli ve a > 7/2 i¢in periyodik bir
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yoriingeye yaklagir.

1.8

16

1.4

1.2

y(t) cbzimu

0.6

0.4

0.2

0 Il Il Il Il Il
-10 0 10 20 30 40 50

t zamani

Sekil 2.4. ¢ <0 iken y(r) = 0.1 verildiginde a = 1.4 ve a = 0.3 i¢in (2.12) denkleminin ¢6ziimii

-2.5

25

y(t) ¢ozimui

Sekil 2.5. ¢t <0 iken y(¢) = 0.1 verildiginde a = 1.7 i¢in (2.12) denkleminin Faz Diizlemi

Tanim 2.10 x € RT olmak iizere

F(x):/ e ' Lt
0

seklinde tanimlanan fonksiyona Gamma fonksiyonu denir. Gamma fonksiyonun en temel
yorumu basit bir sekilde tiim reel sayilar i¢in faktoriyelin genellestirilmesidir (Podlubny,

1999).
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Tamm 2.11 R nin [a,b] aralig1 verilsin. f € L' ([a,b],R) fonksiyonunun «. mertebeden
kesirli integrali 7 € [a,b], a > 0 igin
70 = s [ ()
=— —s s)ds
att r(a) u Y
ile tanimlanir (Podlubny, 1999).

Tanim 2.12 R nin [a,b] aralig1 lizerinde tamiml1 f fonksiyonunun ¢. mertebeden Caputo

kesirli tiirevi 0 < n— 1 < a < n olmak iizere ¢ € [a,b] igin

P (1) = — m / C(r— sy () ds = 1O (1)

I'(n—

ile tanimlanir. Ozel olarak 0 < a < 1 ise

SDEF(0) = g . =9 PO ds=a 470

r(1-

olur (Podlubny, 1999).
Tanim 2.13 R nin [a, b] aralig1 iizerinde taniml f fonksiyonunun o. mertebeden Riemman-

Liouville kesirli tiirevi 0 < n— 1 < @ < n olmak iizere ¢ € [a,b] i¢in

1 d"

F(l’l—a)ﬁ/at (t_s)n_a_lf(s)d57

Dif (1) =

ile tanimlanir. Ozel olarak 0 < o < 1 ise

1 d

DS ()= m@/ﬂt (t—s)"%f(s)ds,

olur (Podlubny, 1999).
Lemma 2.1 Eger & > 8 > 0 ise, 0 zaman

tODf3 (zODt_ax (t)) = ,ODf_ax (1), (2.13)

esitligi “yeterince diizgiin” x (¢) fonksiyonlari i¢in saglanir. Ozel olarak x () fonksiyonu
integrallenebilirse, o zaman bu esitlik saglanir (Liu ve ark., 2016b).

Lemma 2.2 x () € R" fonksiyonu tiirevlenebilir ise, 0 zaman her o € (0,1) ve her t >
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icin
%tOD;” (x" (1) Px (1)) <xT (t) P, DEx(2), (2.14)

esitsizligi saglanir. Burada P € R"*" simetrik pozitif tanimli kare matristir (Liu ve ark.,
2017).
Lemma 2.3 Herhangi bir pozitif tanimli Q > 0 matrisi, 8 > 0 skaleri ve f(-) : [0, 3] — R"

vektor fonksiyonu i¢in

([ o) o[ rwas)<s([ moerma). e

esitsizligi saglanir (Gu, 2000).
Tamm 2.14

SOH(),x(1), u(),1) = 0, (2.16a)

g(x(t),u(t),y(t),1) =0, (2.16b)

olarak ifade edilen denklem sistemi cebirsel-diferansiyel denklem sistemi olarak adlandiri-
lir. Burada x(¢) sistemin durum degigkeninini, u(¢) kontrol girigini, y(¢) 6l¢iim ¢ikigini
ifade eder. f ve g ise x%(¢),x(¢),u(t),y(t) ve t degiskenleri i¢in uygun boyutlu birer vektor
fonksiyonlardir. Genellikle (2.16a) ve (2.16b) denklemleri sirasiyla (2.16) sisteminin du-
rum ve ¢ikti denklemleridir (Dai, 1989).

Tamm 2.15 (2.16) sistemini 6zel bir hali

E(1)x(t) = H(x(t), u(t),1),

() = J(x(2),u(t),1),

(2.17)

olarak verilebilir. Burada H ve J fonksiyonlart x(¢),u(t) ve t degiskenleri i¢in uygun bo-
yutlu birer vektor fonksiyonlaridir ve E(¢) matrisi singiiler matristir. Bu durumda (2.17)
sistemi singular diferansiyel denklem sistemi olarak adlandirilir (Dai, 1989).

Tanim 2.16 Eger (2.17) sisteminde H ve J fonksiyonlar1 x(¢) ve u(t) degiskenlerine gore
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lineer fonksiyon ve E(¢) sabit bir matris ise sistem

EX(t) = Ax(t) + Bu(t),
y(1) = Cx(),

(2.18)

olarak yazilir. Burada x(r) € R", u(t) € R",y(t) e R", E,A € R, B€ R"*™ ve C € R"*"
sabit matrislerdir. Bu durumda (2.18) sistemi lineer singular diferansiyel denklem sistemi
olarak adlandirilir (Dai, 1989).

Tanim 2.17 Eger det (sE — A) sifirdan farkl ise (E,A) ciftine regiilerdir denir. Eger

det(AE —A) = rank (E),

ise (E,A) ciftine impalsdan bagimsiz olarak adlandirilir (Dai, 1989).

Lemma 2.4 Eger (E,A) cifti regiiler ve impalsdan bagimsiz ise o zaman, (1.10) sisteminin
¢Oziimii var ve [0,0) iizerinde tektir (Xu ve ark., 2002).

Tanim 2.18 Verilen bir 7 > 0 skaleri i¢in (E,A) cifti regiiler ve impalsdan bagimsiz ise
(1.10) sisteminin ¢Oziimii regiiler ve impalsdan bagimsiz olarak adlandirilir (Dai, 1989).

Lemma 2.5 Eger (E,A) cifti regiiler ve impalsdan bagimsiz ise

I 0 A0
MEN = . MAN = : (2.19)

0 0 0 I,—,
olacak sekilde terslenebilen M, N € R"*" matrisleri vardir (Dai, 1989).
Lemma 2.6 Herhangi bir x,y € R",& > 0, icin 2xy < ex”x + éyTy esitsizligi mevcuttur
(Ma ve Zhang, 2012).

Lemma 2.7 U > 0 ve V > 0 reel simetrik matrisleri ve y pozitif sayis1 verildiginde

1

US>V & Il (VU ) <p & AmaX<U*%VU*z)<u

esitsizligi vardir (Ma ve Zhang, 2012).
Tanim 2.19 Bir Lineer Matris Esitsizliginin (LME) genel formu

m
Fx) 2R+ Y xF>0 (2.20)
i=1



20

olarak yazilir. Burada x = (x1,--+,Xx»)! € R™ m degiskenli bir vektor, F; = F{ € R™"
bilinen simetrik matrislerdir. ”>" esitsizlik sembolii ise, F(x) matrisinin pozitif taniml
oldugunu gosterir. Yani sifirdan farkli her u € R" vektorii icin uF(x)u > 0 dir (Ostertag,
2011).

Kisitlamalara sahip optimizasyon problemlerinin LME olarak ifade edilen iki sinifi
vardir. Bunlarda ilki LME fizibilte problemidir. Bu problem, F(x) > 0 LME’yi saglayan
bir x € R" ¢6ziimiiniinii var olup olmadig lizerinedir. Diger problem ise 6zdeger prob-
lemidir. Ozdeger problemi LME nin iizerinde kisitlama olan degiskenlere bagl matrisin

ozdegerini minimum yapma problemidir. Ornegin

Minimum A

Kisitlar A/ —A(x) >0

(2.21)

LME probleminde A(x) matrisinin bir 6zdegerini minimum yapma asil hedeftir. Bu prob-

lem genellikle bir F(x) lineer fonksiyonunu mimize etme ugrasina esdeger olan

Minimum ¢Tx
(2.22)

Kisitlar ~ F(x) >0

LME formunda kullanilir. Burada ¢ € R™ bilinen bir vektordiir (Ostertag, 2011).



21

3. ARASTIRMA SONUCLARI ve TARTISMA

Teorem 3.1 ||C|| < 1 olsun. Her 7 > 1 i¢in 7/ () < d; <1, (i=1,2) olsun. Eger

My My, Mis
M = MITZ My My | <O, 3.1
ML, ML Ms;

LME saglayacak sekilde simetrik pozitif tamimh P, Q,R;, ve R, matrisleri varsa, o za-
man (1.5) ile taniml1 kesir mertebeli notral sisteminin sifir ¢oziimii asimptotik kararlidir.

Burada

My =PA+ATP+ QO+ AT (R +mRy)A,
My = PB+AT (R; +mR,)B,

M3 = PC+AT (R +mR;)C,

My =B" (Ri+mR;)B— (1—d))Q,
My = B" (R +mR;)C,

Ms3 =CT (Ry+mR,)C — (1 —dy) Ry,

ile taniml1 ve m bir pozitif sayidir (Korkmaz ve Ozdemir, 2022).

Ispat. Lyapunov-Krasovskii fonksiyoneli

V(1) =D (&1 (1) Px (1)) + t ( )xT (s) Qx(s)ds
t—7(t
0
+ (uD%x (t +5)" Ry (1,,D%x (t +5)ds

—n(t)

+ /ttm /9’ (ZOD;XX (s))TR2 (tngX(S))dsdG

ile tanmimlansin. Lemma 2.1 ve Lemma 2.2°den (1.5) sisteminin ¢oziimleri boyunca V (t)

fonksiyonun tiirevi

V (6) =D (7 (1) Px (1)) +x7 (1) Qx (1) — (1= (1)) x” (¢ — 71 (1)) Qx (¢ — 7 (1))
+ (D& (1) Ry (, DI (1))

—(1=50)) (D> (1 =22 (1)) Ry (,Df'x (£ = %2 (1))
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(DX )= [ WD) Ra (D (5)) ds
<27 (1) Py DER (1) 457 ()50 — (1= )" (1= (1) 2+ — 7 (1)

+ (lthax( )) Ry (,OD;XX(Z‘))
— (1 =da) (1, Dfx (t =12 (1)) R (1 Dfx (t — 12 (1))
+m (1, Dfx (1)) Ra (1, D% (1)) (3.2)

olarak yazilir. (1.5) denkleminden

2x" (t) P,DEx (t) =2x" (t) P[Ax(t) + Bx (t — 71 () + C, D¥x (t — 7 (1))]
=xT (1) (PA —i—ATP) x(t) +2xT (1) PBx (1 — 71 (1))

+2x7 (t) PC,,DXx (t — 12 (1)) (3.3)
ve

(5 Dfx (1)) Ry (1yDx (1)) +m (1, DY x (1)) Ra (1, Df'x (1))
—[Ax(t) + Bx (t — 7y (1)) + Gy D*x (t — 72 (1)) (R1 +mRy)
X [Ax (1) 4+ Bx (t — 71 (t)) + C;, DY x (1 — T2 (1))]
=xT (1)AT (Ry +mR>) Ax (1) +xT (t)AT (Ry +mRy) Bx (t — 7 (1))
X" (t) AT (R +mRy) CyDEx (t — 12 (1))
+x" (1 — 7 (1)) B" (Ri +mRy) Ax (1)

—l—xT (l‘ 1( ))BT R1+mR2)Bx(t—T1 (l‘))

ﬂ

"

(

+xT (=11 (1)) B" (Ry +mRy) CyD¥x (1 — 71 (1))

+ (yD¥x (t — 72 (1)) CT (Ry +mRy) Ax (t)

+ (D x(t =12 (1) CT (R +mRy) Bx (t — 11 (1))
0D )

+ (,D%x (t — 7 (1)) CT (Ry +mRy) C;yD%x (1 — 1 (1)) (3.4)

olarak elde edilir. (3.2), (3.3) ve (3.4) ifadelerinden

V() <&'ME
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oldugu goriiliir. Burada
My My M3

M= M]T2 My, M3 |
ML, ML Ms;

My =PA+ATP+ QO+ AT (R +mRy)A,
My, = PB+AT (R; +mR;)B,

M3 = PC+AT (Ry+mR,)C,

M>y =BT (R; +mRy)B— (1 —d;)Q,
M>; =BT (R +mR,)C,

Ms3 =cT (Rl +mR2)C— (1 —dQ)Rl,

T

&= (" ()" (1= (1), (WDfx (e =2 (1))

(2.18) esitsizliginden V (¢) negatif tammlidir. Boylece (1.5) sisteminin sifir ¢6ziimii asimp-
totik kararlidir. O

Teorem 3.2 ||C|| < 1 olsun. Her 7 > 1 igin 7/ () < d; < 1, (i = 1,2) olsun. Eger

Ni1 Nip Ni3
N = N]T2 Noy Ny | <O, (3.5)
N1T3 N2T3 N33

LME saglayacak sekilde simetrik pozitif tammmhi P, Q1, Q> ve R matrisleri varsa, o zaman
(1.5) ile taniml1 kesir mertebeli notral sisteminin sifir ¢oziimii asimptotik kararhidir. Bu-

rada

Ny =PA+ATP+Q; + 0, +mATRA,
Ni» = PB+mATRB,

Ni3=-ATPC,

Nyy; =mBT'RB— (1 —d;) 0y,

N»3 =—B'PC,

N33 = —(1—d>) 02,
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ile tamimli ve m bir pozitif sayidir (Korkmaz ve Ozdemir, 2022).

Ispat. Lyapunov-Krasovskii fonksiyoneli

V(1) =D (o) = Cx (1 - rz<>>>TP<x<r>—Cx<r—rz<r>>>)
+ / [ P (006 x5 = 2 ()T R(uDE (x() = Cx(s— 2 (5)))) dsd®
+ ( )O1x(s )ds—l—/l;z(t)xT (5) Qrx(s)ds (3.6)

-7 (t)

ile tammlansin. Lemma 2.1 ve Lemma 2.2’den (1.5) sisteminin ¢ziimleri boyunca V (t)

fonksiyonun tiirevi

V(t):,OD;X((x(t)—Cx(t—Tz(t)))TP( —Cx(t -1t )
+xT (1) Qux (1) = (1=, (1)) x" (1 = 71 (1)) Q1x (1 = 7 (1))
+x (1) Qox (1) = (1= (1)) x" (1 = 2 (1)) Qox (1 — 72 (1))
+m (D (x(t) = Cx(t = 12(1))))" R (1,DF (x(£) = Cx(t = 12 (1))))
[ D) o= () RGDE ((5) — Cx (s 2 (5)))ds
<2(x(1) = Cx(t =12 (1)))" PyDf (x(1) = Cx (t — 12 (1))
+x (1) Qux (1) = (1 =dy)x" (1 =71 (1)) Qix (1 — 7 (1))
+x7 (1) Qax (1) — (1= do)x" (1 — 12 (1)) Qax (t — T2 (1))
+m (i, DF (x(t) = Cx (t = 12 (1)) R (,DF (x(£) = Cx(t = 12 (1)))) (3.7)

olarak elde edilir. Ayrica

2(x(1) = Cx(t = (1)) PyDf (x (1) = Cx (t = 2 (1))
=2(x(t) —Cx(t— 1 (t)))TP(Ax (t)+Bx(t—1(1)))
=x" (t) (PA+ATP)x(t) —2x" (t — 1o (1)) CT PAx (¢)

+2xT (1) PBx (t — 71 (t)) — 2x7 (t — 12 (1)) CT PBx (t — 71 (1)) (3.8)

m(toDf (x (t) — Cx (t — 72 (1)))) " R (10D (x (1) — Cx (1 — 12 (1))))
—m[Ax (t) +Bx(t — 11 (1))]T R[Ax (1) + Bx (t — 71 (t))]
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—mx! (t)ATRAx (1) +mx" (t)ATRBx (t — 7 (t)) + mx" (t — 7, (1)) BT RAx (1)

+mx" (t— 1, (t)) BTRBx (t — 71 (1))
oldugu goriiliir. (3.7), (3.8) ve (3.9) ifadelerinden
V() <ETNE
esitziliginin saglandig: goriiliir. Burada

Ni1 Niz Ni3
N = N]T2 Nyy Nos |,
NI NI Ns

Nii=PA+ATP+ 01+ 0r+mATRA,
Nj» = PB+mATRB,

N3 =—-ATPC,

Ny =mBTRB— (1 —d,)Qy,

N»s =—B'PC,

N33 =—(1—-d>) 0,

E= (T ()2 (-1 (1) (1 -2 (1)

(3.9)

(3.5) esitsizliginden V (¢) negatif tanimlidir. Bdylece (1.5) sisteminin sifir ¢6ziimii asimp-

totik kararlidir.

Ornek 3.1 (1.5) ile verilen kesirli mertebeli nétral sistemin icin

T (t) = 0.7, T (t) = 6+0.4sin(7),

—-10 2 0.3 0.2 0.2
B C

Y Y

0 -6 0 0.1

O



alinsin. d; =0.75,dr) =0.5ve m=6.5,
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[2m26339 0
0 2726339
(300517 0
0 300517
olarak secildiginde
_499.5047 —323.8912 —48.5837
323.8912 —926.0005  26.0748
| 48837 260748 —147.9109
323891 185718  2.6075
323801  17.3832  2.6075
0 1.1886 0

607.2883 0
0 607.2883
20625 0
Ry =
0  2.0625
~32.3891 —32.3891 0
18.5718  17.3832  1.1886
2.6075 2.6075 0
<0
—149.6492  1.7383  0.4346
1.7383  —13.2875 0
0.4346 0 ~14.5913

ifadesi elde edilir. Teorem 3.1 geregince (1.5) sisteminin sifir ¢6ziimii asimptotik ka-

rarhdir.

Ornek 3.2 (1.5) ile verilen kesirli mertebeli notral sistemin icin

71 (t) =0.6t, T(t)=4+02sin(t),
-5 1 05 0.2 0.1 O
A — B = , pr—y
0 -3 0 0.5 0 0.2
seklinde tanimlansin. d; = 0.65,d, =03 vem =35,
0.6183 0 0.5014 0
pu— 1 p—
0 0.6183 0 0.5014
0.8418 0 0.0295 0
Or = =
0 0.8418 0 0.0295
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degerleri i¢in

—1.1523 —0.1192 —-0.0596 —0.0238 0.3092 0
—-0.1192 —-0.8916 0.0737 0.1174 —-0.0618 0.3710
—0.0596 0.0737 —0.1386 0.0147 —0.0309 0
—0.0238 0.1174  0.0147 —0.1327 —-0.0124 —-0.0618
0.3092 —0.0618 —0.0309 —-0.0124 —0.5893 0

0 0.3710 0 —0.0618 0 —0.5893

elde edilir. Teorem 3.2 geregince (1.5) sisteminin sifir ¢dzlimii asimptotik kararlhdir.

Teorem 3.3 ||C|| < 1 olsun. Her 7 > 1y i¢in 7/ (1) < d; < 1, (i = 1,2) olsun. Eger

K1 Kz Kiz Kig

KL Ky K K
K= |12 7 0B R (3.10)
K1T3 Kng K33 Kzg

T T T
Ky Ky K3y Ky

LME saglayacak sekilde simetrik pozitif tanimli P, R ve S matrisleri varsa, o zaman (1.6)

ile tamml1 kesir mertebeli ndtral sisteminin sifir ¢oziimii asimptotik kararlidir. Burada

Ky =ATP+ PA+AT (R4+mS)A+atMT My + asMI M,
Ki» = PBy + AT (R+mS)B;,

Ki3 = PBy+ AT (R+mS) B,

Kis =PC+AT (R+mS)C,

Ky =B{ (R+mS)B; —1,

K3 = BT (R+mS) By,

Kry = B] (R+mS)C,

K33 =B; (
(

)

)

R+mS)By— (1 —dy)l,

R+mS)C,
)

B;
Ky =Bj
CT

Kyy = (R—I—mS C—(l—dz)R,

ile taniml1 ve m bir pozitif say1 ve I birim matristir (Korkmaz ve Ozdemir, 2023).
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Ispat. Lyapunov-Krasovskii fonksiyoneli

V) =D OPr) + [ (oDEx(e+5) RGDEx (e +5) ds

-0 (t

)
! t t
t—1(t f—m

olsun. P,R ve S matrisleri pozitif tanimli simetrik matrisler oldugundan, V () fonksiyonu
pozitif tanimldir. Lemma 2.1 ve Lemma 2.2°den (1.6) sisteminin ¢6ziimleri boyunca V (¢)

fonksiyonun tiirevi

V (t) =, DY (xT (t) Px (1)) +atx? ()M Myx (1) — alx (1) MT M x (1)
+ (1uDfx (1) R (uDfx (1)) = (1= 73 (1)) (D' (t = 2 (1)))" R (1, Df'x (1 = 72.(1)))

+ 3T () MEMox (1) — (1= 7} (1)) 3™ (¢ — 0 () ME Mo (1 — 7 (1))

T

—%m(mD?X(O)TS(mD?xU))—]Cw}ml%HKSDTS(mD?X(@)dS
<o (£) PDYx (t) + a3x" (1) MT My x (1) + a3x" (¢) M3 Mox (¢)
+ (D ()" (R+mS) (,Dfx (1))
—(1=di) f (t,x(t =1 () L f2 (6, (1 = 71 (1))
— A (6xO) A (,x (1) — (1= da) (,DFx (t = 7 (1)) R(,Dx (£ =1 (1))
=2xT (t) P[Ax (t) + B1f1 (t,x(t)) +Bofo (t,x(t — 71 (1)) + CyD¥x (t — 72 (1))]
+Ax () + BLfi (6,x(0) + Bafa (1,2 (= 71 (1)) + Gy D (t = 12 (1))
X (R+mS)[Ax(t) +B1f1 (t,x (1)) + Bafa (t,x(t — 71 (1)) + Ci, D' x (t — T2 (1))]
+atx! (t)MI Myx (t) + a3xT (1) M Mox (t) — £ (2,x () Lf1 (£,x(t))
—(I=d) fi (t,x(t =71 (1)) Lf2 (1,x(t = 71 (1))
—(1=d) (1 Dfx(t =72 (1)) R(;yDx (1 =72 (1))
=x" (t) (AT P+ PA + aiM] My + a3M} Mp + AT (R+mS)A) x (1)
+2xT (1) PBy £y (t,x(1))
+2xT (1) PBafs (t,x(t — 71 (1)) + 2x () PC,\D{*x (1 — 12 (1))
+x" () AT (R+mS) By fi (1,x(1)) +x" (1) AT (R+mS) Baf2 (1,x(1 — 71 (1)))
+xT (1) AT (R+mS) CyD%x (1t — 7 (1)) + (f1 (£,x (1)) BT (R+mS) Ax ()

+(fi (1,x(1)))" BY (R+mS) By fi (1,x(1))



+(f1 (1% ()" B (R+mS)Bofa (1,x(t — 71 (1))

+(f1 (1% (1)) Bf (R+mS)CyDf'x (1 — %2 (1))
+(f2(t,x(t—71(1))))" B (R+mS)Ax(t)

+ (2 (tx(t =11 (1)) BS (R+mS) By fi (1,x (1))

+ (2 (tx(t =11 (1)) BY (R+mS)Bofa (1,x(t — 7 (1))
+(f2(t,x (1 =11 (1))))" B (R+mS) CyDf'x (1 — 2 (1))
+ (,D%x (1 — 72 (1)) CT (R4 mS) Ax (1)

+ (1, Dx (1 = 12.(1)))" CT (R+mS) Bi fi (¢,x (1))

+ (D (t =52 (1)) CT (R+mS) Bofo (t,x(t — 1 (1))
+ (;,D%x (t — 12 (1)))" CT (R+mS) C;,D¥x (t — 1 (1))
—fi (tx (@) Lfi (6,2 () = (1= di) 3 (2, (¢ =71 (1)) Lfa (2,x (2 = T (1))
—(1=dy) (1,Dfx(t — %2 (1)) R(,yD¥x (t — 1 (1))

biciminde olur. Dolayisiyla

V() <ETKE

oldugu gortiliir. Burada
Ky Ko Kiz Kis
Kl, K»n K Ko
Ky KI; K33 Ky
Kl KI, KI, Ku

Ky =ATP+ PA+AT (R4+mS)A+atMT My + a5MI M,

Ki» = PBy +AT (R+mS)B;,

Ki3 = PBy+ AT (R+mS) B,

Kis =PC+AT (R+mS)C,

K» =B{ (R+mS)B; —

Ky; = B] (R+mS) By,

K>y =BT (R+mS)C,
( )

K33 —32 R+mS Bz—(l—dl)l
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K3y =BY (R+mS)C,

Kiy =CT(R4+mS)C—(1—dy)R,

é = <xT <t>af1T (t7x(t)>af2T (ta_xT (t_TI (t))) 7t0Dtax(t_T2 (t))T>T'

(3.10) esitsizliginden V (¢) negatif tammlidir. Boylece (1.6) sisteminin sifir ¢6ziimii asimp-
totik kararhidir. O

Teorem 3.4 ||C|| < 1 olsun. Her 7 > 1y i¢in 7/ (1) < d; < 1, (i = 1,2) olsun. Eger

Lyt Lip Liz Ly

LY, Ly Ly Ly
L= 0 3.11
T <0, (3.11)
Li; Ly L3z Ls

T T T
Liy Ly Ly Lu

LME saglayacak sekilde simetrik pozitif tanimli P, Q ve R matrisleri varsa, o zaman (1.6)

ile tamiml1 kesir mertebeli ndtral sisteminin sifir ¢oziimii asimptotik kararlidir. Burada

Ly =PA+ATP+a2MT My +a5MIM, + Q0+ mATRA,
Li» =—ATPC,

Lz = PB; + mATRB;,

Lis = PBy +mATRB,,

Ly =—(1-d)0,

Ly; = —C"PBy,

Lyys = —C"PBy,

L3z =mBIRB| —1,

L3y = mB RB,,

Lys =mBSRB, — (1 —dy)I,

ile taniml1 ve m bir pozitif say1 ve I birim matristir (Korkmaz ve Ozdemir, 2023).

Ispat. Lyapunov-Krasovskii fonksiyoneli

V(1) =,D%"" ((t,x(t) —Cx(t =1 0) P (t,x(1) - Cx(t — v (t))))
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+“2/,tﬁ T MEMox(s)ds+ [ ¥ (s) Ox(s)ds

t=n(t)

+/ /,O (£,3(s) — Cx (s — 7 (5))))T R(uD% (1,x(s) — Cx (s — 12 (s5)))) dsd6.

ile tamimlansin. P,Q ve R matrisleri pozitif tanimli simetrik matrisler oldugundan, V (¢)
fonksiyonu pozitif tanimldir. Lemma 1.5 ve Lemma 2.2’den (1.6) sisteminin ¢oziimleri

boyunca V (¢) fonksiyonun tiirevi

Vi 6) =D ((1,x() = Cx(t = %2 (1)) P(1,x(1) = Cx (1 = %2 (1)) )
+ax" ()M Mx (1) —a2x" (t) MT My x (1) + a3xT (1) MY Mo (1)
—(1—11 (1)) a3x" (t — 71 (t)) M3 Mox (t — 7 (1))
+x (1) 0x (1) = (1 =15 (1)) X" (1= 12(1)) Qx (1 — w2 (1))
(i, DE (8, (t) — Cx (t — 12 (1)) R (oD (1, x(£) — Cx (t — 1 (1))
[ D3 (5) = Cxls— 2 () R(DE (1x(5)~Cx(s — 22 (5)))) ds
<2(x(t) =Cx(t =5 (1)) PyDf (x (1) = Cx (t = 72 (1))
+adx (1) M Myx (t) + a3xT (1) ME Mox (1) +xT (t) Ox (1)
+m (oD (t,x (1) = Cx(t = 12 (1)) R(uDf (1, (1) = Cx(t = 1 (1))))
— T (Cx@O)Lf (6,x (1) = (L =dy) f3 (t,x( =7 (1) If2(t,x(t =71 (1))
—(1=dy)x" (1 =2 (1)) Qx (t — T2 (1))
=2(x(t) = Cx(t = 12(1)))" P[Ax(t)+ B fi (t,x(t)) + Bafo (t,x(t — 71 (1)))]
+aix” ()M Myx(6) +m[Ax (t) + B1fi (t,x (1)) + Bofo (t,x(t — 71 (1)) R
x [Ax (1) + Bifi (t,x(t)) + B2 fo (1,x(t — 71 (1)))]
+x" (6) My Mox (1) + a5x” (1) Qx (1) — fT (1,x (1)) Lfi (t,x(t))
—(L=dy) fi (t,x(t =71 () I f2 (t,x (1 — 71 (1))
—(1—dy)x" (t—12(1)) Ox (t — 22 (1))
=x" (t) (PA+ATP +aiM{ My + a3M} My + mATRA + Q) x(t)
—2xT (t — 5 (t)) CT PAx (1) + 2xT (¢) PBy £y (t,x (1))
—2xT (t =5 (1)) CT PB1 f1 (t,x(2)) +2x (1) PBaff> (t,x(t — 71 (1))
— 2" (t—12(1)) CTPBof> (1,x (1 — 71 (1))

+mx! (t)ATRB, fi (t,x(t)) +mx” (t)ATRBy f5 (t,x (t — 71 ()))
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+mfy (t,x(t—7 (1)) ByRB: f1 (t,x(t))
+mfy (t,x(t =7 (1)) ByRBof> (t,x(t — 71 (1)) — f{ (t,x(£))If1(1,x(t))

—(1=d\) fy (t,x(t =1 ()2 (t,x(t =7 (1))
—(1=d)xT (t =1 (1)) Ox(t — 12 (1))

dir. Burada

V() <&'LE,

Liy Lia Liz Lig
LY, Ly Ly Ln
LT, LI, Lsz Ly

T T T
Liy Ly L3y Lus

Ly =PA+ATP+a2MT My +a5MI M, + Q0+ mATRA,
Li» =—-ATPC,

Lz = PB; + mATRB;,

Lis = PB, +mATRB,,

Ly =—(1-d)0,

Ly; = —CTPBy,

Ly =—C"PB,,

L3z =mBIRB| —1,

L3 = mB RB,,

Lys =mBSRB, — (1 —dy)I,

T

E= (" ()X (t—n() f (.x(0).f7 (12" (1—7(1)))

(3.11) esitsizliginden V (¢) negatif tammlidir. Bdylece (1.6) sisteminin sifir ¢éziimii asimp-
totik kararlidir. U

Simdi Teorem 3.3 ve Teorem 3.4’un sonuglar1 olan (1.6) sisteminin bazi varyas-
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yonlart i¢in kararlilik teoremleri bir optimizasyon problemi olarak verilerek teoremlerin

etkinligini incelemek i¢in bir ornek verilsin.

Sonug 3.1 ||C|| < 1 olsun. Her 7 > 1y i¢in 7/ (1) < d; < 1, (i = 1,2) olsun. Eger
Minimum —a?(veya —a3)

(3.12)
Kisitlar P>0,R>0,§>0, K<0

ile verilen konveks optimizasyon probleminin ¢6ziimii olabilecek sekilde simetrik pozitif
tamiml1 P, R ve S matrisleri varsa, o zaman (1.6) ile tanimh kesir mertebeli nétral sistemi-
nin sifir ¢oziimii asimptotik kararlidir. Burada K matrisi (3.10) ile tamimli, m bir pozitif
say1 ve I birim matristir (Korkmaz ve Ozdemir, 2023).

Sonug 3.2 ||C|| < 1 olsun. Her 7 > 1y i¢in 7/ (1) < d; < 1, (i = 1,2) olsun. Eger

Minimum —a?(veya — a3)

Kisitlar P>0,0>0,R>0,L<O0

(3.13)

ile verilen konveks optimizasyon probleminin ¢oziimii olacak sekilde simetrik pozitif
tamiml1 P, Q ve R matrisleri varsa, o zaman (1.6) ile taniml1 kesir mertebeli nétral siste-
minin sifir ¢coziimii asimptotik kararhidir. Burada L matrisi (3.11) ile tanimli, m bir pozitif
say1 ve I birim matristir (Korkmaz ve Ozdemir, 2023).

Eger (1.6) sisteminde f (¢t,x(t — 7 (¢))) = x(t — 71 (¢)) seklinde tanimlanirsa bu

sistem
wDx (1) =Ax(t) + B f (t,x(1)) + Bax(t — 71 (1)) + D x (t — 72 (1)) , (3.14)

olarak yazilir. Burada 0 < ot < 1, x = [x,x2,- - ,xn]T € R" durum vektorii, A,B;,B;,,C €
R™" bilinen matrisler, her t > #q i¢in 7 (t) , 72 (#) > O siirekli tiirevlenebilir fonksiyonlar,

f (t,x) fonksiyonu her t > 1 igin f(¢,0) = O ile (r,x) € R x R" i¢in
1f (2,2)|| < al| Mx]|

Lipschitz sartin1 saglayan vektor degerli lineer olmayan bir fonksiyondur. Lipschitz sartindaki

M uygun boyutlu sabit bir matris ve a pozitif bir sayidir.
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Sonug 3.3 ||C|| < 1 olsun. Her ¢ > 1y i¢in 7/ (1) < d; < 1, (i = 1,2) olsun. Eger

Minimum —a?

.

P>0,0>0,R>0,5>0
K1 K2 Kiz Ky (3.15)
Kisitlar K, K»n Kz Ku

KL KL, Kz K

T kT KT
Kiy Ky K3y Ky

\

ile verilen konveks optimizasyon probleminin ¢oziimii olabilecek sekilde simetrik pozitif
tanimhi P,Q,R ve S matrisleri varsa, o zaman (3.14) ile tanimli kesir mertebeli notral

sisteminin sifir ¢oziimii asimptotik kararlidir. Burada

Ki1 =ATP+PA+AT (R+mS)A+Q+a*M" M,
Ki» = PB; +AT (R+mS) By,

Ki3 = PBy+AT (R+mS) B,

K4 =PC+AT (R+mS)C,

Ky, =Bl (R4+mS

K>3 =BT (R+mS

Koy =BT (R+mS

) B
( ) B2,
( )C,
(R+mS)By— (1—d,)Q,
( )C,
( )C

K33 =Bj
K34 = g R+ mS
Kiyy=C cr R+mS (1—d2)

m bir pozitif say1 ve I birim matristir (Korkmaz ve Ozdemir, 2023).
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Sonug 3.4 ||C|| < 1 olsun. Her ¢ > 1 i¢in 7/ (1) < d; < 1, (i = 1,2) olsun. Eger

Minimum —a?

(

P>0,01>0,0,>0,R>0

Ly Lip Liz Lig (3.16)
Kisitlar B LY, Ly Ly L ~0
L{; Lj; L33 Lag

T T T
Liy Ly L3y Lus

ile verilen konveks optimizasyon probleminin ¢oziimii olacak sekilde simetrik pozitif
tanimh P, Q1, (0> ve R matrisleri varsa, o zaman (3.14) ile tamimh kesir mertebeli notral

sisteminin sifir ¢oziimii asimptotik kararlidir. Burada

Lii=PA+ATP+a®M" M+ Q1+ Q0> +mATRA,
L, =—-ATPC,

L3 = PB; +mATRB;,

Lis = PB, + mATRB,,

Ly =—(1-dy)0s,

Ly; =—CTPBy,

Lys=—C"PBy,

L3z =mBIRB| —1,

L3, = mBI RB;,

Lys =mBSRB, — (1—dy) 0y,

m bir pozitif say1 ve I birim matristir (Korkmaz ve Ozdemir, 2023).

Eger (1.6) sisteminde B, = 0 olarak alinirsa bu sistem
wD?x (1) =Ax(t) +Bf (t,x(1)) + C,D{x (t — 7 (1)), (3.17)

olur. Burada 0 < a < 1, x = [x1,xp, - ,xn]T € R" durum vektorii, A, B,C € R"*" bilinen

matrisler, her ¢ > 7 igin 7 (¢) > 0 siirekli tiirevlenebilir bir fonksiyon, f (¢,x) fonksiyonu
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herz > 1y i¢in f(£,0) = O ile (r,x) € R x R" igin
1F (%) || < af|Mx]|

Lipschitz sartin1 saglayan vektor degerli lineer olmayan bir fonksiyondur. Lipschitz sartindaki
M uygun boyutlu sabit bir matris ve a pozitif bir sayidir.

Sonug 3.5 ||C|| < 1 olsun. Her 7 > 1y i¢in 7/ () < d < 1, olsun. Eger

Minimum —a?

P>0,R>0,§>0
K1 Kz Kiz (3.18)

K= KITZ Ky, Krs <0,

Kisitlar <

T T
K13 K23 K33

\

ile verilen konveks optimizasyon probleminin ¢6ziimii olabilecek sekilde simetrik pozitif
taniml1 P,R ve S matrisleri varsa, o zaman (3.17) ile tamiml1 kesir mertebeli nétral siste-

minin sifir ¢oziimii asimptotik kararlidir. Burada

Ki1 =ATP+PA+AT (R+mS)A+a*M" M,
Ki» = PB+A"T (R4+mS)B,

K13 =PC+AT (R+mS)C,

K» =BT (R+mS)B—1,

Koz =BT (R+mS)C,

K33 =CT (R+mS)C— (1 —d)R,

m bir pozitif say1 ve I birim matristir (Korkmaz ve Ozdemir, 2023).

Sonug 3.6 ||C|| < 1 olsun. Her ¢ > ¢ igin 7’ () < d < 1, olsun. Eger

Minimum —a?

(

P>0,0>0,R>0

Ly L L (3.19)
Kisitlar H 2 =

L=|LT Ly Lp| <0,

L{; L}y Ls3
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ile verilen konveks optimizasyon probleminin ¢oziimii olacak sekilde simetrik pozitif
tanimli P,Q ve R matrisleri varsa, o zaman (3.17) ile tamimh kesir mertebeli notral sis-

teminin sifir ¢coziimii asimptotik kararlidir. Burada

L =ATP+PA+Q+mATRA+a*M™ M,
L, =-ATPC,

Lz = PB+mATRB,

Lyp=—(1-d)Q,

Ly;=—C"PB,

L33 =mB'RB—1,

m bir pozitif say1 ve I birim matristir (Korkmaz ve Ozdemir, 2023).

Eger (1.6) sisteminde B; = 0 i¢in
wDx (1) =Ax(t) +Bf (t,x(t — 71 (¢))) + G, Dx (t — 12 (1)) , (3.20)

olur. Burada 0 < & < 1, x = [x1,x2,- -~ ,xn]T € R" durum vektorii, A,B,C € R"" bili-
nen matrisler, her ¢ >t igin 7y (¢), 72 (t) > O siirekli tiirevlenebilir fonksiyonlar, f (z,x)

fonksiyonu her z > tg i¢in f(¢,0) = Oile (¢,x) € R x R" igin
1F (2, x)]| < af|Mx]|

Lipschitz sartin1 saglayan vektor degerli lineer olmayan bir fonksiyondur. Lipschitz sartindaki
M uygun boyutlu sabit bir matris ve a pozitif bir sayidir.

Sonug 3.7 ||C|| < 1 olsun. Her 7 > 1y i¢in 7/ (1) < d; < 1, (i = 1,2) olsun. Eger

Minimum —a?

P>0,R>0,§>0
K1 K2 Ki3 (3.21)

K=|KL Kpn Kj| <0,

Kisitlar

T T
K13 K23 K33

ile verilen konveks optimizasyon probleminin ¢6ziimii olabilecek sekilde simetrik pozitif



minin sifir ¢oziimii asimptotik kararhidir. Burada

Ki1 =ATP+PA+AT (R+mS)A+a*M™ M,
Ki» = PB+AT (R+mS)B,

K3 =PC+AT (R+mS)C,

Ky =B" (R+mS)B—(1—dy)I,

K3 =B" (R+mS)C,

K33 =CT (R+mS)C—(1—d>)R,

m bir pozitif say1 ve I birim matristir (Korkmaz ve Ozdemir, 2023).

Sonug 3.8 ||C|| < 1 olsun. Her ¢ > 1y i¢in 7/ (1) < d; < 1, (i = 1,2) olsun. Eger

Minimum —a?

)
P>0,0>0,R>0
Liy Lz L3

L=|LY, Ly Ln| <0,

Kisitlar

T T
L Lz Ly L33

teminin sifir ¢coziimii asimptotik kararlidir. Burada

Ly =ATP+PA+Q+mATRA+a*M™ M,
L, =—-ATPC,

Lz = PB+mATRB,

Ly =—(1-dy)0,

Ly =—CTPB,

L3z =mB'RB— (1 —d))]I,

m bir pozitif say1 ve I birim matristir (Korkmaz ve Ozdemir, 2023).
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tanimli P, R ve S matrisleri varsa, o zaman (3.20) ile tanimli kesir mertebeli notral siste-

(3.22)

ile verilen konveks optimizasyon probleminin ¢oziimii olacak sekilde simetrik pozitif

tanimhi P,Q ve R matrisleri varsa, o zaman (3.20) ile tamimh kesir mertebeli notral sis-
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Ornek 3.3 (1.6) ile verilen kesirli mertebeli notral sistemin icin

71 () =0.5t4+0.3sin(t), (1) =0.3t+0.1cos (),

=70 10 10 O 10 O 01 0
- ) By = ; 2 = 5 C= ,
10 -50 0 10 0 10 0 0.1
) —0.5¢ .
At =a [T pexe—n@y=os (Um0
cos (x1 (1)) e 03 cos (x1 (1 — 71 (1))

seklinde tanimlansin. fj (¢,x(¢)) fonksiyonu igin

i 00> =a (sin (32 (1)) + cos® (x1 (1))
<d} (3 (1) +23 (1))

—atx! (YMTMix (1),
olur. Burada M| = I, olarak alinabilir. Benzer sekilde f; (¢,x(t — 71 (¢))) i¢in

1t x(1 — 11 (1)) |> =0.25 (e_tsinz (2t — 71 (1) + e cos? (x; (t — 7y (r))))
<0.25 (x7 (1) +x3 (1))

—0.25x7 (t — 71 (1)) M Mox (1 — 71 (1))

olur. Burada M, = I, olarak alinabilir. d; = 0.8, d» = 0.4 ve m = 0.001 olarak secilsin. Bu
durumda (3.12) ile verilen konveks optimizasyon probleminin ¢oziimii ay,,,, = 1.7796
dir. Burada

0.0746 0 0.0011 0 0.0865 0

P = N R = , S -
0 0.0746 0 0.0011 0 0.0865



veE

—1.0448
0.0557
—0.0919
0.1198
—0.0919
0.1198
—0.0009
0.0012

0.0557

0.1198
0.1476
0.1198
0.1476
0.0012
0.0015

—0.0919 0.1198
—0.9334  0.1198

0.1476
—0.8802 0
0 —0.8802
0.1198 0
0 0.1198
0.0012 0
0 0.0012

—0.0919
0.1198
0.1198

0
—0.0802
0
0.0012
0

0.1198
0.1476
0
0.1198
0

—0.0802

0
0.0012

—0.0009
0.0012
0.0012

0
0.0012
0
—0.0007
0
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0.0012
0.0015
0
0.0012
0
0.0012
0
—0.0007

Diger taraftan biitiin kosullar ayn1 iken, (3.13) ile verilen konveks optimizasyon proble-

minin ¢6zlimii ay,,,, = 1.7802 olarak elde edilir. Burada

veE

0.0763

0

—6.7873
1.4124
0.5338

—0.0763
0.6968
0.0094
0.6968
0.0094

0

0.0763

1.4124

—3.9626
—0.0763

0.3813
0.0094
0.7156
0.0094
0.7156

~lo09s0 0
| 0 0.0940
0.5338 —0.0763 0.6968
~0.0763 03813  0.0094
~0.0495 0 —0.0763
0 —0.0495 0
~0.0763 0 —0.9906
0 —00763 0
00763 0 0.0094
0 —00763 0

~loos2s o
| o 00825
0.0094  0.6968
0.7156  0.0094
0 —0.0763
~0.0763 0
0 0.0094
09906 0
0 —0.1906
0.0094 0

0.0094
0.7156
0
—0.0763
0
0.0094
0
—0.1906

Eger f> (t,x(t — 71 (t))) = x(t — 71 (¢)) ve diger kosullar aynu ise, (3.15) ile verilen

konveks optimizasyon probleminin ¢éziimii a,,,y = 2.2972 olarak elde edilir. Burada

0.2280 0

0

0.2280

Y

0.0037
0

0
0.0037

Y
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—2.7082
0.0507
—0.3505
0.3758
—0.3505
0.3758
—0.0035
0.0038

0.0847

0.0507
—2.6068
0.3758
0.4012
0.3758
0.4012
0.0038
0.0040

0
0.0847|

—0.3505 0.3758

0.3758  0.4012
—0.6242 0

0 —0.6242
0.3758 0

0 0.3758
0.0038 0

0 0.0038

5.1480
0

0
5.1480

—0.3505 0.3758
0.3758  0.4012
0.3758 0

0 0.3758
—0.6538 0

0 —0.6538
0.0038 0

0 0.0038

—0.0035
0.0038
0.0038

0
0.0038
0
—0.0022
0

41

0.0038
0.0040
0
0.0038
0
0.0038
0
—0.0022

Ote yandan biitiin kosullar ayni iken, (3.16) ile verilen konveks optimizasyon probleminin

cOzimii a4y = 2.2959 dur. Burada

Ve

4.4713
1.6284
—0.2326
2.2205
0.0151
2.2205
0.0151

—21.1214

o236 0 p
- 0.2326 -
o |76 0 |
0 5.1767
44713 16284 —0.2326
12,1788 —0.2326  1.1632
—02326 —0.1462 0
1.1632 0 —0.1462
00151 —02326 0
2.2508 0 —0.2326
0.0151 —02326 0
2.2508 0 —02326

0.1512 0
0 0.1512
0.2437 0
0 0.2437
2.2205  0.0151
0.0151  2.2508
—0.2326 0
0 —0.2326
—1.0202 0
0 —1.0202
0.0151 0
0 0.0151

2.2205
0.0151
—0.2326
0
0.0151
0
—0.9849
0

0.0151
2.2508
0
—0.2326
0
0.0151
0
—0.9849

Eger B, = 0 ve diger kosullar ayni ise, (3.18) ile verilen konveks optimizasyon




probleminin ¢oziimii @, = 4.4271 olur. Burada

0.4316 0

0 0.4316

ve
—5.2192

0.0870
—0.6686
0.7121
—0.0067
0.0071

0.0870
—5.0453
0.7121
0.7555
0.0071
0.0076

0.0070
0

—0.6686
0.7121
—0.2879
0
0.0071
0

0
0.0070

0.7121
0.7555
0
—0.2879
0
0.0071

42

0.1678 0

S =

—0.0067
0.0071
0.0071

0

—0.0013

0

0 0.1678

0.0071
0.0076
0
0.0071
0
—0.0013

Diger taraftan biitiin kosullar ayn1 iken, (3.19) ile verilen konveks optimizasyon proble-

minin ¢oziimii a,,,, = 4.4264 diir. Burada

04530 0 03073 0 (14198 0
0  04530| 0  03073] 0  1.4198
ve
_40.8748 8.6918  3.1712 —04530 43152  0.0307
8.6918 —23.4912 —04530 22651 0.0307 4.3766
. 31712 —0.4530 —02840 0  —04530 0
04530  2.2651 0 —02840 0  —0.4530
43152 0.0307 —04530 0  —09693 0
00307  4.3766 0  —04530 0  —0.9693

Eger B; = 0 ve diger kosullar ayni ise, (3.21) ile verilen konveks optimizasyon

probleminin ¢6ziimii a;,,,, = 2.0265 olarak elde edilir. Burada

0.0896 0

)

0 0.0896

0.0014
0

0

0.0014

0.0726 0

0 0.0726



ve
—1.1483 0.0425 —0.1246 0.1458 —0.0012 0.0015
0.0425 —1.0633 0.1458 0.1671  0.0015  0.0017
K —0.1246  0.1458 —0.0542 0 0.0015 0
0.1458  0.1671 0 —0.0542 0 0.0015
—0.0012 0.0015  0.0015 0 —0.0008 0
0.0015  0.0017 0 0.0015 0 —0.0008
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Ote yandan biitiin kosullar ayni iken, (3.22) ile verilen konveks optimizasyon probleminin

¢cOziimil a,,,x = 2.0250 olarak elde edilir. Burada

00915 0 loazes 0 o000 0
| 0 00915 | o o126 | 0o 01000
ve
79756 16780  0.6405 —0.0915 0.8263  0.0127
16780 —4.6196 —0.0915 04575 00127 0.8516
| 06405 —00915 —00600 0 00915 0
00915 04575 0 —00600 0  —0.0915
0.8263 00127 —00915 0  —0.1873 0
00127 08516 0  —00915 0  —0.1873

Boylelikle elde edilen konveks optimizasyon problemlerinin ¢oziimleri karsilagtirilarak
iki teoremin etkinligi hakkinda bilgi sahibi olunur.

Teorem 3.5 ||C|| < 1, hert >y icin 7/ (t) <d; < 1, (i =1,2,3) ve |13 (r)| < € olsun. Eger

K

K
K>

T
K;;

T
K24

K13
K>3
K33
K3,

T
K35

Kiy4
K4
K34 <0

Kyq

T
K45

(3.23)

LME saglayacak sekilde simetrik pozitif tanimli P,R ve S matrisleri varsa, o zaman (1.7)

ile taniml1 kesir mertebeli notral sinir aginin sifir ¢oziimii asimptotik kararlhidir. Burada

Ky =ATP+PA+ AT (R+mS)A+aiMT My + a3ME M, + e2a3M1 M,
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Ki» = PB; + AT (R+mS) By,
Ki3 = PB>+AT (R+mS) B,
K1y =PC+AT (R+mS)C,

Ki5s = PB3+AT (R+mS)Bs,

K> = Bl (R+mS) B,

K3 = B] (R+mS)By,

Koy = BT (R+mS)C,

K5 = B! (R+mS) B,

K33 =Bl (R+mS)By — (1 —dy)]I,
K34 = BY (R+mS)C,

K35 = BY (R +mS) B3,

Ky =CT (R+mS)C— (1 —do)R,
K45 =CT (R+mS) Bs,

Kss =B (R+mS)Bs — (1 —d3)]1,

ile tammli, m ve € birer pozitif sayilar ve I birim matristir (Korkmaz ve ark., 2022).

Ispat. Lyapunov-Krasovskii fonksiyoneli

VO =Df (T OPO) + [ D) RGDE - 9)ds

tal /ltﬁ o () MT Max (s) ds + / / (oD% (5))7 S(, D% (5))dsd®

—|—8a3/ / n) M3 Msx(n)dnds
7173 t+s

ile tanimlansin. P, R ve S matrisleri pozitif tanimlh matrisler oldugundan, V () fonksiyoneli

pozitif tanimlidir. (1.9) esitsizliginden
I (6x (@) fi (8,x(1)) < ||a3Mx||* = a3x" (1)M] Mx(t),  j=1,2,3. (3.24)
olarak yazilir. Boylece Lemma 2.3 ve (3.24) esitsizliginden her sabit ¢ icin

t t
—Sa%/ ( )xT () ME M3x (s)ds < — 13 (1) a%/ xT (s) MY Mix (s)ds
—13(1 t

—73(t)
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<on() [ A Gx)fx(0)ds

<-— (/ttr3(t)f3 (s,x(s))ds)TI f3(s,x(s))ds.

1713(1‘)

(3.25)

Denklem (3.25), Lemma 2.1 ve 2.2’den (1.7) sisteminin ¢éziimleri boyunca fonk-

siyonun tiirevi

V(1) =D (x" (1) Px (1)) +aix" (1) M{ Myx (t) — aix" (1) M{ Myx (1)

+ (,Dfx (1) R(uDfx (1) = (1= 5 (1)) (oDx (= 22 (1)))" R (1 Dfx (1 = 2(1))
+azx” (1) M3 Mox (1) — (1 =77 (1)) a3x” (1 — 71 (1)) M3 Mo (1 — 7 (1))
+m (1, Dfx (1)) S (1 D'x (1)) — /t im (yD{x ()" S (1, D§'x (5)) ds
+ e ()" (VMM () ~ed (1= 5 0) [ " () MEMsa(s)ds

<2 (t) PDOx () + aixT (t) MT Myx (1) 4 a3xT () ME Mox () + €2a3x" (1) MY Msx ()
+ (o Dfx(1))" (R+mS) (1,Dfx (1))
~(1=di) fy (t.x(t =7 ()12 (t,x(r =71 (1)) = A (2,2 (1)) L1 (1, x (1))

— (1 =) (,Df'x (1 = 12 (1)) R (D x (1 = 22 (1))

—(1—dy) (/t_ﬁ(t)fé (s,x(s))ds) I/t_w)fg (s, x(s)) ds
=2x' (1) P[Ax (1) + Bufi (t,x (1) + Bofa (1.5 (1 = 71 (1)) + G DPx (1 = 12 (1))

+B3 /t; (t)f3 (S,x(s))ds} +[Ax(t) + B fi (t,x(t)) + Bafa (t,x(t — 11 (2)))
1 T
+C,D¥x(t — 12 (1)) + B3 /1130)]03 (s,x(s))ds] (R+mS)

X [Ax(2) + By f1 (t,x(2)) +Bafo (t,x(t — 71 (t))) + Cy DY x (t — 72 (1))

t
+B3/t - f3 (S,x(s))ds] +alx" ()M Myx (t) + a3x" (t) MY Mox (1)
3

+ ezasz

(1) M3 Mx (1) — f{ (t,x(0)) Iy (£, x(t))
—(1=d) fi (t,x(t—71 () I (t,x(t — 71 (1))
)

— (1 =d2) (D% (t =22 (1)) R (,DPx (t = T2 (1))

T

—(1—d3) </t;3(t)f3 (s,x(s))ds) I/I;S(t)]% (s,x(s))ds
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=x" (t) (AT P+ PA+ aiM| My + a5M} M> + €*a3M3 M3 + AT (R+mS)A) x (t)
+2xT (1) PByfy (t,x(t)) + 2xT (t) PBafo (t,x(t — 71 (1))
t

+ 24 (1) PCyD%x (i — 12 (1)) + 247 (1) PBs / £ (s,x(s))ds

1=13(t)
+xT (1) AT (R+mS) By f1 (t,x(t)) +xT (t) AT (R+mS) Bofo (t,x(t — 71 (2)))

+xT (1) AT (R+mS) CyDXx (t — 12 (1))
+xT (1)AT (R+mS) B3 /zt " f3(s,x(s))ds+ (fi (1, x(0))" BT (R+mS)Ax (1)

+(f1 (t,x (1)) B] (R+mS) By fi (t,x(1))
+(f1 (6, x (1)) BT (R+mS)Bofs (t,x(t — 11 (¢)))
+(f1 (t,x (1)) B] (R+mS)CyD¥x (t — 2 (1))

t

F (U xO) BT RmS)Bs [ fis,x(9)ds

55 (0)
+(fH(tx(t =7 (2))))" B (R+mS)Ax (1)
+(f2(tx(t =71 (1)) BS (R+mS)Bi fi (1,x (1))
+(f2(tx(t =11 (1)) BS (R+mS)Bafa (1,x(t =7 (1))
+(fa (t,x(t =71 ()" BE (R+mS) CyD¥x (t — 2 (1))

T pT

t

(o DOx(t — 12 (1)) CT (R+mS) Bs / £ (s,x(s)) ds

1—73(1)
T
B (R+mS)Ax(t

([
+(/ttr3 > BT (R+mS) By fi (t,x(1))
([ iy 1o}
(L ptotones)

T
B} (R+mS)Bafs (t,x(t— 7 (1))

T
BS (R4+-mS)CyD¥x (t — 12 (1))
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4 (/t;3(t)f3 (s,x(s))ds)TBg (R+mS)B; /tt f3(s,x(s))ds

—13(t)
—fl (x@O)Ifi (6,x (1) — (M =di) £ (t,x(t =11 (1)) Ifa (t,x(t — 71 (1))
—(1—ds) (1, Dx(t — 72 (1)) R (;,DEx (1t — 02 (1))

~a-ay ([ n <s,x<s>>ds)T1 [ B

ifadesi elde edilir. Boylece
V() <ETKE, (3.26)

olur. Burada

Ky K2 Ki3 Kis Kis

K, K»n Kz Ku Kis

K=Kl KI, K3 Kz Kss |-

KL, KI, KI, Ku Kis

T T T T
K15 Kzs K35 K45 Kss

K =ATP+PA+ AT (R+mS)A+aiMT My + a3ME M, + e2a3M 1 M3,
K1y = PB; + A" (R+mS) By,

K13 = PBy + AT (R+mS)Bs,

Kis =PC+AT (R+mS)C,

Ki5s = PB3+AT (R+mS)Bs,

K> =Bl (R4+mS

K3 = R+mS
K24—B] R+ mS
K»s =BT (R+-mS
K33 =B}
K3y =B}
K35 = Bl (R+mS
Ky =CT (R+mS)C— (1 —do)R,

) B
) B2,
)C,
) B3
R+mS)B, — (1 —dy)I,
)C,
) B3,
)C
Kys =CT (R+mS) B,
)

Bi (
(
(
(
(R+mS
(
(
(
(

K55 —Bg R+mS B3—(1—d3)
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t ™\’
§=<xf<t>,ff (e (0),F (1ox(t— 1 <z>>>,ton‘x<r—rz<r>>T,( / f3<s,x<s>>ds) )

—73(1)

oldugu goriiliir. (3.23) esitsizlifinden V (¢) negatif tammlidir. Boylece (1.7) sisteminin

sifir ¢6zlimii asimptotik kararlidir.

O

Teorem 3.6 ||C|| < 1, hert >ty icin 7/ (1) <d; < 1, (i=1,2,3) ve |13 (¢)| < € olsun. Eger

Ly
Ly

L3

Ly
Loy
L34
Lyg

T
Lys

Lys
Lys
L3s
Lys
Lss

<0, (3.27)

LME saglayacak sekilde simetrik pozitif taniml P, O, ve R matrisleri varsa, o zaman (1.7)

ile tamiml1 kesir mertebeli ndtral sinir aginin sifir ¢6ziimii asimptotik kararlidir. Burada

Liy =PA+ATP+a3MT M + aSMI M, + €2 a3MT M3 + Q) +mATRA,

Li» = PB; + mATRB;,
L3 = PBy, + mATRB,
Lis=—ATPC,

Lis = PB; + mAT RBs,
Ly =mBIRB| —1,
Ly; = mBIRB;,

Loy = —B{PC,

Lys = mBI RB3,

L3z =mBIRB, — (1 —d))]1,

L3y = _BgPC7
L3s = mBA RB3,
Liyg = —(1—d>) 02,

Lys = —C" PB3,

Lss =mBiRB; — (1 —d3) 1,
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ile tammli, m ve € birer pozitif sayilar ve I birim matristir (Korkmaz ve ark., 2022).

Ispat. Lyapunov-Krasovskii fonksiyoneli

V(1) =oDF ((x () = Cx (1= 2 () P(x(1) ~Cx (1= 2(1) )

t t
—i—/z ot ( ) Oox (s )ds—i—az/t ) T(s)MZTsz(s)ds

+ €aj / / n)MIMsx (n)dnds
—1,'3 t+s

+/ /topa —Cx(s— ()T R D? (x(s) — Cx (s — 2 (s))) dsd®

ile tanimlansin. P,R ve S matrisleri pozitif tanimli matrisler oldugundan, V() fonksiyo-
neli pozitif tanimlidir. Denklem (3.25), Lemma 2.1 ve 2.2°den (1.7) sisteminin ¢éziimleri

boyunca fonksiyonun tiirevi

V(1) =D (1) = Cx (1 = % () P (x(1) = Cx(t = %2 (1)) )
+aix” (1) M Myx (t) — atx” (£) MT Mix (1)
+a3x" (1) MY Max (1) — (1=} (1)) a3x” (¢t — 71 (¢)) M2 Mox (t — 71 (1))
! (1) Qax (t) = (1 =73 (1)) x" (1 — 72 (1)) Qax (1 —
+ea3ms (t)x" (1) M2 Max (1) — ea3 (1 - 75 (t) / ) M3 Msx (s)ds
+m (4, Dff (x(1) = Cx (1 =12 (1))))" R (1, Df* (x (¢ )—CX(t—fz (1))
—/ttm(roD?‘ (x(s) = Cx(s—12(5))))" R (1,D¥ (x(s) = Cx (s — 12 (s)))) ds

<2(x(1) = Cx (1 =12 (1)) Py DY (x (1) = Cx (1 — % (1)) +ajx" (1) M Mix (1)
+a3xT (1) MY Mox (t) + €2a3xT (1) M2 Msx (1) +xT (1) Qax (1)
+m (4, Dff (x(1) = Cx (t =12 (1))))" R (4, Df (x (1) = Cx(t =2 (1))))
—fi (6x(O)1fi (t,x(0) = (1=di) f3 (t,x(t =71 (1)) Lfa (£, (1 = 71 (1))
—(1=d)x" (1 = (1)) Qox (t — 2 (1))

—(1—dy) (/ttwﬁ (s,x(s))ds>T1 " Alx(s)ds

t—13(1)

=2(x(1) ~ Cx(t — 1 (1)) PIAX(1) 4 B1fy (1.3(1) + Bafa (150~ 1))
B3 /tt 73(t) /3 (S;X(S))ds:| +a%xT (I)MITMIX (f) +a%XT (Z‘)MZTsz (l‘)

+&2a3xT () ME Max (1) 4 xT (1) Qax (1) + m[Ax (t) + By f1 (t,x (1))



50

t

T
+Brfr (t,x(t — 1 (t)))+B3/ f3 (s,x(s))ds} R[Ax(t)+Bifi(t,x(t))

i 10)
t

FBofy (1,x (=1 (1)) +B3/ £ (s,x(s))ds]

t—13(1)

—fL Ex(O)If (6,x (1) — (L=dy) f5 (6, x(t =7 (1)) 1fo (8,x(t — 71 (2)))
—(1=dy)x" (1= (1)) Qax (1 — T2 (1))

t

—(1-dy) (/ttw)f3 <s,x(s))ds>T1 £ (5,x(5)) ds

1—13(1)

=x" (t) (PA+ AT P +aiM{ My + a3M} My + €*a3M3 M3 +mAT RA+ 02) x (1)
—2x" (1 — 15 (1)) CT PAx (t) +2x" (1) PBy fi (t,x(¢))

— 2T (t =5 (1)) CT PB f1 (t,x (1)) +2xT (1) PBof> (t,x(t — 71 (1))
— 2T (t — T (l‘))CTPBsz (t,x(t —T (l‘))) —{—ZXT (I)PB3 /tir ” /3 (S,X(S))ds
— 2" (t — 5 (1)) CT PB3 /t; (t)fg (s,x(s))ds+mx" (t)ATRB, f1 (t,x (1))

+mx! (t)ATRByf> (t,x(t — 71 (¢))) + mx” (t)ATRB3/ f3(s,x(s))ds

1—13(1)
+mf{ (t,x(t)) B{ RAx (t) + mf{ (t,x(t)) B{ RB1 f1 (1,x(1))

+mfl (t,x(t)) B{RBo.f> (t,x(t — 71 ()))

+mf{ (t>x<t)>B{RB3/ fa(s,x(s))ds+mfy (1,x(t =1 () By RAx (1)

1—13(1)
+mfy (t,x(t =7 (1)) ByRBL fi (1,x(1))

+mfy (t,x(t =71 (1)) ByRBofa (1,x(t — 71 (1))
+mfd (6 (-1 (t)))BgRBg/t:Q(l)fg (s,x(s)) ds
T

+m ( /ttw) £ (s,x(s))ds) BIRAx(1)
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—(1—d3) (/tt f3 (s,x(s))ds)Tl/tt f3(s,x(s))ds

—73(1) —73(t)

olarak elde edilir. Boylece

V() <ETLE, (3.28)

olarak yazilir. Burada

Lyt L Liz Lis Lys
L], Ly Ly Ly Ly
L=|Ll; LY L33 Ly Lss |-

Liy Ly Ly La Lss

T T T T
L15 L25 L35 L45 Lss

Ly = PA+ATP 4+ a2MT M\ + a3MI My + e2a3MI M5 + Q) + mAT RA,

Li» = PB; + mATRB;,

Liz = PBy, + mATRB,,

Lis=—ATPC,

Lis = PB3 +mAT RB3,

Ly =mBIRB| —1,

Ly; = mBIRB,

Loy = —B{ PC,

Lys = mB! RB3,

L3z =mBIRB, — (1 —d))]1,

L3, = —Bj PC,

L35 = mB) RB3,

Lys = —(1—d>) 02,

Lys = —C"PB3,

Lss =mBiRBy — (1 —d3) 1,

T T

&= (xT (), f (0,x(0), f3 (tx(t =70 (1)), X" (1 =72 (1)), </ttﬁ(t) f3 (S,X(S))dS) )

oldugu goriiliir. (3.27) esitsizliginden V (¢) negatif tammlidir. Boylece (1.7) sisteminin
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sifir ¢cozlimii asimptotik kararhdir. U

Simdi Teorem 3.5 ve 3.6 birer konveks optimizasyon problemi olarak sunularak,
bu teoremlerin birer sonuglari olarak (1.7) sisteminin baz1 varyasyonlarinin sifir ¢éziimle-
rinin kararhilif1 i¢in yeterli sartlar verilecektir. Bu sonuglarin etkinligi iki 6rnek ile karsi-
lagtirilacaktir.

Sonug 3.9 |[C|| < 1, hert >ty icin 7/ (1) < d; < 1, (i=1,2,3) ve |73 (t)| < € olsun. Eger

Minimum : —a%

(3.29)
Kisitlar : P>0,R>0,§>0,K<0

konveks optimizasyon probleminin ¢oziimii olacak sekilde a% pozitif sayisi, P,R ve S si-
metrik pozitif tanimli matrisleri varsa, o zaman (1.7) ile taniml1 kesir mertebeli notral sinir
aginin sifir ¢oziimii asimptotik kararhidir. Burada K matrisi (3.23) ile tanimli, a%, a%, m ve
€ pozitif sabitler ve  birim matristir (Korkmaz ve ark., 2022).

Sonug 3.10 ||C|| < 1, hert >ty i¢in 7/ (1) < d; < 1, (i =1,2,3) ve |13 (t)| < € olsun. Eger

Minimum : —a%

(3.30)
Kisitlar : P>0,0,>0,R>0,L<0

konveks optimizasyon probleminin ¢oziimii olacak sekilde a% pozitif sayisi, P,Q> ve R
simetrik pozitif tanimli matrisleri varsa, o zaman (1.7) ile tanimli kesir mertebeli notral
sinir aginin sifir ¢oziimii asimptotik kararlidir. Burada L matrisi (3.27) ile tanimly, a%, a%, m
ve € pozitif sabitler ve I birim matristir (Korkmaz ve ark., 2022).

Eger (1.7) sisteminde f; (¢,x(t — 71 (¢))) =x (¢t — 71 (¢)) alindiginda, (1.7) ile tanimh

kesir mertebeli ndtral sinir ag1

wD?x (1) =Ax (t) + By f1 (t,x(t)) + Box (t — 71 (t)) + Ci, DY x (1 — 72 (1))

+ B3 /tt f2(s,x(s))ds, (3.31)

—73(t)

olarak yazilir. Burada 0 < o < 1 reel bir say1, x = [xj,xp,- - ,xn]T € R" durum vektorii,
A,B1,B;,B3,C € R"*" bilinen sabit matrisler, her t >t i¢in 7} (), 7> (¢) , 73 (¢) > 0 siirekli

tiirevlenebilir fonksiyonlar, f; (t,x) (j = 1,2) fonksiyonlar1 her ¢ > g igin f; (¢,0) = O ile
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her (z,x) € R x R" i¢in

17, x (@) < ajl|Mx]

Lipschitz sartin1 saglayan vektor degerli lineer olmayan bir fonksiyondur. Lipschitz sar-
tindaki M; uygun boyutlu sabit bir matrisler ve a; pozitif sayilardr.

Sonug 3.11 ||C|| < 1, hert >ty i¢in 7/ (1) < d; < 1, (i =1,2,3) ve |13 (t)| < € olsun. Eger

Minimum : —a%

([ P>0,0,>0,R>0,5>0,
Al Ap Az Ay Ags
Ay Ay Az Ay Aps (3.32)
A=A, AL, Az A Ass | <O,

Aly Aly Ay Auy Ags

T T T T
A15 Azs A35 A45 Ass

Kisitlar :

konveks optimizasyon probleminin ¢oziimii olacak sekilde a% pozitif sayisi, P,Q1,R ve S
simetrik pozitif taniml1 matrisleri varsa, o zaman (3.31) ile taniml kesir mertebeli notral

sinir aginin sifir ¢oziimii asimptotik kararlidir. Burada

Ay =ATP+PA+ AT (R+-mS)A+aiMI M, + Q1 + 2 a3MI M,
Apy = PB; + AT (R+mS) By,

A1z = PB4+ AT (R+mS) B,

Ay = PC+AT (R+mS)C,

Ais = PB3; 4+ AT (R+mS) B,

Ay =BT (R4+-mS

Azz = Bf (R+mS

Aoy =BT (R+mS

) B

) B2,

)C,
Aos = BT (R+mS) B,

)B

)C,

) B3,

)C

(
A3z =BY (R4+mS)By — (1 —dy) 01,
A4 = BY (R4+-mS
Ass = BY (R+mS
Ay =CT(R+mS)C—(1—dy)R,
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A4s = CT (R+mS) B3,
Ass =B} (R+mS)B3 — (1 —d3)I,
a%, m ve € pozitif sabitler ve I birim matristir (Korkmaz ve ark., 2022).

Ispat. Lyapunov-Krasovskii fonksiyoneli

0 T
V(1) =,D* ' (xT (1) Px (1)) + /Tz(t) (1,DFx(t+5))" R(,,DYx(t+s))ds

t 1 o T o
L Oeast || 6D ) S (oD () dsde

—7

0 t
vead [ [ T (m)MEMx(n) dnds
7173(1‘) t+s

ile tanimlansin. Teorem 3.5’deki benzer islemler yapildiginda ve

T

; T
= <xT O 1x0)xt=0 @) D5 @) ([ s6x)as) )

olarak alindiginda ispat tamamlanir. U

Sonug 3.12 ||C|| < 1, hert >ty i¢in 7/ (1) < d; < 1, (i = 1,2,3) ve |13 (t)| < € olsun. Eger

Minimum : —a%

4

P>0,0,>0, 0,>0, R>0,
Z11 2y Ziz Ziy Zis
Zl, Zoy 73 Zoa Zps (3.33)
Kisitlar :
Z= |2z, ZL, Zss Za Z3s | <0,
Ziy L3y Z3y Zaa Zss

T T T T
le Zzs Z35 Z45 Zss

\

konveks optimizasyon probleminin ¢dziimii olacak sekilde a% pozitif sayisi, P,Q1,0> ve R
simetrik pozitif tanimli matrisleri varsa, o zaman (3.31) ile tanimli kesir mertebeli notral

sinir aginin sifir ¢oziimii asimptotik kararlidir. Burada

Ziy = PA+ATP+a3MT M\ + 2a3MI My + Q1 + Q> + mATRA,
Z1» = PB, +mATRBy,

713 = PB> +mAT RB,
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Zis = —ATPC,

Z5 = PB3 +mAT RB;3,
Z» =mBIRB| —1,
Z»3 = mBI RB;,

Zou = —B{ PC,

Z»5 = mB! RB3,

Z33 =mByRB; — (1 —dy) 01,
Z3 = —Bj PC,

Z35 = mBA RB3,

Zys = —(1—-d7) 02,
Zys = —C' PB3,

Zss = mBi RBy — (1 —d3) 1,

a%, m ve € pozitif sabitler ve I birim matristir (Korkmaz ve ark., 2022).

Ispat. Lyapunov-Krasovskii fonksiyoneli

V@) =oDE ! (1)~ Cxl— 22 ()" P(x(0) ~Cx(t— (1))
+ t xT () Q1x(s)ds + t xT (s) Qax (s)ds

1—1(r) t=1(t)
0

t
+£a§/ / xT' () M¥ Myx () dnds
—13(t) Jt+s

+/tim/9’ (,ODS‘ (x(s)—Cx(s—rz(s))))TR(,ODg (x(s) —Cx(s— 12 (s)))) dsd®

ile tanimlansin. Teorem 3.6’daki benzer islemler yapildiginda ve

T

¢ T
£ = (me,f{ cx) =n @) ). ([ plae)as) )

—73(t)

olarak alindiginda ispat tamamlanir. U
Eger (1.7) sisteminde B, = 0 alindiginda, (1.7) ile taniml1 kesir mertebeli notral
sinir ag1
1

wD?x (1) = Ax (t) + B1f1 (t,x(t)) + CDfx (t — 71 (1)) —|—Bz/ fo(s,x(s))ds, (3.34)

l‘*fz(l)
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olarak yazilir. Burada 0 < o < 1 reel bir say1, x = [x1,xp,- - ,xn]T € R" durum vektorii,
A,B1,B;,C € R™" bilinen sabit matrisler, her ¢ > 1 i¢in 7 (t), 72 () > O siirekli tiirev-
lenebilir fonksiyonlar, f;(¢,x) (j = 1,2) fonksiyonlar1 her >ty igin f;(¢,0) = 0 ile her
(1,x) € R X R" i¢in

175, x (@) < ajl[Mjx]
Lipschitz sartin1 saglayan vektor degerli lineer olmayan bir fonksiyondur. Lipschitz sar-

tindaki M; uygun boyutlu sabit bir matrisler ve a; pozitif sayilardr.

Sonug 3.13 ||C|| < 1, hert >ty icin 7/ (1) < d; < 1, (i=1,2) ve |72 (t)| < € olsun. Eger

Minimum : —a%
( P>0,R>0,S5>0,
Kisitlar : ZITI zlz ZB Z14 -3
He 12 2 Hy3 Hog <0,
Hl; Hj; H3 Hi
HY, HI, HI, Hu

konveks optimizasyon probleminin ¢dziimii olacak sekilde a% pozitif sayisi, P,R ve § si-
metrik pozitif tanimli matrisleri varsa, o zaman (3.34) ile taniml kesir mertebeli nétral

sinir aginin sifir ¢oziimii asimptotik kararlhidir. Burada

Hiy =ATP+PA+AT (R+mS)A+aIMT My + e2a5M M,
Hy, = PB+AT (R+mS)B;,

Hy3 = PC+AT (R+mS)C,

Hy4 = PBy+A" (R+mS) B,

Hy =Bl (R4+mS

H>y =BT (R+mS

—(1—d)R,

) By
)C,
Hoy = BT (R+mS) B,
)C
H34 = CT R+mS>Bz,
)

(
(
Hy; =CT (R+mS
(
(

Hyy =B (R+mS)By — (1 —dy) I,

a%, m ve € pozitif sabitler ve I birim matristir (Korkmaz ve ark., 2022).
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Ispat. Lyapunov-Krasovskii fonksiyoneli

Vi) =D OPr) + [ (WDl 5) RGDE(r+5))ds

—71(1)

* /l‘im /9’ (1yD%x(5))" S (1,D%x (5)) dsd®

0 t
v [ [ 5T ) ME Max () dnds
—13(t) Jt+s

ile tanimlansin. Teorem 3.5’deki benzer islemler yapildiginda ve

T

; T
- <xT<t>,f1T tx0)wDi-n @) ([ poias) )

—T(t)

olarak alindiginda ispat tamamlanir. U

Sonug 3.14 ||C|| < L, hert >ty i¢in 7/ (t) < d; < 1, (i =1,2) ve |72 (¢)| < € olsun. Eger

Minimum : —a%

P>0, 0,>0 R>0,
O O O3 Ol
Kisitlar : 0, ©n Oy O
©f; 05 O3 O

©l, O ®§ Ous

(3.36)

\

konveks optimizasyon probleminin ¢éziimii olacak sekilde a% pozitif sayisi, P,Q1 ve R
simetrik pozitif taniml1 matrisleri varsa, o zaman (3.34) ile tanimli kesir mertebeli notral

sinir aginin sifir ¢oziimii asimptotik kararlidir. Burada

O = PA+ATP+a3MT My + 2a3ME My + Q1 + mATRA,
©®, = PB; +mATRB;,

03 =—-ATPC,

@4 = PBy + mAT RB,

©®y =mBIRB| -1,

@3 = —B] PC,

@24 = mB! RB,,
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O3 =—(1—-d;)0,
@34 = —C'PBy,

@44 =mBIRBy — (1 —dy) I,

a%, m ve € pozitif sabitler ve I birim matristir (Korkmaz ve ark., 2022).

Ispat. Lyapunov-Krasovskii fonksiyoneli

V(6) =D ((x(0) = Cx(t =1 () P(x(0) ~ Cx(t — 1 (1)) )
t 0 "
+/l (t)xT (S)Q1x(S)ds+ea§/_Tz([) /I+SXT(W)M2TM2X(n)dnds

_Tl

[ [ DR () = Cxl—m (9) RG,DE (x(5) ~ Cxls— 71 (5)))) dsd6.
ile tanimlansin. Teorem 3.6’daki benzer islemler yapildiginda ve
t "
= ( O @) c=n ). ([ ) ds) )

olarak alindiginda ispat tamamlanir. U

Eger (1.7) sisteminde B; = 0 alindiginda, (1.7) ile taniml1 kesir mertebeli notral

sinir ag1
0Dy x(t) =Ax (t) + B fi (t,x(t — 71 (1)) + G, Df*x (t — 72 (1))
t
+ B> / f2(s,x(s))ds, (3.37)
10
olarak alinsin. Burada 0 < o < 1 reel bir say1, x = [x1,x2,- - ,xn]T € R" durum vektortii,

A,B1,B;,C € R™" bilinen sabit matrisler, her ¢ > 1y i¢in 71 (¢), 72 (¢), 73 (¢) > 0O siirekli
tiirevlenebilir fonksiyonlar, f; (¢,x), (j = 1,2) fonksiyonlar1 her t > 1, i¢in f; (¢,0) = O ile
her (¢,x) € R x R" i¢in

175, x (@) < ajl[Mx]

Lipschitz sartim1 saglayan vektor degerli lineer olmayan bir fonksiyondur. Lipschitz sar-

tindaki M; uygun boyutlu sabit bir matrisler ve a; pozitif sayilardr.
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Sonug 3.15 ||C|| < 1, herr >ty i¢in 7/ (t) < d; < 1, (i = 1,2,3) ve |13 (¢)| < € olsun. Eger

Minimum : —a%
[ P>0,R>0,5>0,
Nit Nio Ni3 Nus
Kisitlar : N NI, Ny Ny Na <0,
NI, NIL N33 Ni
N[, NI, NI, Nu

(3.38)

konveks optimizasyon probleminin ¢éziimii olacak sekilde a% pozitif sayisi, P,R ve S si-

metrik pozitif tanimli matrisleri varsa, o zaman (3.37) ile taniml1 kesir mertebeli nétral

sinir aginin sifir ¢coziimii asimptotik kararlidir. Burada

Niy =ATP+PA+AT (R+mS)A+atMT My + £2a3MI M,
Ni» = PB; +AT (R+mS)B;,

Ni3 =PC+AT (R+mS)C,

Ni4y = PBy +AT (R4+mS) B,

Ny =Bl (R+mS)B; — (1 —d)I,
Ny3 =BT (R+mS

Ny = BT (R+mS) By,

)Bi
( )C,
( )
N33 =CT (R+mS)C—(1-dy)R,
N34 =CT (R+mS) By,
( )

N44:Bg R-+mS Bz—(l —d3)

a%, m ve € pozitif sabitler ve / birim matristir (Korkmaz ve ark., 2022).

Ispat. Lyapunov-Krasovskii fonksiyoneli

V(1) =,Df " (x" (r) Px (1)) + ’ )%Df‘x(r+s>>TR<zOD?‘x<t+s>)ds

—T (l‘

J””/,ln T (s) M Myx (s ds+/ /,ODO‘ (5))7 S (uD%x (s)) dsd®

+8a2/ / n)MI Mox (1) dnds
T3(t) J1+s
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ile tanimlansin. Teorem 3.5’deki benzer islemler yapildiginda ve

t ™\ "
- (x%),ff txte=a @) Dm0 ([ per)d) )

—73(t)

olarak alindiginda ispat tamamlanir. U

Sonug 3.16 ||C|| < 1, herr >ty icin 7/ (t) < d; < 1, (i = 1,2,3) ve |13 (¢)| < € olsun. Eger

Minimum : —a%

P>0,0,>0,R>0,

11 En Ei3 Zig

. ~T = - —_
KlSltlar . :,12 :,22 :,23 :,24
~T =T ~ =
=13 =23 =33 =34
=T =T =T
L Sl4 S S34

(3.39)

(=]

Il

A\
o

E44

konveks optimizasyon probleminin ¢éziimii olacak sekilde a% pozitif sayist, P,Q> ve R
simetrik pozitif tanimli matrisleri varsa, o zaman (3.37) ile taniml kesir mertebeli notral

sinir aginin sifir ¢coziimii asimptotik kararlidir. Burada

Z11 = PA+ATP+aiM] My + €*a3M} My + Qr + mAT RA,

[x]

12 = PB; +mA"RBy,
Ei3=—-ATPC,
Z14=PBy+mATRB,,

Eo =mBIRBy — (1—d))I,
Zy3 = —BIPC,

Zo4 =mBIRB,,

—(1-d2) 02,
—CTRBy,

E33

E34

544 :mBgRBz— (1 —d3)],

a%, m ve € pozitif sabitler ve I birim matristir (Korkmaz ve ark., 2022).
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Ispat. Lyapunov-Krasovskii fonksiyoneli

V(0) =,DE ((x(0) = Cx(t— (1) P(x() ~Cx(t =2 (1)

t[ @ exdsa [ ) MIMyx(s)ds

1—75(1) t=1y(t)
0 t
+ea§/ / T () MT Mox () dnds
—’L'3(t) t+s

+/tim /9’ (1,D¥ (x(s) —Cx (s — 1 (s))))TR(,ODf‘ (x(s) —Cx(s—12(s))))dsd®

ile tanimlansin. Teorem 3.6’daki benzer islemler yapildiginda ve

t ™\ T
£ = (me,ff (1t -7 <r>>>,xT<r—rz<r>>,( / fz<s,x<s>>ds) )

—3(1)

olarak alindiginda ispat tamamlanir. U
Eger (1.7) sisteminde f3 (z,x(¢)) = x (¢) i¢in, (1.7) ile taniml kesir mertebeli notral

sinir ag1

D% (1) =Ax(6) + B1fi (1,x(1)) + Bof2 (1,x (1 = 71 (1)) + G Dx (1 = 2 (1))

+ B3 /t x(s)ds, (3.40)

—73(t)

olur. Burada 0 < o < 1 reel bir say1, x = [x1,xp, - - ,xn]T € R" durum vektorii, A, B1,B,,B3,C €
R™ " bilinen sabit matrisler, her ¢ > t( i¢in 7 (¢), 72 (¢), 73 (t) > 0O siirekli tiirevlenebilir
fonksiyonlar, f;(t,x), (j =1,2) fonksiyonlar1 her ¢ > #q i¢in f;(¢,0) = 0 ile her (¢,x) €

R X R" i¢in

1£i (x| < ajl[Mx||

Lipschitz sartim1 saglayan vektor degerli lineer olmayan bir fonksiyondur. Lipschitz sar-

tindaki M; uygun boyutlu sabit bir matrisler ve a; pozitif sayilardr.
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Sonug¢ 3.17 ||C|| < 1, hert >ty i¢in 7/ (1) < d; < 1, (i = 1,2,3) ve |13 (¢)| < € olsun. Eger

2

Minimum : —aj
P>0,0;>0,R>0,5>0,
O11 012 O13 Ou Oss
Kisitlar : Ol On 0y O O (3.41)

0= |00, 0L, 033 03 03| <0,
Oly 03 034 Ou Oss

01T5 Osz 03Ts 015 Oss

konveks optimizasyon probleminin ¢oziimii olacak sekilde a% pozitif sayisi, P,Q3,R ve S

simetrik pozitif tanimli matrisleri varsa, o zaman (3.40) ile taniml kesir mertebeli notral

sinir aginin sifir ¢oziimii asimptotik kararlhidir. Burada

2
as,

011 =ATP+PA+AT (R4+mS)A+a*MT M, + a3ME M, + €205,
012 = PB; +A”T (R4+mS) By,

013 = PB; +AT (R+mS) B,

014 =PC+AT (R+mS)C,

O15 = PB3 + AT (R+mS) B3,

Oy = BIT (R+mS

023 = B (R+mS) Bs,
024 =Bl (R+mS
05 = BT (R+mS) B3,
By —(1—-dy)I,
O34 = BY (R+mS
O35 = B (R+mS) B3,

044 =CT (R+mS)C— (1 —d)R,

) Bi
)
)C,
)
033 = BY (R+mS)
)C,
)
( )C
O4s =C" (R+mS) B3,
)

Oss = B} (R+mS)B; — (1 —d3) 03,

m ve € pozitif sabitler ve I birim matristir (Korkmaz ve ark., 2022).
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Ispat. Lyapunov-Krasovskii fonksiyoneli

0
V(1) =D (T (1) Px (1)) + 0 (yDfx (1 45))" R (oD x (t +5)) ds

—T(t

+a2/ttﬁ T () M Mox (s ds+/ / D% (s))7 S (1, D%x (5)) dsd

+8/ / n)Osx(n)dnds
—13(t) Jt+s

ile tanimlansin. (3.25) esitsizligi yerine

—€ /t;s o xT (s) Q3x(s)ds < — 13 (1) /tl xT (s) O3x(s) ds

—13(1)
t T t
g—( /tr3(l)x(s)ds> 0; < /ZTS(t)x(s)ds) (3.42)

esitsizligi alindiginda, Teorem 2.13’deki benzer iglemler yapildiginda ve

T

¢ T
- <xT O (x(0) A =5 ) D=2 ([ x(5)as) )

olarak alindiginda ispat tamamlanir. U

Sonug 3.18 ||C|| < 1, hert >ty icin 7/ (1) < d; < 1, (i =1,2,3) ve |13 (t)| < € olsun. Eger

Minimum : —a%

P>0,0,>0,03>0,R>0,

Kisitlar : H1T2 tha Tl T Ths G4

konveks optimizasyon probleminin ¢dziimii olacak sekilde a% pozitif sayisi, P,Q>,03 ve R
simetrik pozitif tanimli matrisleri varsa, o zaman (3.42) ile tamiml1 kesir mertebeli notral

sinir aginin sifir ¢oziimii asimptotik kararhidir. Burada

Ty = PA+ATP+aMT M| +d3M3 My + €203+ 02 + mATRA,

H12 = PBl —I—mATRBl,
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1,3 = PB, + mAT RB,
I, = —-ATPC,

1,5 = PB; + mATRB3,
I, = mBIRB| —1I,
I3 = mBI RB;,

I,y = —B! PC,

I1,5 = mB! RB;,

33 = mBYRB, — (1 —d)) I,
M34 = —B; PC,

I35 = mBl RB3,

[y = —(1—-d2) 0a,
45 = —CT PB;3

Iss = mBIRB; — (1 —d3) 03,

a%, m ve € pozitif sabitler ve / birim matristir (Korkmaz ve ark., 2022).

Ispat. Lyapunov-Krasovskii fonksiyoneli

V(1) =DE " (v() — Cxlt =1 (1) P(x(r) — Cx (= % (1))))

" ttrzz ( ) Qox (s )ds+a2/ttrl(t)xT (S)MZTMZX(S)dS
_{—8/1_3 /ﬂ n)Qs3x(n)dnds
-1-/ / ey —Cx(s—T (s ))))TR(,ODf‘ (x(s) —Cx(s—12(s))))dsdO

ile tanimlansin. Teorem 3.6’daki benzer islemler yapildiginda, (2.3) esitsizligi yerine (3.42)

esitsizligi kullanildiginda ve

t ™\’
5=(HU%ﬁUJ@%ﬁﬁJU—ﬁ@Mfﬁ—QUW([ﬁwﬂﬂﬁ)>

olarak alindiginda ispat tamamlanir. U

Eger (1.7) sisteminde f5 (f,x(t — 71 (¢))) =x(t — 71 (¢)) ve f3(¢,x(¢)) = x(t) alin-
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diginda, (1.7) ile taniml kesir mertebeli nétral sinir ag1

wD¥x(t) =Ax(t) + By f (t,x(t)) + Box (t — 71 (1)) + C1,D¥x (t — 12 (1))

B, /, L (), (3.44)

—13(1)

olarak yazilir. Burada 0 < o < 1 reel bir say1, x = [xj,xp,- - ,xn]T € R" durum vektorii,
A,B1,B;,B3,C € R"*" bilinen sabit matrisler, her t >t i¢in 7| (), > (¢) , 73 (¢) > O siirekli
tiirevlenebilir fonksiyonlar, f (¢,x) fonksiyonu her ¢ > fy igin f (¢,0) = 0 ile her (¢,x) €
R X R" icin

1/ (2,x(2)) || < al|Mx]|

Lipschitz sartin1 saglayan vektor degerli lineer olmayan bir fonksiyondur. Lipschitz sar-
tindaki M uygun boyutlu sabit bir matris ve a pozitif bir sayidir.

Sonug 3.19 ||C|| < 1, hers >ty i¢in 7/ (t) < d; < 1, (i = 1,2,3) ve |13 (¢)| < € olsun. Eger

Minimum : —a?

(P>0,0,>0,0:>0,R>0,5>0,
i X Xz Xis Xgs
X Tm I Zu Ios (3.45)
L=z 23 X3 Iy Zss | <O,

Tl T4 Il Tas Lss

T T T T
Z15 225 Z35 Z45 Lss

Kisitlar :

\

konveks optimizasyon probleminin ¢oziimii olacak sekilde a? pozitif sayisi, P,Q1,Q3,R
ve § simetrik pozitif tanimli matrisleri varsa, o zaman (3.44) ile tamiml kesir mertebeli

notral sinir aginin sifir ¢oziimii asimptotik kararhidir. Burada

Y11 =ATP+PA+AT (R+mS)A+a*M"M + Q) + €205,
Y15 = PB +A" (R+mS) B,

Y13 = PBy+ AT (R+mS) B,

Y14 =PC+AT (R+mS)C,

Y5 = PB3 +AT (R+mS) B3,

Y =Bl (R+mS)B; —1I,
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Y3 = Bl (R+mS)Bs,

Y94 =Bl (R+mS)C,

Yy5 = Bl (R+mS)B;

Y33 =B} (R+mS)By— (1—dy)Q1,

Y34 =Bl (R+mS)C,

Y35 = BY (R+mS) B3,

Yy =CT (R+mS)C—(1—dy)R

Y45 = CT (R+mS)Bs,
)

Y55 = Bl (R+mS)B3 — (1 —d3) 03,

m ve € pozitif sabitler ve I birim matristir (Korkmaz ve ark., 2022).

Ispat. Lyapunov-Krasovskii fonksiyoneli

0
V(%wDal(()HTD+AﬁZ(Dx(+ﬁ)R%Dx@+@M
+ tl S ou(s ds-l—/ /,OD“ " $(,,D%(s)) dsd®

+8/ / n)Q3x(n)dnds
’L'3 t+s

ile tanimlansin. Teorem 3.5’deki benzer islemler yapildiginda, (3.25) esitsizligi yerine

(3.42) esitsizligi kullanildiginda ve

T

, T
§:<f0%ﬂﬁﬁgnﬁﬁ—ﬁ(Dwa( w ) xe)a) )

olarak alindiginda ispat tamamlanir. U
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Sonug 3.20 ||C|| < 1, hers >ty icin 7/ (1) < d; < 1, (i = 1,2,3) ve |13 (¢)| < € olsun. Eger

Minimum : —a?

(P>0,0,>0,0,>0, 035>0, R>0,
Yy Y2 Yi3 Yia Yys
YT, Yoo Yo3 You Yos (3.46)
Y=Y, YL, Ty Ya Y| <O,

Yy Yoy Y3, Yas Y

YITS Tsz Y3T5 TZS Yss

Kisitlar :

\

konveks optimizasyon probleminin ¢éziimii olacak sekilde a? pozitif sayisi, P,Q1, Q5,03
ve R simetrik pozitif tanimli matrisleri varsa, o zaman (3.44) ile tamiml kesir mertebeli

notral sinir aginin sifir ¢ozilimii asimptotik kararhidir. Burada

Y =PA+ATP+ M "M+ €205+ 01+ 0 + mATRA,
Y, = PB, +mATRB,,

Y13 = PB, + mA'RB,,

Y4 =—-ATPC,

Y5 = PB;+mATRB;,

Y2, =mBIRB; -1,

Y3 = mBIRB,,

Y24 = —B{ PC,

Y5 = mB! RB;,

Y33 =mByRBy — (1 —d1) Q1
Y34 = —BLPC,

Y35 = mBIRB;,

Yy =—(1—d2) 0,

Y45 = —CTPB;

Yss = mBIRB; — (1 —d3) Q3,

m ve € pozitif sabitler ve I birim matristir (Korkmaz ve ark., 2022).
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Ispat. Lyapunov-Krasovskii fonksiyoneli

V(0) =,DE ((x(0) = Cx(t— (1) P(x() - Cx(t =2 (1)

+ ttT . ( )le( )dS+ tir (t)xT (s)sz(S)dS
+/ / D —Cx(s—1 (s ))))TR(IODS‘ (x(s)—Cx(s—12(s))))dsd0

ile tamimlansin. Teorem 3.6’daki benzer islemler yapildiginda, (3.25) esitsizligi yerine

(3.42) esitsizligi kullanildiginda ve

t ™\
éz(ﬂcxﬂﬁao»wa—n@»ﬂa—m@»([ﬂmuwm))

olarak alindiginda ispat tamamlanir. U
Eger (1.7) sisteminde B; = 0 ve f3(¢,x(¢)) = x(¢) alindiginda, (1.7) ile tanimlt

kesir mertebeli notral sinir ag1
t
wD¥x (1) =Ax(t) + B1f (x(t — 71 (1)) + CuD¥x (t — 72 (1)) +Bz/z . (t)x (s)ds, (3.47)
-3

olarak yazilir. Burada 0 < o < 1 reel bir say1, x = [xj,xp,- - ,xn]T € R" durum vektorii,
A,B1,B;,C € R™" bilinen sabit matrisler, her ¢ > #( icin 7 (t), 72 (¢), 73 (t) > O siirekli
tiirevlenebilir fonksiyonlar, f (¢,x) fonksiyonu her ¢ > 1y igin f (¢,0) = 0 ile her (¢,x) €
R X R" i¢in

1/ (2,x(2)) || < al|Mx]|

Lipschitz sartin1 saglayan vektor degerli lineer olmayan bir fonksiyondur. Lipschitz sar-

tindaki M uygun boyutlu sabit bir matris ve a pozitif bir sayidir.
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Sonug 3.21 ||C|| < 1, herr >ty i¢in 7/ (1) < d; < 1, (i = 1,2,3) ve |13 (¢)| < € olsun. Eger

Minimum : —a?

(

P>0, 03>0,R>0,5>0,
D Py Pz P
Kisitlar : T, &)y Dyy P
& 12 P2 P Pouf 0.
o, D)y P33 Dy

T T T
Py Py Py Pu

(3.48)

konveks optimizasyon probleminin ¢oziimii olacak sekilde a® pozitif sayisi, P,Q3,R ve S
simetrik pozitif tanimli matrisleri varsa, o zaman (3.47) ile taniml kesir mertebeli notral

sinir aginin sifir ¢coziimii asimptotik kararlidir. Burada

& =ATP+PA+AT (R+mS)A+a*M"M + €2Q;,
@) = PB; + AT (R+mS) By,

@3 =PC+AT (R+mS)C,

@4 = PB,+AT (R+mS) B,

&y, =B (R+mS)B, — (1—-d))]1,
O0% :Bl R-+mS

<I>24:B1 R+mS) By,

) B
( )C,
( )
@33 =C" (R+mS)C—(1-d)R,
P34 =CT (R+mS) By,
( )

(1344—85 R+mS Bz—(l _d3)Q37

m ve € pozitif sabitler ve I birim matristir (Korkmaz ve ark., 2022).

Ispat. Lyapunov-Krasovskii fonksiyoneli

V(1) =,D7 " (x" (1) Px (1)) + 0 )(zoDz“X(l+S))TR(zon‘X(l+S))dS

—T (t

ta /,tf T () M” Mx (s) ds—l—/ /mDO‘ (5))7 S (uD%x (s)) dsd#

—1—8/ / n)Q3x(n)dnds
T3(t) Ji+s
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ile tamimlansin. Teorem 3.5°deki benzer islemler yapildiginda, (3.25) esitsizligi yerine

(3.42) esitsizligi kullanildiginda ve

; T
£ = ( O e =1 O) D=0 ([ x(o)as) )

olarak alindiginda ispat tamamlanir.

T

O

Sonug 3.22 ||C|| < 1, her7 >ty i¢in 7/ (t) < d; < 1, (i = 1,2,3) ve |13 (¢)| < € olsun. Eger

Minimum : —a?
4
X1 X2
Kisitlar : XL X
= F T
Xi3 Xi3
T T
Xiy X4

\

X3
X3
X33

T
X34

P>0,0,>0,03>0,R>0,

X4
X4

(3.49)

<0,
X34

X44

konveks optimizasyon probleminin ¢oziimii olacak sekilde a? pozitif sayisi, P,Q», 03 ve R

simetrik pozitif tanimli matrisleri varsa, o zaman (3.47) ile taniml kesir mertebeli notral

sinir aginin sifir ¢oziimii asimptotik kararlhidir. Burada

X1 =PA+ATP+a*M™ M + €203+ Qr + mATRA,

X1» = PB; + mATRBy,

X3 = —ATPC,

Xi4 = PB, + mATRB,,

Xy =mBIRB; — (1—dy)]I,
Xo3 = —BTPC,

X4 =mBIRB,,
Xs3=—(1—da)Qa,

X34 = —CTPB,

X44 =mBYRB, — (1 —d3) 03,

m ve € pozitif sabitler ve I birim matristir (Korkmaz ve ark., 2022).

Ispat. Lyapunov-Krasovskii fonksiyoneli

V(1) =oDF ((x (1) = Cx (1= 2 () P(x(1) = Cx (1= 22 (1)) )
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+ t xT (5) Qax (s )ds+a2/t xT (s)yM"Mx (s)ds

-1t 1= (t)

+8/—T3 /+s Q3X )dndS
—|—/ / (D% (x(s) —Cx(s— T (s ))))TR(tODf‘ (x(s) —Cx(s—1(s5))))dsd6.

ile tanimlansin. Teorem 3.6’daki benzer islemler yapildiginda, (3.25) esitsizligi yerine

(3.42) esitsizligi kullanildiginda ve

T

, T
= (xT O xte=aO) =n@). ([ s )

olarak alindiginda ispat tamamlanir. 0
Eger (1.7) sisteminde By = 0 ve f3(¢,x(¢)) = x(¢) alindiginda, (1.7) ile tanimlt

kesir mertebeli notral sinir agi
t
owDZ¥x(t) =Ax(t) + By f (x(t)) + CoDfx (1 — 71 (¢)) —l—Bz/ ( )x (s)ds, (3.50)
1—1 (!

olarak yazilir. Burada 0 < o < 1 reel bir say1, x = [x1,xp,- - ,xn]T € R" durum vektorii,
A,B1,B,,C € R™" bilinen sabit matrisler, her ¢ > 1y i¢in 7| (), 7 (t) > O siirekli tiirevle-
nebilir fonksiyonlar, f (¢,x) fonksiyonu her ¢ > 1, i¢in f (¢,0) = O ile her (¢,x) € R x R"
i¢in

17 (2,x(2))]] < al|Mx]]

Lipschitz sartim1 saglayan vektor degerli lineer olmayan bir fonksiyondur. Lipschitz sar-
tindaki M uygun boyutlu sabit bir matris ve a pozitif bir sayidir.

Sonug 3.23 ||C|| < I, hert > o i¢in 7/ (t) < d; < 1, (i =1,2) ve |12 (¢)| < € olsun. Eger

Minimum : —a?

([ P>0,0,>0,R>0,5>0,
Y Y Y3 Yu
Kisitlar : Y Wy Wy W
Wi Wi Pn Wi
Tﬂ T& T& Wy

(3.51)

konveks optimizasyon probleminin ¢oziimii olacak sekilde a? pozitif sayisi, P,Q»,R ve S
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simetrik pozitif tanimli matrisleri varsa, o zaman (3.50) ile taniml1 kesir mertebeli notral

sinir aginin sifir ¢oziimii asimptotik kararhidir. Burada

W =ATP+PA+AT (R+mS)A+a*M"M +€>Q,,
¥, = PB; +AT (R+mS)By,

W3 =PC+AT (R+mS)C,

Wiy = PBy+A" (R+mS)B,,

Wy =Bl (R+mS

Wy =Bl (R+mS

Wy, = Bl (R+mS) B,

)B1
( )C,
( )
P33 =C" (R+mS)C—(1—d)R,
W34 = CT (R+mS) B,

( )

‘P44 :Bg R+ mS BZ — (1 _dZ) QZ?
m ve € pozitif sabitler ve I birim matristir (Korkmaz ve ark., 2022).

Ispat. Lyapunov-Krasovskii fonksiyoneli

V(1) =D (x" (1) Px (1)) + O (yDx (1 +5))" R(,Dffx (i +5)) ds

-7 (1)
+/tim/9f (D% (5))" S (1 D% (s ))dsde+g/T2 /ﬂ ) Oax () dnds.

ile tamimlansin. Teorem 3.5°deki benzer islemler yapildiginda, (3.25) esitsizligi yerine

(3.42) esitsizligi kullanildiginda ve

(.7 T a. . T ! '
= ( -1 x0) D=0 ([ t)as)

olarak alindiginda ispat tamamlanir. U
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Sonug 3.24 ||C|| < L, hert >ty i¢in 7/ (t) < d; < 1, (i = 1,2) ve |72 (¢)| < € olsun. Eger

Minimum : —a?

,

P>0,01>0, 0,>0,R>0,
Qi Qi Q13 Quu
Kisitlar : X QL Qy»n Q0 Q
o 12 Q2 Qn Q| 0.
Qf; Q; Q3 Qy

Qi Q Q4 Qu

(3.52)

\

konveks optimizasyon probleminin ¢oziimii olacak sekilde a” pozitif sayisi, P,Q1, 0> ve R
simetrik pozitif taniml1 matrisleri varsa, o zaman (3.50) ile tanimli kesir mertebeli notral

sinir aginin sifir ¢coziimii asimptotik kararlidir. Burada

Q1 =PA+ATP+®M"™M + €20, + Q) + mATRA,
Q> = PB; +mATRB;,

Q3 =—-ATPC,

Q4 = PB, + mATRB,,

Q) =mBIRB| —1I,

Qy3 = —B] PC,

Qo4 = mBIRB;,

Q33 =—(1-d1) 01,

Q34 =—CT'PB,

Qus =mBIRB) — (1 —db) 05,

m ve € pozitif sabitler ve I birim matristir (Korkmaz ve ark., 2022).

Ispat. Lyapunov-Krasovskii fonksiyoneli

V(1) =oDF ((x(0) = Cx(t =1 () P(x(1) = Cx (=71 (1))

t , 0 o
+/Z (t)x (S)QIX(S)dS+8 X (”)sz(rl)dnds

—T] 712([) t+s

+/ttm /ef (1,D%x ((s) = Cx (s — 71 (5))))T R (1y D% (x(5) — Cx (s — 71 (5)))) dsd6.
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ile tamimlansin. Teorem 3.6’daki benzer islemler yapildiginda, (3.25) esitsizligi yerine

(3.42) esitsizligi kullanildiginda ve

; T
£ = ( O @) =m0 ([ 6)as) )

olarak alindiginda ispat tamamlanir. U

T

Simdi elde edilen sonuclarin etkinligini géstermek ve sonuglart kiyaslamak i¢in
iki 6rnek verelim.

Ornek 3.4

WD x (t) =Ax (t) + By fi (t,x (1)) +Baofo (t,x(t — 71 (1)) + Ci, D x (1 — 12 (1))

+ B3 /tt f3(s,x(s))ds (3.53)

—73(t)

ile verilen kesir mertebeli lineer olmayan nétral sinir ag1 goz 6niine alinsin. Burada

—40 5 3 500 01 0 O
A= 4 -20 1|, Bi=B=B3=|0 5 0|, C=]0 02 0|,
1 2 =20 0 05 0 0 03
sin (xp (1))

fi(t,x(t)) =ay | sin(x; (¢)) |

sin (x3 (1))

e O3 sin (x1 (t — 11 (1))
Lt x(t—11(t) =04 | e O¥sin(xy (t — 11 (1)) |

e "Ysin (x3 (1 — 71 (1))

%sin (x1(t) +x3 (1))
f3(1,x(1)) = 0.6 sin (x2 (1)) )

Jssin (x1 (1) = x3 (1))

o€ (1,0),7(t) = 0.4t +0.25in (1), 7 (t) = 0.2t +0.3cos (t) vets (t) = 0.5+ 0.04sin (1) .
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Dikkat edildiginde f; (z,x(¢)) igin,

11 (2. x(0) 1 =ai (sin® (xa () + sin® (x1 (1)) + sin® (x3 (1))
<af (xi (1) +x3 (1) +3 (1))

=atx! ()MTMx (1),
olarak yazilir. Burada M| = I3. Benzer sekilde f> (z,x(t — 71 (¢))) i¢in,

/2 (t,x(t — 71(¢)))||*> =0.16 (e*[sin2 (X2 (t =71 (1)) +e % sin? (x; (1 — 71 (1))
+e 8 sin® (x3 (r — 11 (1))
<0.16 (x7 (1) +x3 () +3 (t))

=0.16xT (r — 71 (1)) M Mox (t — 71 (1))

olarak yazilir. Burada M, = I3. Benzer sekilde f3 (¢,x(¢)) igin,

1

| f3(2,x(1)) H2 =0.36 (%sin2 (x1 (¢) +x3 (1)) + sin® (x1 (1)) + Esin2 (x1 () —x3 (t))>
1

<0.36 G (x1 (1) +x3(0))* +45 (1) + 5 () —x3 (t))z)

=0.36 (x7 (1) +x5 () +3 (t))

=0.36x" (1) M M3x (1),

olarak yazilir. Burada M3z = I3. d; = 0.6, d> = 0.5, d3 = 0.04, € = 0.54, m = 0.001 olarak

secilsin. P,Q1,Q>,03,R ve S matrisleri p,q1,q2,q3,r ve s pozitif sayilari i¢in,
P=pxh, Oi=qixB, OQr=q:xXB, Q3=q3xDh, R=rxh, S=sxDh

olarak tanimlansin. a,,,, ilgili sonugctaki konveks optimizasyon probleminin ¢ozimii, A,y
negatif tanimli olmas1 gereken matrisin en biiyiik 6z degeridir.

(3.53) ile verilen kesir mertebeli lineer olmayan nétral sinir ag1 ve bu agin bazi
varyasyonlar1 icin elde edilen sonuglar1 kolayca kiyaslamak icin konveks optimizasyon
problemlerinin ¢oziimleri asagidaki tabloda verilmistir. Buradaki sayisal degerler Matlab-
LMI arag¢ kutusu kullanilarak elde edilmistir.

Cizelge 3.1.’den goriildiigii gibi Teorem 3.6’dan elde edilen sonuglarin tolare edi-
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Cizelge 3.1. Ornek 3.4 icin elde edilen say1sal degerler.

Sonuglar p q1 q2 q3 r s Amax Amax
Sonug 3.9 0.1249 - - - 0.0040 0.0283 1.3360 —7.7393 x 10~/
Sonug¢ 3.10 0.1515 - 0.5198 - 0.0817 - 1.3832 —0.0059
Sonu¢ 3.11 0.1337 1.1361 - - 0.0043 0.0141 0.9778 —4.7656 x 10~
Sonug¢ 3.12  0.1676 1.2112 0.5721 - 0.0467 - 1.0479 —4.4837 x 107

Sonug 3.13  0.2765 - - 0.0089 0.0765 2.1097 —8.9599 x 10~
Sonug¢ 3.14 03371 1.1542 - - 0.1689 - 2.1779 —1.4180 x 10~*
Sonug¢ 3.15  0.1602 - - - 0.0052 0.0287 1.5890 —1.4089 x 1076
Sonug 3.16  0.1944 - 0.6635 - 0.0653 - 1.6410 —8.0470 x 1072
Sonug¢ 3.17  0.1326 - - 1.3443  0.0043 0.0125 12761 —1.1118x107°
Sonug¢ 3.18  0.1626 0.5569 1.4256 0.0641 1.3285 —2.0478 x 10~*

Sonu¢ 3.19  0.1715  1.4609 - 1.7441  0.0056 0.0088 0.9214 —1.2880x 1076
Sonu¢ 3.20  0.2225 1.6103 0.7581 1.9257 0.0473 - 1.0168  —4.6914 x 107>
Sonug¢ 3.21  0.1853 - - 1.8845 0.0060 0.0600 1.5803 —1.5411x 1076
Sonug¢ 3.22  0.2279 - 0.7802 2.0066 0.1095 - 1.6414  —1.0765 x 10~*
Sonug¢ 3.23  0.4626 - 4.7082 - 0.0149 0.1734 24975 —1.1171x1073
Sonug 3.24  0.5694 1.9558 4.9996 - 0.2855 - 2.5944 —4.5609 x 10~*

lebilir sinirlari (a,,,) Teorem 3.5°den elde edilen sonuglarin tolere edilebilir sinirlarindan
biiyiiktiir.
Ornek 3.5

wDix () =Ax(t) + B fi (t,x(t)) + B2 f2 (t,x(t — 71 (1)) + G, D'x (t — 12 (1))

+ B3 /tt f3(s,x(s))ds (3.54)

—73(t)

ile verilen kesir mertebeli lineer olmayan notral sinir ag1 goz Oniine alinsin. Burada

—65 5 1 1 00 4 00 7 0 0
A=|12 =25 1|, Bi=|{0 2 0|, Bo=1|0 5 0|, B3=|0 8 0f,
3 1 =80 00 3 0 0 6 009
01 0 O %sin (x1 () +x2(1))
C=10 02 0], fAlx@)=a sin (x3 (1)) ,
0 0 0.1 \%sin (x1 () —x2 (1))

e %sin (x1 (t — 11 (1))
L(tx(t—11(1)) =05 e "sin(xy (1 — 7 (1)) | »

e 08 sin (x5 (t — 71 (1))
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sin (xp (1) +x3 (1))
f3(t,x(t) =015 | sin(xp (t) +x3(2)) | >
sin(x1 (1) +x (1))
o€ (1,0), 71 (1) =30+0.2t+0.1cos (t), 71 (t) =30+ 0.2t +0.1cos (1) ve 73 (1) = 0.1 +
0.03sin (¢). Dikkat edildiginde f; (r,x(¢)) i¢in,
> o1 .5 .2 1.,
()12 = 3300 (01 0) 32(0) 45 32 () + 3500 (o ) =22 0)
<t (300 +xOF +30+ 5 00 - 0F)
=aj (x (1) +23 (1) + 23 (1))

=atx! ()MTMx (1),
olarak yazilir. Burada M| = I3. Benzer sekilde f> (¢,x(r — 71 (¢))) i¢in,

1/2(t,x(t — 71 (1))]|* =0.25 (e sin® (xa (t — 71 (¢))) + e "sin® (x1 (t — 71 (1))
e S sin® (x3 (1 — 1y (t)))>
<0.25 (xf (1) +23 (1) +23 (1))

=0.25xT (t — 71 (1)) MY Mox (1 — 71 (1))
olarak yazilir. Burada M, = I3. Benzer sekilde f3 (7,x (7)) igin,

| f3(2,x(2)) ||2 =0.0225 (sin2 (x1 (2) +x3(1)) + sin® (x2 (¢) +x3(1)) + sin® (x1 () +x2 (t)))
—0.0225 ([)q (t) 423 ()] 4 [x2 (¢) +x3 (0)]* + [x1 (1) +x2 (t)]2>

=0.09x7 (1) M2 M3x (1),

olarak yazilir. Burada
4/6 1/6 1/6
Ms;=|1/6 4/6 1/6],
1/6 1/6 4/6

di =0.3,d,=0.5,d3=0.03, e =0.13, m = 0.001 olarak secilsin. P,Q,0>,03,R ve S



matrisleri p,q1,¢q2,q3,r ve s pozitif sayilari icin,

P=px,

01 =q1 X1,

O = q2 X I3,

03 =q3 X I3,

R=rx1I,

78

S=S><I3

olarak tanimlansin. d,,, ilgili sonugtaki konveks optimizasyon probleminin ¢ozimii, A

negatif tanimli olmas1 gereken matrisin en biiyiik 6z degeridir.

(3.54) ile verilen kesir mertebeli lineer olmayan nétral sinir ag1 ve bu agin bazi

varyasyonlar icin elde edilen sonuglar1 kolayca kiyaslamak icin konveks optimizasyon

problemlerinin ¢6ziimleri agagidaki tabloda verilmistir. Buradaki sayisal degerler Matlab-

LMI ara¢ kutusu kullanilarak elde edilmistir.

Cizelge 3.2. Ornek 3.5 icin elde edilen sayisal degerler.

Sonuglar P q1 9 7R r s Amax Amax
Sonug 3.9 0.2034 - - - 0.0037 0.0591 2.1212 —6.6719x10°°
Sonug 3.10  0.2347 - 0.4821 - 0.2406 - 2.2420 —0.0010
Sonug 3.11 0.2262 1.4181 - - 0.0042 0.0264 19674 —1.8412x107°
Sonug 3.12  0.2649  1.5066 0.5382 - 0.1582 - 2.1105  —1.1406 x 10~*
Sonug 3.13  0.3053 - - - 0.0056 0.0691 2.6803 —1.9592x 107
Sonug 3.14  0.3547  0.7290 - - 0.4201 - 2.8218  —5.6906 x 107>
Sonug 3.15  0.2999 - - - 0.0055 0.0452 2.6490 —4.0936x 107°
Sonug 3.16  0.3462 - 0.7171 - 0.3926 - 277872  —7.9143 x107*
Sonug¢ 3.17 0.5133 - - 33.2800 0.0093 0.0929 3.3488 —1.6887 x 107°
Sonug 3.18  0.5976 - 1.2075 36.0390 0.2756 - 3.5497 —1.8091 x 1074
Sonug¢ 3.19 3.5778 22.4603 - 277.0393 0.0608 0.2733  7.6140 —2.2252x107°
Sonug 3.20 4.3805 25.1945 89098  265.5547 3.0956 - 83108 —1.1824x 10~*
Sonug 3.21  0.5718 - - 37.1806 0.0105 0.0792 3.5748 —8.2720x 10~/
Sonug 3.22  0.6651 - 1.3682  41.7157  0.7704 - 37749  —7.5855x 107
Sonug 3.23  4.9560 - 318.6191 - 0.0814 0.6323 10.5580 —6.2413x107°
Sonu¢ 3.24 5.9371 12.0162 361.7123 - 3.2834 - 11.3041 —2.7950 x 10~*

Cizelge 3.2.’den goriildiigii gibi Teorem 3.6’dan elde edilen sonuglarin tolare edi-

lebilir sinirlari (a;,4,) Teorem 3.5°den elde edilen sonuglarin tolere edilebilir sinirlarindan

biiyiiktiir.

Simdi (1.10) kesir mertebeli sistemin kararlilig1 incelensin. Lemma 2.5’ye gore,

eger (E,A) cifti regiiler ve impalsdan bagimsiz ise

(3.55)
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olacak sekilde terslenebilen M, N € R"*" matrisleri bulunabilir. Simdi

_ B t
MBN=B=|"' "*|, Nx(t)=n()= m| (3.56)
B3 By 2 (1)
olarak yazildiginda (1.10) sistemi
E,Dn (1) =An(t)+Bn(t—1) (3.57)
olarak yazilir. Burada
ZOD;ZTh (1) =AM (t)+B M (t—7)+Byn2(t — 1) (3.58)
0=m2(t)+B3ni (t —7) +Bama (t — 7). (3.59)
(3.59) denkleminin kesirli tiirevi alindiginda
D7 [M2 () + B3 (t = 7) + Bama (1 — 7)) = 0 (3.60)

olarak yazilir. (3.59) ve (3.60) denklemleri birlikte diisiiniildiigiinde

WD (t) =—n2(t) = B3Ny (t —7) —Bama (t — T) — DBam (t — 7)
—1o DY Bama (1 — 7) (3.61)

olarak elde edilir. (3.58) ve (3.61) kullanilarak,

D?Th (t) B Am (t)—i-BlT[] (t—T)-l-BzT[z (t—?:)

D (t) —M2(t) = B3N (t —T) = Bamp (1 — 7)

+ (3.62)

olarak ifade edilebilir. Eger

N A 0 . B B> . 0O O
A= . B= . C= (3.63)
0 —I,, —B3 —By B3 By
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olarak alindiginda (3.56) sistemi
wDfN (1) +CDPn (1 — 1) = An (1) + Bn (1 — 7) (3.64)

seklinde yazilir.

Simdi (1.10) kesir mertebeli singiiler sisteminin ¢oziimlerinin kararlig1 (3.64) nétral
sistemi yardimiyla elde edilecektir. Bu ¢alismanin kalaninda (E,A) cifti regiiler ve im-
palsdan bagimsiz ve C matrisinin biitiin 6zdegerleri birim ¢ember i¢inde oldugu kabul
edilecektir.

Teorem 3.7 Eger

PA+ATP+CT(Q)+02)C+ Q1 +30, <0
IPA|| < Amin(Q1) (3.65)
HPé” < A‘min(QZ)

olacak sekilde simetrik pozitif tanimli P,Q; ve Q, matrisleri varsa (3.64) notral denklem
sisteminin ¢oziimleri ve dolayisiyla (1.10) singiiler denklem sisteminin ¢oziimleri asimp-
totik kararhidir.

Ispat. Lyapunov-Krasovskii fonksiyoneli

V() =D () +En (=) P(n () +Cn 1))

+ ) " (OC Qi+ 0)Cn(s)ds+2 [ 1" (s)Qan(s)ds

ile tanimlansin. P,Q; ve O, matrisleri pozitif tanimli matrisler oldugundan, V () fonksi-
yoneli pozitif tanimlidir. Lemma 2.1 ve 2.2°den (3.64) sisteminin ¢dziimleri boyunca V (¢)

fonksiyonun tiirevi

V(1) =D (n () +Cn (=) P(n (1) +Cn(t=))) +07 ()T (Q1+02)Cn (1)
=" (=) €T (Q1+Q>)Cn (1= ) +2n7 (1) 0o (1)
—2n" (t—7)Qan (1 — 1)
<2(n" (1) +Cn (1= 1)) BDE (T (1) +Cn (1= 7)) +07 (1) CT (Q1+02)Cn (1
+207 (1) Qan (1)~ (1=d)n” (1= 7)€ (01 + ) Cm (1 —7)
' (t=1) 0 (t—1)—n" (1-7)Qn (1 —7)



<2(n" () +Cn(t-1) P[An(0)+Bn (1= )] +n" (1)CT (Q1+02)Cn (1)
+21n" (1) Qan (1) —n" (t—1)CT (Q1 + 02)Cn (1 — 7)
-n' (t-1)Qn (1 —7)

=n" (t) (PA+ATP+C" (01 +02)C+202) n (1) +2n" (1) PBn (1 —7)
+2nt (1 —17)CTPAn (1) +2nT (t — ) CTPBn (1 — 1)
—n" -1 (Qi+0)Cn(t—7)—n" (t—1) 0 (1 — 7).

Lemma 2.6’den

N N ~ 1 1
2" (1 —7)C"PAn (1) =217 (1 — 7) CT 0} 0, 2PAn (1)

gl T(t)ATPQ;'PAN (1)

5"

+Bn" (t—1)C" 01l (1 —7),
20" (1) PBn (1 — 1) =207 (1) PBQ, * Q31 (1 — 7)
g%nT (t)PBQ;'B" P (1)

+Bn" (1—7) 0 (1 — 1),
on” (t — 7)CTPBn (1 — 1) =207 ( — ) €T Q205 2 PB (¢ — 7)
<" (=) B7PO; Phin (1—)
BT (- 1) 0:Cn (1~ 1),

burada B pozitif bir sayidir. (3.65) denkleminden
V(t) <n’ (1) lAT (%PQl_]P) A— Ql] n (1)
7 () {P (58028 ) P2 n)
(t—1) { ( PQZIP)B Qz} n(t—71)
(
(

—(1=B)n" (t—7)C" (Q1+Q2)Cn (t—7)
—(1=-B)n" (t—7)Qan (t— 1)
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olarak elde edilir. Spectral norm tanimindan

1 1

|:)Lmax (QléAT (PQl_lp)AQlé>:| 2 < |:7L,meax <Q1%AATPQ1_1PAAQ15):| 2

9,

B —

S ‘

1 n
- AT
@) AP

Y

1

{Amax (Q; *p (B0, BT) PO, )] T < [Am (Q; *pBO;'B7PQ, )] 2

2

Q_%B\TPQ_%
2 2

2
_ill N
s\gzz 187P|
1 ~
=——|B"P|,
@) 2 Fl

veE

1

{xmax (Q; 247 (PO P) BQ, )} < [Am (Q; 257 PQ; PBO; )}

2

Q_%B\TPQ_%
2 2

2
_1 N
S\sz 1B7P|
1 N
SR —) - T
om0 1B Fl

oldugu goriiliir. Denklem (3.65) g6z Oniine alindiginda

ve

82



esitsizlikleri elde edilir.

1

o (0147 (PO} 1P) A0 ) << 1,

Amax (Q;éP(B\QQIB\T)PQz_é) <u<l
ve

e (Qgiéf (P0;'P) BQ;%) cu<i
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olacak sekilde p > O sayis1 vardir. Ayrica AT (PQl_lP)A >0, P (BQ; 1l§T) P >0 ve

BT (PQ; 1P) B > 0 oldugundan ve Lemma 2.7°den
AT (Poy'P)A < oy,

P(BOy'B") P < puQ,
veE

B" (PQ;'P) B < n0>

olarak yazilir. 0 < % < 1 olacak gekilde B < 1 segildiginde

My ;AT <%PQ1_1P)A—Q1 < (% - 1) 01 <0,

My: P (%EQZ_U_@T) P—0r< (% — 1) 0,<0

ve
1

M“ET(;%

PQz_lP)f?—Q2< ( —1) 0, <0

™=

olarak elde edilir. Boylece

V(t)<n" (6) (Mi+Ma)n (1) +0" (1 —7) M3 (t —7)

—(1=B)n" (t=7)C" (@1 +Q2)Cn (1 — 7)
—(1=B)n" (t=7)Qan (t - 7)

olarak yazilir. Dolayistyla V (¢) negatif tanimli olur. Bu da ispat: tamamlar.
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Ornek 3.6
E,,D¥x(t) = Ax(t)+Bx(t — 1) (3.66)

ile verilen kesirli mertebeli singiiler sistem i¢in 7 = 0.01,

10 -1 0 0.1 0
E= | A= , B=
0 0 -1 -1 0.1 0.2
olarak alinsin. )
1 0 1 0
M= 5 N = )
0 1 -1 —1
icin
_ 10 _ -1 0 4 0.1 0
E =MEN = , A=MAN = , B=MBN =
00 0 1 —-0.1 —-0.2

olarak elde edilir. Boylece (3.66) ile ifade edilen singiiler sistem
WD (t) +C,D¥ (t —7) =An (1) +Bn (t — 1) (3.67)

olarak yazilir. Burada

A -1 0 . 0.1 O N 0 O x1 (1)
A= , B= , C= M (t) =
0 -1 0.1 0.2 0.1 0.2 —x1 (1) —x2 (1)
dir. Eger
0.09 0 0.0925 0 0 0.0238 0
= ) 1= ) 2=
0 0.09 0 0.0925 0 0.0238

alinirsa, Ay (Q1) = 0.0925, PA = 0.0900, Amin (Q2) = 0.0238, PB = 0.0206 ve
Amax (PA+ATP+CT (01 +02)C+ Q1 +30,) = —0.0100

olarak elde edilir. Teorem 3.7°deki aksiyomlar saglandigindan (3.67) ile verilen nétral sis-
temin sifir ¢oziimii ve dolayisiyla (3.66) ile verilen singiiler sistemin sifir ¢oziimii asimp-

totik kararlidir.
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Simdi, Lineer Matris Esitsizligi yardimiyla Lyapunov-Krasovskii yontemi kullani-
larak

WwD?x (1) =Ax(t) +Bx(t — 7 (1)) + G, DI x (t — 1 (1)), (3.68)

kesirli mertebeden lineer notral skaler denklemini kesirli mertebeden lineer singiiler sis-
teme cevirerek (3.68) denkleminin ¢oziimlerinin kararlilig1 icin yeterli sartlar sunula-
caktir. Burada 0 < o < 1 bir say1 ve ;,,Dx(¢) ifadesi x(z) fonksiyonun ¢. mertebeden
Riemman-Liouville kesirli tiirevi, x € R durum vektorii, A, B,C € R bilinen reel sayilar,
her t > 1 i¢in 7y (), 7o (¢) > O siirekli tiirevlenebilir fonksiyonlardir.

71 (1) > 0 fonksiyonu igin |7’} (z)| < M olarak verilsin. M < m olacak sekilde m €

N alalim. Ayrica

x(1) =x (1)
X1 (I—ﬁ?(t) Z)Cz(l)
Xz( T1 (l‘)

alindiginda

x1(t—711(t)) =xm (t— 3l (f)) ,

m
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olarak elde edilir. (3.68) denklemi,

;

WD%x) () = Ax (1) + By (; - TIT“)) +C, D% (-1 (1)),
0:)62(1‘)—)61 (I—TIT(Z)>
0=x3(t)—x2 (r- “—(’)) (3.69)

m

0=xp (1) —xm—1 (t— rth))

\

olarak ifade edilebilir. Kolaylik igin y (1) = [x; () ,x2 (), -+ ,xm (£)] ", ) _ g (t) alindiginda

m

(3.69) sistemi
E DYy (t)=Ay(t)+By(t—1(t))+C,D¥y (t — 12 (1)), (3.70)

olarak yazilir. Burada

oldugu goriiliir. Simdi

B B
B=|7" 2 v = mom)] (3.71)
B; B,

olarak yazildiginda (3.70) sistemi

wDI M (1) =An (1) +Bim (1 — (1)) + Boama (t — 7 (1)) + G D' (1 — 2 (1)) (3.72)

0=m2(t)+B3ni (1 —7(t))+Bama (1 —7(1)). (3.73)

olarak yazilir. (3.73) denkleminin kesirli tiirevi alindiginda

oD M2 (t) +Bany (t — (1)) + Bama (t — (1)) =0 (3.74)

olarak yazilir. (3.73) ve (3.74) denklemleri birlikte diisiiniildiiglinde

WD M2 (1) = =2 () = B3 (t — (1)) —Bama (t — (1))
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—1 D,(XB3T]1 (l‘ -7 (Z‘)) —10 D;xB4T[2 (t — T(t)) (3.75)
olarak elde edilir. (3.72) ve (3.75) kullanilarak,

DM ()| |Am (@) +Bim (1—1(t))+Bama(t —7(1))

D (1) —M2(t) = B3 (t =T (t)) —Bama (t — 7 (1))

_|_

+ (3.76)

olarak ifade edilebilir. Eger

" Aq 0 R B B> A 0 0
i . B= . dGE (3.77)
0 —I,, —B3 —By —B3 —By

olarak alindiginda (3.76) sistemi

A

WD (1) = An (6) +Bn (1 =7 (1)) + G, DN (t = (1)) + CoDN (1 = 2 (1)) (3.78)

olarak elde edilir. Dikkat edildiginde

olacak sekilde d; sayis1 vardir.

Calismanin bu kisminda (3.68) nétral denkleminin ¢oziimlerinin kararlig: (3.78)
notral sistemi yardimiyla elde edilecektir. Bu ¢alismanin kalaninda C ve C matrislerinin
biitiin 6zdegerleri birim ¢ember i¢inde oldugu kabul edilecektir.

Teorem 3.8 Her t > 1 icin |7} (1) | < dp < 1 ve |7’ (¢)| < d; < | olsun. Eger

My My, Mz Mg
ML My, Myy M

M= |2 TR R AR (3.79)
My M3y Msz Ma

T T T
My My Ms, My
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LME saglayacak sekilde simetrik pozitif tanimli P,Q,R1,R>, ve R3 matrisleri varsa, o
zaman (3.78) ile taniml1 kesir mertebeli notral sisteminin ¢oziimleri ve dolayisiyla (3.68)

notral denkleminin ¢oziimleri asimptotik kararlidir. Burada

My =PA+ATP+Q+AT (Ri+R)A,

My, =PB+AT (R +R,

Y

Mz =PC+AT (R{+R,

Y

)B

)€
M13—PC+AT(R1+R) ,

—(1-d1)0Q

ile taniml1 ve m bir pozitif sayidir.

Ispat. Lyapunov-Krasovskii fonksiyoneli

t

V(1) =D (n" (1) P (1)) + n' (s)On (s)ds

t—1(t)

0

+/ ()(toDzan(t+S)TR1(tOD,aT](l‘+S)ds
—T(t
0

S . (DN (t +5)" Ro(1,DE7 (¢ +5)ds

71'2([

ile tanimlansin. Lemma 2.1 ve Lemma 2.2’den (3.78) sisteminin ¢6ziimleri boyunca V (¢)

fonksiyonun tiirevi

)
)

—(1-7' () (D1 (1 =7 (1)) Ry (uDf'n (1 =7 (1))
( )
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<on” (1) P, DFN (1) + 0" (1) QN (1) — (1—d))n” (1= (1)) Qn (1= (1))
+ (oD (1) Ry (oD (1)) + (o DF7 (1) Ra (1, D1 (1))
—(1—dy) (,Dfn (1= (1)) Ry (1,DF N (= T(1)))
— (1= ) (xDF 0 (1= 12(1)))" Ra (u D (1 — 2 (1)) (3.80)

olarak yazilir. (3.78) denkleminden

2n" (1) P,Dfn (1) =2n" (1) P[An (1) + Bn (1 — 2 (1))
+C, D1 (t— (1)) + G DI (1 — 12 (1))]
=n" (t) (PA+ATP)n (t)+2n" (t)PBn (t — (1))
+2n7 (t)PC,D%n (t — T (1))

+2n" (1) PC,DY (1 = %2 (1)) (3.81)

\

(D1 (1)) Ry (,Df 1 () + (DN (1)) Ra (1D M (1))
—[An () +Bn (1 =1 (1)) + CoDIn (t — T (1)) + CoDIN (1 — 12 (1))] (R1 +Ry)
x [An () +Bn (t — 1 (1)) +CDIn (t — (1)) + CiDIn (t — T2 (1))]
=n" (1) A" (R1 +Rz)fin( H)+n" ()AT (Ri+Ry) Bn (1 — (1))

+
=
~
~
\/

AT (Ry +Ry) CyD 1 (1 — 12 (1))

t—1(t)) BT

Ri+Ry)An (1)

N
ﬂ

T(t—z())BT

(t)B" (

— (1)) BT (R +R2) B (t — 7 (1))
—1(t))B" (Ri +R2) Gi,DI (1 — (1))
(t)) ( )

R +R» Cto ZT](Z‘ ‘L'z(t))



+ (DN (1 — 2 (1)) CT (Ry +R2) B (1 — 7 (1))
+ (DI (t —12(1))" CT (R +R2) &, DI (1 — (1))

+ (DN (t =12 (1)) CT (R +R2) CuDI7 (t — 12 (1))

olarak elde edilir. (3.80), (3.81) ve (3.82) ifadelerinden

V(t) <ETME
oldugu goriiliir. Burada

My My Mz Mg
ML, My My Mo
My Ml Msz May
Miy, M3, M3, Mu

My =PA+ATP+Q+AT (Ri+R)A,
My, =PB+AT (R| +R,

Y

M3 =PC+AT (R +R,)C,

)B

)C
M13_PC+AT(R1+R) :

—(1-d1)0Q

(3.77) esitsizliginden V (¢) negatif tanimlidir. Boylece ispat tamamlanur.
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4. SONUCLAR ve ONERILER

4.1 Sonuclar

Bu tez calismasinda, sirasiyla;

E;,D{x (1) =Ax(t)+Bx(t — 1),

t

t

D%x
D%x Ax(t)+B1fi (t,x(t)) +Bafa (t,x(t — 71 (1)) + Ci,Dix (t — T2 (1)),
Ax (t) + B1fi (Z‘,X(I)) + By fr (z‘,x(t— T] (t))) -l-C;ODf‘x(t— T (I))

1 N ATRIO

—53(1)

(1) =Ax(1)
(1) =Ax(t) +Bx(t — 7 (t)) + C,D¥x (t — 12 (1)),
(1) =Ax(1)
(1) =Ax(1)

tOD;xX t

kesir mertebeli singular sistemler, lineer ve lineer olmayan kesir mertebeli notral denk-
lem sistemleri ile kesir mertebeli notral sinir aglarmin asimptotik kararlilig1 i¢in yeterli
kosullar Lyapunov-Krasovskii fonksiyoneli kullanilarak elde edilmistir. Lineer ve lineer
olmayan kesir mertebeli notral denklem sistemleri ve kesir mertebeli ndtral sinir aglarinin
kararliligina iliskin iki ayr1 sonug elde edilmistir. Bu sonuglar, 6rneklerle desteklenmis ve
karsilastirma amaciyla konveks optimizasyon problemleri olarak ifade edilmistir. Kon-
veks optimizasyon problemleri, Matlab programinin LMI Toolbox paketi kullanilarak
coziilmiis ve bu ¢oziimler tablo halinde sunulmustur. Tablolardan, her bir problem i¢in
ifade edilen ilk teoremin, ikinci teoremden daha kullanish oldugu gozlemlenmistir. Ayrica,
gecikmeli singular sistemler, gecikmeli notral diferansiyel denklem sistemi olarak model-

lenerek, bu sistemlerin kararlilig1 i¢in bazi kosullar sunulmustur.

4.2 Oneriler

Bu tez calismasinda, incelenen sistemlerin kararliliginin Lyapunov-Razumikhin
yontemi ile arastirilmasi onerilmektedir. Ayrica, bu sistemlerin kararlilik analizi sirasinda
Lyapunov-Krasovskii fonksiyonelinin tamsay1 mertebeden tiirevi kullanilmistir. Bununla
birlikte, Lyapunov-Krasovskii fonksiyonelinin kesirli tiirevi kullanilarak da kararlilik ana-
lizi yapilabilir. Bu calismada incelenen sistemlerin yani sira, arastirmacilara iizerinde

heniiz ¢alisiimamis agsagidaki sistemler

t

EDx(t) =f(x (1), x (1 =71 (1)), D/ (1 = 12 (1)) + A f3(s,x(s))ds,

1—13(1)



EDYx (1) =Ax(t) +B1f1 (t,x(t)) + Bafo (t,x(t — 71 (1)) + Ci,D{x (1 — 12 (1))

8y [ Blsx()ds

—T3(l‘)

singular sistemlerin kararlilig1 ve sinirlilig1 arastirilmasi onerilir.
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