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OZET

YUKSEK LiSANS TEZI

BiR KiRIS SISTEMI iCIN GEREKLIi VE YETERLI OPTIMALLIK
KOSULLARI UZERINE

Hacer KARA KUBLAY

Mus Alparslan Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Danisman: Prof. Dr. Kenan YILDIRIM

Bu tezde, Mindlin'in gradyan elastisite teorisine dayanan bir kiris modelinin optimallik kosullari
incelenmistir. Kiris sistemi harici bir dig kuvvete, homojen olmayan simnir kosullarina, performans gosterge
fonksiyonu ve yer degistirme fonksiyonu iizerinde esitlikler/esitsizlikler seklinde tanimlanan baz1 integral
kisitlamalarina baghdir. Sistemin optimallik kosullarini elde etmeden 6nce, kiris sisteminin ¢dziimiiniin
tekligini kanitlamak icin enerji integral yontemi kullanilmistir. Sistemin kontrol edilebilirlik dzellikleri de
tartistlmistir. Kiris sistemine karsilik gelen eslenik sistem, maksimum prensibini kullanabilmek i¢in uygun
terminal kogullar ile tiiretilmistir. Elde edilen teorik sonuglarm dogrulugunu gostermek i¢in, gercek bir
mekanik problem drneklendirilmis ve sonuglar tablo ve grafikler ile sunulmustur.

2024, 28 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Esneklik, Optimallik, Mindlin, Maksimum Prensibi.



ABSTRACT

MASTER’S THESIS

ON THE NECESSARY AND SUFFICIENT OPTIMALITY CONDITIONS FOR
A BEAM SYSTEM

Hacer KARA KUBLAY

Mus Alparslan University
Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Advisor: Prof. Dr. Kenan YILDIRIM

In this thesis, optimality conditions of a beam model based on Mindlin’s gradient elasticity theory
is studied. The beam system depends on the external excitation function, non-homogeneous boundary
conditions and some mixed integral constraints including inegality/equality on the control function and
state variable. Before obtaining the optimality conditions of the system, energy integral method is employed
for proving the uniqueness of the solition of the beam system. Controllability properties of the system is
also discussed.Adjoint system corrosponding to beam system is derived with suitable terminal conditions
for achieving the maximum principle. In order to show the confirmation of the obtained theoretical results.
A real mechanical problem is illustrated and results are presented in the table and graphical froms.
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1. GIRIS

Dogrusal veya Dogrusal olmayan plastisite ve elastisiteyi iceren klasik teorilerin,
kat1 yapilar1 modelleyerek insan yasam kalitesini artrmak i¢in bilim ve miihendislige
katkilar1 yadsinamaz. Euler-Bernoulli veya Timoshenko modelleri olarak da adlandirilan
bu siirekli yapi teorileri, 1750'li yillarda kat1 yapilarin korunum yasalarini makro
Olgeklerde agiklamak i¢in ortaya atilmistir. 1920'lerden sonra, 6zellikle gelismis optik ve
elektron mikroskoplarinin ayrintili kullanimindan sonra, miihendislik ve malzeme
bilimindeki yapilarm ve sistemlerin boyutlar1 mikro ve nano alanlara kadar
Olceklendirilmistir. Malzemelerin mikro-nano alanlardaki esneklik o6zellikleri ve
karakteristik davranislar1 da baslangicta klasik siirekli yap1 modelleri ile agiklanmaya
calisilmistir. Ancak gelismis elektron ve optik mikroskoplarla yapilan gézlemler, klasik
stirekli yap1 teorilerin mikro veya nano 6lg¢ekli kat1 yapilarin karakteristik davraniglarini
ve elastisite Ozelliklerini agiklayamadigini, cilinkii temel nano veya mikro yapil
malzemelerin karakteristik i¢ uzunluk Ol¢egi parametrelerinin denklemlerde yer
almadigin1 gostermistir. Bu zorluklarin iistesinden gelmek i¢in, Cosserat ve Cosserat
(1909), Tiersten ve Bleustein (1974)’in makalelerinde cesitli ¢alismalar ve teoriler

sunulmustur.

Mindlin (1964), mikro boyuttaki yapisal etkileri veya malzemelerdeki ¢ift gerilme
etkilerini hesaba katmak i¢in daha yiiksek dereceli terimler iceren dogrusal elastisite
teorisini de i¢ine alan gradyan elastisite teorisini tanitmis ve gelistirmistir. Mindlin,
potansiyel ve kinetik enerji ifadelerine yeni terimler ekleyerek ve mikro yapiyr makro
yapiyla iliskilendiren agik ifadeler sunmadan i¢sel mikro yapisal parametreler ekleyerek
teorisini gelistirmistir (Polyzos ve Fotiadis, 2012). Mindlin'in bu teorisine gore,
gerinimdeki enerji elastik gerinime ve elastik gerinimin gradyanlarma tabidir. Bu
gradyanlar nedeniyle, yap1 denklemleri mikro boyutlarda gradyan katsayilari1 olarak
adlandirilan ek katsayilar igerir (Cosserat ve Cosserat (1909), (Polyzos ve Fotiadis
(2012).) Buraya kadar yapilan ¢alismalar, her ne kadar zarif olsalar da hi¢biri Mindlin
teorisinde goriinen sinir kosullarmin yani sira hareket denklemini siirekli yapisal hiicreler
agisindan bir biitiin olarak tiiretememistir. Dahasi, Mindlin'in ikinci gradyan elastik
teorisini dogrulayan yapisal siireklilik modeli literatiirde sunulmamustir. Polyzos ve
Fotiadis (2012) ¢alismasinda Mindlin teorisinde ortaya ¢ikan ve Mindlin'in ikinci gradyan
elastik teorisini dogrulayan bir model hareket denklemi sunulmustur. Ote yandan, bu tiir

titresim iceren sistemler i¢in gerekli ve yeterli optimalite kosullarini belirlemek amaciyla



L. S. Pontryagin tarafindan 1960’larda adi diferansiyel denklemler ile temsil edilen
optimal kontrol problemleri i¢in gerekli bir kosul olarak Maksimum prensibi tanitildi
(Pontryagin ve arkadaslar1,1962). Egorov (1967), maksimum prensibinin kismi
diferansiyel denklemlerle modellenen bazi optimal kontrol problemleri i¢in de gerekli
kosul oldugunu gosterdiler. Barnes (1971) ve Lee (1963), kisit fonksiyonlar1 iizerinde
baz1 digbiikeylik varsayimlari altinda maksimum prensibinin kontrol problemleri igin
gerek ve ayni zamanda yeter sart oldugunu kanitladilar. Russell (1966) ve Komkov
(1968), ikinci dereceden performans fonksiyonelleri iceren bir sistem i¢in gerekli ve
yeterli kosullar1 elde etti. Yildirim (2020)'da, gelistirilmis bir Boussinesq sisteminin aktif
kontroliinii maksimum prensibi ile elde etti. Kucuk ve Yildirim (2014) birden fazla
kontrol fonksiyonu igeren titresime sahip bir Euler- Bernoulli kiris sistemi i¢in gerekli ve
yeterli kosullarin maksimum prensibi formunda elde edildigini gosterdi. Sadek (1988)
calismasinda, dagitik parametreli bir sistem i¢in gerekli ve yeterli kosullar maksimum

prensip formunda tiiretilmistir.

Bu calismanin literatiire 6zgiin katkisi, Mindlin gradyan elastisite teorisini
saglayan bir kiris sisteminin gerekli ve yeterli optimalite kosullarinin ilk kez bu ¢caligsmada
maksimum prensibi seklinde tiiretilmis olmasidir. Kucuk ve Yildirim (2014) ve Sadek
(1988) calismalar1 1s1¢31nda yapilan bu ¢alismada, Mindlin'in gradyan elastisite teorisini
karsilayan bir kiris modelinin gerekli ve yeterli optimalite kosullar1 maksimum prensip
formunda incelenmistir. S6z konusu kirig sistemi, sistemde istenmeyen titresimlere neden
olan harici dis uyarim fonksiyonuna, termal veya manyetik etkileri gésteren homojen
olmayan smir kosullarma ve kontrol fonksiyonu ve performans indeks fonksiyoneli
iizerinde esitlik/esitsizlik iceren bazi integral kisitlamalarina baghdir. Sistemin optimalite
kosullarin1 elde etmeden Once enerji integral yontemi kullanilarak kiris sisteminin
¢cOziimiiniin tekligi kanitlanmistir. Sistemin kontrol edilebilirlik 6zellikleri de
gbzlenebilirlik lizerinden tartigilmistir. Kiris sistemine karsilik gelen adjoint sistem,
maksimum prensibi kullanabilmek i¢in uygun terminal kosullar ile tiiretilmistir. Elde
edilen teorik sonuglarin dogrulugunu goéstermek icin sayisal bir 6rnek verilmis ve
sonuclar tablo ve grafik formunda sunulmustur. Tablo ve grafikler incelendiginde
maksimum prensib formunda sunulan kosullarin optimalite i¢in gerekli ve yeterli oldugu

goriilmektedir.

Polyzos ve Fotiadis (2012) 'in tanimladig1 asagidaki kirig sistemini ele alalim;



82v  1Zatv | 1*a%v_1 98%v 12p’ atv
oxZ  120x?  360x6 cZ'9tZ 3 p otZox?

)+ f(tx) +C(tx) )

Burada v(t, x) yerdegistirme fonksiyonu, (t,x) € Q = {(t,x) : t € [0,tf], X €
[0,1]}, x uzay degiskeni, £ kirisin uzunlugu, t zaman degiskeni, t; 6nceden belirlenmis
kontrol siiresi, ¢? =§ kirigin kiitle yogunlugu, E elastisite modiilii, p° = p mikro-
yapisal hiicrelerin yogunlugu, f harici uyarim fonksiyonu, C(t,x) kontrol fonksiyonu,
C(t,x) = C(t,x) veya genel olarak C(t,x) = C(t)D(x) olup, burada C(t) kontrol kuvveti
fonksiyonu ve D(t) kontrol kuvvetinin kiri {izerinde dagilimmi gosteren bir
fonksiyondur. C(t,x) € C,q buradaC,q kabul edilebilir kontrol fonksiyonlar1 kiimesidir
ve m bir sabit olmak iizere Coq = {C(t,x)|C(t,x) € L? (2),|C (t,x)] < m < }ile
tanimlanir. Denklem (1) asagidaki baslangic kosullarina tabidir.
]
v(0,t) = vo(x) , a—: (0, x)=v, (x) )
ve
0u0(x)

vo(x) EHL (0,),  HY(0,0={uy (x) €L2(0,€): 22 € 12(0, )}, vi(x) €

12(0,%), ve L3(Q), Lebesque anlammda verilen asagidaki i¢ ¢arpim ve norm ile
() iizerinde karesi Lebesque anlaminda integrallenebilen fonksiyonlarin kiimesini temsil

etmektedir;

¢ IP=< ¢, > < ¢,0 > 0= [, ppdQ.

Denklem (1) asagida verilen homojen olmayan smir kosullarina tabidir
a2 o+
v(6,0) =4(t), 55 t0) = &), 5(0) = &),

v(t,8) = 50, T2, 0) = 350, Lo (t,0) =
4s(0), 3)

veya

D0 = §O, TE(10) = &), 22(t,0) = &),

D) = E(O), T2(68) = &0, T2(t) = &), 0

Sistem lizerinde asagidaki varsayimlar1 yapalim;



ol a'v am
atl’ axJ' dxmatn

(A1) Y e12( @), i=012 j=012..6 mn=012

(A2) (0, &), (H)EL2(), i=1,...,6.

O halde, denklem (1)-(4) ile tanimlanan sistemin bir ¢Ozimi

vardir.(Zachmaonoglou,1986).
Teorem 1. Denklem (1) - (4) ile adlandirilan sistemin tek bir ¢oziimii vardir.

Ispat. v, ve v, nin aymi kosullar altinda sistemin iki ¢Oziimii oldugunu

varsayalim. O zaman fark u = v; — v, asagidaki homojen baslangi¢ kosullarini saglar.
u(x,t) = 0, ut(x,t) = 0vet =0 (5)

ve smir kosullar1

u(t,0) = 0, 2L (t,0) =0,
0%u
ut,®) =0 =0, e 0=0, (62)

veya
du d3u a%u
a(tlo)_o! ﬁ(tlo)_ol ﬁ(t,O)—O,

ou _ d3u _ 9%u _
a(t,{’) =0, ﬁ(t, ?) =0, Py (t,¥) =0, (6b)
Seklinde olur ve hareket denklemi asagidaki gibi elde edilir;

12 1 1 112p’ _ 7
Uyx + E Uyxxx + g Uyxxxxx — c_zutt + c_zgguttxx =0 ( )

u'nun 6zdes olarak sifira esit oldugunu gdsterelim. Bunun i¢in enerji integral

fonksiyonelini asagidaki gibi tanitalim:

EQ =2 5w+ S L+ 28w - L + 258 2w} ax (8)

36 9x6

Ve E(t)'nin t'den bagimsiz oldugunu gosterelim. E(t)'nin t'ye gore tiirevini

alarak asagidaki esitligi gormek kolaydir;

e 1f{ () + =2 2 () + £ 2

dt 36 0x6 (uuy) — (ututt) +

LEP T ()} d (9)

23 p62



Kismi integrasyon alirsak ve denklem (6) ile belirtilen smir kosullarimi

kullanirsak, denklem (9) asagidaki sekilde elde edilmis olur.

22 4 1 1 ¢2p’

dE(t) _ (f Y
at fo {uxx + Euxxxx + guxxxxxx - C_zutt + C_zgzuttxx} utdx (10)

Denklem (7) g6z 6niine alinirsa agsagidaki esitlik gdzlemlenir;

di—it) =0 vyani E(t) = sabittir.

Esitlik (5) ile tanimlanan kosullar g6z onilinde bulunduruldugunda asagidaki

esitlik elde edilir;
1 (%( 02 22 9* £+ 9° 1
o 2y, 2 Y oy B Y 2y T2
E(O)_zfo {axz U+ 25k W) g ()~ ()
1 {;zpr 62
+C_2?;6X2 (utz)} |t=0dX =0

Dolayisiyla, u(x, t)'nin sifir veu = v; —v, = 0 = v; = v, oldugu agikga

goriiliir. Yani, s6z konusu sistemin tek bir ¢éziimii vardir.

Teorem 1 dikkate alindiginda, v(x,t) ¢oziimiiniin tekligini korumak igin, ilgili
kontrol fonksiyonunun C(t, x) tek olmas1 gerektigi sonucuna varilir. Bu durumda, sz
konusu sistemin tek bir v(x, t) ¢oziimiine ve tek bir C(t, x) kontrol fonksiyonuna sahip
oldugu séylenir. Bu durumda denklem (1)-(4) ile tanitilan sistem gozlemlenebilir olarak
adlandirilir. Hilbert Teklik yontemi, gozlemlenebilirligin kontrol edilebilirlige esdeger
oldugunu soyler (Guliyev ve Jabbarova, 2010 ve Pedersen, 2018). Boylelikle, denklem
(2)-(4) kontrol edilebilirdir denir.



2. OPTIMAL KONTROL PROBLEMIi

Optimal kontrol probleminin temel amaci, belirli bir tr  zaman diliminde

performans indeksi fonksiyonelini minimize eden C°(t,x) € C,; optimal kontrol
fonksiyonunu belirlemektir. Sistemin performans indeksi fonksiyonu, asagidaki gibi

tanimlanmaistir;

Jo(F (6, 20) = J, [aa (e v(ty ) + 0z (6, ¢ (tr, )] dx

+ 7 1 906 %, v(6 %), €8, %)) dedx. (12)

Kabul edilebilir kontrol fonksiyonu C(t,x) denklem (1)-(2)'ye ve asagidaki kisitlara
tabidir.

f; ho (x, ve(tp , x)dx + fotf f(f g2 (t, x,v(t,x),C(t,x)) dtdx = c_,, (12a)
f; hy (x, v (tr , x) dx + fotf f(f g-1(t, x,v(t,x),C(t,x)) dtdx = c_,, (12b)
fotf f(f g, (t, x,v(t, x),C(t, x)) dtdx < c;, 1<i<m (12c)
fotf f(f g, (t, x,v(t, x),C(t, x)) dtdx = c;, m<i<M, (12d)
Burada, i = —2,—-1,1,...,Mi¢in, hy,h, Qg tim parametrelerinin siirekli

fonksiyonlaridir. Ayrica, hy ,gogjVve i = —2,—1,1,..., M i¢in v'ye gore siirekli tiirevi
olan fonksiyonlardir. Ayrica, h, g, v,'ye gore siirekli tiirevi olan fonksiyonlardir.
C°(t, x) optimal kontrol fonksiyonu oldugunu ve v° i optimal yer degistirmesine
karsilik geldigini varsayalim. (t;,x,), ..., (tp, x, ) €2 acik bolgesinde P keyfi nokta ve
Ci(t,x), j = 1,...,P kabul edilebilir kontrol fonksiyonu C € C4'nin P keyfi alt
fonksiyonu oldugunu varsayalim. x; < x, < ... < xp Ve ¢ >0 olsun x; + P < x; igin

X <xj,xp+ P <lvet;+c<tsher0 <i < Pigin. &, ..., &p Ve 0 Sedez'yi



saglayan reel parametreler olsun. X; = x,ve X; = x; ++/&; +...+ \/E ve 1l <j<P
i¢in dolayisiyla, X; < x < Xj+\/£—j arabklar1 ve R; dikdortgenleri : [t;,t; + \/8_1] X
[X;, X; + \/8_]-] sirastyla 1 < j < P i¢in herhangi bir kesisime sahip degildir. & vektorii
(¢1,...,€p ) € RP ve RP P —boyutlu bir Oklid uzayidirvee = |e| = & +...+&p 0lur
ve buradan Kontrol C.(t,x) € asagidaki gibi tanimlanir:

CO(t‘ x) (th) $ U§=1 R];

1
Ct,x) (6x)ER, j=1,..,P (13)

Ce(t,x) ={



3. ESLENIK SISTEM VE OPTIMAL KOSULLARI

Optimalite i¢in gereklilik ve yeterlilik sartt maksimum prensip formunda elde
edilecektir. Kisitlar iizerindeki bazi digbiikeylik kosullar1 varsayildiginda maksimum
prensip ilkesi optimallik i¢in yeterli gereklilik olarak goriinmektedir. Maksimum
prensibini saglamak i¢in bir adjoint degisken v (t,x) € Q*, burada Q*, 2 'un dualidir.
'da oldugu gibi duali i¢in i¢ ¢arpim, adjoint operatér boyunca tamimlanir. v (t, x)

asagidaki eslenik denklemi saglar.

P Bote, 1o 10t 2y 0 o 0
dx?2 + 12 0x* + 36 0x6 c2'9t2 3 D atZaxz) Zl__z (t % v.C (t X)) (14)

burada A; < 0 ve Esitlik (14) asagidaki homojen sinir kosullarina tabidir
t0) = 0, 2%t0)=0, 2%t 0)=0
v ) B ’ 9 x2 ) - ’ dxt ) - ’

_og 2% —qg v _
v (68 =0, S5t =0, S50 =0, (15a)

veya
v _ o3v _ 5w _
r (t,0) =0, Py (t,0) =0, Py (t,0) =0,
v _ v _ Su _
Lo =0, TEt) =0, TL(te)=0, (15b)

ve terminal kosullari;

2 !
Ciz%%vtxx - Cilert(t, xX) = (x v(t,x))+ Ao (x v(t,x)) t=t; (16a)
v(tx) = 52 E Y (X)) ~ A G (kv (%) t=g (16b)

Esitlik (14)-(16)'ya karsilik gelen ¢oziimiin varhigi ve tekligi Esitlik (1)-(4)'e

benzer sekilde gosterilebilir.



Teorem 2. v ve Av(t,x) = v(t,x) — v°(t,x) L? (2) 'da taniml iki fonksiyon olsun.
Ayrica, v ve Av( (t, x)"in sirasiyla Denklem (14)-(16) ve denklem (1)-(4)'i sagladigimi

varsayalim. O zaman;

ftff w [ fz o*av | £* 9%av _l(azAv 2p' 9% )
12 dx* 36 0x© 0 t2 3 p 0t29x2
22 0% | 4% 9% K 2 p' ot
e e L
12 0x* = 36 9x° at2 3 p 0t20x2

29! 2 0
= f:{v(thx)%%cizAvtxx(tflx) - /U't(tf, X)%%C%Avxx(tf’x) —

C%Avt(tf,x)/zf(tf,x) + Cizvt(tf,x)élv(tf,x)}dx (17)

Ispat: Esitlik (17)’nin sol tarafina kismi integrasyon uygulanirsa, teorem 2'nin sonucunu

gbérmek kolaydir.

Tammm 1. v, A_,,A_1, 4y, ..., A4y keyfi sabitleri i¢in denklem (14)-(16) sisteminin
¢oziimiidiir. v° ve v, C° C € C 4 optimal kontrol fonksiyonlarma karsilik gelen tepki

fonksiyonlar1 olsun ve bir C € C,,i¢in asagidaki fonksiyonlardan herhangi biri olsun:
u(t,x) =g, (t,x,v. C(t,x)),

u(t,x) =g; (t,x,v°.C0(t x)),
u(t,x) =vC°% C°€ Cyy,
u(t,x) =vC, C€ C,; sabittir.
Bir nokta ( t, x), herhangi bir yeterince kiigikk & > 0 i¢in asagidaki esitligi saglyorsa

C € Cyy icin diizenli nokta olarak adlandirilir.

ftfh/zf )fh/gu(t, x)dxdt =eu( t, x)+ o(e).

X

Saks (1937) dikkate alindiginda, her C € Cpq  i¢in [0,¢f] x [0,£] 'nin tiim

noktalarmin diizenli nokta oldugu ortaya ¢ikar.
J ve Z vektor degerli fonksiyonelleri ( J_, , -1, Jo, ---»Iu ) Ve kiimeyi gdstersin

Z={J(C):C € Chy} € RM*3 olsun.
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Tanim 2. Eger asagidaki formda bir ylizey mevcutsa
Je=J (CO)+X5_1djgi +0(e)

Z'de yeterince kiiglik & i¢in ve dy, .., dp D'den herhangi bir sonlu vektor

koleksiyonu ise D kiimesi Z kiimesinin J(C°)'de tiiretilmis kiimesi olarak adlandirilir
(Hestenes, 1966).

Teorem 3.i = 1,2,...,P i¢in (t; , X;) noktalarinin (2 i¢inde diizenli noktalar oldugunu

varsayalim. J(C) herhangi bir C € C,4 i¢in asagidaki sekilde tanimlayalim:

‘j—(C)= f:{}\o [931 (X, V(th X)) + 92 (X, Vt(tfl X))] + [)\—th (X, Vt(tfl X)) +
}\—lhl(xi V(tfl X))]}dx +f0tf fol Zil\i—Z[}\igJi (t, XV, C)] dth
Eger P = 1ise C € Cuq icin A_, , A_; , A , sabitleri vardir, Ay (hepsi ayni

anda sifirdan farkli olmak iizere) dyle ki

J _ 7(cO
A <0, 4SO (0<i<m) lim LI <

£-07t €

olsun. Burada C° 'ler ve C, 'ler Esitlik (13)'te tanitilan fonksiyonlardar.

Ispat. Kabul edilebilir kontrol fonksiyonlar1 smifi iizerindeki J_, ,J-1, Jo»»IM

fonksiyonellerini su sekilde tanimlayin:
_ f tf £
J-2(0)= [, h, (x, vt(tf,x)) dx +[7 [5 G_»(t,x,v,C)dxdt,
_ f tf £
J-1(0O)= [, hy (x, vt(tf,x)) dx +[ [) G_1(t,x,v,C)dxdt,

Ji(©)= [ [ Gi(t,x, v, C)dxdt, i=12,..,M

Lagrange ¢arpanlarmi kullanmak igin, J(C°)'deki Z kiimesi i¢in tiiretilmis bir D
kiimesi olusturmamiz gerekir (Hestenes, 1966). Simdi v; fonksiyonlarini tanimlayalim;

v icinj = —2,—1,1,..., M olup asagidaki kosullar1 saglamaktadir

az/lfj ﬁa‘*vj £66vj _ az/le_ﬁp_’ a4v]~

1
dx2 ' 12 dx* 36 x5 cz(atz 3 p At29x2

FHA 20, O ), (19)
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burada 4; < 0'dir, 0 < t <tf,0 < x < ¢ ve Esitlik (18) asagidaki smnir kosullarma

tabidir

2
3] v 601

v;(t,0) = L(t,0) =0, 2(t,0) =0,
v; (t,4) =0 (19a)
veya
21,0 =0, a”’(tO)—o a"’(tO)—o
64rj 93 v] a5 ’LY] .
E(t'{))=0’ = (t,¥)=0, = (t,¥) =0, 2<j<M (19b)
ve terminal kosullar1
112p' 2 N . .
v;(tr,0) = 0, =3 patax —— v (trx) — v](tf,x) =0 i=1,....M i¢in (20a)
dh AME a3 i
v_p(tr, x) = —A 25 oy (x ve(tr, X)), =3 %ataxzv 2(tr, X) — o at/tr 2(tr, x) =
(20Db)
1 12 a3 ij oh
v_1(tr,x) =0, —zg%m v_q1(tr, x) — zat v_a(ty, x) = Aog 7+ (x, v(ty, X))
(20c)
09,2
vo(ty, x) = /10 (x ve(tr, X)), (20d)
12 93
Loy o ”fo(tf' x) — "’o(tf' x) = /10 (x vt(tf,x))

c2 3 p dtox?
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Her bir (t,x) € (0,tr) X (0,£)'nin noktast i¢in, [ = —2,-1,0,...,M,
di(t,x, C)asagidaki gibi tanimlanur:
di(t,x, C)=v;(t,x)( C—C+q,;(t,x,v°(t,x), C)— g;(t,x,v°(t,x),C%  (21)
Simdi gosterecegiz ki
p={d/d=
(d‘z(t,x, @,...,d“(t,x, @),(t,x) nin diizenli bir noktast, C°, C € Cad}

J (C%de Z i¢in tiiretilmis kiimedir d;, d,, ..., dp D'den keyfi sonlu bir vektor
koleksiyonu olsun. e'nin yeterince kiigiik tiim pozitif degerleri i¢in € = (&4, ..., &, ) vektor

parametresine siirekli bagh J. € Z noktalariin var oldugunu gostermeliyiz, dyle ki

J=J[CO)+Xi_ djej + o(e)

d; € D oldugundan, j = 1,...,P, C°'nin (t;x,), ..., (tp,xp ) diizenlilik noktalar1 ve

C,,Cp € Cyq alt fonksiyonlari vardir. dyle ki
d] =(d_2 (tj,X]‘,C]'),...,dM(t]"X]"C]')), jzl,...,P

Je 'nin J. = J (C,) seklinde tanimlanabilecegini gosterecegiz; burada C, Esitlik (13)'te
tanimlanan kabul edilebilir fonksiyondur. Ardindan, i = 1,...,M

Ji(C) = €= f," Ji [0t %, ve(t, %), Co(6%)) — g (%, vO (£,%), C°(t,%)) ] dxdt

:fotf f:[g,i(t, %, Ve (£, %), Ce (£, %)) — g, (t, %, vO(t, %), Ce(t,x) ) | dxdt

T a6 % v (6%, Ce(6%0) — 6;(6%, V0 (£%),C0(5,%))]dxdt (22)
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? das
:f(;cf fO % (t, X, VO, Co(t, X)AV(X, t)dtd + Z]P=1 Ej [g:i(tj,Xj,VO(tj,Xj), C]) —

g (85, %5, v (5, %), CF (15, %)) )| + =, 0(g) (23)

Esitlik (23)'ii elde etmek igin C° 'nin £ 'da regiiler oldugunu kullaniriz. Esitlik
(17)'de asagidaki esitligi kullandiktan sonra

EUE’U’] = %(t;X;VO(t;X)J CO); l = 1; ...,M, k = 1' ’N

Asagidaki esitlik elde edilir.

te pf te
f f Av(x, t) Moridtdx =j j v;(t,x) (Ce(t,x) — CO(t,x))
o Jo o Jo

= Z]P=1 Sj’U’i(t]',X]')( Cj(t, X) — Cjo(t, X)) + 0(8)
Denklem (21) ve denklem (23) araciligtyla sunlar1 yazabiliriz

Ji(Ce) = J{(CO+ X5, dig + o(e), i=1,..,M, (24)

Burada d}, d; nin birinci bilesenini gosterir. i = 0 i¢in asagidakiler gecerli olmak

lzere,
Jo(C) — Jo(C)= f(f [% (x, v° (tf,x))Av(tf,x)) + (:%:(x, v?(tf,x))Avt(tf,x))] dx
+ Xi-1 5190045, ve (8, 25) G = g0 (8, x5, (8, 2)C°

+ [ [ (Wg)Av(e, x)dtdx + o(e) (25)
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Burada

¢ tr ot
Jo = [y [9a(x,v(tr, x) = g (x, ve (87, %)) ) dx+ [ 7 [ Go(t, x, v, C)dtdx olur.
Denklem (17 ) ve denklem (18) dikkate alindiginda gozlemlenmistir ki;

fotf f:Av(t, x)Mv,dtdx = fotf f; vo(t, %) (C.(t,x) — fO(t, x))dtdx

= Iy [5G v (0)av(tr,0) + 52 Gove (g 0)Ave(17,0)] - (29)

Esitlik (26), Esitlik (25)'te yerine yazilirsa, i = 0 i¢in Esitlik (24) elde edilir.i =
—2,—1 i¢cin Esitlik (24), Esitlik (17)-(18) kullanilarak elde edilebilir. J tanimi ile
asagidaki esitlik elde edilir

J(C:) = J(€°)=Ej-1 djg; + o(e)

Je J (C,) olarak tanimlanirsa, D'nin J(C°) 'de Z igin tiiretilmis bir kiime oldugu
sonucu ¢ikar. Dolayisiyla, lagrange ¢arpanlar1 vardir (Hestenes, 1966). 0 < i < m ve

bazi A;F Oigin A_y, , A_; ,Ag,.., Ay Ve 4; < 0'drmr,
M, 4dt <0 (27)

D'deki herhangi bir d = (d=2 , d~1, d°,..., dM ) vektdrii i¢in. teorem 3'iin

sonucuna ulagmak i¢in P = 1'i dikkate alalim ve
J=XL_; udi
Esitlik (24) ile asagidaki esitlik elde edilir.
J(C)— J(C° = XM _, 1,d + o(e)

D'deki herhangi bir d = (d2,d™*,d°...,d™) igin teorem 3'iin ispatini
asagidaki sekilde elde ederiz:
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N '
lim 2= I _ M di<0

g0t €

Teorem 1. [Maksimum Prensip] Optimal kontrol fonksiyonu C°(t,x) € C,4 icin
karsilik gelen optimal durum fonksiyonu seklinde v° (¢, x) = v(t, x, C°) olsun. Denklem
(1)-(4) ve v°(t,x) = v(t,x,C°(t,x)) swrasiyla denklem (14) ile gosterilen baslangic
kosullarini, denklem (15) ile gosterilen sinir kosullarini ve denklem (16) ile gosterilen
terminal kosullar1 saglar. Maksimum prensibe erigsmek i¢in Hamiltonian fonksiyonunu su

sekilde olusturalim;

HI(t, x,v° Ot x))]= H[(¢t, x, v(t,x),C(t, x))] (28)

Ht,x,v(t,x),C(t, x)]= v(t,x)C+XM_, A9 (¢, x, v(t, x),C) (29)
ise herhangi bir € € C,; igin
JolCO(t, x) 1 < Jo[C (¢, %)] (30)
gerceklesir.

Ispat. Teorem 3 ve Lagrange carpanlariile 0 < i < m vebaz1 4; < OicinA_, ,A_;

v Ag s e Ay (t, x)’ten bagimsiz A; < 0 olacak sekilde

M, Ailvi(t,x)(C—CO®t, x)) + g,(t,x,v(t,x),C) — g;(t,x,v°(t,x),C°] <0

(31)
herhangi bir C € C,, fonksiyonu igin Esitlik (31)'deki terimin

o2 Alvit0)C + gt x,v(t,x), O)] (32)

C = C%t,x) € Cyy oldugunda maksimum degerini ahr. Esitlik (32)'deki ilk terimi
dikkate alalim,

M
Z Avi(t, %)C

i=-2
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Eger v =XM_, Av;(t, x) olarak tanimlarsak
v(t,x)C + XM _, A g:(t,x,v(t, x),C)
olur ve teorem 1 kanitlanmus olur.

Teorem 2. Esitlik (1)-(2) ve Esitlik (11)-(12) sistemlerini dikkate alalim. G; fonksiyonlar1

asagidaki bicimde olsun
Gi(t,x,v,C)= g!(t,x,v) + Hi(t,x,C), i=-2,-1,0,...M
ve v denklem (14)-(16)'y1 saglayan sifir olmayan ¢6ziim olsun.

AGH(t,x,v0(t,x))

Emizzé\i—z Al P

Esitlik (28)'deki maksimum prensibini saglayan Ay, 4;,i = —2,—1,1,...,M ile
C%kabul edilebilir kontrol fonksiyonunun varligmi varsayalim. Asagidaki varsayimlar

yapilsin:

a)g,,hy,93, ..., gy V' ye gore disbiikkey ve g, , h, v,'ye gore disbiikeydir;
)1, < 0,4, < 0i¢ini = —1,...,m;

¢) Esitlik (12)'deki kisitlamalar C° tarafindan saglanir;

d) Esitlik (12)'deki kat1 esitsizlik gegerliyse, ilgili Lagrange ¢arpan1 A; = 0 olur;

e)m < i < M igin -4;G* , —A_;h; v'nin konveks fonksiyonlar1 ve —A_,h, v, 'nin

konveks fonksiyonlaridir.

Yukaridaki gerekliliklerin varhiginda Esitlik (28) tarafindan ortaya konan
maksimum ilkesi C9'nin optimal olmas i¢in yeterlidir. Gereksinim (d) Hestenes (1966)'in
calismasinda belirtilmistir. hy, h,, G;, m < i < Mdurumunda gereklilik (e)

kanitlanmustir.

Ispat. Eger Esitlik (12) C, v tarafindan saglaniyorsa, o zaman kosul dogrusal fonksiyon

olmasi (d) ile,

te £
f f A [Gi(t, x,v) — Gi(t, %, VO)]dth
o Jo
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+ fotff(:xi[}fi(t; x,C) — Hi(t,x,C%)]dxdt = 0

i = —2,-1,1,..., M i¢in daha sonra asagidaki esitsizlik yazilabilir;
o [Jo(C)-Jo(CN] =

_ f{}}\ Iggz( X, Vi (tg, X)) 9:2(X v (tg, X)) + 9:1(X v(ty, X))l
0 —931(X vO(ty, X))

) M Gi(t,x,v(t,x))GH(t, x,v°(t, x))

tr .
- A HHt,x, C(t, dxd
i jo Z B (tx (t x)) l xdt

i=-2 — Hi(t,x,C(t,x))

[ vt ) - )

¢
—f y [hz (x, v(tf,x)) — h, (x, vto(tf,x))] dx
0
Yukaridaki digbiikeylik varsaymmini kullanarak

—20[Jo(C) = Jo (€] =

d
f Ao [— (o, v (tr, x) (Av(ts, x)) + a;?;:(x, v,° (tf,x))Avt(tf,x))] dx

ftff Z A5y (t x,v0 (t,%))Av(t, x)dtdx

te o0 M
+ f f Z A2t %, CO(t, %)) — H(t, x, C(t, %)) dtdx
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f Aq 6 (X vO(tg x))Av(ty, X))dX—f A (x V2 (tg X)) Av (t x))dx

2 6 Ve
= f; Ao [agﬂ (%, vO (tg x))Av(te X)) + (X v (tg x))Ave(tg, x))]

Hi(tx, fo(t,x))ldtdx

— "y M)AVt dxdt + [ [TEM A —F(t, %, £(t, %))

f [ o 0t )8t 1)) g 2 (5,0 30w 1) |
t
Ve son olarak teorem 2 ve Esitlik (19)-(20)'yi kullanarak sunu elde ederiz

—AolJo(C) = Jo(CO] =

tr ¢ - Hi(t,x,CO(t, x))
fo '[(;{v(t,x)[co(t,x)—C(t,x)]+izzﬂi —H"(t,x,C(t,x))”dth

(33)

Esitlik (33) ile verilen yukaridaki esitsizligin (b) sarti nedeniyle negatif olmadigini

g6z Onilinde bulundurursak, asagidaki esitsizlik elde edilir

Jo(C(£,x)) = Jo(CO(t,x)) = 0 (34)

Boylece Teorem 2'nin ispat1 tamamlanmis ve denklem (11)'deki performans
endeksi fonksiyonelinin global minimum degeri i¢in maksimum prensibin ayni1 zamanda

yeterli bir kosul oldugu sonucuna varilmis olur.
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4. SAYISAL ORNEK VE TARTISMA

Kirig ve kenarlar1 kirigin kenarina paralel olan kirisin her iki tarafinda miikemmel
sekilde smirlandirilmis iki yama i¢ceren homojen bir kiris sistemi diisiinelim. Kontrol
stiresinin basinda kiris deforme olmamis ve hareketsiz durumdadir ve Kiris kontrol
siiresince harici dis kuvvet etkisine maruz birakilir. Onceki boliimlerde elde edilen teorik
sonuglar1 takip ederek bu Ornegin amaci titresimleri en iyi sekilde soniimlemek i¢in

piezoelektrik yama yapilarina uygulanacak minimum voltaj seviyesini bulmaktir.

Sekil 4.1 Kirisin enine kesiti

)

-

- Hoit Layer
|

X [

1 [2e25252595%5
AIIII!I!!:%II'III -

Yooy

Piezoelectric patches

Sekil 4.1. ile tanimlanan kirig sisteminin matematiksel modeli asagidaki gibi verilmistir;

2 2 54 4 56 2 2,0 g4
90°v 170 v+l_6_v_i u_l_p_i)+f(t,x)+C(t’x) (35)

ax2 ' 120x% | 360x5 c2 \at? 3 p 0t%20x?2

Burada C(t,x) = C(t)[H" (x — x;) — H" (x — x,)] Burada C(t) optimal kontrol
voltaj fonksiyonu, H Heavi-side fonksiyonu ve x; ve x, piezoelektrik yama
aktiiatorlerinin konumlaridir. Esitlik (35) asagidaki homojen smir kosullarma ve

baslangi¢ kosullarna tabidir;
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v(t,0) = 0, 22(t,0)=0, 22(,0)=0,

62

v(t,l) =0, Py

L0 =0, 22t =0, (36)

veya

23v

v 85v
a(t,O)—O, ﬁ(t,O) =0, ﬁ(t,()) =0,

v d3v a%v
(60 =0, =t =0, =(t4) =0, (37)
v(0,0) =5,(0),  3(0,) =v,(x) (38)

Ayrica, sistemin kontrol siiresince minimize edilmesi gereken performans indeks

fonksiyonel asagidaki gibi tanimlanir;
J) = f;[/hvz(tf, X) + Av,2 (ty, x) |dx+ 2, fotf C*(t)dt (39)

Sol taraftaki ilk integral, kiris lizerindeki bir noktanin yer degistirmesinin ve
hizmin karesel bir fonksiyonelini igerir. Ikinci integral ise kiris sistemi iizerindeki
piezoelektrik yama aktiiatore uygulanacak voltaj enerjisinin karesel bir fonksiyonudur.
Onceki bdliimdeki teorik sonuclar1 takip ederek bu boliimiin amaci Esitlik (35)-(38)'i
saglayan ve kontrol siiresinde Esitlik (39)'u en aza indiren C(t)'yi en uygun sekilde
belirlemektir. Esitlik (35)-(38) ile tanimlanan kiris sisteminin optimalligini elde etmek

icin eslenik sistemi asagidaki gibi tanimlayalim;

0%2v | 12 0% | 1* 0% 1 ,0%v 12p" 8%

ax2 ' 120x% gaxﬁ_c_z(atz 3?atzax2)

(40)
Esitlik (40) asagidaki homojen sinir kosullarina ve terminal kosullara tabidir;
a%v *v
U(t,O) = 0, ﬁ(t' 0) = 0, ﬁ(t’ 0) = 0,

vt =0, 22w 0n=0, L2 o=o, (412)



21

ov . d23v . ﬁ .
260=0, 22(50)=0, 22(;,0)=0,

2 0)=0 22t e) =0, ZL(t,0) =0 41b
260 =0, 22t0=0, 220 =0, (41b)
Lo v (6, 3) = v (8,0 =224w(t, ) =t (42a)
14
v(t,x) = 24, (t, %) t=t
(42b)

Onceki boliimlerde elde edilen teorik sonuglar 1s13inda gerekli ve yeterli

optimallik kosullart maksimum prensip formunda asagidaki sekilde elde edilmistir;

H[(t, %1, %25 °, CO)]= H[(t, x4, %25 v, C) (43)
H(t, %1, %250, C) = [1,(t, x5) — v, (£, x1)]C(2) — A3C2(2) (44)

Ise, 0 zaman
JICc°l =Jlc] ., CeCyy (45)

Dolayisiyla, optimum kontrol fonksiyonu asagidaki gibi elde edilir;

C(t) — vx(t:xZ;;:x(tlxl) (46)

Esitlik (35)-(46) ile tanimlanan sistemin c¢oziimi MATLAB araciligiyla
gerceklestirilmistir. Sayisal sonuclar1 tartismadan 6nce A3 degerinin Esitlik (46) ile
verilen kontrol fonksiyonu tizerindeki etkisine dikkat etmemiz gerekmektedir. Kontrol
fonksiyonunda yer alan A5 degeri arttikga C(t) ile tanimlanan kontrol kuvvetinin degeri
azalir. A3 degerinin ayarlanmasiyla optimal kontrol fonksiyonu C(t) belirlenir. Sayisal
hesaplamalarda, A, = A, = 1 ve A3 icin 1073ve 103 alarak sirasiyla kontrollii ve
kontrolsiiz durumlar asagidaki sekillerdeki gibi elde edilmistir. Baslangi¢ kosullar1 v, (x)

= V2 sin(mx) ve v;(x) = V2sin(mx) olarak hesaplamaya déhil edilmistir. Ayrica,
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harici dis etken fonksiyonu f (t,x) = e ‘(1 — x) olarak almmustir. Onceden
belirlenmis kontrol terminal zamam ¢t = 5 ve kirisin uzunlugu [ = 1 olarak
sabitlenmistir. Yamanm Kkiris {izerindeki konumu x; = 0.4ve x, = 0.6 olarak kabul
edilmistir. Esitlik (39) ile tanimlanan performans indeksi fonksiyonelindeki yer
degistirmelerin ve hizin degerleri kirisin orta noktasi olan x = 0.5'te hesaplanmaktadir.

Young modiilii E, 2 x 107 ve kirisin ¢izgi yogunlugu p, 6 x 10* 'dir.

Sekil 4.2 Kontrollii ve Kontrolsiiz Yer Degistirmeler

5X10-4| T T T T T T
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n — - — - Uncontrolled
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I o
|'|_|!|]!'|||\I‘l|-,"ﬂ*.'.|".\-',' [ [
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=] IR R L T L N TR
IS O L T A L A T T T R
S VI
s W g
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t
Sekil 4.3 Kontrolli ve Kontrolsiiz Hizlar
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Harici bir dis kuvvetin etkisi altindaki kirisin titresimleri Sekil 4.2.'de ¢izilmistir.
Sekil 4.2. incelendiginde, kiristeki titresimlerin kontroliiniin optimal bir sekilde oldugu
sonucuna varilmaktadir. Ayni gozlem, Sekil 4.3.'te ¢izilen kiris lizerindeki titresimlerin
kontrollii ve kontrolsiiz hizlar1 i¢in de gegerlidir. Esitlik (39)da 4, = A, = 1ve A; =
0'1dikkate alarak kirigin dinamik tepki fonksiyonunu J(v) olarak tanimlayalim. Ayrica,
A4 = A, = 0ve A3 = 1 Esitlik (39)'u degerlendirerek kontrol siiresince birikmis
kontrol voltaj fonksiyonunu J(C) olarak tanimlayalim. Tablo1 dikkate alindiginda, A5

degerinin optimum kontrol voltaji lizerinde azaldig1 sonucuna varilmaktadir.

Tablo 4.1 A;'min farkh degerleri igin J(v) ve J(C) degerleri

A J) Jwv)
103 3¢5 5.2¢~10
10° 9e~8 2e
1073 1.5e~13 6e~©

Kontrol fonksiyonunda yer alan A; degerinde azalmaya karsilik, kiris tizerindeki
piezoelektrik yama aktiiatore uygulanan kontrol miktar1 artar ve bu artisin sonucu olarak
kirigin dinamik tepkisi azalir. Bu gézlemler, maksimum prensibin optimalite i¢in gerekli

ve yeterli kosul oldugunu gostermektedir.
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5. SONUCLAR ve ONERILER

Bu ¢alismada, Mindlin'in gradyan elastisite teorisine dayanan hiperbolik bir kirig
denkleminin optimalite kosullar1 incelenmistir. Incelenen sistem harici uyarim
fonksiyonuna ve homojen olmayan sinir kosullarina baghdir. Ayrica, sistem kontrol
fonksiyonu ve yer degistirme fonksiyonu iizerinde bazi esitlik/esitsizlik kisitlaria
sahiptir. Sistemin optimalite kosullarini elde etmek i¢in kiris denkleminin ¢oziimiiniin
varlig1 ve tekligi enerji integral yontemi kullanilarak kanitlanmis ve sistemin kontrol
edilebilirligi tartisilmistir. Optimallik i¢in gerek ve yeter sartlar maksimum prensibi
seklinde tiiretilmistir. Elde edilen teorik sonuclarin gegerliligini gdstermek i¢in bir 6rnek

sunulmus olup sonuglar tablo ve grafiklerle verilmistir.
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EKLER

EK-1 Hesaplamalarda kullanilan Matematiksel Yazilim Programi

restart:

gl:=1: g2:=1: a:=1: g3:=1: mu:=107(5): tF:=0.3:

wO:=unapply(0,x,y): wl:=unapply(0,x,y):

C:=unapply(1,x,y): P:=unapply(0,x,y,t):
Y5:=unapply(sqrt(2)*sin(Pi*y)*sqrt(2)*sin(Pi*x),X,y):

Ad:=solve( gl*r*2-a*g2*r+g3*4*(Pi*4)=0,r): akl:=Re(subs(Ad[2])):
ak2:=Im(subs(Ad[2])):
Z:=unapply(exp(ak1*t)*(Z1*cos(ak2*t)+Z2*sin(ak2*t)),Z1,Z2,t):

Y 1:=unapply(int(int(P(x,y,t)*Y5(X,y),x=0..1),y=0..1),t):
Y2:=unapply(int(int(C(x,y)*Y5(x,y),x=0..1),y=0..1),t):
Y3:=unapply(Z(Z1,22,t)*Y2(t),Z21,Z2,t):
K:=unapply(-Y3(Z1,Z2,t)/(2*mu),Z1,Z2,t):
Y4:=unapply(Y1(t)+K(Z1,Z2,H)*Y2(t),X,y):

S:=unapply( exp(-ak1*t)*(A*cos(ak2*t)+B*sin(ak2*t))+exp(-akl*t)*
cos(ak2*t)*int(-Y4(Z1,Z2, tau)*sin(ak2*tau)/(ak2*exp(-ak1*tau)),
tau=0..t) + exp(-ak1l*t)*sin(ak2*t)*int(Y4(Z1,Z2,tau)*cos
(ak2*tau)/(ak2*exp(-ak1*tau)),tau=0..t), Z1,Z2,t):
St:=unapply(diff(S(Z1,Z22,t),t),Z1,Z2,t):
aeql:=S(Z1,Z22,0)=int(int(wO(X,y)*Y5(x,y),x=0..1),y=0..1):
aeq2:=St(Z1,Z22,0)=int(int(wl(x,y)*Y5(x,y),x=0..1),y=0..1):
SC:=solve({aeql,aeq2},{A B}): AA:=rhs(SC[1]): BB:=rhs(SC[2]):
SS:=unapply( exp(-ak1*t)*(AA*cos(ak2*t)+BB*sin(ak2*t))+exp(-akl*
t)*cos(ak2*t)*int(-Y4(Z1,Z2,tau)*sin(ak2*tau)/(ak2*exp(-ak1*tau)
),tau=0..t) + exp(-ak1*t)*sin(ak2*t)*int(Y4(Z1,Z2,tau)*cos
(ak2*tau)/(ak2*exp(-ak1*tau)),tau=0..t), Z1,Z2,t):

SSt:=unapply(diff(SS(Z1,Z2,t),1),Z1,Z2,t):



Zt:=unapply(diff(Z(Z1,Z22,t),t),Z1,Z2,t):
eqli=2*SS(Z1,22,tf)=a*g2*Z(Z1,22,tf)-g1*Zt(Z1,22.1):
eq2:=2*SSt(Z1,22,tf)= g1*Z(Z1,Z2,tf):
AB:=solve({eql,eq2},{Z1,22}):

771:=rhs(AB[1]): ZZ2:=rhs(AB[2]):plot(SS(ZZ1,ZZ2,1),t=0..tf).

28



