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OZET

YUKSEK LiSANS TEZi

BAZI SEMi-RIEMANNIiAN MANIiFOLDLARIN BiRASYONEL KOBORDIZM
INVARYANTLARI

Sara ISIK

Mus Alparslan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Dr. Ogretim Uyesi Muhsin INCESU
2019, 62 Sayfa

Jiiri
Damisman: Dr. Qgretim I"{yesi Muhsin INCESU
Jiiri Uyesi: Dr. Ogretim Uyesi Ali CAKMAK
Jiiri Uyesi: Dr. Ogretim Uyesi Selcuk BAS

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Ik boliim giris boliimiidiir. Giris boliimiinde konuyla ilgili
literatiir taramast yapildi. Tkinci boliimde semi-Riemannian manifoldlar ve invaryant teoriye ait bazi temel
tanim, teorem ve ispatlara yer verildi. Ugiincii béliimde kobordizm kavrami, birasyonel kobordizm ve
invaryantlar1 verildi. Semi-Riemannian manifoldlar: i¢in k(U) invaryant, reglelik yapisi, homolojiler ve
kodaira boyutuna deginildi. Dérdiincii bolimde R(3,1) semi-Riemannian uzayinda ele alinan bazi
manifoldlarin birasyonel kobordizm invaryantlari incelenmistir. Bunun i¢in R(3,1) uzayinda verilen 4
temel 2Cob iirete¢ kobordizmi ele alinmistir. Bunlar pantolon, egik boru, silindir ve hiperboloid
sekillerinde kobordizmlerdir. Tiim bu kobordizmlerin denklemleri verilmis, grafikleri ¢izilmis, maximum
lineer bagimsiz lightlike vektorlerinin sayist olan  k(U) sayilar1 bulunmus ve kodaira boyutlari ele
alimmistir. Son boliimde ise sonug ve Onerilere yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Kobordizm, Birasyonel invaryant, Semi-Riemannian manifold,
Kodaira boyutu, Regle yapi.
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This thesis consists of five chapters. The first section is the introduction. In the introduction part,
literature review was made. In the second part, semi-Riemannian manifolds, some basic definitions,
theorems and proofs of invariant theory were given. In the third chapter, the concept of cobordism,
rational cobordism and its invariants are given. K(U) invariants, regle variety, homology and kodaira
dimension were mentioned for semi-Riemannian manifolds. In the fourth chapter, birational cobordism
invariants of some manifolds in R (3,1) semi-Riemannian space are examined. For this, 4 basic 2Cob
generator cobordism given in R (3,1) space are discussed. These are trousers, oblique pipes, cylindrical
and hyperboloid forms of cobordism. Equations of all these cobordisms are given, graphs are drawn, the
maximum number of linear independent lightlike vectors k (U) numbers were found and the codaira
dimensions were discussed. In the last section, conclusions and recommendations are given.
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1. GIRIS

1980 lerde 3 boyutlu cebirsel manifoldlarm birasyonel invaryantlart igin
Mori’nin birasyonel geometri programi olusturuldu. 90 Ii yillarin baglarinda Yongbin
Ruan, Mori’nin bu programini yeni olusturulmakta olan Gromov-Witten teori ile
simplektik geometriye genisletilebilecegini  gozlemledi(Ruan, 2008). Boylece
simplektik birasyonel program ortaya koymus oldu. Boyle bir program iki yonden
onemlidir: Simplektik geometrinin elastikiyeti, birasyonel cebirsel geometriyi daha iyi
anlamamiz1 saglar. Ayni sekilde Gromov-Witten teori, Mori teorisindeki rasyonel
egrileri daha iyi anlamamizi saglar. Ikinci olarak simplektik birasyonel geometri
simplektik manifoldlarin smiflandirilmasinda 6nemli bir adimdir. (Ruan, 2008). Son 10
yil igerisinde bu yonde herhangi kayda deger bir ilerleme yasanmadi. Bu ilerlemenin
olmamasinin bir¢ok sebebi vardir. Bunlardan bir tanesi Gromov-Witten teorideki
hesaplamalarin tasinmasinin zorlugudur. Neyse ki, bu problemlere ¢oziim iiretebilmek
icin ¢ok biiyiik gayretler var. Gromov-Witten invaryantlar1 hesaplayabilmek icin bir¢ok
teknik gelistirildi. Gergek anlamda simplektik birasyonel geometriye yeniden bir ivme
vermek icin simdi iyi bir zamandir. Bu konuda Jianxun Hu ve Tian Jun Li bu yeni
simplektik birasyonel geometri konusunu daha iyi bir konuma getirebilmek i¢in bir dizi
calisma yapmaktalar. Bizim bu konudaki ¢alismalarimiz bitmis degildir. Aksine bunlar

¢oOziildiigiinde ortaya daha pek ¢ok problem ¢ikmaktadir.

Uzun zamandrr simplektik geometride birasyonel denkligin uygun bir
kavrammin ne oldugu gercekten acik degildi. Simplektik geometride blow-up/blow-
down gibi basit birasyonel operasyonlar biliniyordu. Fakat esnek simplektik kategoride
genel birasyonel fonksiyon kavraminin acik bir genellemesi yoktur. Bu durum son
zamanlarda zayif faktorizasyon teoreminin gelistirilmesiyle biiyiik 6l¢iide degismistir ki
bu teoreme gore projektif manifoldlar arasindaki herhangi bir birasyonel fonksiyon
blow-up ve blow-down larin (yukar1 ve asag1 etkilerin) bir dizisi halinde ayristirilabilir.
Bu temel sonug 80 lerde Guillemin-Stenberg tarafindan analiz edilen simplektik diizlem
indirgemesinin remiyle miikemmelce yanki bulmaktadir. Bu nedenle biz birasyonel
denkligin simplektik analogu olarak kobordizm kavrammi Oneriyoruz. Simplektik
kategoride diger kobordizm kavramlar1 ile karigtrmamak i¢in biz bu kavrama

“simplektik birasyonel kobordizm” diyecegiz.



Birasyonel geometrinin en temel kavrami uniregleliktir. Cebiro-geometrik bir
sekilde bunun anlami1 bir manifoldun cebirsel egrilerle kaplanabilmesi demektir. Dikkat
etmek gerekir ki, cebirsel geometrideki tanimi basit bir sekilde taklit ederek bu kavrami
tanimlamak anlamsizdir ve her noktadan gegen sabit siniflarda bir simplektik kiirenin
olmas1 da gerekir. Aksi takdirde her basit baglantili manifold uniregle olmalidir. Diger
yandan Kollar- Ruan’in teoremiyle bir uniregle projektif manifold, bir nokta
arakesitiyle, sifirdan farkl bir cins sifir GW-invaryanta sahiptir. Bu nedenle, eger bir
nokta kisitlamasi dahil ederek sifirdan farkli bir tiir sifr GW-invaryant varsa (M,w)
simplektik manifolda uniregledir deriz. Boylece, simplektik uniregleligin bir birasyonel
invaryant oldugunu ispatlamak, simplektik birasyonel geometride temel bir problemdir.

Aciktir ki deformasyon invaryantidir. Bu ¢alismanin amaci bunu ispatlamaktir.

Duggal ve Bejancu 1996 da yaymladiklar1 kitapta (Duggal, Krishan L.,
Bejancu,A., 1996) bir semi-Riemannian manifoldda lightlike (null) alt uzayin varligim
gosterdiler ve alt manifoldlarin geometrisi icin ihtiya¢, duyulan 6nemli bir boslugu
doldurdular. Bu kitabin yaymnlanmasindan sonra hedef, lightlike geometrideki yeni
geometrik sonuglarin ispati ve lightlike geometrinin fizikteki uygulamalar1 oldu.
Boylece geometrinin 6nemli bir boslugu dolduruldu ve yeni bir ¢alisma alani1 ortaya

cikti.

1942 yilinda Moskova Universitesinde Lev Pontjagin, Charles Ehresmann
sayesinde bir hiicre alt boliimiinii kullanarak Grassmann manifoldlarinin homolojisini
calismaya baslamistir. Bu onun yeni 6nemli bir karakteristik sinif olusturmasima olanak
saglamigtir. Pontrjagin in matematige olan katkilar1 cok dnemlidir. Ciinkii o 14 yasinda

basina gelen kaza sebebiyle gdrme yetisini tamamen kaybetmistir.

1946 yilinda Shiing-Shen Chern giineybat1 Cin de kompleks vektor demetleri
icin bir sinif tammmlamustir. Hatta Chern gostermistir ki kohomoloji yapismna sahip olan
kompleks Grassmann manifoldlarm1 anlamak reel Grassmann manifoldlarm
anlamaktan daha kolaydir. Chern (Chern, 1946) temel makalesinde Hermitian
manifoldlar1 i¢in karakteristik siniflarmin bazi insaalarini1 vermistir. Makale Obstriction
teori, Schubert degiskenleri diferansiyel formlar, transgresyonlar vb. arasindaki iligki

icin temel olusturur.



2. MATERYAL VE YONTEM
2.1. Temel Kavramlar

Tanim 2.1. 4xB nin bos olmayan her alt kiimesine 4 dan B ye bir bagint1 denir.
A= B ise bagmtiya 4 da bir bagint1 denir.

R, A da bir bagnt1 olsun. (a,b) € Rise a,b ye R ile baghdir denir ve aRb ile
gosterilir. (Callialp, 2009)

Tamm 2.2. R, A da bir bagint1 olsun.

1) Vae A igin aRa, (yansima 6zelligi)
il) aRb = bRa, (simetri 6zellgi)
1i1) bRa ve bRc = aRc gegisme 6zelligi)
ise R ye A da bir denklik bagintis1 denir. (Callialp, 2009)

Tanim2.3. R ,A da bir denklik bagintis1 olsun. Bir a€ 4 nm denklik smifi

a= {b €A :bRa} ile tanimlanir. Biitiin denklik siniflar1 kiimesi A/ R ile gosterilir ve
boliim kiimesi olarak adlandirilir. (Callalp, 2009)

Tamim2.4. G bos olmayan bir kiime ve * G de bir ikli islem olsun. (G,*) cebirsel

yapis1 asagidaki aksiyomlar1 sagliyorsa bir grup denir.
Gl1: *,G de bir ikili iglemdir.

G2: * iseminin G de birlesme Ozelligi vardir. Yani, Va,b,ceG igin,
a*(b*c)=(a*b)*c dir.

G3: * iseminin, G de birim elman1 vardir. Yani, Vae G icin, a*e=e*a=a
olacak sekilde Je € G vardur.

G4: * igsemine gore, G deki her elemanin bir tersi vardir. Yani a € G igin,
a*a”' =a'*a=e olacak sekilde 3a' € Gbulunabilir. (Callialp, 2009)

Tamm 2.5.(G,*) bir grup ve Va,beG igin a*b=b*a degisme Ozelligi de
saglantyorsa gruba, degismeli grup veya Abel grubu denir. (Callialp, 2009)

Tamm 2.6. G bir grup ve H,G nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Eger H,G deki

isleme gore kendi basmna bir grup ise H ye, G nin bir alt grubu denir ve H <Gile
gosterilir. (Callialp, 2009)

Tamm 2.7. (G,.) ve (H,*) iki grup ve f:G — H bir fonksiyon olsun. Va,be G igin
f (a,b) =f(a)*f(D) ise f ye G den H ye bir homomorfizma denir.

(Callialp, 2009)
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Tammm 2.8. Orten, 1-1 bir homomorfizmaya bir izomorfizma denir. Eger G ve
H gruplar1 arasinda bir izomorfizma varsa bu gruplara izomorf gruplar denir ve G = H
yazilir. (Callialp, 2009)

Tanim 2.9. R# < kiimesi lizerinde taniml iki ikili islem + ve . olsun. Asagidaki

aksiyomlar1 saglayan (R,+,.) cebirsel yapisina bir halka denir.
HI: (R,+) bir degismeli gruptur.
H2: -igsleminin R de birlesme 6zelligi vardir.
H3: -igleminin + islemi iizerine sagdan ve soldan dagilma 6zellikleri vardir:
Ya,b,c € R igin, a(b+c) =ab+ac ve (a+b)c =ac+bc.

(Callialp, 2009)

Tanim 2.10. R halkasinda, 0, # a € R elemani i¢in;
ab=0, (veya ba =0, ) olacak sekilde 30, #b e R

bulunabilirse a ya, halkanin sifir boleni, boyle bir b yoksa sifir boleni degildir denir.
(Callialp, 2009)

Tamm 2.11. Sifir bdlensiz bir halkaya tam halka denir. Birimli, degismeli ve sifir
bolensiz (tam) halkaya da bir tamlik bolgesi denir. (Callialp, 2009)

Tanim 2.12. R birimli ve degismeli bir halka ve R —{0 R} =R, ikinci islem - ye gore
bir grup ise R ye bir cisim denir. (Callialp, 2009)

Tanim 2.13. Rbir tamlik bolgesi olsun. ml, =0, olacak sekilde bir m >0 tam sayis1

varsa boyle m lerin en kiigligline R nin karakteristigi denir. Eger bu 6zellikte higbir
m >0 bulunamiyorsa R nin karakteristigi sifir denir. (Callialp, 2009)

Tanim 2.14. R bir halka ve & # I — R olsun.

i) Va,bel igin a—bel ve
i) Yael ve VreR icin, rael (veya arel)
Ise I ya R ninsol (veya sag) ideali denir.

Hem sol, hem de sag bir ideale iki tarafli ideal veya kisaca ideal denir. Idealin
tanimindan, idealin bir alt halka oldugu anlasilir. (Callialp, 2009)

Tamm 2.15. R ve S tamlik bolgeleri verildiginde, R den S ye 1-1 bir homomorfizma
bulunabiliyorsa R, S icine gdmiilebilir veya S, R nin bir genislemesidir denir.
(Callialp, 2009)



Tanim 2.16. Eger K, bir L cisminin alt cismi ise , 0 zaman (L,K ) sirali ikilisi, bir

cisim genislemesidir. Ve
L/K

olarak yazilabilir. K tlizerinde vektor uzayi olarak L nin boyutu
[L:K]

olarak yazilir. Bu boyutun sonlu oldugu durumda L/ K genislemesinin kendisine sonlu
denir. (Pierce, 2018)

Tammm 2.17. Bos olmayan bir ciimle 4 ve bir K cismi Ustiinde bir vektor uzayr V

olsun. Asagidaki dnermeleri dogrulayan bir

fiAXA—V
fonksiyonu varsa 4 ya V ile birlesen bir afin uzay denir:
(Al). VP,Q,Re A igin f(P,0)+ f(OQ,R)= f(P,R)

(A2). VPe A ve VaeV igin f(P,Q)=a olacak bicimde bir tek O € 4 noktasi vardir.
(Hacisalihoglu, 1998)

Tanim 2.18. V', sonlu boyutlu bir reel vektor uzay olsun. Bir

v VxV —>R
fonksiyonu asagidaki kosullar1 saglarsa y ye V' iistiinde bir i¢ ¢arpim denir.

(1) w bilineer formdur:
Va,,a, € R ve Vx,,x,,y,,,,X,y+ €V icin
v(ax +ax,,y)=ay(x,y)+ay(x,,y),
v (x,ay,+a,y,)=ay(x,y)+ay(xy,).

(i) w simetrik formdur:

v(x,y)=w(y.x) , Vx,yel.

(1)  y pozitif tanimhidir:
l//(x,y)ZO , Vxevl,
t//(x,y):0<:>x:0.

(Hacisalihoglu, 20006)

Tamm 2.19. Bir reel afin uzay Ave Aile birlesen vektor uzayi da V' olsun. V' de bir

i¢c carpim iglemi olarak



< , > VxV—R

(x,y)—)(x,y} = Zn:‘xiyi

i=1

{x=(x1,...,xn)
Y= )

Oklid i¢ ¢arpimi tanimlanirsa bu islem yardimi ile 4 da uzakhik ve ag1 gibi metrik

kavramlar tanimlanabilir. Béylece A afin uzayda yeni bir ad olarak Oklid uzay: admn1
alir. (Hacisalihoglu, 1998)

Tamm 2.20. X bir ciimle olsun. X in alt climlelerinin bir koleksiyonu 7 olsun. X
iizerindeki bir topoloji adini alir:

(T)). X, Der,

(T2). V4,4, et=>4 N4, er,

(T3). A er,iel, UAZ. ET

iel
(Hacisalihoglu,1998)

Tamm 2.21. Bir X cilimlesi ve iizerindeki bir 7 topolojisinden olusan (X,7) ikilisine

bir topolojik uzay denir. (Hacisalihoglu,1998)

Tanim 2.22. X ve Y birer topolojik uzay olsunlar. Bir

f: X—>Y
fonksiyonu siirekli ise ve f~' tersi var ve f~' de siirekli ise / ye X den Yye bir
homeomorfizm (Topolojik doniisiim) denir. (Hacisalihoglu,1998)
Tanim 2.23. X bir topolojik uzay olsun. X in P ve Q gibi farkl noktalari i¢in, X de,
sirastyla, P ve Q noktalarmi igine alan 4, ve 4, acik alt ciimleleri 4, N4, =<

olacak bicimde bulunabilirse X topolojik uzayma bir Hausdorff uzayr denir.

(Hacisalihoglu,1998)

Tamim 2.24. M bir topolojik uzay olsun. M i¢in asagidaki onermeler dogru ise M bir

n-boyutlu topolojik manifolddur denir:

(M1). M bir Hausdorff uzaydir.

(M2). M nin herbir agik alt cimlesi E" e veya E" in bir agik altcimlesine
homeomorftur.



(M3). M sayilabilir ¢oklukta acik climlelerle ortiilebilir.( Hacisalihoglu,1998)

Tamm 2.25. M bir n- boyutlu topolojik manifold ve U da M nin bir agik climlesi
olsun. Eger U bir w homeomorfizimi ile E" nin bir W agik altciimlsine

eslenebiliyorsa:

W U homeomorfizm W En

(U,y) ikilisine M de bir koordinat komsulugu(harita) denir. peU igin y(p)eE"

dir ve
l//(p)=(xl(p),...,xn (p)), xi(p)eIR{, 1<i<n,

dir. Burada x,(p) reel sayisima  (p) noktasinn i-yinci koordinati ve x,:U —R

fonksiyonuna da koordinat fonksiyonu denir.(Hacisalihoglu, 2006)
Tanmim 2.26. M bir n- boyutlu topolojik manifold ve M nin bir agik Ortiisii {Ua}
olsun. U, agik ciimlelerinin g indislerinin ciimlesi A4 olmak tizere {Ua} ortiisti i¢in

{U,} aeAyazalim. E"de U, ya homeomorf olan bir agik ciimle E, ve

homeomorfizm

y, U, —homeonofin_y pr

olsun. Koordinat komsuluklarinin {(Ua,l//a)}a € A koleksiyonuna bir atlas (veya bir

koordinat komsulugu sistemi ) denir.(Hacisalihoglu, 2006)
Tamim 2.27. M bir n- boyutlu topolojik manifold ve S = {(Ua,l//a)}a €A de M nin

bir atlasi olsun. Eger § atlasi1 agsagidaki 6zellige sahip ise § ye C',r>1 smifindandir

denir:U, NU, # ¢ olmak lizere Va, f € 4 igin

b =V, oWy :'//ﬂ(Ua mUﬂ)_)'//a (Ua mUﬂ)
Ve
b =Vsow, v, (U,nU,) >, (U,NU,)

fonksiyonlart1 C” sinifindandir. Eger S atlast M iizerinde C’ smifindan ise S ye M

tizerinde bir C’ smifindan diferansiyellenebilir yap1 denir.(Hacisalihoglu, 2006)

Tanim 2.28. M bir n- boyutlu topolojik manifold ve M nin S atlas1 C” smifindan
olsun. O zaman M ye bir n- boyutlu diferansiyellenebilir manifolddur denir. Eger S



atlast  C"smifindan ise M ye bir n- Dboyutlu analitik manifolddur
denir.(Hacisalihoglu, 2006)

Tanim 2.29. V' vektor uzayi ile birlesen bir afin uzay 4 olsun. Pe 4 ve vel igin

N
(P,v) swali ikilisine A4 afin uzaymin Pnoktasindaki bir tanjant vektorii denir.

(Hacisalihoglu,1998)

Tanim 2.30. {T W (P),®,R, +,.,®} vektor uzayma, A4 afin uzayinin P e 4 noktasindaki

tanjant uzay1 denir ve kisaca 7,(P) ile gosterilir.( Hacisalihoglu,1998)

Tamm 2.31. g € R” olsun. veR" olmak iizere ¢ noktasindan ¢+v noktasma giden
yonlii dogru pargasini, g noktasinda, v teget vektorii diye adlandiracagiz ve v,

biciminde gosterecegiz.

g noktasindaki biitliin teget vektorlerin kiimesi Tq(R”) ile gosterecegiz.
Tq(R”) kiimesinde toplama islemi, v, +w, =(v+w)q esitligiyle tanimlanir. Skalerle

¢arpma islemi, A € R i¢in v, = (ﬂv)q esitligiyle tanimlanir.

v, +w, teget vektori, g noktasidan q+(v+w) noktasma giden yonli dogru

parcasidir.

Av, teget vektorl, ¢ noktasindan g+ Av noktasina giden ydnli dogru

parcasidir.

T, (]R") kiimesi yukarida tanimlanan islemlere gére R cismi iistiinde bir vektor

uzayidir. Boylece elde edilen Tq(R”) vektor uzayma, R" uzayinm ¢ noktasmdaki

teget uzayi denir.(Sabuncuoglu, 2010)

Tanm 2.32. f€C”(q) ve v, T, (R") olsun. y(¢)=g+1v esitligiyle verilen

y:R—>R"

fonksiyonunu goz oniine alalim. f oy fonksiyonunun sifir noktasindaki tiirevine, f
fonksiyonunun v, yoniindeki tiirevi denir ve v, [ f ] bi¢iminde gosterilir. (Sabuncuoglu,
2010)



Tamm 2.33. U, R"uzaymin acik bir alt kiimesi olsun. U nun her bir ¢ noktasina,
g noktasinda bir teget vektor karsilik getiren bir fonksiyona, U {istiinde bir vektor alani

denir. (Sabuncuoglu, 2010)

Tamim 2.34. M bir manifold ve X ile Y de M iizerinde diferansiyellenebilir vektor

alanlari olsunlar. X ve Y nin Lie braketi olarak [X Y ] vektor alani:

[]: X (M)xX(M)—> X (M)
(X.y)  [X.Y]

VpeM i¢in
[x.7],(f) =X, (¥)-Y, (XF)

seklinde tanimlanir.

Bu operatoriin 6zellikleri sunlardir:

(1) [X Y ] vektor alan1 M lizerinde diferansiyellenebilirdir.
(i) /,geC"(M,R) ise
[7x.e¥]= g [X. Y]+ 7 (X[g])¥ ~g(¥[/]) &
(i) [X.Y] =-[1r.X] .
([[X.¥].2] +[[v.Zz] X |+[[2,X]Y]=0, VX.Y,Zex(M)

Bir vektér uzayinda (iii) ve (iv) Ozelliklerine sahip olan bilineer operasyon
tanimlanirsa bu vektor uzayina bir Lie Cebiri denir.(Hacisalihoglu ,2006)

Tanim 2.35. Reel sayilar cismi listiinde, r tane vektor uzay, v,,v,,...,v, olsun.

fivxv,x.xv —>R
fonksiyonu, 1<i<r,i¢in u,,v, €V, ve a,b R olmak iizere,

F (Voo Vi, au, +bv, v .00, ) =

af (Viseoos Vi s Ui Vit ooV, ) B (Vs Vi, Vs,

olarak tanimli ise f ye r-lineer fonksiyonu denir. Buna gore, f r-lineer ise her bir v,

ye gore lineerdir. Ozel olarak , »=2 ise f ye bir bilineer (2- lineer) fonksiyon denir.
(Hacisalihoglu, 1998)
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Tamm 2.36. V bir vektdr uzay1 ve ¥ da V vektor uzaymin dual uzayr olsun. Bu

durumda

m tane n tane

P VXV . XVXV ' xV ' x.V —>R

. * * * .
ile tanimlanan ve 4,4, R, v,,v,,..,v, €V ve v, ,v,,..,v, olmak iizere

m

¢(v1,...,/11vk +22v,;,...) = ﬂ1¢(v1,...vk,...)+/12¢(v1,...,v}{,...)

sartin1  saglayan ¢ dOniisimiine m. mertebeden kovaryant ve n. Mertebeden

kontravaryant tensdr ad verilir. Burada v,,v, €V (veya V") dir.(Sahin, 2012)
2.2. Yiizeyler iizerine

Tamm 2.37. U, R* uzaymnm irtibath bir agik alt kiimesi olmak iizere ¢:U — gD(U )

doniisiimii bir homeomorfizm ise (o(U ) kiimesine, R* uzayinda bir basit yiizey denir.

M , R’uzaymmn bir alt kiimesi olsun. M nin her bir p noktasi i¢in pe@(U)
ve p(U)c M olacak sekilde bir ¢(U) basit yiizeyi bulunabiliyorsa M kiimesine,
R*uzaymda bir yiizey denir. (Sabuncuoglu, 2010)

Tamm 2.38. M bir ylizey olsun. M nin her iki p ve g noktasii¢in p ile g noktalarm

birlestiren ve M icinde bulunan en az bir egri varsa M yiizeyi irtibathdir, denir.

(Sabuncuoglu, 2010)

Tamm 2.39. S lincer doniigimiiniin determinantina, M yiizeyinin p noktasindaki
Gauss egriligi denir ve K ( p) ile gosterilir.
S, lineer doniigiimiiniin izinin yarisina, M yiizeyinin p noktasindaki ortalama
egriligi denir ve H ( p) ile gosterilir. (Sabuncuoglu, 2010)
Tamm 2.40. S, E’ de bir yiizey, y:I—>S birim hizh bir egri ve
T € T 1 .
7"(s)=7"(s) +7"(s) olsun. H}/"(s) szg ve H;/"(s) H=kn ile k, ve k, ye sirastyla

y egrisinin jeodezik ve normal egriligi denir.(Gray, 1939)
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Tamm 2.41. M ylizeyinin ortalama egrilik fonksiyonu sifir ise bu yiizeye minimal
yiizey denir. (Sabuncuoglu, 2010)

Tamim 2.42. V', n>1 boyutlu reel vektor uzayi ve g:V' xV — R bir genellestirilmis i¢

carpim olsun. {el,ez,...,en} V' nin bir ortonormal tabani olmak iizere V' de

g(el.,el.):<ei,ei>=—l (i=l,...,n)
olan e, lerin sayisma g nin indeksi denir. (Naber, 1992)

Tamm 2.43. M bir C* manifold olsun. p € M noktasindaki tanjant uzay 7, M olmak

uzere

g, I MxT M—>R
(X Y) —>gp(X Y)

p>7p p>7p

bi¢ciminde tanimli sabit indeksli, simetrik, bilineer, non- degenere (0,2) tensoriine M
iizerinde bir metrik tensor denir (O’Neill, 1983)

Tanim 2.44. M bir C* manifold olsun. A bir g metrik tensor ile donatilmissa, M

ye bir semi-Riemannian manifoldu denir (O’Neill, 1983).

Tanmm 2.45. Bir M Semi-Riemannian manifoldu iizerinde g metrik tensoriiniin

indeksine semi-Riemannian manifoldun indeksi denir ve indM ile gosterilir.

Eger indeks v ise 0<v<boyM dir. Ozel olarak, v=0 ise Vpe M igin g,, I,M

iizerinde pozitif tanimh bir i¢ ¢arpim oldugundan, M bir Riemannian manifoldu olur.

v=1 ve n>2 olmasi durumunda ise, M ye bir Lorentz manifoldu denir (O’Neill,
1983).

Tamm 2.46. V sonlu boyutlu reel vektor uzayi, V' iizerindeki simetrik bilineer form

b:VxV—->R
R -bilineer fonksiyonu olsun. V' {izerinde taniml1 b simetrik bilineer formu

(i) v#0 iken b(v,v) > O[< 0] pozitif [negatif] tanimlidir,

(ii) vweV iken b(v,w)=0 sarti sadece v=0igin saglaniyorsa nondegeneredir
denir (O’Neill, 1983).
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Tanim 2.47. M bir Semi-Riemannian manifoldu olsun. X , €T, M olmak tizere,

i) g, (XP,XP) >0 veya X, =0 ise X, vektoriine spacelike,

i) g, (X 0 X p)< 0 ise X, vektortne timelike,

i) g, (X,.X,)=0,X,20 ise X, vektorine lightlike (null)
denir(O’Neill, 1983).

2.3. Gram Matrisi ve Gram Determinanti

R" de {xl,...,xk} keyfi vektorler sistemi verilsin.

Tanim 2.48. iki vektdr arasinda tanimlanan i¢ carpim <> olmak tizere,

() e ()

G(x,,...x, )=

(xox) o (xox)
matrisine {x,,...,x,} sisteminin Gram matrisi denir.(Incesu, 2008)
Tanim 2.49. Gram matrisinin determinantma {xl,...,xk} sisteminin ~ Gram

Determinanti denir ve det G(x,,...,x, ) ile gdsterilir. (Incesu, 2008)

Simdi, {x,,...x,} R" debir vektdr sistemi olsun.

X =(%,,--%,) Xy Xy e Xy

X, :(le,...,x2n) X, Xy X,

olmak iizere, matrisini  ||x,,....x,

X, = (xkl,...,xkn) X, X, X,
ile gosterelim.

Onerme 2.50. x,,...,x, ve ,,..,», , R" 6klid uzayinda vektdrler olsun. Bu takdirde,

<x1,.y1> = <xl,.ym>

oy,
<xk’J’1> <xk’ym>

dir. Burada, x,,...,xk” matrisi, xl,...,ka matrisinin transpozudur. (Incesu, 2008)

matrisinin

R" de {xl,...,xn} sistemini gdz Oniine aldigimizda ||xl,...,xn

determinantint [x,....,x,] ile gdsterelim. (Incesu, 2008)
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<x1’J’1> <xn’y1>
Sonug : [xox, ] [vooy]=| :
<‘x1’yn> <xn’yn>
dir. (incesu, 2008)
Sonug: x,,...x, €R" icin detG(x,...x,)= [x,...x,]

dir. (incesu, 2008)
Onerme 2.51. x,,...,x, € R" olsun.

1) detG(x,,...,x,)>0, Vx,..x, eR" ;

2) detG(x,...x,)=0 < {x,..x,} sistemi lineer bagimlidir.
(Incesu, 2008)
Onerme 2.52. x,y e R” igin

1) [(xy)| <] dir ( Schwarz Esitsizligi )

2 (%) =]xJy| dir. < xvey lineer bagimhdur.
(Incesu, 2008)
2.4. Bir Grubun Bir Ciimle Uzerindeki Etkisi

Tamm 2.53. (G, *) bir grup, X bir ciimle ve GxX ={ (g,x); g€qG,x EX} olmak

iizere @:GxX— X donisiimii verilsin. Eger,

1. go(gl,(o(gz,x)):go(g1 *g,,x), Vg,g,€G veVxelX;

2. ¢(ex)=x, VxeX ve e,G ninbirim eleman,
ise ¢ doniistimiine G grubunun X ciimlesi iizerindeki etkisi denir. Bu etkiyi G: X ile
gosterecegiz. ¢(g,x) ifadesini de gx ile belirtecegiz. (Incesu, 2008)
Ornek : G=LB(l)= {/1 eER: A+ 0} ciimlesini alalim. Bu ciimlede ikili islem olarak
reel sayilardaki ¢arpma islemini alalim. Bu isleme gore G bir gruptur. G grubunun X =
R reel sayilar climlesi iizerindeki G: X etkisini, g€ G reel sayisinin xR reel

sayist ile carpimi olarak alalim. Yani,
0:GxX—>X
(2, X)——¢(g,x) =gx
olsun. Bu bir etkidir. Ciinki,
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L o(g.0(g.x))=0(g.8.x)=0(g,8,.x), Vg.g G veVxeX;

2. ¢(Lx)=lx=x, VxeX ve 1 e G birimeleman,

dir. (Incesu, 2008)

.. A0
Ornek : G=LH(2)= {(0 /1],/1 >0,4 € R} matrisler ciimlesini alalim. Bu ciimle,

matrislerin ¢arpma islemine gére bir gruptur. G grubunun X = R* iizerindeki G : R

L 40 X, )
etkisini, g = ve x = olmak tizere,
0 2 X,

¢:GxR* >R’
(gs X)—q))(p(g,X) =gX

yani g matrisinin x siitun matrisi ile ¢arpimi olarak tanimlayalim. Gergekten bu bir

. A, 0 A, 0 X, 5.
etkidir: Her g, = , g, = € ve x = € R” i¢in,
tkidir: Her g, 0 2 g, 0 4 G . R

1 2 2

1. w(gl,co(gpx»:(ﬂ(& ;(: J(/})Z ZIQDZ({& zJ(jﬁD:(jﬁﬁj
A6 Al 2N
= p(g,2,,%)

1 0) x, X, X, 5 1 0 ..
2. go(l, x) = = ;o Vx= eR” v 1= € G birim eleman.
0 1Ax, X, X, 0 1

dir. (Incesu, 2008)
Ornek : G bir grup olmak iizere, ¢, =G:X, ve ¢,=G:X, de G grubunun
verilen X' | ve X, cumleleri tizerindeki iki etkisi olsun.
X xX, ={(x,,x,):x, € X,,x, € X,} olmak iizere
9:Gx(XxX,) > XxX,
(g,(xl,x2 ))L)(P(&(lexz )) = (‘Pl (2.%,).9,(g.x; ))
dontisiimil de bir etkidir. Bu etkiyi ¢ = G : X,xX, ile gosterecegiz. Simdi bunun bir etki

oldugunu gosterelim: ¢, ve ¢, birer etki olduklarindan,
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L. cp(gl,cp(gz,(xl,xz)))ﬂp( (01(22%).0,(22,%,))) = (21, (9, (2%, 95 (5 %,)))
)

%))

g1 (P1 824 ) ¢, (gl’(pz (gz

( 818> x1 (Pz 818> xz))
¢

(glgz (xl xz))
2. ole(x.x,))=(¢(ex,).0,(e.x,)) =(x.x,) 5 V (x,x,) € X;xX, ve e & G birim eleman.

(incesu, 2008)
Ornek : G=LB(1) olmak iizere, ¢, =G:R oyleki ¢, (r,x)=rx ve @, =G:R
oyleki ¢, (r,x)=r’x verilsin.  R>=RxR={(x,,x,):x, € R,x, € R} olmak iizere
¢:GxR* > R?
(r,(xl,xz))L)(p(r,(xl,xz))=((p1 (r.x,), 0, (r’xz))
doniigiimii de bir etkidir. Simdi bunun bir etki oldugunu gosterelim: ¢, ve ¢, birer
etki olduklarindan,
Lo o(r.0(n(x.%)))=0(%. (0. (5.%).0: (15.%,)))
=o(n(nx.n'x,))
:(%(szl)’(”z(’”l’rzzxZ))
= (. 571, )

:(o(ﬁ’ﬁa(xl’xz))
2. qo(e,(xl,xz))=(¢)1(e,xl),(02(e,x2)) =(x,x,); ¥V (x,x,) € XxX, ve e e G birim eleman.

dir.(Incesu, 2008)

Bir ¢:GxX —> X doniisiimiiyle verilen bir etkide geG elemanmi segip
sabitledigimizde

0:GxX—>X

(2, X)——0(g,x) = gx

doniisiimii

o(g,.): X—>X

x—2 (g, x) = gx

doniisiimiine indirgenmis olur.
Tamm 2.54. G bir grup olmak iizere , ¢, =G:X, ve p,=G:X, de G
grubunun  verilen X; ve X, ciimleleri iizerindeki iki etkisi olsun. Eger,

JF : X, ——>X, birebir ve 6rten doniisiimii,
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X, L X,

o, (g.)4 v o,(g.)

X, —> X,
diyagrami degismeli olacak sekilde yada Fog, (g,.) =@, (g,.)o F esitligini saglayacak
bigimde bulunabilirse ¢ ve @, etkilerine denktir denir. (Incesu, 2008)
Ornek : G=LH(2) olsun. G grubunun X, ={(x,y): y>x}c R* ve

A 0
X, = {(x, y)ix> y} — R* ciimleleri iizerindeki etkileri A = [O }J olmak tizere

¢, :GxX, =X,
(s Yt YO

0,:GxX, > X,

tos=((o S} oeeen=(5 )Gl

olarak verilsin. Bu durumda bir F:X, > X, doniisimii olarak F(x,y)=(y,x)

Ve

almabilir. F, birebir ve Orten bir doniisiimdiir. Buna gore;

X, X X,

o (2.)4 v ,(4.)
X —> X

(F o9, (2.))x.9) = Flgy (2. )x. »)) = Flo, (4, (x, ) = F(Ax, Av) = (47, 2x)
Ote yandan

((2.)0 F)ax, y) = 0,(2.NF (2, 7)) = 0, (2. )y.x) = 0, (2. (v.x)) = (A, Ax)
olur. Boylece bu diyagramin degismeli oldugu goriiliir. Buna gore bu iki etki denktir.
(Incesu, 2008)
Ornek : G=LB(1) alahm. X, = X, = R olsun. Bu etkileri

0, :GxX, =X, Q,:GxX, > X,

A, x)—2—> @, (A, x) =AX v (A, X) —2—>0, (LX) =1*x

bigiminde tanimlayalim. Bu etkiler denk etkiler degildir. Simdi varsayalim ki bu etkiler

denk olsun. O halde birebir ve 6rten bir F': R — R doniisiimii vardir 6yle ki
F(p,(4,x))=0,(1.F(x))
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dir. O halde F(Ax)=A’F(x) olmalidir. Buna gore F(Ax)=F(—-Ax) dir. Ancak

x#0 igin Ax#—Ax dir. Bu durum F nin birebir olmasiyla ¢eligir. Dolayisiyla bu
etkiler denk degildir. (Incesu, 2008)

2.5. G- Denk Noktalar ve G- Yoriinge

Tammm 2.55. G bir grup ve @=G:X etkisi verilmis olsun Eger V he H ve
VgeG i¢in ghe H ise Hc X altcimlesine G-invaryant altciimle denir.

Bu tanimda H olarak H = {xo } c X alindiginda Tanim 2.55. e gore; Vg € G i¢in
gx, =X, ise bu x, noktasma G-invaryant nokta denir. (Incesu, 2008)
Tanmim 2.56. G : X verilsin. Bir x € X noktasi i¢in

Gx = {gx 1 g€ G}
climlesine x elemaninin G- ydriingesi denir. (Incesu, 2008)
Ornek : G = LB(1) olsun. G grubunun X =R iizerindeki etkisi

¢:GxR >R

(r,x) —2>@(r,x) =1X

olsun. Bu etkiye gore bir » € R noktasmin G- yoriingesi

Gr o { 0, r=0
R- {O} , r=0

dir. (Incesu, 2008)
Ornek : G=B()= {F:F(x) =Ax+b , 2#20,1,b,xe R} olsun. G grubunun X =R
iizerindeki etkisi £ € R olmak lizere,

¢, :GxR >R

(r,x) ——>o(r,x) =rx+k

olsun. Bu etkiye gore keyfi bir » € R noktasmnin G- yoriingesi

Gr={p(g.r): g B()}=R
dir. (Incesu, 2008)
Onerme 2.57. G:X etkisi verilmis olsun. Keyfi x € X elemanmin G- ydriingesi bir
G-invaryant altciimledir. (Incesu, 2008)
Ispat: x € X elemaninin G- ydriingesi Gx = {gx 1 ge G} dir. Simdi Gx < X in bir G-
invaryant altclimle oldugunu gosterelim. Bunun i¢in her yeGx ve her g€ G icin

gy € Gx oldugunu gostermeliyiz. y € Gx oldugundan 3g, € G dyleki y=g,x dir.
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Buna gore gy = g(glx) yazabiliriz. Etkinin tanimindan g(glx): (ggl )x dir. G bir
grup ve g*=gg, € G oldugundan gy =g*x e Gx dir. (Incesu, 2008)

Onerme 2.58. G: X etkisi verilmis olsun. Keyfi bir x € X elemaninin G- ydriingesi
Gx olmak tlizere Gx -in kendisinden farkli G-invaryant altcimlesi yoktur.

(Incesu, 2008)

Ispat: H < Gx alalm ve H, G-invaryant altciimle olsun. A =Gx oldugunu
gosterelim. e, G nin birim eleman1 olmak ilizere x =ex ve e e G oldugundan x € Gx
dir. ye H olsun. Butakdirde 3g, €G oyleki y=gxe H dir. H, G-invaryant
altctimle oldugundan her geG igin gy= g(glx)e H dir. O halde g = gl_l icin de
dogrudur. Dolayisiyla, gy= gl_1 (glx): (gl_lgl}c: xeH dir. xeH ve H, G-
invaryant altciimle ve her geG icin gxe H oldugundan Gx — H dir. Buradan
Gx = H elde edilir. (Incesu, 2008)

Burada bu O6nerme ile su gosterilmis oldu: bir G-invaryant altciimle eger bir
noktay1 kapsiyorsa onun yoriingesini de kapsamaktadir ve bir elemanin kendisini igeren
en kiigiik G-invaryant altciimle o elemanin yoriingesidir. Yani bir xe X i¢in x 1
kapsayan en kii¢lik G-invaryant altclimle Gx dir.

Sonu¢: Keyfi a e Gx icin Ga =Gx dir.

Ispat: Ga — Gx altciimlesi, Onerme 2.57. e gore, Gx’ in invaryant altciimlesidir. Bu
takdirde, Onerme 2.58. e gére, Ga = Gx dir. (Incesu,2008)

Onerme 2.59. G bir grup ve G:X etkisi verilmis olsun. x,yeX (x#y)

noktalarinin yoriingeleri Gx ve Gy ler olmak tizere Gx( Gy #J ise, Gx =Gy dir.
Bagka bir ifade ile Gx # Gy ise Gx[\Gy =@ dir. (Incesu,2008)

Ispat: Varsayalim ki Gx(N\Gy#@ olsun. Bu takdirde aeGxNGy elemani
mevcuttur. Yukaridaki sonuca géore Ga=Gx ve Ga=Gy dir. Dolayisiyla Gx =Gy
dir. (Incesu, 2008)

Tamm 2.60. G bir grup ve G: X etkisi verilmis olsun. Eger, 3g € G dyleki x, = gx,

ise x,,x, € X noktalarma G-denk noktalar denir. Bu noktalarm G- denk olmasi

G .
x,~x, seklinde gosterilir. (Incesu, 2008)
Tanim 2.61. X de {xl,xz,...,xk} ve {yl,yz,...,yk} noktalar sistemi ve G: X etkisi

verilmis olsun. Eger bir ge G, i=12,....,k i¢cin y, = gx, olacak bigimde bulunabilirse
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{x.%,...x,} ve {»,»,,...y,} noktalar sistemine G- denk denir ve

G
(X, %0 X, f e { V1> V20w v} seklinde gosterilir. (Incesu, 2008)
Onerme 2.62. Noktalarin G- denklik bagmtisi bir denklik bagmtisidir. (Incesu, 2008)

G
Ispat: 1. x, ~x, dir. Ciinkii e, G nin birim elemani olmak lizere x, = ex, dir.

G
2. x,~x, olsun. Bu takdirde bir geG vardr oyleki, x, =gx, dir. Bu

G
durumda g'x, =(g"'g)x, =x, olacagindanx, ~x, dir.

G G
3. x,~x, ve x,~x, olsun. Buna gore bir g, € G vardir, dyleki x, = g,x, dir

ve bir g, €G vardir oyleki, x; =g,x, dir. Ohalde x,=g,(gx)=(g,g)x ve

G G
2,8, € G oldugundan x, ~x, dir. Dolayisiyla ~  bagmtis1 bir denklik bagintisidir.
(Incesu, 2008)

G
Boylece bir elemanin ~ bagmtisina gore denklik smiflari o elemanin G-

G
yoriingeleridir. Bu ~ bagintis1 ciimlenin elemanlarimi arakesitleri bos olan denklik

smiflarina ayirmaktadir.

Cizelge 1. X Kiimesinin elemanlarinin G denklik bagintisina gore yoriingeleri
2.6. G- invaryant Fonksiyonlar ve G-denklik Problemi
Tanim 2.63. G bir grup, f : X — R fonksiyonu ve G: X etkisi verilmis olsun. Eger,
xgy oldugunda f(x)=f(y) iseyada VgeG ve Vxe X icin f(gx)= f(x) ise f

fonksiyonuna G- invaryant fonksiyon denir. (Incesu, 2008)

Ornek : G = SO(l) alalim. G- invaryant polinomlarin nasil olduklarina bakalim. P(x)
bir G- invaryant polinom olsun SO(1)= {l} oldugundan P(lx)=P(x) dir. Yani

P(x) = P(x) olur ki bunun anlami tiim polinomlar SO(1)- invaryanttur.
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Ornek : G = O(1) olsun. G- invaryant polinomlarin nasil olduklarmna bakalim. P(x)
bir G-  invaryant polinom olsun O(1)={-11} oldugundan dolayi, P(lx)=P(x) ve
P(—1x) = P(x) dir. Yani P(—x) = P(x) bulmak yeterlidir. O halde
P(x)=a, +ax+a,x’ +..+a,x"
bi¢iminde bir polinom i¢in P(-x) polinomu ise
P(—x)=a, —a,x+a,x" —...+(=1)"a,x"
olur. Bu iki polinomun esit olmasindan a, =a; =a; =...=a,,,, =0 elde edilir. O
halde O(1) invaryant polinomu
P(x)=a, +a,x’ +...+a, x"
bi¢imindedir. (Incesu, 2008)
Tamm 2.64. G bir grup, H < G bir altgrup ve f, R" de tamimli bir reel fonksiyon
olsun. Bir A(h), he H, reel fonksiyonu igin
fhx)y=A(h)f(x), YVhe H, VxeR"
ise, f’ ye nispi invaryant fonksiyon denir. A(%4) fonksiyonuna da f nin ¢arpani denir.
xeR" ve h, ,h, e H olmak iizere f, 4 ¢arpanina sahip bir nispi invaryant
fonksiyon olsun. Bu durumda,
f((h1h2 )x) = f(hl (hzx)) = ﬂ’(hl )f(hzx) = ﬂ’(hl )/I(hz )f(x)
ve
£ (1, Jx) = Ay ) f ()
oldugundan her iki tarafin esitliginden ve f (x) #0 ise, keyfi ,h, € H i¢in
Anhy )= 2(h,)A(Ry)
elde edilir. (Incesu, 2008)
Onerme 2.65. H — B(n) bir altgrup ve £, H- invaryant rasyonel fonksiyon olsun. Bu

durumda f,
P(x)
O(x)

olacak sekilde carpanlar1 esit iki nispi invaryant polinomun bdliimii bi¢iminde

f(x)=

, O #0

yazilabilir. (Incesu, 2008)
Ispat:  f(x) , H- invaryant oldugundan Vi e H ig¢in f(hx)= f(x) dir. f rasyonel

fonksiyon oldugundan, P ve Q aralarinda asal polinomlar olmak iizere
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_P()
f (x ) o Q ( x)
seklinde yazilabilir. Buradan
P(hx) P(x)
hx) = = =
T = 0 o~

dir. Bu esitlikten,
P(hx).Q(x) = P(x).Q(hx)

elde edilir. P(x) ve O(x) polinomlar: aralarinda asal ve

O(x)

oldugundan Q(Ax) , O(x) polinomuna boliinecektir. Yani, bir ¢(x,4) polinomu
mevcut 0yleki, Q(hx) = o(x,h)O(x) olacaktir. Polinomlarin esitliginden her iki tarafin
derecesi esit olacaktir. Bu durumda ¢(x,%4) polinomu sadece h ye bagli olmalidir. O
halde

O(hx) = p(MQ(x)
dir. Bu esitligi yukarida yerine yazarsak,

Py~ POMOR)
o)

olacagindan

P(hx) = p(h)P(x)
dir. (Incesu, 2008)
Tim bir bilinmeyenli reel katsayili G- invaryant polinomlarin ciimlesini R[x]G ile, tim
bir bilinmeyenli reel katsayili G- invaryant rasyonel fonksiyonlarin climlesini de
R(x)° ile gosterecegiz.
Tamm 2.66. K bir cisim ve K iizerinde toplama, ¢carpma ve skalerle ¢arpim islemleri

tanimlansin. Eger

1- (K s+, - ) degismeli, birimli halka;

2- (K ,+, A ) R 1izerinde vektor uzayi;

3-Va,beK veVAeR i¢in A(a-b)=(Aa)-b=a-(Ab)
ise (K,+,-4-) sistemine R-cebir denir. (Incesu, 2008)

Ornek : Bir bilinmeyenli polinomlarm R|[x] halkas: birimli R-cebirdir.
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Onerme 2.67. R[x]° , R[x] polinomlar R-cebirinin birimli alt R-cebiridir.
(incesu, 2008)
ispat: £,,f, € R[x]° olsun. Vx e R" ve Vg €G igin,

(/i +.1:)(gx) = fi(gx)+ £ (gx) = /i (x) + £, (x) = (/i + /2) (%),

(f £)e)=F(20) - Ale)=40) - AE=(h L)),
A € R olmak iizere,

(A Ngx) = A (gx) = 4 (x) = (4 ()
ve 1(x)=1¢ R[x] birim eleman i¢in

(1 Ngx) =1gx).f(gx)=1./ (x) = /(x)
oldugundan f, - £, , f,.f, » A.f ,1eR[x]°dir. Yani, R[x]° , R[x] in birimli alt R-
cebiridir. (incesu, 2008)

2.7. Afin Manifoldlar ve Zarisski Topolojisi

R", n- boyutlu reel vektdr uzayi olsun.

Tanim 2.68. Eger bir {f,(x),z € T} ailesi, f,(x)e R[x] olmak iizere bulunabiliyorsa
Xz{xeR" .’ﬁ(x):O,VreT}cR"

alt ciimlesine R " nin bir afin manifoldu denir. (Incesu, 2008)
Ornek : R de keyfi bir sonlu altciimle bir afin manifolddur. Yani,
X ={r.,ry,...v, } C R bir afin manifolddur. Ciinkii,
X = {x ER: (x -7 )(x -7, ) = O} C R yazlabilir. (Incesu, 2008)
Onerme 2.69. X, R de bir afin manifold olsun. Bu takdirde X =R veya X =& yada
X, R nin sonlu bir alt ciimlesidir. (Incesu, 2008)
Ispat: (Sagiroglu, 2002)

Ornek : n =2 durumunda iki degiskenli polinomlarm sifir yerleri olarak
X :{(x,y) eR*: f(x,y)=ax+by+c= 0}
climlesini alalim, burada a,b,c€ R sabit sayilar olsun. Bu ciimle diizlemde bir

dogrudur. Dolayisiyla keyfi dogru diizlemde bir afin manifolddur.

Onerme 2.70. Herhangi sayida afin manifoldlarm arakesiti de bir afin manifolddur.
(incesu, 2008)

Ispat: (Sagiroglu, 2002)

Onerme 2.71. X, X, afin manifoldlar ise X, U X, de bir afin manifolddur.
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Ispat: (Sagiroglu, 2002)
Sonugc : Sonlu sayida afin manifoldun birlesimi de bir afin manifolddur.
Simdi R" deki afin manifoldlarla bir topoloji olusturacagiz. J ile R" deki tiim
afin manifoldlar sistemini gdsterelim.yani,
3= {X : X C R" afin manifold}
olsun. Boylece
Tl) R"€3
T2) Je3
T3) VreTi¢inX, €3 iken ()X, €3

reT

T4) X, X,,..X, €3 icin [ JX, €3

=1
dir. Dolayisiyla 3 sistemi, R" de kapali ciimlelerle olusturulmus bir topolojidir. Bu
topolojiye Zarisski topolojisi denir.

R" deki sonlu sayida noktadan olusan keyfi bir alt climle Zarisski topolojisine gore
kapalidir. Onerme 2.69. a gére n =1 igin R deki Zarisski topolojisine goére R nin kapali

alt ciimleleri ancak R,¢ ve sonlu alt climleleridir. Buna gore R de [O,l] aralhig1 oklid

topolojisine gore kapali olmasina karsin Zarisski topolojisine gore kapali degildir.
Onerme 2.72. R de Zarisski topolojisi Housdorf topolojisi degildir. (Incesu, 2008)
Ispat: Bu topolojiye gore bir noktayi igeren agik ciimle, o noktay ihtiva eden, ancak, R
veya R den sonlu sayida noktanin ¢ikartilmasiyla kalan climledir. x,yeR ve x#y
olsun. x 1 i¢eren agik climle olarak

B(x)= R\ {rl,rz,..., 7, }

m

alalim. Benzer sekilde y i igeren acik ciimle olarak B( y) =R\ {51 3Oy ees O } alalim.

B(x)nB(y)=R\ {rl,rz,..., r, }u{é‘l,é'z,..., 5m}= R\{rl,rz,...,rm,Sl,82,...,8m} # ¢
oldugundan Zarisski topolojisi housdorf topolojisi degildir. (Incesu, 2008)
2.8. Q ve J Operatorleri
Tanim 2.73. K, birimli, degismeli R- cebir ve / < K bostan farkl bir alt ciimle olsun.
1. Va,bel igin a—bel ve
2. Yael ve VseK igin a-sel

kosullar1 saglaniyorsa / ya K nin ideali denir ve / <K bi¢iminde gosterilir.

(incesu, 2008)
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Simdi ¢ ve J operatorlerini tamimlayalim. R[x,,..,x,] polinomlarnm R-
cebirinin ideallerinin ciimlesini L{R[xl,...,xn ]} ile gosterelim.
Tanim 2.74. 9 operatorii :
$:L{R[x,,..x,]} > R"
I >9()={xeR":f(x)=0, Vfel|
seklinde tanimlanir. Burada / € L{R[xl,..., xn]} bir idealdir. (incesu, 2008)
Tanim 2.75. J operatorii:

J . 2R N 2R[x1 |

XcR' —>J(X)={feR[xl,..,xn]:f(x)=0, VxeX}
seklinde tanimlanir. Burada X € 2% dir. (incesu,2008)
Onerme 2.76. 1. I € L{R[x,,..,x,]} icin $(I) bir afin manifolddur.
2. Xe2"igin J(X)eL{R[x,...x,]} dir. (Incesu, 2008)

Ispat:
1. aciktir.
2. f,, /5, €J(X) olsun. Bu durumda Vxe X i¢in

(fi=£)(x)= 1 (x) = £o(x)=0-0=0
oldugundan (f,-f,)eJ(X)dir. Ayrica, feJ(X) ve yeR[x,.,x,] olmak iizere
VxeX igin (7-£)(x)=7(x)-f(x)=7(x)-0=0 oldugundan y- f e J(X)dir.
Onerme 2.77. [ e L{R[x,,..,x,]} ve X cR" igin I<J(9(I)) ve X =9(J(X))

dir. (Incesu, 2008)
Ispat: f el olsun. Bu durumda keyfi xed() icin f(x)=0 dir. O halde

feJ(9(1)) dir. Bdylece, I<.J(9(I)) dir.

Simdi, xeX olsun. Bu durumda keyfi feJ(X) ig¢in f(x)=0 dr. O halde
xe9(J(X)) dir. Boylece, X = $(J (X)) elde edilir. ¢

Genel olarak /#.J(9(1)) ve X = $(J(X)) dir. Bunlara birer rnek verelim.
Ornek : n=1boyutta X =Q rasyonel sayilar ciimlesi olsun. Bu durumda

J(Q)={f €RIx]: f(x)=0, VxeQ}={0}

dir ve
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9(J(Q))={xeR:0(x)=0 } =R
oldugundan O < $(J(Q)), fakat Q= 9(J(Q))= R dir.
Ornek : R[x] de / =x"-R[x] idealini g6z dniine alalim. Bu durumda,
I(I)={xeR: f(x)=0, Vfel}={xeR:x’p(x)=0, VpeR[x]}={0} ve
J(8(1)={p € R[x]:0(0) =0}
seklindedir. Ornegin f(x)=x polinomu i¢in f(0)=0 dir ancak f &/ =x’R[x] dir.
Bdylece, I =J(9(1)), fakat I +.J(9(I)) oldugu goriilmiis olur.

Tamm 2.78. K bir birimli, degismeli halka ve I <K bir ideali olsun. a,b el olmak

iizere abel icin ael vyada bel isel yaasalideal denir. (Incesu, 2008)
Tanim 2.79. K bir birimli, degismeli halka ve / < K bir ideal olsun. / idealinin asal
radikali

R()=(P
IIDCa}s)a/

olarak tanimlanir. Burada, eger /# K ise I — y1 kapsayan asal ideal her zaman

mevcuttur. Clinkii birimli halkalar her zaman bir maksimal ideale sahiptir. Eger / =K

ise R(I)=K dur. (Incesu, 2008)
2.8.9.9 Operatoriiniin Ozelikleri
Onerme 2.80. K =R[x,,x,,...x,] ve
I- 9(K)=2,
2 9(10}) =",
3- 1,1, <K ve I, 1, ise $(1,)>9(1,),
4- R(I), Iidealinin radikali olmak iizere, 9(7)=9(R([)) dir.
Ispat: (Sagiroglu, 2002)
2.8.10. J Operatoriiniin Ozelikleri

Onerme 2.81. K =R[x,,x,,...,x,]| olmak iizere,
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3- X,YcR" ve XcYise J(X)2J(Y),

4- I <K ve R(I),1idealinin radikali ise J(9(1))> R(I),

5- X ©R" igin J(X)=R(J(X)) dir. (Incesu,2008)
Ispat: (Sagiroglu, 2002)
Tanim 2.82. X bir topolojik uzay olsun. Eger, X,,X, c X kapal alt climleleri,
X, #X, X,#X iken X,UX,=X olacak bigimde bulunabiliyorsa X topolojik
uzayma indirgenebilir denir. Aksi halde X topolojik uzayma indirgenemez denir.

(Incesu, 2008)

Ornek : Zarisski topolojisine gore R topolojik uzay: indirgenemezdir. Eger aksi olmus
olsaydi R nin iki sonlu alt climlenin birlesimi seklinde yazilabilir olmas1 gerekirdi ki bu

da R nin sonsuz olmasiyla celigir. Dolayisiyla R indirgenemezdir.

Onerme 2.83. M topolojik uzay1 indirgenemezdir ancak ve ancak M deki keyfi iki
bostan farkli agik ciimlelerin arakesiti bos degildir. (Incesu,2008)

Ispat: (Sagiroglu, 2002)

Onerme 2.84. R" indirgenemezdir.

Ispat: (Sagiroglu, 2002)

Onerme 2.85. U, R" de bostan farkli keyfi bir agik ciimle ise U=R" dir. Yani U,
R" de yogundur.

Ispat: (Sagiroglu, 2002)

Onerme 2.86. B c R" bir alt ciimle ve f €R[x,x,,...,x,| dyleki f(x)=0,VxeB
olsun. Bu takdirde f (x) =0,Vxe B dir. (Incesu, 2008)

Ispat: Onceki onermeye gore f:R" — R siirekli doniisiimdiir. Dolayisiyla R nin 0

elemant igin /~'(0) , R" de kapalidir. f(x)=0,Vxe B oldugundan Bc f~'(0) dir.

Buradan ve [ (0) climlesinin kapali olmasindan Bc [ (O) =/ (0) dir.
Dolayisiyla Bc /! (O) yani Vxe B igin f (x) =0 elde edilir.
Lemma ( R" icin Cebirsel Esitsizliklerin Onemli Olmadig1 Prensibi):

p, €R [xl,xz,...,xn], i=1,2,..,k sifirdan farkli polinomlar olsunlar.

B={xeR":p (x)#0,i=12,.k}
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olsun. Bir F(x,x,,...,x,) polinomu i¢in F|,=0 ( VxeB i¢in F(x)=0) ise,
F \Rn =0 dir. (Incesu, 2008)

Sonug¢ : p, € R[xl,xz,...,xn], i=1,2,..,k sifirdan farkli polinomlar ve

B:{xeR” :pl.(x);tO,izl,Z,..,k}
olsun. f,g€R[x.x,,...x,] 8yleki, f|,=g|, olsun. Bu takdirde f‘R,,=g‘R” dir.
Ispat:  F = f— g dersek, sonucun varsayimina gore ( f- g)| =0 dir. Bu takdirde

dnceki Snermeye gore (f — g)‘ =0 dir. Dolayisiyla ‘R" = g‘R,, elde edilir.
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3. BIRASYONEL KOBORDIZM iNVARYANTLAR
3.1. Kobordizm Kategori

Tanim 3.1. Bir kategori li¢ boliimden olusur.
(1) Elemanlarin bir koleksiyonu

(2) Bu elemanlarin her bir parcasit i¢in birinden digerine morfizmlerin bir

koleksiyonu

(3) Kompozisyon diye adlandirilan, morfizmlerin uyumlu parcalar1 tizerinde tanimh
ikili islem
Bir kategori birim eleman ve asosyatif 6zellikleri saglamalidir.

(1) Morfizmler su kurallara uymak zorundadir. Eger u:A4— B bir morfizm ise

v: B — C morfizm ise bu takdirde 4—~"—C bir morfizm vardur.
(2) Morfizmlerin kompozisyonu asosyatif olmalidir.

(3) Her bir A nesnesi i¢in I, birim déniisiimii vardir. Oyle ki her u: A4 B i¢in

I, ile U nin bilesksi U yu verir.

Topolojik uzaylar kategorisinde morfizmler topolojik uzaylar arasindaki stirekli
dontistimlerdir. Her ne kadar topolojik uzaylara sahip olan diger kategori kavramlar1
olsada bunlar topolojik uzaylarin ve siirekli doniisiimlerin standart kategorisi kadar

oneme sahip degildir. (URL-7, 2019)

Tanmim 3.2. Bir (C,0,1) kobordizm kategorisi su sartlar1 saglayan bir tigliidiir.

1) C bir sonlu toplaml1 ve baslangi¢ nesnesi & olan bir kategoridir.

2)0:C—C funktérii doM =D (her M eC igin) ve 0J = sartin1 saglayan
toplamsal bir funktordiir.

3)1:0 —id funktorii, id birim funktor olmak iizere toplamsal funktérlerin bir dogal
transformasyonudur.

4) C nin her zaman bir kiiciik C, alt kategorisi vardir 6yle ki C nin her elemant,

C,1n bir elemanma izomorfiktir. (Weston, URL-1,2019)
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Burada, kompakt diferansiyellenebilir manifoldlar durumunda & yi bir bos
manifold olarak ve : y1 daMnin OM yi igermesi olarak diisiinliriiz. D, alt

kategorisinin varligmi Whitney gomme teoreminin, (her manifoldun R” un bir alt
manifolduna izomorfik olmasi) bigimindeki ifadesiyle algilanir.(Hirsch,1976)

Kobordizm temel tanimi, su denklik bagmntistyla verilir.

Tamim 3.3. (C,0,1) kobordizm kategorisinde, M ve N ye kobordant denir, (M = N),
eger U,V €C i¢cin

M+0oU=N+0oV

ise. (Weston, URL-1,2019)

Simdi kobordizm bagintisinin temel 6zelliklerini verelim.
Onerme 3.4. M,N,M ,N C olsun.

(1)= bagmt1 C de bir denklik bagmtisidir ve bu bagintinin denklik smiflar1 bir kiime
olusturur.

(2)Eger M =N, OM =0N
(3)VM i¢in oM =
(4)Eger M=M', N=N ise M+N=M +N dir.(Weston, URL-1,2019)

Sonug. (1) = nin denklik bagmntis1 oldugunu gostermek i¢in yansima simetri ve gegisme
Ozelligi oldugunu gosterelim. Yansima ve simetri izomorfizmin &zelliklerinde
goriilebilir. Gegisme Ozelligine gelince varsayalim ki M =N ve M =P olsun. Bu
durumda AUV, W, XeC, M+0U =N+0V ve N+oW = P+0X dir. Burada

M+0(U+W)=(M+0U)+owW
=N+oV+oWw
=N+0V+0X
=N+o(V+X)=>M=P

dir.

(2) M =N olsun. 3U,V eC..M+0U = N+0V dir. O zaman
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oM = oM +J
= O0M +0ooU
=9(M+0U)
=9(N+aV)
= ON + 00V
~0ON+J
~ON

3)

OM = oM
o(M+D)=D+oM
OM + 0D =D+ oM
oM =

(4) M =M ve N=N olsun. 3U,V, U,V eC byle ki;
M+0U=M +0U ve N+0V =N +0V taraf tarafa toplanirsa
M+N+o(U+V)=M +N'+o(U'+V")
M+N=M +N'
elde edilir.

Buradaki kobordizm tanimi Thom un orijinal tanimiyla ayni degil. Orijinal
tanimda; M ve N (sinir olmaksizin) iki manifold olsun. M ve N ye kobordant denir
(M = Ndir) eger smnir1 olan bir 7 manifoldu M+ N =07 sartim1 saglayacak sekilde
kullanilabiliyorsa. (Thom,1954) Oysaki bu iki tanimin denkligi ¢ok rahat goriilebilir.

Onerme 3.5. Smirsiz manifoldlar icin Thom un tanimi ile tamim 3.2. denktir.(Weston,
URL-1,2019)

Ispat. Farzedelim ki M ve N kobordanttir. O zaman M +0U = N+0V ile U ve V
manifoldlar olur. Diyelim ki 7,=MxI+U, T,=NxI+V dr. O zaman

O, =M+M+0U ve 0T,=N+N+0V dir. M+oU=N+0V den 0T =M +N ile

T bir manifold forma ortak sinir boyunca 7, ve 7, ye dikkatimizi verecegiz.

Simdi farz edelim ki 0T =M + N ile T ye sahibiz. O zaman

M+oT=M+M+N
=N+3(M +1)

buradan M = N dir.
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Simdi kobordizm yar1 grubun tanimi i¢in devam edelim.

Tamm 3.6. C nin bir eleman1 eger oM =& ise kapali oldugunu sdyleyebiliriz. Eger
M =0 ise M sinirhidir deriz. (Weston, URL-1,2019)

Onerme 3.7. Diyelimki M ve N , C nin elemanlari olsun.

(1)Farzedelim ki M = N olsun. O zaman M kapalidir ancak ve ancak N kapaliysa ve

M sinirhidir ancak ve ancak N smirliysa.

(2)Eger M ve N her ikisi de kapaliysa o zaman M + N de kapalidir. Eger M ve N
her ikisi de sinirliysa o zaman M + N de smirhdir.

(3)Eger M smirliysa o zaman M kapalidir. (Weston, URL-1,2019)

Ispat. (1) Kapali elemanlar etrafindaki ifade 6nerme 3.4. in ikinci partindan yakimdir.
Ve = durumundan takip eden baglayici elemanlar etrafindaki ifade bir esdeger
baglantidir.

(2) Eger M ve N ikisi de kapaliysa o zaman oM = ve N = dir. Boylece

(M +N)=0dM +0oN
= O+
=

Bu nedenle M + N kapalidir. Benzer sekilde eger M ve N smirliise o zaman M =&
ve N=J, boylece M+ N=D.

(3) Eger M siirh ise o zaman M =(J. Burada onerme 3.4. in part 2 sinden
oM =00=D. Béylece M kapahd]r‘

Onerme 3.1.4. ve 3.1.7. birlesimini asagida elde edecegiz.

Onerme 3.8. C nin alt denklik smiflarmin durumu degismeli, C de toplam ile

birlesmeli bir islemdir. Bu islem i¢in < saglayan bir benzer elemanmn smifidir.
(Weston, URL-1,2019)

Bunu diisiinerek asagidaki tanimi yazabiliriz.

Tamm 3.9. ©(D,0,1) kobordizm yar1 grubu C de toplamayla indiiklenmis islem ile,
C nin kapali elemanlarinim denklik siniflarmin durumudur. (Weston, URL-1,2019)

Not edelim ki Q(D,&l) nin smirli elemanlar: ile kapali elemanlarmin orani

basittir ve homoloji teoride kesindir.

Yonlendirilmis kobordizm yar1 grubu Q(C,0.1) genellikle 9 biciminde

gosterilir.
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Kobordizm teorinin temel problemidir, o zaman bu (C,5,l) nin spesifik degerleri i¢in

bu yar1 grubun determinantidir. Siiphesiz o, bu hesaplamay1 daha iyi saglayan netlikte
degildir.

Kobordizmin daha anlagilir bir tanimini sdyle verebiliriz:

Tamm 3.10. (Kobordizm) W ; n+1boyutlu, sinirli olan, kompakt diferansiyellenebilir
manifold; M ve N ler kapali » manifoldlar ve i ve j doniigimler ise

i:M —ow
jiN—> oW

bigiminde verilen ve (M) ile j(N) ayrik ve i(M)U j(N)=0W sartin1 saglayan igine
doniisiimler olmak tizere (W;M,N,i, j) swalisina bir (n+1) - boyutlu kobordizm denir.

(URL-2, 2019)

Terminolojide genellikle bu yap1r (W;M,N)olarak kisaltilir. Burada eger bir

W kobordizmi varsa M ve N ye kobordant denir. Verilen sabit bir M manifolduna

kobordant olan tiim manifoldlar M nin kobordizm sinifini olusturur.

3.2 (B,f) Manifold

Tanim 3.11. Homotopi bir fonksiyondan digerine siirekli doniisiimdiir. Iki fonksiyon
arasindaki homotopi f ve g den, X wuzaymdan Y uzayma bir siirekli

G doniisiimiinden X x[0,1] Y dyleki G(x,0)= f(x) ve G(x,1)=g(x) dir. Burada x
eslemeyi belirtir. (URL-9, 2019)

Tamm 3.12. (Lifting) Diyelim ki f/: 4 — X bir doniisiim olsun. / nmn bir yiikseltmesi
F:A—Y donisimiidir 6yle ki f=poF dir. Ornegin ¢embere bir ddniisiim
verildiginde, ylikseltme reel sayilar i¢in bir doniisiimdiir 6yle ki bu nokta ¢emberin
iizerindeki noktay1 o noktaya karsilik gelen bir aciyla yiikseltir. Uzayda yollar igin X
yiikseltmelerinin daima varoldugunu ve baslangi¢ noktalar1 tarafindan belirlendigini
goruyoruz.

Tammm 3.13. (Homotopy Lifting Teorem) Diyelim ki H:[O,l]x[O,l]—>X bir yol
olsun. Ve diyelim ki yeY olsun Oyle ki p(y)=H(0,0). O zaman bu
I:I:[O,I]X[O,l] — Y benzersiz bir homotopidir. Oyle ki H :poIEI ve I:I(0,0) =y.

Tammm 3.14. £, B topolojik uzaylar olsun. Bunlar arasinda tanimlanan f:E— B

doniistimii homotopi lifting 6zelliklerini sagliyorsa / e fibrasyon denir.
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Tammm 3.15. Bir Grassmann manifold bir vektdr uzaym alt vektorlerinin belirli

koleksiyonudur. Ozellikle g,, R" vektdr uzaymm k-boyutlu alt uzaylarmin

Grassmann manifoldudur. G" de ortonormal £ -¢atisinm Stiefel manifold v, nm bir

yoriinge uzayr gibi bir normal manifold yapisidir. Grassmann manifold hakkinda
sOylemek istedigimiz ; vektor demetleri i¢in siniflandirilmis uzaydir. (URL-10, 2019)
Tamm 3.16. Ortonormal £ -¢atisinin  Stiefel manifoldu (v,...,v,) vektdrlerinin
koleksiyonudur. Burada v, tiim i ler i¢in R" dedir ve k -degiskenler grubu (v,,...,v, )
ortonormaldir. Bu R™ nmn bir alt manifoldudur, n, —(k+1)k/2boyutuna sahiptir.
(URL-11, 2019)

Tanmm 3.17. Kanonik demet, karmasik bir yapida bulunan kompleks bir manifold
iizerinde bulunan bir holomorfik ¢izgi demetidir. Bir koordinat tablosunda (z,...,z,),

sifirdan farkli dz, A...Adz, bolimii tarafindan kapsanmaktadir. Koordinat ¢izelgeleri

arasindaki gecis islevi, koordinat degiskenliginin jacobianimnin determinanti tarafindan
verilir. (URL-6, 2019)

Tanim 3.18. Bir Y Ortiisiiniin X refinementi bir ortiidiir 6yleki her xe X bir yeY
nin bir alt kiimesidir.

Tanim 3.19. Bir parakompakt uzay bir 7, uzaydir 6yleki her agik ortii bir local sonlu

acik refinemente sahiptir. Parakompaktlik iyi bilinen bir 6zelliktir o topolojik uzaylarda
saglanir.  Parakompaktlilk  kompaktlik  06zelligine benzerdir. Tim manifoldlar
parakompaktir. (URL-8, 2019)

(Lashof,1963) u takip ederek R"" de r diizlemlerin Grassmann manifoldu

GV(R’”’) olsun. GV(R’”’) tizerinde 7 diizlemin noktalarindan ve r- diizlemin
parcalarmdan olusan kanonik 7 diizlem demetini y’(R"”),ile gosterelim.
R™ — R™* gomme fonksiyonunu kullanarak G,(R’”’)—)G,(R’”’”) ve

y’(R””)—)y’(R”*’”) gommelerini elde edebiliriz. Dontisiimleri kullanarak —7-

diizlemin sonsuz Grassmanini ve onun kanonik r- diizlem demetini tanimlayabiliriz:

BO, =1imG, (R"")

X—>00

%S

y" =limy” (R’”")

X—>0

dir.
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Hatirlarsak BO, parakompakt uzaylarda r diizlem demetleri i¢in genel
smiflandirilan uzaydir. (Milnor; Stashe,1974)

Tanmm 3.20. f :B — BO. bir fibrasyon olsun. &:M — BO., M lizerinde bir r
diizlem demeti olsun. & tzerinde bir (B,,f,) yapis;, &:M — B, liftinglerinin bir
denklik simnifi olarak tanimlanir.(Yani ¢ = f, o & dir. Bu durumda, & ve &, liftleri, eger

homotopik ise bu liftlere denktir denir. Yani, eger H : M xI — B, doniisiimii her m ve

t igin H| =& ve H| —£ ve f.H(m,t)=¢(m)sartim saglayacak sekilde

bulunabilirse & ve &, liftlerine denktir denir.

Lemma 3.21. Eger », M iizerinde olmasina bagh kalarak yeterince biiylik secilirse bu

takdirde herhangi iki i,i,:M" —>R"" gommelerin normal demetleri lizerindeki

(B..f,) yapilari arasinda birebir ve orten esleme vardir. (Yani v(i;) ve v(i,) normal

demetlerinin liftleri arasinda birebir 6rten bir esleme vardir.)

Tanim 3.22. M manifoldu iizerinde (B, /) yapist M nin igermelerinin normal

demetlerinde uyumlu (B,, f,) yapilarmim bir denklik smifidur.

3.3. Birasyonel Kobordizm

Bu boliim i¢in temel referans (Guillemin, 1989) dur.

Tammm 3.23. Eger sonlu sayida (Xz’a’i) simplektik manifoldlar1 0<i<k icin
(Xpo @) = (X, @) e (Xk’a’k)z(X"w') ve her 7igin (X.0) ve (X"“’a)"“), bir yari-
serbest Hamiltonian S simplektik @ manifoldunun indirgemesi olacak sekilde
bulunabiliyorsa (X.0) ve (X ',a)') simplektik manifoldlarina birasyonel kobordant

denir. (Hu, Li, Ruan, 2008)

Burada bir 1 hareketi, sabit noktadan uzaksa, yari-serbest olarak adlandirilir.
(Guillemin, 1989) ye gore asagidaki temel faktorizasyon sonucuna sahibiz.

Teorem 3.24. Bir birasyonel kobordizm, her bir eleman1 simplektik yapinin blow-up,

blow-down ve Z lineer deformasyonu iizerine modellenen elemanlarin bir dizisi olarak

ayristirilabilir. (Hu, Li, Ruan, 2008)
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Zay1f faktorizasyon teoremiyle karsilastirildiginda, asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 3.25. Herhangi bir polarizasyon ile iki birasyonel projektif manifold,

simplektik manifoldlar olarak biresyoneldir.

(X,®) bir simplektik manifold olsun 7:£—>Xise X iizerinde G grup yapisiyla

beraber bir asal demet olsun g, G nin Lie cebiri olmak iizere P {izerindeki bir
konneksiyon, P lizerinde dikey projeksiyona karsilik gelen, g-degerli 1-form verir. Bir

G-invaryant F-alt demeti, P {lizerindeki bir konneksiyondan bagska bir sey degildir. Bu

ise Pxg"y1 T"P nin i¢ine gomer. (7.7) da istenilen 1-form 7 - 4 ile verilir. Bunun
sonucunda @ (7 4) ,PX&" fiberleri iizerinde non-dejeneredir. (Hu, Li, Ruan, 2008)

Lemma 3.26. o,=7 w+d(7r.4) olmak iizere ve W,, Ocg m G-invaryant
komsulugu olmak lizere w,, baz1 W, lar i¢in pxW, lizerinde bir simplektik formdur.
W, lzerinde projeksiyon, pxW, lizerinde bir moment doniisiimiidiir. (Hu, Li, Ruan,

2008)
Dikkat edilirse dikey projeksiyon demeti, 7”@ nin 151k vektorlerini verir.

Daha genel olarak eger (F ,a)F), bir Hamiltonian G etkisiyle bir simplektik

manifold ise,
F,=px; F
ilgili demeti olusturabilir. (Hu, Li, Ruan, 2008)

3.3.5. Z -lineer deformasyon

Tanim 3.27. @, bir simplektik form, / bir aralik, x bir integral sinifin1 temsil eden

kapali bir 2-form olmak tizere bir 7Z -lineer deformasyon,
w+iK

simplektik formunun ¢ € / siiresince bir yoludur.
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Iki simplektik form eger sinirli bir sayida Z -lineer deformasyonla birlestirilebilirse

bunlara 7 -lineer deformasyon denk formlar denir.

P, Cern smifi (5] olan asal S' demet olsun. Aise dA=7"K sartin1 saglayan
konneksiyon 1-form olsun. ®+= 7w+d (i) , ki burada 7, 8 "=R’ {izerinde lineer
koordinattir, yazildiginda; lemmadan eger @+!K bir X €X poktasinda simplektik ise

®, da (%.0:t)€ pxR" gq simplektik olur. Boylece su yazilabilir:

O+IK  bir ¥Y€X poktasinda simplektiktir < @y, (Z’e,t)EPXR* da

simplektik olur. Bdylece Duistermaat-Heckman teoremi bir Z -lineer deformasyonun

birasyonel kobordizmdir ifadesiyle yorumlanabilir. (Hu, Li, Ruan, 2008)

Lemma 3.28. 1 €[0,1] i¢in w,, bir simplektik form olsun ve [@,]—[®,] rasyonel olsun.

Bu takdirde @, ve @,, Z-lineer deformasyon denktir. (Hu, Li, Ruan, 2008)

3.3.8. Blow-up ve blow-down

X in 27 boyutlu kapal bir simplektik manifold oldugunu ve ¥ © X in de 2k

ekboyutlu X in bir altmanifoldu oldugunu varsayalim.

Dejenerasyon formiilii uygulayarak simplektik kesiti (Lerman,1995) in ifadeleri

cinsinden inceleyelim.
3.3.9. Simplektik kesit ve normal baglantih toplam

Varsayalim ki Xo ©X in bir Hamiltonian s etkiye sahip acik sifir ekboyutlu

agik altmanifold olsun. 7: X, =R fonksiyonuda bir regiiler deger olarak 0 degerli bir

Hamiltonian fonksiyon olsun. Eger H ~(0) , Xo m bir ayrik hiperyiizeyi ise bu takdirde
siirlart X5 =H'(0) olan X ile gosterilen iki baglantili manifold elde ederiz.
Burada + ile gosterilen kisim H <0 3 karsilik gelmektedir. Yine varsayalim ki s ,
H'(0) serinde serbestge hareket etsin. Bu takdirde Z=H '(0)/S" simplektik
indirgemesi, boyutu 2 den daha diisiik bir kanonik simplektik manifolddur. S' etkisinin

aXy =H'(0) jizerinde cSkmesiyle, strastyla reel 2 ekboyutlu ve Z° =Z zit normal
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demetleri igeren X diizgiin kapali manifoldlar1 elde ederiz. Ustelik X

manifoldlar1  Z den uzak @ nin kisitlamasi ile ortiisen (ki bu Z : ye kisitlama Z

iizerinde simplektik indirgemeden elde edilen @z kanonik simplektik yapi ile ortiisiir)

+

@~ simplektik yapryr da kabul eder. (X ‘,a_)‘)

Simplektik manifold ciftleri , 7

boyunca X in simplektik kesiti olarak adlandirilir.

Simplektik yapilarm uygun ¢arpimu ile donatilmig X, xC carpimimi ve X, xC
lizerindeki S' etki ¢arpimi ( buradaS' ,C iizerinde kompleks carpmayi ifade eder.)
g06zoniline alalim. Genigletilmis etki eger standart simplektik yapi1 J-ldonda veya

onun C iizerindeki negatif carpanini kullanirsak bu genisletilmis etki Hamiltoniyandir.

Normal baglantili toplam islemi (McCarthy,1994;Gompf,1995), veya fiber
toplami islemi bu simplektik kesitin ters iglemidir. Zit normal demetlere sahip iki
ekboyutlu simplektik manifoldlar1 iceren 2 simplektik altmanifold verildiginde normal
baglantili toplam islemi belirtilen tubular komsuluklar ile yeni bir simplektik manifold

iiretir.
Dikkat edeli ki (X a)) y1 elde etmek i¢in normal baglantili toplam islemini
(X".0.2").(X & ,2")

parcalarina uygulayabiliriz. (Hu, Li, Ruan, 2008)

3.3.10. Blow-up ve blow-down
Simdi ¥ boyunca blow-up insa etmek icin simplektik kesitimi uygulayalim.

2k
Normal demeti Ny , bir simplektik vektor demetidir, yani (R ’a)sfd) fiberli bir

demettir. Ny {izerinde uyumlu bir almost kompleks yapisini segerek bir Hermityen

demeti elde ederiz. P asli U(k) demet olsun.

P i¢in bir A4 iinitar konneksiyonu secelim ve W, cu(k)” Lemma 3.3.4. teki

D, cC*=R*

gibi olsun. , bu moment doniigiimii altinda gdriintiisii W, icinde yer

alan kapali €o -kiiresi olsun.
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Evrensel yapiy1 P ve D < o ya uygulayarak, her bir fiberde Dsta ye

indirgenen ve sifir kesit lizerinde wlY ye kisitlanan Ny(€,) disk demeti iizerinde

Dy, 4 simplektik formunu elde ederiz.

Simplektik komsuluk teoremi ile ve muhtemelen daha kiigiik bir o segerek,

X deki ¥ nin bir tubular N<, (¥) komsulugu, “=simplektik formu ile Ny (o) disk

demetine simplektomorfiktir.

¢:N < (Y ) —> Ny (eo) m boyle bir simplektomorfizm olsun. Kompleks ¢arpim

1
ile Xo=N. (¥) iizerinde Hamiltonian S etkisini gbzoniine alalim. 0 <€<€; secip

sabit birakirsak

H(u)=lp(u) ~<  ucNy(s).

moment doniislimii géz Oniine alalim. Burada |¢(”)| , Ny Hermityen demetin bir

fiberinde bir vektor olarak diistiniilen ¢(”) nun normudur. O halde Xo*C tamamen

N_(Y)®C.

dir. € yarigapli &y diskinin kiire demetine karsilik gelen X deki hiperyiizey

P=H" (0) ile gosterelim.

X" ve X kapali iki simplektik manifoldlar1 elde etmek icin P boyunca X i

kesitini aliriz. Dikkat edelim ki Y pozitif tarafta yer alir.

X", Y boyunca X in blow-up’idir. Burada yine dikkat edelim ki yap1 € ‘a, 4
konneksiyonuna ve ¢ N, (Y) =N,y (<) simplektomorfizmine baghdir. Ustelik

(McDuff, D., Salamon, D., 1998) nin 250. sayfasinda isaret edildigi gibi 4> ¢ ve 4, ¢

farkli secimleri verildiginde, € yeterince kiigiik secildiginde sonuglanan simplektik

formlar izomorfiktir. Farkli secimler ihmal edilerek blow-up  siklikla X ile

gosterecegiz.
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2 ekboyutlu Z simplektik altmanifoldu £ ile gosterilir. E ye olaganiistii bdlen deriz.

Blow-down, blow-up’in ters islemidir. Daha kesin olarak, eger X , X

“in Y
boyunca E olaganiistii boleniyle blow-up ise; bu takdirde belirtildigi gibi X in ve X°
‘nin E boyunca normal baglantili toplami tekrar X ‘i verir. X dan X i elde etme

siireci, £ boyunca blow-down olarak adlandirilir. Bunu blow-up m topolojisini

tanimlamlayalim:

Diizgiin manifoldlar olarak, £, Ny nin projektivizasyonuna diffeomorfiktir ve

X" N, ®C nin bir projektivizasyonudur. Gozlemleyebiliriz ki

X=(X-N_(Y))u,N,(s,)

dir.

dontistimii tanimlayabiliriz. Ki bu doniisiim NEO (Y ) den uzak olan birim doniistimdiir.
(e.€) dan (0:%) a bir diffeomorfizm kullamlarak . < (¥)-v delinmis
komsuluguyla birlikte Ne, (¥)=N<(Y) birim doniisiimii ile insa edilebilir. Béyle bir P

doniisiimii tek degildir. Fakat homoloji ve kohomoloji iizerindeki indirgenmis 7 ve p.

dontistimleri farkli secimlerde de ayni deger alir.

Ozellikle eger, Y2-ekboyutlu ise, bu takdirde E£=Y olur. Ve X, X e

diffeomorfiktir. Oysa, simplektik yap1 tamamen ayn1 degildir. (X E ) cifti X ve X in

simplektik kesitinin ortak parcasi oldugunu gérmek onemlidir. Daha ac¢ik bir sekilde,
¥ . (X.E) ve (P(N,®C),E) X,E)

icinde dejenere olurken X de ( ve

(]P (N5 ®C), E) icinde dejeneredir.

Son olarak, (Guillemin,1989) de gosterildi ki blow-up/blow-down bir birasyonel
kobordizm olarak agikca gerceklestirilebilir. (Hu, Li, Ruan, 2008)
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Generators for 2Cob

~__[] (coassociativity)

(counit)

(cocommutativity)

(Frobenius relation)

Cizelge 2. kobordizm {iretecleri (URL-13, 2019)
3.4. k(U)-invaryant

Tamim 3.29. U c R*' altuzay olmak iizere, U ya R’" in regiiler alt uzay1 denir, eger
rankg ¥ U =boyU ise.

Regiiler olmayan altuzaylara singiiler altuzaylar denir.(Oren, 2007)

Tamim 3.30. U c R’ regiiler altuzay olmak iizere, sifirdan farkli keyfi u €U igin
(u,u)>0 ise, U ya uzaysal denir. (Oren, 2007)

Tamm 3.31. U c R’ regiiler altuzay olmak iizere, sifirdan farkh keyfi ueU icin
(u,u> <0 ise, U ya zamansal denir. (Oren, 2007)

U —uzaysal ,boyU =1
Onerme 3.32. k(U)=0 << U —zamansal ,boyU =1}.
U —uzaysal ,boyU >1

(Oren, 2007)
Ispat: =:k(U) =0 olsun.

1) boyU =1 olsun. Bu takdirde, sifirdan farkh weU i¢in U :sp{u} ile
gosterelim.  k(U)=0 oldugundan (u,u)#0 dir. Eger (u,u)<0 ise, U
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zamansal vektorle tretildiginden U daki tiim vektdrler zamansal olup,

U-zamansaldir. Diger taraftan, (u,u)>0 ise, U uzaysal vektdrle
iretildiginden U daki tiim vektorler uzaysal olup, U —uzaysaldir .

2) boyU>1 olsun. Bu takdirde, U da {u,..,u,} tabam segelim Oyle ki
U =sp{u,,...u,} ile gdsterelim.

Varsayalim ki, U —uzaysal olmasm. Bu takdirde, k(U)=0 oldugundan, U daki

tiim vektorler zamansal veya U da en az bir zamansal vektdr ve en az bir uzaysal
vektor mevcuttur.

2.1) U daki tiim vektorler zamansal olamaz. Eger U daki tiim vektorler zamansal

olsaydi indexg ¥ U =boyU olurdu. Ancak boyU >1 oldugundan indexg U >1
olurdu. indexR*"' =1 ve indexgd U >1 olup, indexg L U <1 olmasi gerektiginden
bu ¢eliskidir.

2.2) U da en az bir zamansal vektdr ve en az bir uzaysal vektor olsun. Bu takdirde,
bunlar lineer bagimsizdir. Simdi, 4 € R olmak {iizere, u+ Av vektoriinii gdz Oniine

alalim. Burada u ve v vektorleri icin (u,v)Z—(v,v><u,u>>O olup, buna gore

() Tl v) = (v,v) ()
(v.v)

u+Av#0 olup, £(U) =0 ile gelisir.

segilirse, (u+Av,u+Av)=0 dir. Ayrica

/11,2 =

<: Varsayalim ki, £(U) # 0 olsun.

1) boyU =1 i¢in U —zamansal veya U —uzaysal olsun.

Sifirdan farklh ueU 1i¢in U =sp {u} ile gosterelim. A(U)#0 oldugundan

<u,u> =0dir. Buise U —zamansal veya U —uzaysal ile gelisir.

2) boyU >1i¢in U —uzaysal olsun. Bu takdirde, YueU igin <u,u>>0 olup
k(U)=0 dr.

3.5. Regle (Ruled) Yapisi

Cebirsel geometride K -cismi lizerinde tanimli bir cebirsel yapi, eger bir
projektif dogru ile K iizerindeki bazi yapilarin ¢arpimina birasyonelce denk ise bu
yapiya “regle” denir. Bir cebirsel yap1 eger, rasyonel egriler ailesi ile kaplanirsa
“uniregle (uniruled)” dir (Daha dogrusu, bir Y yapis1 bulunabilirse dyleki ¥ xP' — X
dominant rasyonel doniisiimii var ve bu doniisiim Y ye projeksiyon boyunca etki etmez

ise X , uniregledir). Uniregle yapilar, tamami i¢in nispeten basit yapilar olarak kabul
edilir. (URL-5, 2019)
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3.5.1. Ozellikler

Karakteristigi 0 olan bir cisim iizerindeki her regle olmayan yapi, —ookodira
boyutuna sahiptir. Tersi, bir varsayimdir. Ki o, en fazla ii¢ boyut olarak bilinir. Yani,
kodira boyutu —oo olan ve karakteristigi sifir olan bir cebirsel yap1, uniregle olmalidir.
Bununla ilgili ifade tiim boyutlarda bilinir:( Boucksom, Dewailly, Paun, ve Peternell,
2013) Boucksom, Dewailly, Paun, ve Peternell gosterdi ki, karakteristigi sifir olan bir
cisim iizerindeki bir diizgiin projektif X yapisi, uniregledir. <> X in kanonik demeti
pseudo-effektive degildir (Yani, reel sayilarda tensorlendirilmis Neron-Severi
grubundaki, efektif boliimlerle elde edilmis kapali konveks koni i¢cinde degildir.). Cok
0zel bir durumda karakteristigi sifir olan bir cisim tizerindeki P” de derecesi d olan bir

diizgiin hiperyiizey, uniregledir << d <n dir. Aslinda P" deki derecesi d <n olan bir
diizglin hiperyiizey Fano yapisindadir ve bundan dolayi, (unireglelikten daha giicli
olan) rasyonel baglantilidir.

Sayillamayan cebirsel kapali K-cismi iizerindeki X cebirsel yapisi
uniregledir. <> en az bir rasyonel egri 0yle ki X -in her k noktasindan gecer. Tersine,
bir sonlu cisim K -cebirsel kapanisi iizerinde cebirsel yapilar vardir ve bunlar uniregle
degildir. Fakat bunlarmn her £ noktasindan gegen bir rasyonel egri vardir ( p tek

alinmak tizere herhangi bir F, non-super singiiler abelyen ylizeyinin Kummer yapisi bu

ozellige sahiptir.). (Bogomolov, Tsckinkel, 2005) rasyonel sayilarin cebirsel kapanisi
iizerinde bu 6zellikli yapilarin olup olmadigi bilinmiyor.

Unireglelik bir geometrik 6zelliktir (bu cebir genislemeleri altinda degismezdir).
Halbuki reglelik degildir. Ornegin R iizerindeki P*de x*+)°+z>=0 konigi
uniregledir. Ancak, regle degildir. (Ckompleks sayilar iizerinde ki iliskili egri P' e
izomorfiktir ve bundan dolay1 da regledir. Pozitif yonde, karakteristigi sifir olan bir
cebirsel kapali cisim iizerindeki boyutu en az iki olan her uniregle yapi regledir. C

iizerinde P*de diizgiin kiibik 3-fields ve diizgiin kuartik 3 -fields uniregledir. Ancak
regle degildir.

Pozitif karakteristikte unireglelik ¢ok farkli davranmr. Ozellikle genel tipte
uniregle yiizeyler (hatta unirasyonel) vardir. p =5 (Shioda, 1974) olan p asal sayilari

p+l1

icin F, ", deki P’-de x" + ™! 27 v wrt =0 yiizeyi bir 6rnektir. Boylece unireglelik,

pozitif karakteristik kodira boyutunu —o olmasmi ima etmez. (URL-5, 2019)
3.6. Homoloji kiireleri

Cebirsel topolojide bir X homoloji kiiresi, n>1 i¢in bir »-kiirenin homoloji
grubuna sahip bir 7 -manifoldudur. Yani,

Hy(X,Z)=H,(X,Z)=Z ve
H(X,Z)={0}, i#0,n
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dir. Boylece, X , bir sifirdan farkli b, Betti sayilariyla birlikte bir baglantili uzaydir.

Bir rasyonel homoloji kiiresi, benzer sekilde tanimlanir. Ancak burada rasyonel
katsayili homoloji kullanilir. (URL-3, 2019)

3.6.1. Poincare Homoloji Kiiresi

Poincare Homoloji Kiiresi bir homoloji kiiresinin 6zel bir 6rnegidir. Bir kiiresel
3-manifold, bir sonlu asas grup ile homoloji 3-kiire anlamindadir (kendi tizerine 3-kiire
hari¢). Bunun(Poincare Homoloji Kiiresi) esas grubu binary icosahedral grup diye
bilinir ve 120 elemanlidir. Bu gosteriyor ki poincare konjektorii tek basmna homoloji
terminolojisiyle gosterilemez. (URL-3, 2019)

3.6.2. Poincare Conjective( Theorem): Her basit baglantili, kapali 3-manifold 3-
kiireye homeomorfiktir. (URL-3, 2019)
3.6.3. Yap1

Bu uzayin basit bir insasin1 Dodecohedron(12 yiizlii) ile baglar Dodecohedron un her bir
ylizii, onun kars1 yiiziiyle ve yiizleri kars1 karsiya getirmek i¢in minimum bir ¢evirme
yaparak belirlenir. Kars1 karsiya getirilen her bir parca kapali 3 manifold verir.

Alternatif olarak Poincare homoloji kiiresi  SO(3)/1 bolim uzayr olarak

olusturulabilir. Burada [ Icosadehedral gruptur. (60 percem rotasyonel simetrisi ile
olusturulmus 120 par¢adan olusan gruptur.) (URL-3, 2019)

3.7. Kodaira boyutu

Cebirsel geometride x(X) kodaira boyutu (ya da kanonik boyut), bir X
projektif yapinin kanonik modelin boyutunu dlger.

Igor Shafarevich, 1965 teki seminerde x notasyonlu yiizeylerde bir onemli
niimerik invaryantmi verdi. Shigeru litaka (1970) de bunu genisleterek, yiiksek boyutlu
yapilarda (kanonik boyut adiyla) kodaira boyutunu tanimladi ve daha sonra bunu
Kunihiko Kodaira’dan sonra 1971 deki c¢alismasinda kodaira boyutu diye
isimlendirmistir.

K(X)=boyX.
(URL-4, 2019)

3.7.2. Dis(Exterior) ¢carpim

uve v vektorlerinin dig carpimi u Avile gosterilen biliylikliigli u ve v ile elde edilecek
paralel kenarin alani biiyiikligiinde, uve v vektorlerinin olusturacagi Span uzaymin
disinda yar alan bir vektordiir.

Onerme:Dis ¢arpim su 6zellikleri saglar
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1) YuelV vektori icin u Au=0 dir.
i) Yu,veV vektori igcin u Av=—vAu di.
iil) Yu,v,welV vektori icin u A(vAW)=@AV)AW dir.

iv) Yu,v,wel igin

u/\(v+w)=u/\v+u/\w

(u+v)/\w:u/\w+V/\w

v) Yu,veV, VkeF cismiigin
ku/\VZuAkv:k(u/\v)

Not: Dig(vedge) carpim, vektorel(Cross) ¢arpim ile sik¢a karistirilmaktadir. Vektorel
carpim asosyatif olmadigi halde dig ¢carpim asosyatif 6zelliktedir.
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4. BAZI SEMI-RIEMANNIAN MANIFOLDLARIN BiRASYONEL KOBOR-
DiZM INVARYANTLARI

R’ Semi- Riemannian alt uzaymnda bir kobordizm &rnegi olarak en temel

kobordizmlerden pantolon seklindeki kobordizmi g6z Oniine alalim. Bu yiizeyi
parametrik olarak yazmaya ¢alisalim. Bunun i¢in yiizeyi 4 pargaya aywrarak asagidaki

sekilde inceleyebiliriz.

{ 2cost, 2sint, 4) ; t=[0.27]
o
z=4v+12; x=0
372

-4 0 4
T T
| 3 3 3 3 i
I |

|
| M=, 22 S N Y |
B=(0, 22 3.2, ——— T -z '
4 | 3 ) I
| IV ,
! z=-4v; =0 |

I
111 :
l :
I d X
|
- e N N S B !

Cizelge 3. Bir dogru ve bir parabol ile elde edilen kobordizm 6rnegi

({z = 4y+12; x =0} dogrusu ve {z = 4y2; x = 0} parabolii ile elde edilen kobordizm
ornegi)

I yiizeyi:

ae[0,1]

wel0,7]



X:2cosw+a[%cos(—%n+2(w—n)}—2cosw}

Y= 2sinw+a{%sin(—%ﬂJr2(w—7r)j—2sinw—%} parametrik denklem

Z=4(1-a)
// /
a— p //
e
35—
a4
3+
//
2.5
//
2~
1.5
l__\
0.5
07
-3
IT Yiizeyi:
ae(0,1]
we|z,2r]

G:X:2cosw+a[%cos(—%+2wj—2cosw}

min

|'|I

e ri
R ANE

H=Y= 2sinw+a{%sin(—%+2wj—2sin w+1,5} parametrik denklem

I1=7Z=4(1-a)

46
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cos| = Z+2w |=cos| =& cos 2w _sin| -Z sin(2w)
2 2 2
=sin (2w)
sin| = Z 42w | = _z cos(2w)+cos _z sin (2w)
2 2 2

=—cos(2w)

X:2cosw+a(%sin2w—2005wj

Y =2sin w+a(—%cos2w—2sinw+l,5j

X —2cosw

+2cosw
d é =sin2w
_ 2 cos’ t+sin’ =1
Y-2sinw .
—————+sinw-1,5
d 3 =cos2w
2
X —2cosw 2 Y —-2sinw 2
2cosw w—1,5
a a
=1
3 ' 3
2 2
2 . 2 947
(X—2c0sw(1—a)) +(Y—2s1nw(1—a)—1,5a) =
. .o . 2 (36+9Z_3Y)
Yiizey i¢in; A=z +(Z_4)T
ZZ
e T A+Z\/_
A Zz 7 2
TRET: 4J_ 36(1—4)
kartezyen denklem;

wse(1-2] (ZT+A+Z\/_)(A+Z—;—EJZ]—(A+%—%«/Z](36(1—%2]=o
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35,
AN
34 .
A
=
15 -'= N
1| N
0.54
04
2

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
III Yiizeyi:
k e[-4,0]
te[0,27r]
A=X—{E—§+ _k}cost
8 4
B=Y= E—é—k —k sint + k_3,zh| -k parametrik denklem
8 4 4
C=Z=k
A
cost = 7 .
L S k 3 -k
8 2 4 2 . 2 5 Y- 8 2 4
L3 W cos t+sin“ =1 X N _
p_|k_3 Nk | Nk —F —F
I el EEEES
sint =
k_3 Nk
8 4
k=27

kartezyen denklem;

Xz{y{z_z_ﬁﬂz{z_aﬁ}z=o

8§ 2 4 8 2 4



-4 -3.5 -3 -2.5 -2 -1.5

IV Yiizeyi:

ke [—4,0]
1e[0,27]

k=7
kartezyen denklem;

X2 _{Y_{E_FE_,_EHz _F_E
8 2 4 8 2

+

parametrik denklem

ET:O

4
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2° % k
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4
Boylece bu 4 yiizeyi:

Z>0veY <0 durumunda I yiizeyi,

Z>0veY >0 durumunda II yiizeyi;

7 <0 ve Y <0 durumunda III yiizeyi;

Z <0veY >0 durumunda IV yiizeyi;

bi¢iminde birlestirdigimizde parametrik yilizey parcali olarak elde edilecektir.

Cizelge 4. Dort yiizeyin birlesimiyle elde edilen kobordizm 6rnegi



Elde edilen kobordizmin MATLAB kodu asagidaki gibidir:

[u,v]=meshgrid(0:0.05:1,pi:pi./20:2.%pi);
[a,w]=meshgrid(0:0.05:1,0:pi./20:pi);
[k,t]=meshgrid(-4:0.1:0,0:pi./20:2.*pi);
R=(k./8)-1.5+(sqrt(-k))./4;

A=R.*cos(t);

B=R.*sin(t)+R-(sqrt(-k))./2;

C=k;

D=A;
E=R.*sin(t)-(k./8)+1.5+(sqrt(-k))./4;

F=C;

J=-1.5.%pi+2.*(v-pi);
X=2.*cos(v)+u.*(1.5.*cos(j)-2.*cos(v));
Y=2.*sin(v)+u.*(1.5.*sin(j)-2.*sin(v)-1.5);
Z=4.*(1-u);

q=-pi./2+2.*w;
G=2.*cos(w)+a.*(1.5.*%cos(q)-2.*cos(w));
H=2.*sin(w)+a.*(1.5.*sin(q)-2.*sin(w)+1.5);
I=Z;

hold on

surf(X,Y,Z)

surf(G,H,I)

surf(A,B,C)

surf(D,E,F)

hold off
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Simdi bu yiizeyin iizerindeki lightlike yada 1siksal vektorleri elde edecek olursak
bunlar birer elips ¢iftleri olusturacaklardir. Bu c¢iftler yukaridaki kobordizm ile

X’ +Y*—7*=0 denklemiyle verilen uzay-zaman konisinin arakesitiyle bulunur. Bu

egrileri elde etmek i¢in koninin parametrik denklemini de ifade edersek, ueR, ve[0,2n]

olmak tlizere parametrik denklem

X(u,v)=ucos(v);  Y(u,v)=usin(v); Z(u,v)=u;

bicimindedir. O halde arakesit grafigi asagidaki gibi olur:
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Cizelge 1.5. Kobordizm lizerindeki lightlike (1s1ksal) vektorler

Bu elips ciftleri bir boyutlu manifold olduklarindan boyutu 1 dir. O halde
kobordizm {tizerindeki lightlike yada 1siksal vektorlerin boyutu k(U)=1 olur. Bu da
(Oren,2007) e gore birasyonel kobordizm invaryantidir. Benzer sekilde, bu yiizeyler her
biri karakteristigi sifir olan complex cisim C {izerinde oldugundan 6rnekteki semi-
Riemannian manifoldun bir diger birasyonel kobordizm invaryant1 , kodaira boyutu
—oo dur. Eger yukaridaki pantolon seklindeki kobordizm yiizeyi tamamen space-like ya
da tamamen timelike olsaydi bu durumlarda da k(u) invaryanti k(u)=0, kodaira boyutu

yine —o olurdu.

Ornek
Simdi ikinci bir 6rnek olarak yine R’ uzaymda egik boru seklindeki bir
kobordizm gdz Oniine alalim. Bu yiizeyin parametrik denklemi u € R, v e [0, 27[] olmak

lzere:

X(u,v)=sinv

Y(u,v) =3/;—cosv
Z(u,v)=u

olur.



53

1

0.5
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-0.54

Cizelge 6. Egik boru seklindeki kobordizm 6rnegi
Egik boru seklindeki yukaridaki kobordizm 6rnegine ait Matlab kod:

[u,v]=meshgrid(0:0.05:1,-p1./2:pi./20:3.*(pi./2));
[a,w]=meshgrid(-1:0.05:0,-p1./2:pi1./20:3.*(pi./2));
X=sin(v);

Y=u."(1./3)-cos(v);
Z=u;

A=-sin(w);
B=-(-a).”(1./3)+cos(w);
C=a;

hold on

surf(X,Y,Z)

surf (A,B,C)

hold off

bicimindedir. Simdi bu yiizeyin iizerindeki lightlike yada 1s1iksal vektorleri elde edecek
olursak bunlar bir hiperbol ¢ifti olusturacaklardir. Bu ¢ift yukaridaki kobordizm ile

X?+Y?-Z?=0 denklemiyle verilen uzay-zaman konisinin arakesitiyle bulunur. Bu
egrileri elde etmek ic¢in koninin parametrik denklemi yukaridaki gibi, ueR, ve[0,2n]

olmak iizere parametrik denklem
X(u,v)=ucos(v);  Y(u,v)=usin(v); Z(u,v)=u;

bi¢cimindedir. O halde arakesit grafigi asagidaki gibi olur:
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Cizelge 7. Egik boru kobordizmi lizerindeki 1s1ksal vektorler

Bu hiperbol c¢ifti bir boyutlu manifold oldugundan boyutu 1 dir. O halde
kobordizm tlizerindeki lightlike ya da 1siksal vektorlerin boyutu k(U)=1 olur. Bu da yine
(Oren,2007) e gore birasyonel kobordizm invaryantidir. Benzer sekilde, bu yiizeyler her
biri karakteristigi sifir olan compleks cisim C iizerinde oldugundan Ornekteki semi-
Riemannian manifoldun bir diger birasyonel kobordizm invaryant1 , kodaira boyutu
—oo dur. Eger yukaridaki egik boru seklindeki kobordizm ylizeyi tamamen space-like
ya da tamamen timelike olsaydi bu durumlarda da yine k(u) invaryant1 k(u)=0, kodaira

boyutu yine —co olurdu.

Ornek

Simdi iigiincii bir rnek olarak yine R’ uzaymda diiz boru seklindeki yarigap: 1

br. olan bir silindir kobordizmini goz 6niine alalim. Bu yiizeyin parametrik denklemi

ueR, ve[0,27] olmak iizere:

X(u,v)=cos(v)
Y(u,v) =sin(v)
Z(u,v)=u

olur.



55

05—

0.5

05 .05

Cizelge 8. Silindir boru seklindeki kobordizm 6rnegi

Silindir boru seklindeki yukaridaki kobordizm 6rnegine ait Matlap kod:

[u,v]=meshgrid(-1:0.05:1,0:p1./20:2.*pi);
X=cos(V);

Y=sin(v);

Z=u;

surf(X,Y,Z)

bi¢imindedir. Simdi bu ylizeyin lizerindeki lightlike ya da 1g1ksal vektorleri elde edecek
olursak bunlar bir ¢ember cifti olusturacaklardir. Bu cift yukaridaki kobordizm ile

X?+Y?-Z7Z*=0 denklemiyle verilen uzay-zaman konisinin arakesitiyle bulunur. Bu
egrileri elde etmek ic¢in koninin parametrik denklemi yukaridaki gibi, ueR, ve[0,2n]

olmak tlizere parametrik denklem
X(u,v)=ucos(v);  Y(u,v)=usin(v); Z(u,v)=u;

bi¢cimindedir. O halde arakesit grafigi asagidaki gibi olur:
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Cizelge 9. Silindir boru kobordizmi iizerindeki 1s1iksal vektorler

Bu ¢ember ¢ifti bir boyutlu manifold oldugundan boyutu 1 dir. O halde
kobordizm iizerindeki lightlike yada 1siksal vektorlerin boyutu k(U)=1 olur. Bu da yine
(Oren,2007) e gore birasyonel kobordizm invaryantidir. Benzer sekilde, bu yiizeyler her
biri karakteristigi sifir olan complex cisim C lizerinde oldugundan o6rnekteki semi-
Riemannian manifoldun bir diger birasyonel kobordizm invaryanti, kodaira boyutu
—oo dur. Eger yukaridaki silindir seklindeki kobordizm ylizeyi tamamen space-like ya
da tamamen timelike olsaydi bu durumlarda da yine k(u) invaryant1 k(u)=0, kodaira

boyutu yine —co olurdu.

Ornek

Simdi dérdiincii bir 6rnek olarak yine R’ uzaymda cift kanatl hiperboloid
seklindeki timelike bir kobordizmi g6z 6niine alalim. Bu yiizeyin parametrik denklemi

veR, De[0,27] olmak iizere:

X (u,v) =sinh(v)cos(J)
Y (u,v) = sinh(v)sin()
Z(u,v)=cosh(v)

olur. Kartezyen denklemi de
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Z}=X*>+Y?+1 olur.

4 — ~_ R N

e

4‘ 1 A l//
A\t e aa

Cizelge 10. cift kanath hiperboloidin {ist yaris1 seklindeki kobordizm 6rnegi
Cift kanath hiperboloidin iist yaris1 seklindeki yukaridaki kobordizm ornegine ait
Matlab kod:

[u,v]=meshgrid(-2:0.05:2,0:p1./20:2.*pi);
X=sinh(u).*cos(v);

Y=sinh(u).*sin(v);

Z=cosh(u);

surf(X,Y,Z)

bicimindedir. Simdi bu ylizeyin ilizerindeki lightlike yada 1s1iksal vektorler yukaridaki
kobordizm ile X*+Y?—Z*> =0 denklemiyle verilen uzay-zaman konisinin arakesitiyle
bulunur. Eger kobordizmi sinirh olarak segersek arakesit olusmayacagindan kobordizm

iizerindeki lightlike yada 1siksal vektorlerin boyutu k(U)=0 olur.
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Cizelge 11. Cift kanatli hiperboloid kobordizmi tizerindeki 1s1ksal vektorler

Benzer sekilde, bu yiizeyler her biri karakteristigi sifir olan kompleks cisim C
iizerinde oldugundan Ornekteki semi-Riemannian manifoldun bir diger birasyonel
kobordizm invaryanti, kodaira boyutu —oo dur. Hiperboloid seklindeki kobordizm

ylizeyi tamamen space-like olsaydi bu durumda da yine k(U) invaryanti k(U)=0, kodaira

boyutu yine —oo olurdu.
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5. SONUCLAR VE ONERILER
5.1 Sonuclar

Bu ¢aligmada 6zel olarak alinan bazi semi-Riemannian manifoldlarin birasyonel
invaryantlar1 incelenmistir. Bunun ig¢in R’ uzaymnda verilen 4 temel 2Cob iireteg

kobordizmi ele almmustir. Bunlar pantolon, egik boru, silindir ve hiperboloid
sekillerinde kobordizmlerdir. Tim bu kobordizmlerin denklemleri verilmis, grafikleri
¢izilmig, maksimum lineer bagimsiz lightlike vektorlerinin sayis1 olan k(U) sayilar1

bulunmus ve kodaira boyutlar1 ele alinmaistir.

5.2 Oneriler

Bu c¢alismanin sonuglar1 dikkate alimarak birasyonel kobordizmin kullanildig:

tibbi ¢caligmalar gelistirilebilir.

Invaryant kavram her tiirlii doniisiimler altinda sabit kalan degerler oldugundan
ezilen, kopan ya da herhangi bir saglik nedeniyle deforme olan kan damarlarinin yerine
ikame edilecek suni damarlar i¢in kobordizm kavrami oldukg¢a 6nemli oldugundan bu

yiizeylerin invaryantlar1 da dnemli olacaktir.
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