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Danisman: Doc. Dr. Abdullah AYDIN

Riesz uzaylari iizerinde istatistiksel sira sinirli ve istatistiksel sira siireklilik operator kavramlari
daha oOnce g¢alhisilmistir. Bu galismada, istatistiksel sira yakinsaklik kavrami kullanarak istatistiksel
kompakt operatorler kavramini tanimlayip, temel sonuglar verilmektedir.
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The concepts of statistical order bounded and statistical order continuous operators on Riesz
spaces have been studied recently. In this study, we introduce the concept of statistical compact operators
and some basic results by using the concepts of statistical order convergence.
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SIMGELER ve KISALTMALAR

Simgeler

A4 : A’nin dik tiimleyeni.

6(4) : A kiimesinin dogal yogunlugu.

|A| : A kiimesinin eleman sayisi(kardinaliesi).

e : E’nin birimi.

0 : E’nin null eleman.

Et : E’nin pozitif kismu.

L(E,F) : E’den F’e tiim operatdrlerin uzayi.

Ly,(E,F) : E’den F’e tiim sira sinirhi operatorlerin uzayz.

N : Pozitif tam sayilar kiimesi.

R : Reel sayilar kiimesi.

X =X : Reel sayilarda bir dizi.

xVy : X Ve y’nin supremumu.

XAy : x Ve y’nin infumumu.

x™t : x ve 0’1n (vektdr uzayinin sifirt) supremumu.

x~ : x ve 0’1n supremumu.

|x| : X Ve —Xx’nin supremumu.

xLly . |x| ve |y| ‘nin infumumu sifirdir.

Xp 4 x . (x,,) asag1 yonlendirilmis bir dizi olup infumumu x’dir.
X, Tx . (x) yukar1 yonlendirilmis bir dizi olup supremumu x’dir.

st,-kompakt : Istatistiksel sira kompakt.
st,-smirlt : Istatistiksel sira sinirl1.

st,-siirekli  : Istatistiksel sira siireklilik.
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1. GIRIS

Riesz uzaylarinda yapilan calismalarin ilki 1928 yilinda Bologna‘da yapilan bir
kongrede Frigyes Riesz’in lineer fonksiyonlarin ayrisimi isimli makalesi kabul edilir.
Riesz uzaylar, kismi sirali vektdr uzaylarin 6zellestirilmesi olan kafes yapisini igeren
vektor uzaylardir. Analizde kullanilan bir¢ok uzay aslinda Riesz uzaydir. Bu alanda
temel ¢aligmalar 1930’Iu yillarda Kantorovich (1937) ve Freudenthal (1936) tarafindan
yapilmistir. Riesz uzaylar, matematiksel analiz ve ¢alismalarin sonucunda 6l¢liim teorisi
ve ekonomi gibi alanlarda uygulama alani bulmustur (Aliprantis ve Burkinshaw, 2003).

Bir E kiimesi lizerinde tanimlanan < bagntisi; yansima, ters simetri ve gecisken
ozelliklerini saglarsa E kiimesine sirali kiime denir. Bir E vektor uzayi tizerinde bir <
siralama bagintisi tanimlanmis olsun. Her x, y € E i¢in;

() x<yikenherzeEiginx+z <y + z,
(i) x <yikena e Rig¢in ax < ay,
sartlar1 saglanirsa E uzayina siralt vektor uzay denir.

E sirali bir kiime olsun. Eger E iizerindeki siralamaya gore her x,y elemani
supremum ve infumuma sahip ve bu elemanlar kiimeye ait ise E kiimesine bir kafes
denir. E bir siral1 vektor uzay1 ise E’ye Riesz uzay: veya kafes uzayr adi verilir.

E ve F iki sirali vektdr uzayr olmak iizere bir T: E — F dogrusal doniistimii
kisaca E’den F’e bir operator olarak adlandirilir. Ayrica her bir x € E, i¢in, 0 < T(x)
sart1 saglanirsa T operatdriine pozitif operator denir ve 0 < T seklinde gosterilir. Bu
calismamizda ele alacagimiz tiim operatorler dogrusallik sartin1 saglamaktadir.

Dizilerde klasik yakinsakliktan farkli olarak istatistiksel yakinsaklik, limit
noktasinin komsulugunun disinda kalan terimlerin indis kiimesinin yogunluklarmin sifir
olmasidir. Bu durumda yakinsak bir dizi ayn1 zamanda istatistiksel olarak yakinsak olur.
Ancak tersi dogru olmak zorunda degildir. Fonksiyonel analizde 6nemli bir yer tutan
istatistiksel yakinsaklik bir¢ok matematikg¢i tarafindan aktif olarak calisilmaktadir.

Bir E Riesz uzayinda (x,)ney dizisi verilsin. Her n € N i¢in |x, — x| < p,
olacak sekilde p,, 1 8 olan bir (p,,)nen dizisi meveut ise (x,,)nen dizisi x € E noktasina
swra yakinsaktir denir ve x, 5x sembolilyle gosterilir. Istatistiksel yakinsaklik kavrami
ise N dogal sayilar kiimesinin yogunluguna baghdir. N’nin bir K alt kiimesinin dogal

yogunlugu;
§(K) = lim |{k € K: k < n}|
n—->0oo



ile tanimlanir. Burada |{k € K: k < n}| ifadesi, n’i asmayan K’ nin elemanlarin sayisini

gostermektedir. Eger;
1
lim—|{k<n:|x,—L| >} =0
n-oon

limiti her ¢ > 0 sayist i¢in saglanirsa (x,,) dizisi L sayisina istatistiksel yakinsaktir denir
ve S — lim x;, = L ile gosterilir.

E ve F normlu uzaylar1 arasinda tanimlanan bir T operatorii altinda, birim
yuvarin goriintiisii relatively kompakt ise bu operatore kompakt operatér denir. Esdeger
olarak, her normlu dizi bir alt dizeye sahiptir ve dizinin T altindaki goriintiisii
yakinsaktir. Biz buradan faydalanarak Riesz wuzaylar arasinda istatistiksel sira

yakinsamaya gore kompakt operatorlerin tanimini verecegiz.

Bu ¢aligmanin tigiincii boliimii olan temel kavramlar kisminda Riesz uzaylar1 ve
istatistiksel sira yakinsaklik ile alakali temel kavramlar verilecektir. Dordiincii bolimde
istatistiksel sira yakinsaklik kavramini kullanarak Riesz uzaylar iizerindeki sira
yakinsaklik tanimindan yola cikip, istatistiksel sira siireklilik kavramini ifade edecegiz.
Besinci boliimde ise istatistiksel kompakt operatorler tanimlanarak sonug ve teoremler
tanimlanacaktir. Calismamiz “Statistical Order Continuous Operators On Riesz Spaces”
(Aydin ve ark., 2023) isimli makale referans alinarak ve makalenin temel tanim,

teoremleri kullanilarak olusturulmustur.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Riesz uzaylari siralt vektor uzayinin tarihini, F. Riesz’ in 1928’ deki Bologna’da
yayinlanan Uluslararasi Matematik Kongresi’ndeki ¢alismasina dayandirildigimi giris
kisminda da ifade etmistik (Riesz, 1928). Devaminda ise L.V. Kantorovich (1937) ve H.
Freudenthal (1936) tarafindan ilk ¢aligmalar1 yapilan Riesz uzaylari teorisi, glinlimiize
kadar ¢esitli arastirmalara konu olmustur. Daha sonra bu alana ilgi artmis ve Yosida
(1938), Nakano (1948), Ogasawara (1957) ve Vulikh (1967) gibi matematikgiler ¢esitli
caligmalar yapmistir. Riesz uzaylari; fonksiyon cebirleri, diferansiyel denklemler, fuzzy
uzaylari, optimizasyon, 6l¢ii ve operator teorileri gibi matematigin farkli alanlarinda ve
ekonomi uygulamalarinda (Aliprantis ve Burkinshaw, 2003) calisma alan1 edinmistir.

Fonksiyonel analiz teorisinde istatistiksel yakinsaklik biiyiik bir 6neme sahiptir.
Istatistiksel yakisaklik fikri ilk olarak Zygmund’un (1935) monografisinde ortaya
atilmustir. Istatistiksel yakisaklik kavraminin temelleri Fast (1951) ve Steinhaus (1951)
tarafindan bagimsiz olarak verilmistir. Buck (1953) ve Schoenberg (1959) tarafindan
istatistiksel yakinsaklik kavrami reel ve karmasik diziler i¢in arastirilmistir. Fridy
(1985) istatistiksel Cauchy dizisi kavramini tanitt1 ve bunun istatistiksel yakinsamaya es
deger oldugunu gosterdi. Fridy (1985) istatistiksel monotonluk kavramina girmis ancak
istatistiksel yakinsaklik i¢cin monoton yakinsaklik teoremi Tripaty (1998) tarafindan
verilmistir. Pehlivan ve Mamedov (2000) tarafindan R™’de istatistiksel yakinsaklik
incelenmistir. Ercan (2009) Riesz uzaylar iizerinde ilk defa istatistiksel yakinsakligin
bir karakterizasyonunu tanitti. Sengimen ve Pehlivan (2012) Riesz uzaylari {izerinde
istatistiksel monoton yakinsaklik ve istatistiksel sira yakinsaklik kavramini verdi. Son
donemlerde Aydin ve ark., (2018) kafes normlu uzaylar lizerinde kompakt operatorleri,
simirsiz sira yakinsaklik kavramindan faydalanarak incelemistir. Aydin (2019) kati
Riesz uzaylarinda filtre yoluyla yakinsamayr ¢aligmistir. Daha sonra Aydin ve ark.,
(2019) kafes normlu vektor kafeslerinde sinirsiz p-yakinsamayi g¢alismistir. Aydin
(2020) yerel olarak kati1 Riesz uzaylarinda istatistiksel olarak sinirsiz T-yakinsakligini
calismigtir. Daha sonra Aydin ve ark.,, (2021) Riesz uzaylarinda A-istatistiksel
yakinsaklik kavramini incelemistir. Aydin ve ark., (2021) Riesz uzaylarinda tam kafes
yakinsaklik kavramini ¢alismistir. Aydin (2022) Riesz uzaylar iizerinde istatistiksel
siirsiz sira yakinsama kavramini ¢alismistir. Temizsu ve Aydin (2022) tarafindan yerel
olarak kati Riesz uzaylarinda aglarin istatistiksel yakinsamasi calisilmistir. Aydin

(2022) kafes normlu Riesz uzaylarda istatistiksel sinirsiz p-yakinsamay: galistilar.



Aydin ve ark., (2023) Riesz uzaylan {lizerinde istatistiksel sira yakinsak operatorleri

calistilar.



3. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, diger boliimlerde kullanilacak olan temel tanim ve kavramlar ile
birlikte bazi teorem ve Onermelere yer verilmistir. Bunun yaninda ifade edecegimiz
cesitli tanim, teorem, sembol ve notasyonlar Riesz uzaylarinin temel arglimanlaridir. Bu
argiimanlar (Vulikh, 1967; Luxemburg ve Zaanen, 1971; Zaanen, 1983; Huijsmans,
1991; Rabiger, 1991; Gutman, 1996; Wickstead, 2001; Abramovich ve Aliprantis,
2002; Aliprantis ve Burkinshaw, 2003; Aliprantis ve Burkinshaw, 2006; Sengimen ve
Pehlivan, 2012; Albayrak ve Pehlivan, 2012; Aydin, 2021; Aydin ve ark., 2021)

calismalarindan alinmustir.

3.1 Riesz Uzaylari

Tanmim 3.1 E bostan farkl bir kiime ve < E’de bir bagint1 olsun. Eger;

1) Herx € E igin x < x,

2) Herx,y € Eicin x <yvey <xikenx =y,

3) Herx,y,z€E igcinx <y ve y<zikenx < z,
sartlar1 saglanirsa E’ye kismi sirali kiime denir ve (E, <) seklinde gosterilir.

Eger kismi siralanmis bir kiimede her eleman, tanimlanan bagintiya gore

birbirleriyle karsilastirilabiliyorsa bu kiimeye tam sirali kiime denir.
Tamim 3.2 E gercel vektor uzayi ve < E’de bir siralama bagintist olsun. Eger;

1) Herx,y,z€e Eiginx <yikenx+z < y+ z,

2) Herx,y € E,0 < A€ Ricinx < yiken Ax < Ay,
sartlar1 saglaniyorsa (E, <) uzayina sirali vektor uzay denir.
Tamm 3.3 E sirali vektor uzayr ve V € E alt vektdr uzayr olmak lizere E’den gelen
siralama ile V bir sirali vektor uzayidir. Bu durumda V’e sirali alt vektér uzayr denir.
Tanim 3.4 E bir siralt vektor uzayi, A ise bu uzaym herhangi bir alt uzay1 olsun. Eger;

1) Herx € Aiginx < z,

2) Her x € Aigin x < y olacak sekilde ki her y € E igin z < y,
kosullarini saglayan bir z € E bulunabiliyorsa z elemanma A kiimesinin supremumu
denir ve sup(A) = z ile gosterilir. Benzer olarak eger;

1) Herx € Aigin z < x,

2) Her x € Aigin y < x olacak sekildeki hery € E i¢iny < z,
kosullarini saglayan bir z € E bulunabiliyorsa z elemanina A kiimesinin infimumu denir

ve inf (A) = z ile gosterilir.



Tamm 3.5 E sirali vektor uzayi ve 6, E’nin sifir vektorii olsun. 8 < x sartin1 saglayan
E’nin x elemanina pozitif eleman denir. E’nin biitiin pozitif elemanlarinin kiimesi;
E,={x€e E: 0< x}
seklinde ifade edilir.
Tamm 3.6 E siral1 bir kiime olsun. Eger E {izerindeki siralamaya gore her x, y elemani
supremum ve infumuma sahip ve bu elemanlar E’e ait ise E kiimesine bir kafes denir.
Eger E bir vektor uzay ise E’e Riesz uzay: Veya vektor kafes adi verilir.
Asagida baz1 Riesz uzay ornekleri verilmistir.
Ornek 3.1
1) x=(x1,%3 ... %,) ER*" Ve y = (y1,Y2 ... ¥n) € R olmak iizere;
X<yoex; <y 1<i<n)
seklinde tamimlanan < koordinatsal siralamasiyla birlikte R™ Oklid uzay: bir
Riesz uzayidir.
2) x=(x1,%3 ... %) ER*" Ve y = (¥1,¥3 ... ¥n) € R" olmak tizere;
x<yeox <y, veyax; =y
Ve
Xy <Yz VEYA X1 = Y1, X3 = Yo, e e Xn-1= Yn-1,Xn = Yn
seklinde tanimlanan < lexicographic siralamasiyla birlikte R™ Oklid uzay1 tam
siral1 bir Riesz uzayidir.
3) R* bir X kiimesi iizerinde tanimli tiim reel degerli fonksiyonlarin ailesini
belirtsin. f, g € R* olmak iizere;
f<geVxeXicin f(x) < gx)
ile tanimli olan < noktasal siralamasiyla birlikte R* bir Riesz uzayidir.
4) (Q,7) bir topolojik uzay olmak iizere, tim x € Q elemanlart i¢in C(Q) =
{f: @ - R: f stirekli fonksiyon} kiimesinde alinan her f,g € C(Q) i¢in f < g
ancak ve ancak f(x) < g(x) saglanir. Tanimlanan C (£2) uzay1 noktasal siralama
ile bir Riesz uzayidir.
Tanim 3.7 E Riesz uzay1 ve G, E’nin bir alt vektor uzay olsun. Eger her x,y € G i¢in
xVye€eGveyax Ay € Gise G’e E’nin Riesz alt uzayr denir.
Tamm 3.8 (E, <) bir Riesz uzay1 olsun. Eger E’nin en kii¢iik eleman1 varsa buna sifir
eleman denir ve 6 ile gosterilir. Eger E’nin en biiyiik eleman1 varsa buna birim eleman

denir ve e ile gosterilir.



Tamim 3.9 E bir Riesz uzay1 ve 0 < e € E olsun. Eger I, = E saglanir ise e’e giiclii
birim denir. B, = E ise e’e zayif birim denir.
Teorem 3.1 E Riesz uzay1 ve A € E bostan farkli bir kiime olsun. Eger supA varsa her
x € E i¢in sup(x A A) vardir ve sup (x A A) = x A supA’dir. Benzer sekilde eger infA
varsa her x € E i¢in inf (x V A) vardir ve inf (x VA) = x V infA’dr.
Tamim 3.10 (E, <) bir Riesz uzay1 olsun. Eger her x,y,z € E i¢in;
xAN(yVvz)=(xAy)V(xA2)

esitligi saglaniyorsa E’e dagilmali kafes denir.
Teorem 3.2 E bir Riesz uzayi ve her x,y, z € E i¢in agagidaki ifadeler saglanir.

0

(i) xvVy=yVvVxvexAy=yAxXx.

) xvV(@Vvz)=(@xVy)VzvexA(yAz)=(xAy)Az

(i) xAY)V@EAz)<xA(Vz) vexV(yvz)<xXVYy)AXV2z).

(iv x<y=>xV(xAz)<yA(xV2z).

V) x<yexVvVy=yvex<yoxAy=x.

(Vi) xvy=y&SxAy=x.

Teorem 3.3 E bir Riesz uzayi ve x,y,z € E olsun. O halde asagidakiler saglanir.
) xvy=-[=0AEN]

(i) xAy=—=[=Vv (=»l

(i) x+y=xVvy+xAy.

vy x+@Vvza)=x+yV(ix+2).
V) x+@Az)=(x+y)A(x+2).
(vij a€Rigina-(xVy)=a-xVa-yvea-(xANy)=a-xAa-y.
(vii) x=x*+ x".
(viii) x| =x* +x".
(ix) x*Ax"=0.
xX) x=@—y)*"+xAy.
xi) |x—yl=xVvy—xAy.
Teorem 3.4 E Riesz uzayi ve her x,y,z € E olsun. Bu durumda asagidaki 6nermeler
saglanir.
i) |xvz—yvz| <|x—y|ve|lxAhz —y Az|<|x—Y]|
(i) Egerx,y,z 20isex A(y+z)< xAy + x A z.
Teorem 3.5 E sirali vektdr uzay i¢in asagidaki ifadeler birbirine denktir.

(i)  E bir Riesz uzayidir.



(ii) Herx €E i¢in x* € E’dir.

(ili) Herx € E igin x~ € E’dir.

(iv) Herx € E igin |x| € E’dir.

Tammm 3.11 E Riesz uzayr ve A,B € E bostan farkli iki kiime olsun. Asagidaki
tanimlamalar yapilir.

1) At ={a*: a€A}.

2) A~ ={a" : a €A}

3) 1Al = {lal : a € A}.

Tamim 3.12 E bir Riesz uzay1 ve x € E olsun. x V0 elemanina x 'in pozitifi denir ve
x*t ile gosterilir. (-X)V 0 elemanma x’in negatifi denir ve x~ ile gosterilir. (—x) V x
elamanina x 'in modiilii (mutlak degeri) denir ve |x| ile gosterilir.

Her x,y € E i¢in x Ay =0 ise x ile y elemanlar: birbirine diktir denir ve
x L y ile gosterilir.
Tanmim 3.13 A, E’nin bostan farkli bir alt kiimesi olmak iizere, {x € E : hery €
Aiginx L y} kiimesine A kiimesinin diklik tiimleyeni denir ve A% ile gosterilir.
A,B € E olmak lizere her x € E ve her y € E i¢in x L y oluyorsa A ile B kiimelerine
birbirine diktir denir ve A L B seklinde gosterilir.
Tamim 3.14 E bir Riesz uzay1 olsun. Herhangi a, b € E iki elaman i¢in a < b olmak
tizere {x € E : a < x < b } kiimesine E 'de bir sirali aralik denir ve [a, b] ile gosterilir.
Bir A € E alt kiimesi igin A € [a, b] olacak sekilde a, b € E varsa A’a E 'de sira simirli
kiime denir.
Tanim 3.15 E sirali vektor uzayi ve A € E olsun.

1) Eger her x,y € A i¢in x <z ve y < z olacak sekilde bir z € A varsa A’a
yukart yonlendirilmis kiime denir ve AT bigiminde gosterilir. A yukar
yonlendirilmis kiime ve E iginde sup(A4) = a varsa A T a bi¢giminde gosterilir.

2) Egerherx,y € A i¢in z < x ve z < y olacak sekilde bir z € A varsa A’a asag:
yonlendirilmis kiime denir ve A | bigiminde gosterilir. A asagi yonlendirilmis
kiime ve E iginde inf(A) = a varsa A | a bigiminde gosterilir.

Tammm 3.16 E Riesz uzayinda her x € E, i¢in n € N, olmak iizere n~ - x | 0 sart1
saglanirsa E’e Archimedean Riesz uzay: denir.
Ornek 3.2 R? iizerinde, (x4,%,), (y1,y,) € R? igin;

X <y & xy<yve x, <y,

siralamasina gore Archimedean Riesz uzayidir.



Tammm 3.17 E bir Riesz uzayr olsun. E’nin bostan farkli ve iistten sinirli her alt
kiimesinin (sayilabilir alt kiimesinin) supremumu ya da alttan sinirli her alt kiimesinin
(sayilabilir alt kiimesinin) infumumu varsa E Riesz uzayina Dedekind tam (o-Dedekind
tam) Riesz uzay denir.
Tamim 3.18 E bir Riesz uzay1 ve A € E olsun. Her y € E ve x € A i¢in y < x iken
y € A oluyor ise A kiimesine kat: kiime denir. Ayn1 zamanda kat1 alt uzaya ideal denir.
A, E’nin kat1 alt uzayi ise A’a E iginde ideal denir. A € E bostan farkli kiimesi
igin A’1 kapsayan en kiigiik ideale A 'min tirettigi ideal denir ve 1, ile gosterilir. Her ideal
bir Riesz alt uzaydir.
Tanmim 3.19 iki vektor uzay: arasinda tanimlanan dogrusal fonksiyona operatér denir.
Yani E ve F iki vektéor uzaytr olsun. Eger T:E — F fonksiyonu igin
T(ax + By) = aT(x) + BT(y) sart1 tim x,y € E ve a, B € R elemanlarinda saglarsa T
fonksiyonuna lineer operator denir. Calismanin geri kalan kisminda T (x) yerine Tx
ifadesi kullanilacaktir.
Tamim 3.20 Bir T operatorii T: E = F olacak sekilde tanimlansin. Eger her x € E, igin

T(x) € F, sart1 saglanirsa T operatdriine pozitif operator denir.

3.1. istatistiksel Yakinsakhk monoton artandir

Tammm 3.21 Bir E Riesz uzayinda (x,),ey dizisi verilsin. Eger her n € N i¢in

|x, — x| <y, olacak sekilde y,, | 6 olan bir (y,),en dizisi mevcut ise (x;,)nen dizisi

- O .. .. o1
x € E noktasina sira yakinsaktir denir ve x,, = x semboliiyle gosterilir.

Tamim 3.22 E ve F iki Riesz uzayi ve T:E — F bir operator olsun.

1) T operatorii sira sinirlt kiimeleri sira sinirlt kiimelere tagirsa T operatoriine sira

swmnirlt operator denir.

2) Eger x, 2 x yakinsamas1 E’de saglanirken, Tx, 2 Tx yakinsamas1 F’de de

saglanirsa T’e swra siirekli operatér denir.

3) Eger x, Zx yakinsamas1 E’de saglanirken, Tx, 2 Tx yakinsamasi F’de de

saglanirsa T’e o-swra stirekli operator denir.

Ly (E,F) uzayl, E ve F Riesz uzaylar1 arasindaki biitiin sira sinirli operatorleri
gostersin. Bu durumda L,(E,F) bir vektor uzaydir. Teorem 1.18 (Aliprantis ve
Burkinshaw, 2006) g6z 6niinde bulundurulursa, F’nin bir Dedekind tam Riesz uzayi

olmasi durumunda L, (E, F)’ nin de bir Dedekind tam Riesz uzayi oldugu goriiliir. Bu
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durumda E ve F Riesz uzaylar arasindaki biitiin o-sira siirekli operatorleri gosteren
L.(E, F) uzayi, L,(E, F) uzay1 i¢inde bir banttir. Her sira stirekli ve sira sinirli olan bir
operator o-sira siireklidir (Aliprantis ve Burkinshaw, 2006). Ama tersi dogru degildir.
Ornek 1.55 (Aliprantis ve Burkinshaw, 2006) buna drnek olarak verilebilir.

Simdi istatistiksel yakinsama ile ilgili kavramlarin bazi temel o6zelliklerini
hatirlatalim.
Tamim 3.23 Pozitif tamsayilarin bir K alt kiimesi verilsin. K,, = {k < n:k € K} ve

|K| = card(K) (K kiimesinin kaardinalitesi) olmak {izere;

n—-oo

ve
< . | K|
6(K) = lim sup—
n—oco n
limitlerine sirasiyla K kiimesinin alt ve dist yogunlugu denir. §(K) = §(K) ise ('Knl)

dizisinin limiti mevcuttur. K € N kiimesinin dogal yogunlugu;

| Ky,
n—oo

6(K) = nl—lm {k < n:k € K}|

ile gosterilir (Niven ve ark., 1991). K =ug_; ([22", 22"*1] N N) kiimesi i¢in § (K) nin
olmadig1 kolayca goriilebilir. Kiimelerin dogal yogunlugu ile ilgili detayli aciklama
(Freedman ve Semmer, 1981) ve (Et ve ark., 2021)’ de mevcuttur. Simdi dogal
yogunluk ile ilgili baz1 6zellik ve 6rnekleri verelim.

1) K € Nsonluise §(K) = 0.

2) K=Nise5(k)=f= 1.

3) K={2n+1:n €N} =T ise 6(T)—llm

o 2n+1 2'

4) K ={2n:n € N} = C ise §(C) =£%5=§.
5) K ={n%neN}ise §(K)= #_{7{}0% =0.
6) KiNK, =0ise 6§(K; UK,) —6(K; NK,) = 8(Ky) + §(K5).
7) K, S K, ise 86(K,) < 8(K,)
8) §(K) =1-6(N\K)
Tamim 3.24 Bir E Riesz uzayida (x,) ey dizisi verilsin. Her € > 0 i¢in;

1
llm |{k<n|xk L >¢}|=0
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olacak sekilde L noktasina yakinsar ise (x,)nen dizisine istatistiksel yakinsak dizi denir
ve S — limx;, = L ile gosterilir. Burada L = 0 alinirsa (x;,)ney dizisi istatistiksel sifir
dizi olur.

Ornek 3.3 Reel sayilarda bir (x,,),ey dizisi alalim. Dizinin terimlerini n = k? olarak
yazilabilirse x,, = 1, diger durumlarda x,, = 0 olarak tanimlayalim. Bu durumda dizinin
terimleri x, = {1,0,0,1,0,0,0,0, 1, ...} seklinde olacaktir. O halde,

K. =1{ki|x, — 1| =2 e} =1{k: |x,— 0| = ¢} = {k: k = n?},

n
S(Kg) = llm—z =0

n-oon

ifadesi saglanir. Boylece st — limx,, = 0 elde edilir.

Kolaylikla goriilebilir ki yakinsak her dizi istatistiksel yakinsaktir. Fakat bu
Oonermenin tersi her zaman dogru olmayabilir. Yani istatistiksel yakinsak bir dizi
yakinsak olmak zorunda degildir.

Tamim 3.25 x = (x,,) reel sayisi dizisi i¢in;

S({neN:|x,| >4} =0
olacak sekilde en az bir sonlu A > 0 reel sayisi varsa x = (x,,) dizisi istatistiksel
suirlidir denir (Fridy ve Orhan, 1997).
Tanim 3.26 Bir x = (x;) dizisini ele alalim. Eger her € > 0 igin;

S({k: |xy —xy| > €D =0
olacak sekilde bir N = N(¢) varsa x = (x;) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir
(Fridy, 1985).
Tammm 3.27 Bir E Riesz uzayinda (x,)nen dizisi verilsin. Eger her bir n € N i¢in
Xp < Xp4q1 saglanir ise (x,)neny dizisine monoton artandwr denir ve x, T semboliiyle
gosterilir. Benzer olarak her n € N i¢in x,,, < x,, ifadesi saglanirsa (x,),ey dizisine
monoton azalandir denir ve x,, 1 ile gosterilir.
Tamm 3.28 Bir E Riesz uzayinda (x,),ey dizisi verilsin. Eger (x;,)neyn dizisi monoton
artan, {x,:n € N} kiimesinin supremumu var ve bir x € E elemanina esit ise bu durum
X, T x semboliiyle gosterilir. Benzer olarak (x,),en dizisi monoton azalan, {x,:n €
N } kiimesinin infumumu var ve bir x € E elemanina esit ise bu durum x,, | x seklinde
ifade edilir. Eger (x;,)nen dizisi igin x,, T x veya x,, | x ifadelerinden biri saglaniyorsa
(Xn)nen dizisi x noktasinda monoton yakinsaktir denir.

Tamm 3.29 x = (x,,) dizisi verilsin.(x,, ) monoton artan ve §(K) = 1 olacak sekilde;

K={k <k,<-}CSN
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bir alt kiimesi varsa (x,) reel sayisi dizisine istatistiksel monoton artandir denir.
Benzer sekilde monoton azalma da tanimlanabilir (Tripathy, 1997).
Tanmm 3.30 (x,) bir E Riesz uzayinda dizi olsun. §(K) = 1 olacak sekilde bir K =

{n, <n, <--}c N indis kiimesi , (xkn) < azalan ve kian(xkn) = 0 saglansin. Bu
n€

kn€
durumda (x,,) dizisine istatistiksel olarak azalarak sifira yakinsar denir. Bu durumda
bu yakinsama x,, 15t 0 ile gosterilir.

Tamm 3.31 (x,),eny » E Riesz uzayinda bir dizi ve x € E olsun. g, 15t 0 olacak
sekilde bir (qn)nen dizisi ve K = {n; <n, < -} c N kiimesi i¢in §(K) = 1 alalim.

Her n € K i¢in |x, — x| < q,, ifadesi saglanirsa (x,,) dizisi x noktasina istatistiksel

- Sto . . oq e
swra yakinsaktir denir ve x,, — x ile gosterilir.
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4. ISTATISTIKSEL SUREKLiI OPERATORLER

Bu boliimde istatistiksel sira sinirli ve istatistiksel olarak o-sira siirekli

operatorler kavramlarini tanitacagiz. Bu boliimde ifade edecegimiz gesitli tanim, teorem,
sembol ve notasyonlar kafes uzaylarmin temel argiimanlaridir ve bu argiimanlar (Aydin
ve ark., 2023) ¢alismasindan alinmustir.
Tanmmm 4.1 (x,),en bir E Riesz uzayinda bir dizi olsun. Eger bir pozitif e € E vektorii
ve §(K) =1 sartiz1 saglayan bir K = {n; <n, <--} c N indis kiimesi mevcut ve
|xnk| < e esitsizligi her n, € K igin saglanir ise (x,,) dizisine istatistiksel olarak sira
strl denir ve kisaca st,-sinirli seklinde ifade edilir.

Her sinirhi dizinin st,-siirlt oldugu ve ayrica istatistiksel olarak sira yakinsak
bir dizinin de st,-smirli oldugu agiktir. Ancak tersinin genel olarak dogru olmasi
gerekmez. Bunu gérmek i¢gin asagidaki 6rnegi inceleyelim.

Ornek 4.1 Tim sifira yakinsak gercek dizilerin uzayr olan ¢, Riesz uzaymi
diisiinelim. ¢, igin de bir (X») dizisini asagidaki gibi tanimlayalim.

v i {en, eger n=m3bazim €N
"8, diger durumlarda

ifadesine gore (Xn) st,-smirh fakat sira smirl degildir.
Tamim 4.2 E ve F iki Riesz uzay1 ve T: E — F bir operator olsun.

St

1) Eger x, S—to> x yakisamas1 E’de saglanirken Tx,, — Tx yakinsamasi F’de
saglanir ise T istatistiksel o-sira siirekli operator olarak adlandirilir.
2) Eger T operatorii istatistiksel sira sinirli dizileri istatistiksel sira sinirli dizilere
tasirsa T’e istatistiksel sira sinmirli operatér denir.
Teorem 4.1 Her sira sinirli operator istatistiksel sira sinirlidir.
Ispat: E ve F iki Riesz uzay1 ve T:E — F bir sira simrl operator olsun. (x,,) , E 'de
st,-sinirlt bir dizi olsun. Bu durumda pozitif bir w € E vektorii ve her k, € K igin
|xk, | < w olacak sekilde bir §(K) = 1 indisi vardir. Buradan (Tx;, ) F 'de sira siirl
bir dizi olur. Ciinkii T sira sinirli operatordiir. Sonug olarak (Tx,,), F'de istatistiksel sira
siurlt bir dizi olur.
Bu teoremin tersinin genel olarak dogru olmasi gerekmez. Her sira siirekli
operatoriin sira sinirli oldugunu biliyoruz (bkz. 6rnegin Lemma 1.54 (Zaanen,1971)).
Bu ise her sira siirekli operatoriin istatistiksel olarak sira sinirli oldugu anlamina gelir.

Teorem 4.2 Her o-sira siirekli operator istatistiksel o- sira siireklidir.
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: to )
Ispat: E ve F iki Riesz uzayi, T:E — F bir o-sira siirekli operator ve x,, S x E'de bir
dizi olsun. Her k, € K icin | %k, — x| < qy, olacak sekilde §(K) =1 sartimi

saglayan g, {5t 0 dizisi vardir. Buradan T' nin o-sira siirekliligini kullanarak F’de

T xknng yakinsakligi elde edilir. Daha sonra Txnsi;Tx bulunur. Ciinkii sira
yakinsak her dizi istatistiksel sira yakinsaktir.
Bu teoremin tersinin saglanmasma gerek yoktur. Istatistiksel sira yakinsaklik

sira yakisaklig1 gerektirmez (bkz. Ornek 3 (Abramovich ve Sirotkin, 2005)).
Teorem 4.3 E ve F Riesz uzaylar1 olsun. O halde, E'den F'e tiim istatistiksel o-sira
stirekli operatorlerin kiimesi olan St.(E, F) bir vektor uzayidir.
Teorem 4.6 T:E — R bir sira sinirli fonksiyonel olsun. O zaman asagidaki ifadeler
denktir.

(i) T istatistiksel o-stireklidir.

(i)  TTistatistiksel o-siireklidir.
(i)  TTistatistiksel o-siireklidir.

(iv)  |T| istatistiksel o-siireklidir.
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5. ISTATISTIKSEL KOMPAKT OPERATORLER

Tammm 5.1 T € L(E,F) olsun. Eger E’de alinan her bir istatistiksel sira smirh (x,)
dizisi igin T(xjn)s—to>z olacak sekilde (xjn) alt dizisi ve z € F eleman1 varsa T
operatoriine istatistiksel sira kompakt operator denir ve kisaca st,-kompakt olarak ifade
edilir.

Burada T’nin st,-kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter sart T(xjnk) 5 7 olacak

sekilde (xjn) dizisinin (xjnk) seklinde bir alt dizisinin bulunmasidir. Bu g¢alismada

Lg (E, F) ailesi E’den F’e tanimlanan biitiin st,-kompakt operatdrleri belirtmektedir.

Hatirlatma 5.1 Kolayca elde edilebilir ki dizisel sira kompakt operatorler istatistiksel

sira kompakttir. Ciinkii sira yakinsak her dizi ayn1 zamanda istatistiksel sira yakinsaktir.
Istatistiksel sira yakinsak bir dizi genellikle sira yakinsak degildir (Sencimen ve

Pehlivan, 2012). Yani [Hatirlatma 5.1]” in tersi gegerli degildir.

Onerme 5.1 L, (E, F) kiimesi bir vektor uzaydir.

Ispat: Varsayalm ki S, T € Lg (E,F) ve (xy), E’de bir st,-smirli dizi olsun. (x,)’nin

(xi)ier Ve (xj)je; olacak sekilde alt dizileri vardir ve I,] indis kiimeleri icin

6(I) = 6(J) = 1 saglanir. Boylece T(x;) S—t0> y ve S(x)) Si; z olacak sekilde y,z € F
elemanlar1 vardir. M = [ NJ kiimesi tizerinde §(M) = 1 saglandiginda (T + S)(x;,)
¢ + 7 ifadesi elde edilir (bknz. Teorem 6(Sengimen ve Pehlivan, 2012)). Buradan da
T + S’nin st,-kompakthigr bulunur. Benzer sekilde bir skaler ile ¢arpim durumu da
bulunabilir.

Onerme 5.2 R,SEL(E)ve T € Ly, (E) olacak sekilde li¢ operator verilsin.

(i) S istatistiksel o-sira siirekli operator ise SoT € Ly (E)’ dir.

(if) P st,-sirh operatdr ise ToP € Ly (E)’dir.
Ispat: (i) Kabul edelim S istatistiksel o-sira siirekli operatdr ve (x,) dizisi st,-smrh
olsun. O zaman T’nin st,-kompakthigindan (x,,) dizisi i¢in 6 (K) = 1 indis kiimesi ile

to . L. .
T(xx) = y olacak sekilde (x;) alt dizisi ve y € E elemani vardir. Buradan S’nin st,-

to tO . . .
siirekliligini kullanarak S(T'(x;)) =s (y) ve (SoT)(xy) 3s (y) ifadeleri yazilir. Bu ise
istenen sonucu verir.

(ii) Varsayalim P bir st,-smirh operator ve (x,) st,-sinirlt bir dizi olsun. O zaman

to
(Px,) de st,-smirl bir dizi olur. Buradan (Px,) dizisinin T (Pxy) = y olacak sekilde
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6(K) =1 indis kiimesi ile (Px;) alt dizisi ve y € E vardir. Clinkii T st,-kompakt
operatordiir. Dolayisiyla ToP st,-kompakt operator olur.

Onerme 5.3 F bir atomik KB-uzay1 olsun. Boylece her T € L(E,F) st,-smirli
operatdrii st,-kompakt olur.

Ispat: E’de bir st,-smrh (x,,) dizi alalm. T’nin st,-smirliligindan F iginde st,-sinirlt
olan bir T (x,) dizisi bulunur. Bir K kiimesinin indis kiimesi ve §(K) = 1 olup biitiin
k € K i¢in |T(xy)| < u olacak sekilde u € F, vardir. Yani T(x,), 6(K) =1 ile
(T(x;))kex olacak sekilde bir sira smurli alt diziye sahiptir. [Hatirlatma 6] ele
alindiginda (T (x))keg dizisinin (T (x,,))mem olacak sekilde bir alt dizisi daha vardir

ve y € F aym vektorii igin T (x,,) 5 vy saglanir(Aydin ve ark., 2018). Kabuliimiizden
ise (M) = 1olup T € L(E, F) elde edilir.

Teorem 5.1 Her istatistiksel sira kompakt operator istatistiksel sira sinirlidir.

Ispat: Kabul edelim ki T € Lg (E,F) olsun. Ancak T st,-sinirli olmasimn. Buradan E
icinde bir st,-smirl olan bir (x,) dizisi bulanabilir. F i¢inde T(x,) dizisi st,-sinirh
degildir. Boylece T (x,) sira sinirli olmaz. Ciinkii her sira sinirlt dizi st,-sinirhidir. Bu
nedenle F, := {x € F: 0 < x} igindeki w biitiin pozitif elemanlar i¢in n,, € N seklinde

baz1 indisleri vardir. Oyle ki, |T(xnw)| £ w bulunur. Diger taraftan T’nin st,-

kompakthigindan (x,) dizisinin T (xy) % z olacak sekilde (x;)iex alt dizisi ve z € F
vardir. Ciinkii (x,,) dizisi E i¢inde st,-siirh dizidir. Buradan F i¢inde g, 5% 6 dizisi
ve J c K indis alt kiimesi igin §(J) = 1 vardir. Her bir j € ] icin |Tx; — z| < q; ifadesi
saglanir. Boylece T (x;) dizisi F’de sira smirl bir dizi olur. Ciinkii ] {izerinde q; | 6
saglanir. Yani bazi u € F, ve her j € ] i¢in |Tx;| < u ifadesi baz1 j, € J igin T(xju)l *
u ifadesiyle ¢eliski olusturur.

Genel olarak [Teorem 5.1]’in tersi saglamayabilir. Asagidaki 6rnek st,-sinirli ve
istatistiksel o-sira siirekli operatorlerin her ikisi iginde gegerlidir.
Ornek 5.1 E = L,[0,1] Riesz uzayin ele alahm. E Riesz uzay: iizerinde | 6zdeslik
operatorii hem o-sira siirekli ve hem de istatistiksel sira smirli bir operatordiir. Ama |
istatistiksel sira kompakt bir operator degildir. Simdi t € [0,1] ve her bir n € N igin
[0,1] aralig1 tizerinde 7;,(t) = sgn(sin(2"nt)) ile tanimlanan reel degerli Rademacher

fonksiyonlarmin (r,;) dizisini alalim. Her n € N i¢in || =1 oldugundan (1;,)
t
istatistiksel sira sinirlt bir dizi olur. Kabuliimiizden (13,) ey dizisinin 7y = f olacak

sekilde bir (13) ey alt dizisi ve f € L;[0,1] fonksiyonu vardir. Yani 7; 5 fvedé(J)=1
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olan () ken dizisinin (7;7) jey alt dizisi daha vardir. Keyfi bir j, € J indisini ele alalim.

O zaman her bir j = j, i¢in fol 73,77 dp = 0 ifadesi yazilir. Buradan takiple 7 7; Srr

Jo
1 1 1
frjrdu%f rrdu=f r?du
0 0 0

elde edilir. Daha sonra integralin sira siirekliligini kullanarak [ 01 rir du = 0 bulunur ve

yakinsakligindan;

folrzd,u = 0 ifadesi elde edilir. Ancak bu |r| =1 ile ¢eliski olusturur. Sonug olarak

() dizisinin herhangi bir st,-yakinsak alt diziye sahip olmadigi goriliir. Boylece |
st,-kompakt degildir.

Ornek 5.2 Her istatistiksel sira kompakt operator sira smirli olmak zorunda degildir.
Dizisel sira kompakthk icin Omek 6 (Azaouzi ve Amor, 2021) ele almabilir.
Dolayisiyla [Hatirlatma 5.1] uygulandiginda operator istatistiksel kompakt olur. Ama
sira sinirli operatér olmaz.

Asagidaki ifade icin Ornek 4.2 (Maslyuchenko, 2009)’i ele alalim.

Ornek 5.3 Herhangi istatistiksel sira kompakt operator istatistiksel o-sira siirekli olmak
zorunda degildir. [0,1] kiimesinin Borel altkiimelerinden olusan B Boolen cebri igin
B'deki 6l¢timiinii sifir yapan herhangi bir U ultra filtresini alalim. L,[0,1]’den R’e

tanimlanan asagidaki Tj; operatori;

i 1
Ty(S) = li S oSeu

el u(4)
istatistiksel o-sira siirekli degil, fakat istatistiksel sira kompakt operatordiir.
Normlu bir Riesz uzay iizerinde |x| < |y| esitsizligini saglayan biitiin elemanlar

Il x | < Il y |l esitsizligini de saglarsa bu normlu Riesz uzayina kafes normu denir.

Teorem 5.2

(i) E bir kafes norm uzayr ve F bir Banach kafes oldugunda bir T € L(E,F)
kompakt operatorii st,-kompakt olur.

(i)  Eger E giicli birim normu olan bir AM-uzay1 (x Ay =0 i¢in | x Ay lI=I x || VII
y Il saglanir) ve F sira siirekli kafes normlu uzayr ise her T € Ly (E,F)
operatorii kompakttir.

Ispat: (i) (xy), E iginde bir st,-simirh dizi olsun. O zaman §(K) = 1 olacak sekilde bir
indis kiimesi ve u € E, pozitif eleman1 vardir. O halde her k € K icin |x,| < u
elemani saglanir. Yani (xi)ex dizisi sira siirlidir. Buradan, biitiin k € K i¢in;

o I<1lull
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olur. Ciinkii E bir kafes normudur. Bu yiizden E iginde (xj)xex dizisi bir norm smirli

dizidir. T’nin kompakthgindan y € F ve (xy)kex dizisinin bazt (x,,)mem alt dizileri

icin T (x,,) M y yazilir. Simdi Teorem VI1.2.1 (Vulikh, 1967) ele alindiginda (%) mem

dizisinin (x;); ¢ alt dizisi daha vardir dyle ki T (x;) 5 y yazilabilir. Ciinkii F Banach

kafestir. Sonug olarak (xj)yex dizisi sira sinirli oldugunda ve (xi)rex dizisinin (x;); e,

alt dizisinden hareketle T (x;) f,y saglanir. §(K) = 1 elde edilir ve T operatorii st,-
kompakt olur.

(ii) E’de rastgele norm siral1 bir (x,,) dizisi alalim. Giiglii bir birim norma sahip
AM-uzaym goz oniinde bulundurarak, (x,) dizisinin sira sinirlt oldugu [Zaanen, 1983

Ss. 490]' da ki bilgilerden takip edilebilir. O halde (x,) dizisi st,-smirli dizi olur.

Sto
Buradan T 'nin st,-kompakthgmi kullanarak (x,) dizisinin §(K) =1 ile Tx;, — y

olacak sekilde (xj)rex alt dizisi ve y € F vardir. Bunun anlami (xi)ex dizisinin

6(M) =1 dizin kiimesiyle birlikte Tx,, 5 y olacak sekilde (x,,;,)mepn bir alt dizisi

daha var demektir. O halde Tx,, Lt y yakinsakligi sira siirekli kafes normundan elde
edilebilir. Bu nedenle T kompakt bir yapiya sahiptir.

u € F sabit bir vektor ve E lizerinde bazi sira sinirli lineer fonksiyonlar ile x € E
icin T(x): = f(x)u olacak sekilde bir T operatorii tanimlayalim. O zaman T € L, (E, F)
elde edilir ve rank-one operatér olarak adlandirilir (Aliprantis ve Burkinshaw, 2006).
Teorem 5.3 Her st,-smirl1 sonlu dereceli rank operatorii st,-kompakttir.
Ispat: Sabitu € F elemam ve f:E — R st,-smirli fonksiyonu ile T operatorii,
varsayalim biitiin x € E i¢in T(x):= f(x)u seklinde tanimlansin. E’ de rastgele bir
st,-sinirh (x,,) dizisi i¢in f(x,), R’de st,-sinirlidir. Cilinkii f st,-smirli fonksiyondur.
Boylece (x,)’nin (xj)rex alt dizisi vardir ve f(x;), 6(K) =1 ile R’de sinirlidir.
Buradan Bolzano Weierstrass teoremi uygulanirsa (x;)eg dizisinin (x,,)men bir alt
dizisi daha elde edilir ve §(M) = 1 oldugunda baz1 @ € R i¢in f(x,,) = a bulunur.
Esitsizligin takibi ile;

IT (xm) — aul = |f (xp)u — au| = |f(xp) — allu| - 0

ifadesi F’nin Archimedean olma o6zelliginden ve |f(x,,) — a| —» 0 yakinsakligindan
elde edilir. Sonug olarak T’nin st,-kompaktligi bulunur.

Ornek 5.4 L, (E,F) uzayinn sira kapali olmasma gerek yoktur. [Omek 5.1]°de ki

Rademacher fonksiyonu 7, ve L;'deki standart bazi e,, igin £;'den L;'ye T(e,) = (1)
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ile tamimlanan bir T operatorii ile bir 7, izdlsiimii ve bir (S,,) dizisi alalm. Tim x € £,
icin S, (x):= (T om,)(x) = YR-1XxT% tanmmmlansmn. Her bir n € N igin (S,,)'in sonlu

dereceli bir operator oldugu aciktir. [Teorem 5.3]'G uygularsak, (S,)'nin L (€1,L;)

icinde bir dizi oldugunu elde ederiz. Diger yandan S, 5T oldugu goriilebilir. [Ornek
5.1]’den anlasilacagi tizere (r,)'nin herhangi bir st,-yakinsak alt dizisinin olmadigi
aciktir. Bu nedenle T operatorii st,-kompakt degildir.

Bir T operatorii L(E, F) iginde T(xVvy)=TxVTy ozelligini saglarsa, T
operatorii kafes homomorfizmasi olarak adlandirilir.
Onerme 5.4 F bir sira tamamlayan Riesz uzay1 olmak iizere bir T operatdrii Lt (E, F)
uzayinda kafes homomorfizmasi olsun. Eger baz1 S € L(E, F) operatdrii i¢in 8 < § <
T saglanirsa S operatorii st,-kompakttir.
Ispat: Varsayalim (x,,) dizisi E'de st,-sinirh bir dizi olsun. Bir alt diziden hareketle,

(xy) dizisinin 6(K) =1 Iile (xkn) alt dizisi ve baz1i y € F elemanlar1 igin

kn€EK

st

(Tx;) = y oldugunu kabul edelim. Daha sonra, Teorem 18.2 (Luxemburg ve Zaanen,
1971) kullanilarak her k,, € K igin;

|St1e, = St | < S(|k, = i) < T([o0i, = 20,0]) = [Tk, = T, |

esitsizligi elde edilir. Ciinkii T bir kafes homomorfizmasi ve S bir pozitif operatordiir.

Sto
Simdi (Txkn — Tka) — 6 oldugundan ve son esitsizlikten (Sxkn)k cx dizisinin bir
istatistiksel sira Cauchy dizisi oldugu anlasilir. F'nin sira kompaktligindan baz1 z € F

elemanlart i¢in Sx; > 7 elde edilir. Boylece sayfa 7°deki (Sengimen ve Pehlivan,

sto
2012) ozellik uygulamirsa §(K) = 1 esitliginden Sx,, — z yakinsakhig1 elde edilir.
Sonug olarak S bir st,-kompakt operatordiir.

Teorem 5.4 E bir Dedekind tam Riesz uzay1 ve T, E lizerinde bir pozitif, istatistiksel

o-sira siirekli ve st,-kompakt operator olsun. O halde E {izerinde baz1 S operatorii i¢in

Sto - . .. . . . . . .. -
S, — S ile E ilizerinde azalan operatorler istatistiksel o-sira siirekli operatorlerin

sto
herhangi (S,) dizisii¢in T o S,, — T o S ifadesi saglanir.

Ispat: T ve (S,) icin teoremin kosullarinin yerine getirildigini kabul edelim. Ardindan
her n i¢in S ve T’nin istatistiksel o-sira siirekliliginden takiple, T o S, istatistik o-sira

siirekli operatér oldugu bulunur. Diger taraftan E ilizerinde bazi1 S operatorleri icin
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Slo o
S, — S sagladigi zaman (S,,) dizisinin 6 (K) = 1 ile S;, = S olacak sekilde (Sy)xex bir
alt dizisi vardir. Bu nedenle Teorem VIIL.2.3 (Vulikh, 1967) g6z 6niinde

bulunduruldugunda, tiim x € E vektorleri igin S,x 5 Sx bulunur ve her x € E icin

Sty .

S,x — Sx elde edilir. Buradan her bir x € E i¢in;
st sty
T(Spx) — T(Sx) veya (T oSp)(x) — (T °S)(x)
ifadesi saglanir. Ciinkii T istatistiksel o-sira stirekli bir operatordiir. Diger yandan, (S,,)

azalan ve T pozitif oldugu zaman (T o S ) azalan bir dizi olur. Bu nedenle Teorem

VI1.2.4 (Vulikh, 1967) uygulanarak T o S s—to> T o S elde edilir. Yani T o S, ﬁ ToS
ifadesi bulunur.

Teorem 5.5 (T]) dizisi F Dedekind tam oldugunda £, (E,F) uzayinda st,-kompakt
operatorlerin bir dizisi olsun. Eger (T]), T € L,(E,F) i¢in st,-yakinsak ise T €
Lg:, (E, F) saglanir.

Ispat: Varsayalim E icinde bir (x,,) dizisi st,-sirl1 olsun. Dolayisiyla §(I) = 1 olacak
sekilde bir indis kiimesi ve E i¢inde u = 0 bir pozitif eleman1 ile her bir i € I i¢in
|x;| < u ifadesi saglanir. Diger taraftan standart diagonal argiimani kullanarak (x;,)
dizisinin her j € N ve baz1 y; €Y elemanlart i¢in §(M) =1 ile m — oo giderken

st o
Tix, — y; olacak sekilde bir (X, )mep alt dizisi bulunabilir. Ciinkii herhangi j elemani

i¢in T; st,-kompakt operatordiir. Daha sonra (TJ), T i¢in st,-yakinsak operatorii oldugu
zaman (Tj)’nin 8(K) =1 olan indis kiimesi ile j, — oo giderken T;, 5T olacak

sekilde bir (Tjk)j cx alt dizisi vardir. Buradan da m — oo giderken her bir j, € K i¢in
k

T Xm = ¥, oldugu goriilebilir.

Simdi (yjk)jkEK dizisinin F iginde bir sira Cauchy dizisi oldugunu gosterelim.
[k olarak her JnJx € K i¢in;

|yjn - yjk| = |yjn = TjpXm + Tj Xm — TjXm + Ty Xm — yjkl
= |yjn - Tjnxml + |T]'nxm - Tjkxml + |Tjkxm o yjk' (*)

esitsizligi elde edilir. Ardindan j, — oo ve j, — oo giderken sirasiyla son esitsizlikteki
stfira sira yakinsakligi hem birinci hem de tiglincii terim ic¢in elde ederiz. F’nin
Dedekind tamligint  kullanarak Teorem1.18 (Aliprantis ve Burkinshaw 2006)

uygulanabilir. Buradan da her m € [ igin;
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|Tjnxm - Tjkxml = |T]n - T]kl(lxml) = |’1}n - ’I}kl(u)
ifadesi elde edilir. Ote yandan Teorem VII1.2.3 (Vulikh, 1967) dikkate alindiginda
L, (E, F) igindeki Tj, ST yakinsakligindan j, — oo i¢in F iginde |Tjn — Tjkl(u) 50
ifadesi bulunur. Buradan, () esitsizliginden j,,j, — o giderken F i¢inde

|yjn — yjk| 30 yakinsakligi bulunur. Daha sonra (yjk) dizisi F iginde bir sira Cauchy
dizisi olur. Hatirlatma 7.2 (Pagter, 1981) kullanilarak Dedekind tamlik sira tamligi
gerektirir. Bu nedenle F sira tam olur. Bdylece (y;, ) dizisi j, — oo giderken F igindeki
bazi y elemanlari igin sira yakinsak bulunur. Buradan Teorem.1.14 (Aliprantis ve
Burkinshaw, 2006) kullanilarak;
T =y < |Txn — T Xm + T Xm — ¥j, + ¥j,, — V|

< Ty = T| (D) + |Ttm = 3] + |y =

< T =TI + |Txm = vyl + [y = ¥
esitsizligi bulunur. Buradan m — oo alinarak;

limsup|Tx,, — y| < |Tj, — T|(w) + |y, — |

m-oo

bulunur. Ancak j, keyfidir. Bu yiizden limsup,; e |T%,, —y| =0 olur. Oyleyse

st

|Tx,, — ¥l 50 yani Tx,, = y bulunur. Sonug olarak T operatorii istenildigi gibi st,-

kompakt olur.

Teorem 56 T € L, (E,F) ve S € L(E,F) bir Riesz homomorfizmasi olsun. Eger F
o

sira siirekli Banach kafesiise S o T € L _(E, F) bulunur.
Ispat: Varsayalm (x,) dizisi E’de st,-smirli dizi olsun. Oyleyse (x,) dizisinin

st 0
6(K) =1 indis kiimesi ile T(x;) — y olacak sekilde bir (x;),ex alt dizisi ve bazi

y € F elemanlar1 vardir. M kiimesi i¢in §(M) = 1 indis kiimesi oldugunda her m € M
icin, |T(x,;,) — y| < q,, olacak sekilde F i¢inde q; 1% 6 dizisi daha vardir ve g,,, ! 0
sagladiginda ve F sira siirekli kafes norma sahip oldugunda ||g,,|l { 0 yazilir. Diger
taraftan Teorem.4.3 (Aliprantis ve Burkinshaw, 2006) kullanilirsa her Riesz
homomorfizmasi bir pozitif operatér oldugundan [IS(q, )|l { yazilir. Simdi Teorem
VII.2.1 (Vulikh, 1967) kullanilarak kabulimiizden &6(J) =1 oldugunda S’nin

o
pozitifliginden (qm,)menm dizisinin S(qj) - 0 yani S(qj) 1 0 olacak sekilde bir (q]-)jej
alt dizisi vardir. Teorem 2.14 (Aliprantis ve Burkinshaw, 2006) diistiniiliirse her j € |

i¢in;
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|52 T)(x) =S| =5(IT(x) = 1) < 5(a;)

esitsizligi bulunur. Buradan (S o T)(xj) 5 S(y) yani (SoT)(x,) Sif S(y) elde edilir.
Bu ise S o T’nin st,-kompaktligi sonucuna ulastirir.

Onerme 5.5 E bir Banach kafes uzay1 ve F bir o-sira siirekli Banach kafes uzay1 olsun.
E’ den F’e tanimlanan st,-kompakt operatdr norm sinirlidir.

Ispat: Varsayalim T norm smirli olmasim. O zaman E’de norm sinirh bir (x,,) dizisi i¢in

lx, Il < 3171 vardir ve (Tx,,) F’de norm sinirhi degildir. A¢ik¢a goriiliir ki (x;,) st,-sinirli

Sto
dizidir. T’nin st,-kompakthgindan &(K) =1 ile (x,) dizisinin Tx, — y olacak
sekilde (xy)xex alt dizisi vardir ve bazi y € F elemanlar vardir. Benzer olarak (xj)gex

dizisinin §(M) =1 ve Tx,, 5 y sartlarin1 saglayacak sekilde bir (x,,)mepn alt dizisi

II1I
vardir. Buradan takiple F iizerindeki o-sira norm siireklilikten Tx;, — y yakinsamasi
ITx, || = oo ile ¢eliski olusturur. Boylece T norm sinirlt olur.

Onerme 5.6 T € L, (E,F) ve G, F'nin majorizing ve sira tam alt kafesi olsun. Eger

T(E) G’nin altuzayiise T: E = G operatdrii st,-kompakttir.
Ispat: Varsayahm (x,), E'de sty-sirh bir dizi olsun. T € Ly, (E, F) oldugundan

st

(xy) dizisinin §(K) = 1 ile T (xy) 5 y olacak sekilde (xj) ek alt dizisi ve baz1y € F
vardir. [Teorem 5.1])’den takiple T: E — F bir st,-siirli operatordiir. Bu nedenle (x,,)
dizisi E'de st,-sinirh dizi oldugunda (T'x,,) F’de bir st,-smirl dizi olur. Buradan (x,,)
dizisinin §(M) = 1 ile (Tx,,) olacak sekilde (x,,)menm alt dizisi daha vardir ve (Tx,,)
F i¢inde sira smirhdir. (Tx,,,) dizisi G iginde de sira simirlidir. Cilinkii G majorizing ve
T(E), G’nin bir alt uzayidir. Agiklama 27 (Azouzi ve Amor, 2021) kullanilarak G iginde

R st
Tx,, = yyani Tx, — y elde edilir. Bu ise istenen sonuctur.
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