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SİMGELER ve KISALTMALAR 

Simgeler 

 

    :  ‟nın dik tümleyeni. 

 

      :   kümesinin doğal yoğunluğu. 

 

| |  :   kümesinin eleman sayısı(kardinaliesi). 

 

                      :  ‟nin birimi. 

 

   :  ‟nin null elemanı. 

 

    :  ‟nin pozitif kısmı. 

 

       :  ‟den  ‟e tüm operatörlerin uzayı. 

 

        :  ‟den  ‟e tüm sıra sınırlı operatörlerin uzayı. 

 

   : Pozitif tam sayılar kümesi. 

 

   : Reel sayılar kümesi. 

 

      : Reel sayılarda bir dizi. 

 

     :   ve  ‟nin supremumu. 

 

     :   ve  ‟nin infumumu. 

 

    :   ve  ‟ın (vektör uzayının sıfırı) supremumu. 

 

    :   ve  ‟ın supremumu. 

 

| |  :   ve   ‟nin supremumu. 

 

     : | |    | | „nin infumumu sıfırdır. 

 

      :      aşağı yönlendirilmiş bir dizi olup infumumu  ‟dir. 

 

      :      yukarı yönlendirilmiş bir dizi olup supremumu  ‟dir. 

 

   -kompakt : İstatistiksel sıra kompakt. 

 

   -sınırlı : İstatistiksel sıra sınırlı. 

 

   -sürekli : İstatistiksel sıra süreklilik.
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1. GİRİŞ 

Riesz uzaylarında yapılan çalışmaların ilki 1928 yılında Bologna„da yapılan bir 

kongrede Frigyes Riesz‟in lineer fonksiyonların ayrışımı isimli makalesi kabul edilir. 

Riesz uzaylar, kısmi sıralı vektör uzayların özelleştirilmesi olan kafes yapısını içeren 

vektör uzaylardır. Analizde kullanılan birçok uzay aslında Riesz uzaydır. Bu alanda 

temel çalışmalar 1930‟lu yıllarda Kantorovich (1937) ve Freudenthal (1936) tarafından 

yapılmıştır. Riesz uzaylar, matematiksel analiz ve çalışmaların sonucunda ölçüm teorisi 

ve ekonomi gibi alanlarda uygulama alanı bulmuştur (Aliprantis ve Burkinshaw, 2003). 

Bir   kümesi üzerinde tanımlanan   bağıntısı; yansıma, ters simetri ve geçişken 

özelliklerini sağlarsa   kümesine sıralı küme denir. Bir   vektör uzayı üzerinde bir   

sıralama bağıntısı tanımlanmış olsun. Her       için; 

(i)     iken her     için        , 

(ii)     iken     için      , 

şartları sağlanırsa   uzayına sıralı vektör uzay denir. 

  sıralı bir küme olsun. Eğer   üzerindeki sıralamaya göre her     elemanı 

supremum ve infumuma sahip ve bu elemanlar kümeye ait ise   kümesine bir kafes 

denir.   bir sıralı vektör uzayı ise  ‟ye Riesz uzayı veya kafes uzayı adı verilir. 

  ve   iki sıralı vektör uzayı olmak üzere bir       doğrusal dönüşümü 

kısaca  ‟den  ‟e bir operatör olarak adlandırılır. Ayrıca her bir      için,        

şartı sağlanırsa   operatörüne pozitif operatör denir ve     şeklinde gösterilir. Bu 

çalışmamızda ele alacağımız tüm operatörler doğrusallık şartını sağlamaktadır. 

Dizilerde klasik yakınsaklıktan farklı olarak istatistiksel yakınsaklık, limit 

noktasının komşuluğunun dışında kalan terimlerin indis kümesinin yoğunluklarının sıfır 

olmasıdır. Bu durumda yakınsak bir dizi aynı zamanda istatistiksel olarak yakınsak olur. 

Ancak tersi doğru olmak zorunda değildir. Fonksiyonel analizde önemli bir yer tutan 

istatistiksel yakınsaklık birçok matematikçi tarafından aktif olarak çalışılmaktadır. 

Bir   Riesz uzayında         dizisi verilsin. Her     için |    |     

olacak şekilde      olan bir         dizisi mevcut ise         dizisi     noktasına 

sıra yakınsaktır denir ve    
 

  sembolüyle gösterilir. İstatistiksel yakınsaklık kavramı 

ise   doğal sayılar kümesinin yoğunluğuna bağlıdır.  ‟nin bir   alt kümesinin doğal 

yoğunluğu; 

        
   

|{       }| 
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ile tanımlanır. Burada |{       }| ifadesi,  ‟i aşmayan  ‟nın elemanların sayısını 

göstermektedir. Eğer; 

   
   

 

 
|{    |    |   }|    

limiti her     sayısı için sağlanırsa      dizisi   sayısına istatistiksel yakınsaktır denir 

ve           ile gösterilir. 

  ve   normlu uzayları arasında tanımlanan bir   operatörü altında, birim 

yuvarın görüntüsü relatively kompakt ise bu operatöre kompakt operatör denir. Eşdeğer 

olarak, her normlu dizi bir alt dizeye sahiptir ve dizinin   altındaki görüntüsü 

yakınsaktır. Biz buradan faydalanarak Riesz uzaylar arasında istatistiksel sıra 

yakınsamaya göre kompakt operatörlerin tanımını vereceğiz. 

Bu çalışmanın üçüncü bölümü olan temel kavramlar kısmında Riesz uzayları ve 

istatistiksel sıra yakınsaklık ile alakalı temel kavramlar verilecektir. Dördüncü bölümde 

istatistiksel sıra yakınsaklık kavramını kullanarak Riesz uzaylar üzerindeki sıra 

yakınsaklık tanımından yola çıkıp, istatistiksel sıra süreklilik kavramını ifade edeceğiz. 

Beşinci bölümde ise istatistiksel kompakt operatörler tanımlanarak sonuç ve teoremler 

tanımlanacaktır. Çalışmamız “Statistical Order Continuous Operators On Riesz Spaces” 

(Aydın ve ark., 2023) isimli makale referans alınarak ve makalenin temel tanım, 

teoremleri kullanılarak oluşturulmuştur. 
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2. KAYNAK ARAŞTIRMASI 

Riesz uzayları sıralı vektör uzayının tarihini, F. Riesz‟ in 1928‟ deki Bologna‟da 

yayınlanan Uluslararası Matematik Kongresi‟ndeki çalışmasına dayandırıldığını giriş 

kısmında da ifade etmiştik (Riesz, 1928). Devamında ise L.V. Kantorovich (1937) ve H. 

Freudenthal (1936) tarafından ilk çalışmaları yapılan Riesz uzayları teorisi, günümüze 

kadar çeşitli araştırmalara konu olmuştur. Daha sonra bu alana ilgi artmış ve Yosida 

(1938), Nakano (1948), Ogasawara (1957) ve Vulikh (1967) gibi matematikçiler çeşitli 

çalışmalar yapmıştır. Riesz uzayları; fonksiyon cebirleri, diferansiyel denklemler, fuzzy 

uzayları, optimizasyon, ölçü ve operatör teorileri gibi matematiğin farklı alanlarında ve 

ekonomi uygulamalarında (Aliprantis ve Burkinshaw, 2003) çalışma alanı edinmiştir. 

Fonksiyonel analiz teorisinde istatistiksel yakınsaklık büyük bir öneme sahiptir. 

İstatistiksel yakınsaklık fikri ilk olarak Zygmund‟un (1935) monografisinde ortaya 

atılmıştır. İstatistiksel yakınsaklık kavramının temelleri Fast (1951) ve Steinhaus (1951) 

tarafından bağımsız olarak verilmiştir. Buck (1953) ve Schoenberg (1959) tarafından 

istatistiksel yakınsaklık kavramı reel ve karmaşık diziler için araştırılmıştır. Fridy 

(1985) istatistiksel Cauchy dizisi kavramını tanıttı ve bunun istatistiksel yakınsamaya eş 

değer olduğunu gösterdi. Fridy (1985) istatistiksel monotonluk kavramına girmiş ancak 

istatistiksel yakınsaklık için monoton yakınsaklık teoremi Tripaty (1998) tarafından 

verilmiştir. Pehlivan ve Mamedov (2000) tarafından   ‟de istatistiksel yakınsaklık 

incelenmiştir. Ercan (2009) Riesz uzayları üzerinde ilk defa istatistiksel yakınsaklığın 

bir karakterizasyonunu tanıttı. Şençimen ve Pehlivan (2012) Riesz uzayları üzerinde 

istatistiksel monoton yakınsaklık ve istatistiksel sıra yakınsaklık kavramını verdi. Son 

dönemlerde Aydın ve ark., (2018) kafes normlu uzaylar üzerinde kompakt operatörleri, 

sınırsız sıra yakınsaklık kavramından faydalanarak incelemiştir. Aydın (2019) katı 

Riesz uzaylarında filtre yoluyla yakınsamayı çalışmıştır. Daha sonra Aydın ve ark., 

(2019) kafes normlu vektör kafeslerinde sınırsız  -yakınsamayı çalışmıştır. Aydın 

(2020) yerel olarak katı Riesz uzaylarında istatistiksel olarak sınırsız  -yakınsaklığını 

çalışmıştır. Daha sonra Aydın ve ark.,  (2021) Riesz uzaylarında  -istatistiksel 

yakınsaklık kavramını incelemiştir. Aydın ve ark., (2021) Riesz uzaylarında tam kafes 

yakınsaklık kavramını çalışmıştır. Aydın (2022) Riesz uzaylar üzerinde istatistiksel 

sınırsız sıra yakınsama kavramını çalışmıştır. Temizsu ve Aydın (2022) tarafından yerel 

olarak katı Riesz uzaylarında ağların istatistiksel yakınsaması çalışılmıştır. Aydın 

(2022) kafes normlu Riesz uzaylarda istatistiksel sınırsız  -yakınsamayı çalıştılar. 
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Aydın ve ark., (2023) Riesz uzayları üzerinde istatistiksel sıra yakınsak operatörleri 

çalıştılar. 
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3. TEMEL KAVRAMLAR  

Bu bölümde, diğer bölümlerde kullanılacak olan temel tanım ve kavramlar ile 

birlikte bazı teorem ve önermelere yer verilmiştir. Bunun yanında ifade edeceğimiz 

çeşitli tanım, teorem, sembol ve notasyonlar Riesz uzaylarının temel argümanlarıdır. Bu 

argümanlar (Vulikh, 1967; Luxemburg ve Zaanen, 1971; Zaanen, 1983; Huijsmans, 

1991; Räbiger, 1991; Gutman, 1996; Wickstead, 2001; Abramovich ve Aliprantis, 

2002; Aliprantis ve Burkinshaw, 2003; Aliprantis ve Burkinshaw, 2006; Şençı men ve 

Pehlı van, 2012; Albayrak ve Pehlivan, 2012; Aydin, 2021; Aydın ve ark., 2021) 

çalışmalarından alınmıştır. 

3.1 Riesz Uzayları 

Tanım 3.1   boştan farklı bir küme ve    ‟de bir bağıntı olsun. Eğer; 

1) Her     için     , 

2) Her       için      ve     iken    , 

3) Her          için      ve      iken      

şartları sağlanırsa  ‟ye kısmi sıralı küme denir ve       şeklinde gösterilir. 

Eğer kısmi sıralanmış bir kümede her eleman, tanımlanan bağıntıya göre 

birbirleriyle karşılaştırılabiliyorsa bu kümeye tam sıralı küme denir. 

Tanım 3.2   gerçel vektör uzayı ve    ‟de bir sıralama bağıntısı olsun. Eğer; 

1) Her         için     iken         , 

2) Her      ,       için     iken      , 

şartları sağlanıyorsa       uzayına sıralı vektör uzay denir. 

Tanım 3.3   sıralı vektör uzayı ve     alt vektör uzayı olmak üzere  ‟den gelen 

sıralama ile   bir sıralı vektör uzayıdır. Bu durumda  ‟e sıralı alt vektör uzayı denir. 

Tanım 3.4   bir sıralı vektör uzayı,   ise bu uzayın herhangi bir alt uzayı olsun. Eğer; 

1) Her     için    , 

2) Her     için     olacak şekilde ki her     için    , 

koşullarını sağlayan bir     bulunabiliyorsa   elemanına   kümesinin supremumu 

denir ve          ile gösterilir. Benzer olarak eğer; 

1) Her     için    , 

2) Her     için     olacak şekildeki her     için    , 

koşullarını sağlayan bir     bulunabiliyorsa   elemanına   kümesinin infimumu denir 

ve          ile gösterilir. 
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Tanım 3.5   sıralı vektör uzayı ve  ,  ‟nin sıfır vektörü olsun.     şartını sağlayan 

 ‟nin   elemanına pozitif eleman denir.  ‟nin bütün pozitif elemanlarının kümesi; 

   {            } 

şeklinde ifade edilir. 

Tanım 3.6   sıralı bir küme olsun. Eğer   üzerindeki sıralamaya göre her     elemanı 

supremum ve infumuma sahip ve bu elemanlar  ‟e ait ise   kümesine bir kafes denir. 

Eğer   bir vektör uzay ise  ‟e Riesz uzayı veya vektör kafes adı verilir.  

Aşağıda bazı Riesz uzay örnekleri verilmiştir. 

Örnek 3.1 

1)                  ve                   olmak üzere; 

                         

şeklinde tanımlanan   koordinatsal sıralamasıyla birlikte    Öklid uzayı bir 

Riesz uzayıdır. 

2)                  ve                   olmak üzere; 

          veya       

ve 

      veya                               

şeklinde tanımlanan   lexicographic sıralamasıyla birlikte    Öklid uzayı tam 

sıralı bir Riesz uzayıdır. 

3)    bir   kümesi üzerinde tanımlı tüm reel değerli fonksiyonların ailesini 

belirtsin.         olmak üzere; 

         için           

ile tanımlı olan   noktasal sıralamasıyla birlikte    bir Riesz uzayıdır. 

4)       bir topolojik uzay olmak üzere, tüm     elemanları için      

{                         } kümesinde alınan her          için     

ancak ve ancak           sağlanır. Tanımlanan    ) uzayı noktasal sıralama 

ile bir Riesz uzayıdır. 

Tanım 3.7   Riesz uzayı ve  ,  ‟nin bir alt vektör uzayı olsun. Eğer her       için 

      veya       ise  ‟e  ‟nin Riesz alt uzayı denir. 

Tanım 3.8       bir Riesz uzayı olsun. Eğer  ‟nin en küçük elemanı varsa buna sıfır 

eleman denir ve   ile gösterilir. Eğer  ‟nin en büyük elemanı varsa buna birim eleman 

denir ve   ile gösterilir. 



7 

 

 

 

Tanım 3.9   bir Riesz uzayı ve       olsun. Eğer      sağlanır ise  ‟e güçlü 

birim denir.      ise  ‟e zayıf birim denir. 

Teorem 3.1   Riesz uzayı ve      boştan farklı bir küme olsun. Eğer      varsa her 

    için          vardır ve                 ‟dır. Benzer şekilde eğer      

varsa her     için          vardır ve                ‟dır. 

Tanım 3.10       bir Riesz uzayı olsun. Eğer her          için; 

                    

eşitliği sağlanıyorsa  ‟e dağılmalı kafes denir. 

Teorem 3.2   bir Riesz uzayı ve her         için aşağıdaki ifadeler sağlanır. 

(i)                 ve                . 

(ii)         ve        . 

(iii)                      ve                    . 

(iv)                    . 

(v)           ve          . 

(vi)            . 

Teorem 3.3   bir Riesz uzayı ve          olsun. O halde aşağıdakiler sağlanır. 

(i)         [             ]. 

(ii)         [           ]. 

(iii)                    . 

(iv)                    . 

(v)                    . 

(vi)     için                 ve                . 

(vii)         . 

(viii) | |       . 

(ix)        . 

(x)               . 

(xi) |   |            . 

Teorem 3.4   Riesz uzayı ve her           olsun. Bu durumda aşağıdaki önermeler 

sağlanır. 

(i) |        |   |   | ve |         |  |   |. 

(ii) Eğer          ise                         . 

Teorem 3.5   sıralı vektör uzayı için aşağıdaki ifadeler birbirine denktir. 

(i)   bir Riesz uzayıdır. 
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(ii) Her      için      ‟dir. 

(iii) Her      için     ‟dir. 

(iv) Her      için | |   ‟dir. 

Tanım 3.11   Riesz uzayı ve       boştan farklı iki küme olsun. Aşağıdaki 

tanımlamalar yapılır. 

1)    {        }. 

2)    {       }. 

3) | |   { | |         }. 

Tanım 3.12   bir Riesz uzayı ve     olsun.      elemanına  ’in pozitifi denir ve  

   ile gösterilir. (-x)  0 elemanına  ’in negatifi denir ve     ile gösterilir.        

elamanına  ’in modülü (mutlak değeri) denir ve | | ile gösterilir.  

Her        için       ise   ile   elemanları birbirine diktir denir ve 

    ile gösterilir. 

Tanım 3.13  ,  ‟nin boştan farklı bir alt kümesi olmak üzere, {           

            } kümesine   kümesinin diklik tümleyeni denir ve     ile gösterilir.      

      olmak üzere her     ve her     için     oluyorsa   ile   kümelerine 

birbirine diktir denir ve       şeklinde gösterilir. 

Tanım 3.14   bir Riesz uzayı olsun. Herhangi       iki elaman için     olmak 

üzere {          } kümesine  ’de bir sıralı aralık denir ve [   ] ile gösterilir. 

Bir     alt kümesi için   [   ] olacak şekilde       varsa  ‟a  ’de sıra sınırlı 

küme denir. 

Tanım 3.15   sıralı vektör uzayı ve     olsun.  

1) Eğer her         için      ve     olacak şekilde bir     varsa  ‟a 

yukarı yönlendirilmiş küme denir ve    biçiminde gösterilir.   yukarı 

yönlendirilmiş küme ve   içinde          varsa      biçiminde gösterilir.  

2) Eğer her          için     ve     olacak şekilde bir     varsa  ‟a aşağı 

yönlendirilmiş küme denir ve    biçiminde gösterilir.   aşağı yönlendirilmiş 

küme ve   içinde           varsa      biçiminde gösterilir.  

Tanım 3.16   Riesz uzayında her      için      olmak üzere            şartı 

sağlanırsa  ‟e Archimedean Riesz uzayı denir. 

Örnek 3.2    üzerinde,                    için; 

                        

sıralamasına göre Archimedean Riesz uzayıdır. 
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Tanım 3.17   bir Riesz uzayı olsun.  ‟nin boştan farklı ve üstten sınırlı her alt 

kümesinin (sayılabilir alt kümesinin) supremumu ya da alttan sınırlı her alt kümesinin 

(sayılabilir alt kümesinin) infumumu varsa   Riesz uzayına Dedekind tam ( -Dedekind 

tam) Riesz uzayı denir.  

Tanım 3.18   bir Riesz uzayı ve       olsun. Her     ve      için y    iken 

    oluyor ise   kümesine katı küme denir. Aynı zamanda katı alt uzaya ideal denir. 

 ,  ‟nin katı alt uzayı ise  ’a   içinde ideal denir.      boştan farklı kümesi 

için  ‟ı kapsayan en küçük ideale  ’nın ürettiği ideal denir ve    ile gösterilir. Her ideal 

bir Riesz alt uzaydır. 

Tanım 3.19 İki vektör uzayı arasında tanımlanan doğrusal fonksiyona operatör denir. 

Yani   ve   iki vektör uzayı olsun. Eğer       fonksiyonu için                                  

                     şartı tüm       ve       elemanlarında sağlarsa   

fonksiyonuna lineer operatör denir. Çalışmanın geri kalan kısmında      yerine    

ifadesi kullanılacaktır. 

Tanım 3.20 Bir   operatörü       olacak şekilde tanımlansın. Eğer her      için 

        şartı sağlanırsa   operatörüne pozitif operatör denir. 

3.1. İstatistiksel Yakınsaklık monoton artandır 

Tanım 3.21 Bir   Riesz uzayında         dizisi verilsin. Eğer her     için                

|    |     olacak şekilde      olan bir         dizisi mevcut ise         dizisi 

    noktasına sıra yakınsaktır denir ve    
 

  sembolüyle gösterilir. 

Tanım 3.22   ve   iki Riesz uzayı ve        bir operatör olsun. 

1)   operatörü sıra sınırlı kümeleri sıra sınırlı kümelere taşırsa   operatörüne sıra 

sınırlı operatör denir. 

2) Eğer     
 

  yakınsaması  ‟de sağlanırken,     
o

   yakınsaması  ‟de de 

sağlanırsa  ‟e sıra sürekli operatör denir. 

3) Eğer     
 

  yakınsaması  ‟de sağlanırken,     
o

   yakınsaması  ‟de de 

sağlanırsa  ‟e  -sıra sürekli operatör denir. 

        uzayı,   ve    Riesz uzayları arasındaki bütün sıra sınırlı operatörleri 

göstersin. Bu durumda         bir vektör uzaydır. Teorem 1.18 (Aliprantis ve 

Burkinshaw, 2006) göz önünde bulundurulursa,  ‟nin bir Dedekind tam Riesz uzayı 

olması durumunda         ‟ nin de bir Dedekind tam Riesz uzayı olduğu görülür. Bu 
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durumda   ve   Riesz uzayları arasındaki bütün  -sıra sürekli operatörleri gösteren 

        uzayı,         uzayı içinde bir banttır. Her sıra sürekli ve sıra sınırlı olan bir 

operatör  -sıra süreklidir (Aliprantis ve Burkinshaw, 2006). Ama tersi doğru değildir. 

Örnek 1.55  (Aliprantis ve Burkinshaw, 2006)  buna örnek olarak verilebilir. 

Şimdi istatistiksel yakınsama ile ilgili kavramların bazı temel özelliklerini 

hatırlatalım. 

Tanım 3.23 Pozitif tamsayıların bir   alt kümesi verilsin.    {       } ve 

| |          (  kümesinin kaardinalitesi) olmak üzere; 

        
   

   
|  |

 
 

ve  

 ̅       
   

   
|  |

 
 

limitlerine sırasıyla   kümesinin alt ve üst yoğunluğu denir.  ̅         ise (
|  |

 
) 

dizisinin limiti mevcuttur.     kümesinin doğal yoğunluğu; 

        
   

|  |

 
    

   

 

 
|{       }| 

ile gösterilir (Niven ve ark., 1991).        
  [         ]     kümesi için     ‟nın 

olmadığı kolayca görülebilir. Kümelerin doğal yoğunluğu ile ilgili detaylı açıklama 

(Freedman ve Semmer, 1981) ve (Et ve ark., 2021)‟ de mevcuttur. Şimdi doğal 

yoğunluk ile ilgili bazı özellik ve örnekleri verelim. 

1)     sonlu ise       . 

2)     ise      
 

 
  . 

3)   {        }    ise          
   

 

    
 

 

 
. 

4)   {      }     ise         
   

 

  
 

 

 
. 

5)   {      } ise          
   

 

    . 

6)         ise                              . 

7)        ise              

8)               

Tanım 3.24 Bir   Riesz uzayında         dizisi verilsin. Her     için; 

   
   

 

 
|{    |    |   }|    
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olacak şekilde   noktasına yakınsar ise         dizisine istatistiksel yakınsak dizi denir 

ve           ile gösterilir. Burada     alınırsa         dizisi istatistiksel sıfır 

dizi olur. 

Örnek 3.3 Reel sayılarda bir         dizisi alalım. Dizinin terimlerini      olarak 

yazılabilirse     , diğer durumlarda      olarak tanımlayalım. Bu durumda dizinin 

terimleri    {                     } şeklinde olacaktır. O halde, 

      {   |       |     }    {   |      |     }    {         }, 

         
   

 

  
   

ifadesi sağlanır. Böylece            elde edilir. 

Kolaylıkla görülebilir ki yakınsak her dizi istatistiksel yakınsaktır. Fakat bu 

önermenin tersi her zaman doğru olmayabilir. Yani istatistiksel yakınsak bir dizi 

yakınsak olmak zorunda değildir. 

Tanım 3.25        reel sayısı dizisi için; 

  {    |  |   }    

olacak şekilde en az bir sonlu     reel sayısı varsa        dizisi istatistiksel 

sınırlıdır denir  (Fridy ve Orhan, 1997). 

Tanım 3.26 Bir        dizisini ele alalım. Eğer her     için; 

  {  |     |   }     

olacak şekilde bir        varsa        dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir 

(Fridy, 1985). 

Tanım 3.27 Bir   Riesz uzayında         dizisi verilsin. Eğer her bir     için 

        sağlanır ise         dizisine monoton artandır denir ve     sembolüyle 

gösterilir. Benzer olarak her     için         ifadesi sağlanırsa         dizisine 

monoton azalandır denir ve     ile gösterilir. 

Tanım 3.28 Bir   Riesz uzayında         dizisi verilsin. Eğer         dizisi monoton 

artan, {      } kümesinin supremumu var ve bir     elemanına eşit ise bu durum 

     sembolüyle gösterilir. Benzer olarak         dizisi monoton azalan,  {     

  } kümesinin infumumu var ve bir     elemanına eşit ise bu durum        şeklinde 

ifade edilir. Eğer         dizisi için      veya      ifadelerinden biri sağlanıyorsa 

        dizisi   noktasında monoton yakınsaktır denir. 

Tanım 3.29        dizisi verilsin.(   
) monoton artan ve        olacak şekilde; 

  {       }    
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 bir alt kümesi varsa      reel sayısı dizisine istatistiksel monoton artandır denir. 

Benzer şekilde monoton azalma da tanımlanabilir (Tripathy, 1997). 

Tanım 3.30      bir   Riesz uzayında dizi olsun.        olacak şekilde bir   

{       }    indis kümesi , (   
)

    
 azalan ve    

    
(   

)    sağlansın. Bu 

durumda      dizisine istatistiksel olarak azalarak sıfıra yakınsar denir. Bu durumda 

bu yakınsama         ile gösterilir. 

Tanım 3.31         ,   Riesz uzayında bir dizi ve     olsun.          olacak 

şekilde bir         dizisi ve   {       }    kümesi için        alalım. 

Her     için  |    |     ifadesi sağlanırsa       dizisi   noktasına istatistiksel 

sıra yakınsaktır denir ve     
   

  ile gösterilir. 
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4. İSTATİSTİKSEL SÜREKLİ OPERATÖRLER  

Bu bölümde istatistiksel sıra sınırlı ve istatistiksel olarak  -sıra sürekli 

operatörler kavramlarını tanıtacağız. Bu bölümde ifade edeceğimiz çeşitli  tanım, teorem, 

sembol ve notasyonlar kafes uzaylarının temel argümanlarıdır ve bu argümanlar (Aydın 

ve ark., 2023) çalışmasından alınmıştır. 

Tanım 4.1          bir   Riesz uzayında bir dizi olsun. Eğer bir pozitif     vektörü 

ve        şartını sağlayan bir   {       }    indis kümesi mevcut ve 

|   
|    eşitsizliği her      için sağlanır ise      dizisine istatistiksel olarak sıra 

sınırlı denir ve kısaca     -sınırlı şeklinde ifade edilir. 

Her sınırlı dizinin    -sınırlı olduğu ve ayrıca istatistiksel olarak sıra yakınsak 

bir dizinin de    -sınırlı olduğu açıktır. Ancak tersinin genel olarak doğru olması 

gerekmez. Bunu görmek için aşağıdaki örneği inceleyelim. 

Örnek 4.1 Tüm sıfıra yakınsak gerçek dizilerin uzayı olan    Riesz uzayını 

düşünelim.    için de bir      dizisini aşağıdaki gibi tanımlayalım. 

   {
                        
                  

 

ifadesine göre         -sınırlı fakat sıra sınırlı değildir. 

Tanım 4.2   ve   iki Riesz uzayı ve       bir operatör olsun. 

1) Eğer    
   

  yakınsaması  ‟de sağlanırken     
 st  

   yakınsaması  ‟de 

sağlanır ise   istatistiksel  -sıra sürekli operatör olarak adlandırılır. 

2) Eğer   operatörü istatistiksel sıra sınırlı dizileri istatistiksel sıra sınırlı dizilere 

taşırsa  ‟e istatistiksel sıra sınırlı operatör denir. 

Teorem 4.1 Her sıra sınırlı operatör istatistiksel sıra sınırlıdır. 

İspat:   ve   iki Riesz uzayı ve       bir sıra sınırlı operatör olsun.      ,   'de 

   -sınırlı bir dizi olsun. Bu durumda pozitif bir     vektörü ve her      için 

|   
|    olacak şekilde bir        indisi vardır. Buradan      

    'de sıra sınırlı 

bir dizi olur. Çünkü   sıra sınırlı operatördür. Sonuç olarak      ,  'de istatistiksel sıra 

sınırlı bir dizi olur. 

Bu teoremin tersinin genel olarak doğru olması gerekmez. Her sıra sürekli 

operatörün sıra sınırlı olduğunu biliyoruz (bkz. örneğin Lemma 1.54 (Zaanen,1971)). 

Bu ise her sıra sürekli operatörün istatistiksel olarak sıra sınırlı olduğu anlamına gelir. 

Teorem 4.2 Her  -sıra sürekli operatör istatistiksel  - sıra süreklidir. 
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İspat:   ve   iki Riesz uzayı,       bir  -sıra sürekli operatör ve   

   
→    'de bir 

dizi olsun. Her       ç     |   
  |     

 olacak şekilde        şartını 

sağlayan         dizisi vardır. Buradan  ' nin   -sıra sürekliliğini kullanarak  ′de 

    

 
    yakınsaklığı elde edilir. Daha sonra    

   
→    bulunur. Çünkü sıra 

yakınsak her dizi istatistiksel sıra yakınsaktır.  

Bu teoremin tersinin sağlanmasına gerek yoktur. İstatistiksel sıra yakınsaklık 

sıra yakınsaklığı gerektirmez (bkz. Örnek 3 (Abramovich ve Sirotkin, 2005)). 

Teorem 4.3   ve   Riesz uzayları olsun. O halde,  'den  'e tüm istatistiksel  -sıra 

sürekli operatörlerin kümesi olan          bir vektör uzayıdır. 

Teorem 4.6       bir sıra sınırlı fonksiyonel olsun. O zaman aşağıdaki ifadeler 

denktir. 

(i)   istatistiksel  -süreklidir. 

(ii)   istatistiksel  -süreklidir. 

(iii)   istatistiksel  -süreklidir. 

(iv) | | istatistiksel  -süreklidir. 
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5. İSTATİSTİKSEL KOMPAKT OPERATÖRLER  

Tanım 5.1          olsun. Eğer  ‟de alınan her bir istatistiksel sıra sınırlı      

dizisi için      
 

   
→    olacak şekilde     

  alt dizisi ve     elemanı varsa   

operatörüne istatistiksel sıra kompakt operatör denir ve kısaca    -kompakt olarak ifade 

edilir. 

Burada  ‟nin    -kompakt olması için gerek ve yeter şart       
 

 
   olacak 

şekilde     
  dizisinin      

  şeklinde bir alt dizisinin bulunmasıdır. Bu çalışmada 

    
      ailesi  ‟den  ‟e tanımlanan bütün    -kompakt operatörleri belirtmektedir. 

Hatırlatma 5.1 Kolayca elde edilebilir ki dizisel sıra kompakt operatörler istatistiksel 

sıra kompakttır. Çünkü sıra yakınsak her dizi aynı zamanda istatistiksel sıra yakınsaktır. 

İstatistiksel sıra yakınsak bir dizi genellikle sıra yakınsak değildir (Şençimen ve 

Pehlivan, 2012). Yani [Hatırlatma 5.1]‟ in tersi geçerli değildir. 

Önerme 5.1     
      kümesi bir vektör uzaydır. 

İspat: Varsayalım ki         
       ve     ,  ‟de bir    -sınırlı dizi olsun.     ‟nin 

        ve         olacak şekilde alt dizileri vardır ve     indis kümeleri için                 

            sağlanır. Böylece      
   
→    ve      

   
→    olacak şekilde       

elemanları vardır.       kümesi üzerinde        sağlandığında          

   
→      ifadesi elde edilir (bknz. Teorem 6(Şençimen ve Pehlivan, 2012)). Buradan da 

   ‟nin    -kompaktlığı bulunur. Benzer şekilde bir skaler ile çarpım durumu da 

bulunabilir. 

Önerme 5.2           ve        
    olacak şekilde üç operatör verilsin. 

(i)   istatistiksel  -sıra sürekli operatör ise         
   ‟ dir. 

(ii)      -sınırlı operatör ise         
   ‟dir. 

İspat:     Kabul edelim   istatistiksel  -sıra sürekli operatör ve      dizisi    -sınırlı 

olsun. O zaman  ‟nin    -kompaktlığından      dizisi için        indis kümesi ile 

     
   
→   olacak şekilde      alt dizisi ve     elemanı vardır. Buradan  ‟nin    -

sürekliliğini kullanarak  (     )
   
→      ve          

   
→      ifadeleri yazılır. Bu ise 

istenen sonucu verir. 

     Varsayalım   bir    -sınırlı operatör ve         -sınırlı bir dizi olsun. O zaman 

      de    -sınırlı bir dizi olur. Buradan       dizisinin       
   
→   olacak şekilde 
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       indis kümesi ile       alt dizisi ve     vardır. Çünkü      -kompakt 

operatördür. Dolayısıyla        -kompakt operatör olur. 

Önerme 5.3   bir atomik   -uzayı olsun. Böylece her              -sınırlı 

operatörü    -kompakt olur. 

İspat:  ‟de bir    -sınırlı      dizi alalım.  ‟nin    -sınırlılığından   içinde    -sınırlı 

olan bir       dizisi bulunur. Bir   kümesinin indis kümesi ve        olup bütün 

    için |     |    olacak şekilde      vardır. Yani      ,        ile 

           olacak şekilde bir sıra sınırlı alt diziye sahiptir. [Hatırlatma 6] ele 

alındığında            dizisinin            olacak şekilde bir alt dizisi daha vardır 

ve     aynı vektörü için      
 

    sağlanır(Aydın ve ark., 2018). Kabulümüzden 

ise        olup          elde edilir. 

Teorem 5.1 Her istatistiksel sıra kompakt operatör istatistiksel sıra sınırlıdır. 

İspat: Kabul edelim ki       
      olsun. Ancak      -sınırlı olmasın. Buradan   

içinde bir    -sınırlı olan bir      dizisi bulanabilir.   içinde       dizisi    -sınırlı 

değildir. Böylece       sıra sınırlı olmaz. Çünkü her sıra sınırlı dizi    -sınırlıdır. Bu 

nedenle    {       } içindeki   bütün pozitif elemanları için      şeklinde 

bazı indisleri vardır. Öyle ki, | (   
)|    bulunur. Diğer taraftan  ‟nin    -

kompaktlığından      dizisinin      
   
→   olacak şekilde         alt dizisi ve     

vardır. Çünkü      dizisi   içinde    -sınırlı dizidir. Buradan   içinde         dizisi 

ve     indis alt kümesi için        vardır. Her bir     için |     |     ifadesi 

sağlanır. Böylece       dizisi  ‟de sıra sınırlı bir dizi olur. Çünkü   üzerinde      

sağlanır. Yani bazı      ve her     için |   |    ifadesi bazı      için  (   
)|  

  ifadesiyle çelişki oluşturur. 

Genel olarak [Teorem 5.1]‟in tersi sağlamayabilir. Aşağıdaki örnek    -sınırlı ve 

istatistiksel  -sıra sürekli operatörlerin her ikisi içinde geçerlidir. 

Örnek 5.1     [   ] Riesz uzayını ele alalım.   Riesz uzayı üzerinde I özdeşlik 

operatörü hem  -sıra sürekli ve hem de istatistiksel sıra sınırlı bir operatördür. Ama I 

istatistiksel sıra kompakt bir operatör değildir. Şimdi   [   ] ve her bir      için 

[   ] aralığı üzerinde                      ile tanımlanan reel değerli Rademacher 

fonksiyonlarının      dizisini alalım. Her     için |  |    olduğundan      

istatistiksel sıra sınırlı bir dizi olur. Kabulümüzden          dizisinin   

   
→   olacak 

şekilde bir          alt dizisi ve     [   ] fonksiyonu vardır. Yani   

 
   ve        
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olan          dizisinin          alt dizisi daha vardır. Keyfi bir      indisini ele alalım. 

O zaman her bir      için ∫    
  

 

 
     ifadesi yazılır. Buradan takiple    

  

 
    

  

yakınsaklığından; 

∫    
 

 

   ∫  
 

 

    ∫     
 

 

 

elde edilir. Daha sonra integralin sıra sürekliliğini kullanarak ∫    
 

 
     bulunur ve 

∫     
 

 
   ifadesi elde edilir. Ancak bu | |    ile çelişki oluşturur. Sonuç olarak 

     dizisinin herhangi bir    -yakınsak alt diziye sahip olmadığı görülür. Böylece I 

   -kompakt değildir. 

Örnek 5.2 Her istatistiksel sıra kompakt operatör sıra sınırlı olmak zorunda değildir.  

Dizisel sıra kompaktlık için Örnek 6 (Azaouzi ve Amor, 2021) ele alınabilir. 

Dolayısıyla [Hatırlatma 5.1] uygulandığında operatör istatistiksel kompakt olur. Ama 

sıra sınırlı operatör olmaz. 

Aşağıdaki ifade için Örnek 4.2 (Maslyuchenko, 2009)‟i ele alalım. 

Örnek 5.3 Herhangi istatistiksel sıra kompakt operatör istatistiksel  -sıra sürekli olmak 

zorunda değildir. [   ] kümesinin Borel altkümelerinden oluşan   Boolen cebri için 

B'deki ölçümünü sıfır yapan herhangi bir   ultra filtresini alalım.   [   ]‟den   ‟e 

tanımlanan aşağıdaki    operatörü; 

         
   

 

    
∫

 
    

istatistiksel  -sıra sürekli değil, fakat istatistiksel sıra kompakt operatördür. 

Normlu bir Riesz uzay üzerinde | |  | | eşitsizliğini sağlayan bütün elemanlar 

          eşitsizliğini de sağlarsa bu normlu Riesz uzayına kafes normu denir. 

Teorem 5.2  

(i)   bir kafes norm uzayı ve   bir Banach kafes olduğunda bir           

kompakt operatörü    -kompakt olur. 

(ii) Eğer   güçlü birim normu olan bir   -uzayı (      için             

   sağlanır) ve   sıra sürekli kafes normlu uzayı ise her       
      

operatörü kompakttır. 

İspat:         ,   içinde bir    -sınırlı dizi olsun. O zaman        olacak şekilde bir 

indis kümesi ve       pozitif elemanı vardır. O halde her     için |  |    

elemanı sağlanır. Yani         dizisi sıra sınırlıdır. Buradan, bütün     için; 
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olur. Çünkü   bir kafes normudur. Bu yüzden   içinde         dizisi bir norm sınırlı 

dizidir.  ‟nin kompaktlığından     ve         dizisinin bazı         alt dizileri 

için      
|| ||
→   yazılır. Şimdi Teorem VII.2.1 (Vulikh, 1967) ele alındığında         

dizisinin           alt dizisi daha vardır öyle ki      
 

   yazılabilir. Çünkü   Banach 

kafestir. Sonuç olarak         dizisi sıra sınırlı olduğunda ve         dizisinin           

alt dizisinden hareketle      
 

   sağlanır.        elde edilir ve   operatörü    -

kompakt olur. 

      ‟de rastgele norm sıralı bir      dizisi alalım. Güçlü bir birim norma sahip 

  -uzayını göz önünde bulundurarak,      dizisinin sıra sınırlı olduğu [Zaanen, 1983 

s. 490]' da ki bilgilerden takip edilebilir. O halde      dizisi    -sınırlı dizi olur. 

Buradan   'nin    -kompaktlığını kullanarak      dizisinin        ile     
 st  

  

olacak şekilde          alt dizisi ve     vardır. Bunun anlamı         dizisinin 

       dizin kümesiyle birlikte     
 

   olacak şekilde         bir alt dizisi 

daha var demektir. O halde     
   

  yakınsaklığı sıra sürekli kafes normundan elde 

edilebilir. Bu nedenle   kompakt bir yapıya sahiptir.  

    sabit bir vektör ve   üzerinde bazı sıra sınırlı lineer fonksiyonlar ile     

için             olacak şekilde bir   operatörü tanımlayalım. O zaman           

elde edilir ve rank-one operatör olarak adlandırılır (Aliprantis ve Burkinshaw, 2006). 

Teorem 5.3 Her    -sınırlı sonlu dereceli rank operatörü    -kompakttır. 

İspat: Sabit     elemanı ve          -sınırlı fonksiyonu ile   operatörü, 

varsayalım bütün     için              şeklinde tanımlansın.  ‟ de rastgele bir 

   -sınırlı      dizisi için      ,  ‟de    -sınırlıdır. Çünkü       -sınırlı fonksiyondur. 

Böylece     ‟nin         alt dizisi vardır ve      ,        ile  ‟de sınırlıdır. 

Buradan Bolzano Weierstrass teoremi uygulanırsa        dizisinin         bir alt 

dizisi daha elde edilir ve        olduğunda bazı     için         bulunur. 

Eşitsizliğin takibi ile; 

|        |  |         |  |       || |    

ifadesi  ‟nin Archimedean olma özelliğinden ve |       |    yakınsaklığından 

elde edilir.  Sonuç olarak  ‟nin    -kompaktlığı bulunur. 

Örnek 5.4  st  
      uzayının sıra kapalı olmasına gerek yoktur. [Örnek 5.1]‟de ki 

Rademacher fonksiyonu    ve   'deki standart bazı    için   'den   'ye             



19 

 

 

 

ile tanımlanan bir   operatörü ile bir    izdüşümü ve bir      dizisi alalım. Tüm      

için                      
      

   tanımlansın. Her bir     için     'in sonlu 

dereceli bir operatör olduğu açıktır. [Teorem 5.3]'ü uygularsak,     'nin  sto 
         

içinde bir dizi olduğunu elde ederiz. Diğer yandan    
 

  olduğu görülebilir. [Örnek 

5.1]‟den anlaşılacağı üzere     'nin herhangi bir    -yakınsak alt dizisinin olmadığı 

açıktır. Bu nedenle   operatörü    -kompakt değildir. 

Bir   operatörü        içinde              özelliğini sağlarsa,   

operatörü kafes homomorfizması olarak adlandırılır. 

Önerme 5.4   bir sıra tamamlayan Riesz uzayı olmak üzere bir   operatörü     
      

uzayında kafes homomorfizması olsun. Eğer bazı           operatörü için     

  sağlanırsa   operatörü    -kompakttır. 

İspat: Varsayalım      dizisi  'de    -sınırlı bir dizi olsun. Bir alt diziden hareketle, 

     dizisinin        ile (   
)

    
 alt dizisi ve bazı     elemanları için 

      
 st 

   olduğunu kabul edelim. Daha sonra, Teorem 18.2 (Luxemburg ve Zaanen, 

1971) kullanılarak her      için; 

|    
     

|   (|   
    

|)   (|   
    

|)  |    
     

| 

eşitsizliği elde edilir. Çünkü   bir kafes homomorfizması ve   bir pozitif operatördür. 

Şimdi (    
     

)  
 st 

  olduğundan ve son eşitsizlikten (    
)

    
 dizisinin bir 

istatistiksel sıra Cauchy dizisi olduğu anlaşılır.  'nin sıra kompaktlığından bazı     

elemanları için     
 
 

  elde edilir. Böylece sayfa 7‟deki (Şençimen ve Pehlivan, 

2012) özellik uygulanırsa        eşitliğinden     
 
   

   yakınsaklığı elde edilir. 

Sonuç olarak   bir    -kompakt operatördür. 

Teorem 5.4    bir Dedekind tam Riesz uzayı ve  ,   üzerinde bir pozitif, istatistiksel 

 -sıra sürekli ve    -kompakt operatör olsun. O halde   üzerinde bazı   operatörü için 

   
   

  ile   üzerinde azalan operatörler istatistiksel  -sıra sürekli operatörlerin 

herhangi       dizisi için      
   

    ifadesi sağlanır. 

İspat:   ve       için teoremin koşullarının yerine getirildiğini kabul edelim. Ardından 

her   için   ve  ‟nin istatistiksel  -sıra sürekliliğinden takiple,      istatistik  -sıra 

sürekli operatör olduğu bulunur. Diğer taraftan   üzerinde bazı   operatörleri için 
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 st  

  sağladığı zaman      dizisinin        ile    
 

  olacak şekilde         bir 

alt dizisi vardır. Bu nedenle Teorem VIII.2.3 (Vulikh, 1967) göz önünde 

bulundurulduğunda, tüm     vektörleri için     
 

   bulunur ve her     için 

    
      

   elde edilir. Buradan her bir     için; 

       
   

        veya             
   

         

ifadesi sağlanır. Çünkü   istatistiksel  -sıra sürekli bir operatördür. Diğer yandan,       

azalan ve   pozitif olduğu zaman        azalan bir dizi olur. Bu nedenle Teorem 

VII.2.4 (Vulikh, 1967) uygulanarak      
   

    elde edilir. Yani      
   

    

ifadesi bulunur. 

Teorem 5.5 (  ) dizisi   Dedekind tam olduğunda         uzayında    -kompakt 

operatörlerin bir dizisi olsun. Eğer (  ),           için    -yakınsak ise   

    
      sağlanır. 

İspat: Varsayalım   içinde bir      dizisi    -sınırlı olsun. Dolayısıyla        olacak 

şekilde bir indis kümesi ve   içinde     bir pozitif elemanı ile her bir     için 

|  |    ifadesi sağlanır. Diğer taraftan standart diagonal argümanı kullanarak      

dizisinin her     ve bazı      elemanları için        ile     giderken 

     
 st  

   olacak şekilde bir         alt dizisi bulunabilir. Çünkü herhangi   elemanı 

için       -kompakt operatördür. Daha sonra (  ),   için    -yakınsak operatörü olduğu 

zaman (  )‟nin        olan indis kümesi ile      giderken     
 
 

  olacak 

şekilde bir  (   
)

    
 alt dizisi vardır. Buradan da     giderken her bir      için 

   
   

 
   

 olduğu görülebilir. 

Şimdi (   
)

    
 dizisinin   içinde bir sıra Cauchy dizisi olduğunu gösterelim. 

İlk olarak her          için; 

|   
    

|   |   
    

      
      

      
      

|

  |   
    

  |  |   
      

  |  |   
      

|     
 

eşitsizliği elde edilir. Ardından      ve      giderken sırasıyla son eşitsizlikteki 

sıfıra sıra yakınsaklığı hem birinci hem de üçüncü terim için elde ederiz.  ‟nin 

Dedekind tamlığını kullanarak Teorem1.18 (Aliprantis ve Burkinshaw 2006) 

uygulanabilir. Buradan da her     için; 
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|   
      

  |  |   
    

| |  |  |   
    

|    

ifadesi elde edilir. Öte yandan Teorem VIII.2.3 (Vulikh, 1967) dikkate alındığında 

        içindeki    
 
 

  yakınsaklığından      için   içinde |   
    

|    
 

  

ifadesi bulunur. Buradan,     eşitsizliğinden         giderken   içinde                     

|   
    

|  
 

  yakınsaklığı bulunur. Daha sonra (   
) dizisi   içinde bir sıra Cauchy 

dizisi olur. Hatırlatma 7.2 (Pagter, 1981) kullanılarak Dedekind tamlık sıra tamlığı 

gerektirir. Bu nedenle    sıra tam olur. Böylece (   
) dizisi      giderken   içindeki 

bazı   elemanları için sıra yakınsak bulunur. Buradan Teorem.1.14 (Aliprantis ve 

Burkinshaw, 2006) kullanılarak; 

|     |   |       
      

      
    

  |

  |   
  | |  |  |   

      
|  |   

  |

  |   
  |    |   

      
|  |   

  |

 

eşitsizliği bulunur.  Buradan     alınarak; 

       
   

 |     |  |   
  |    |   

  | 

bulunur. Ancak    keyfidir. Bu yüzden            |     |    olur. Öyleyse 

|     |  
 

  yani     
   

  bulunur. Sonuç olarak   operatörü istenildiği gibi    -

kompakt olur. 

Teorem 5.6    st  
      ve          bir Riesz homomorfizması olsun. Eğer   

sıra sürekli Banach kafesi ise        
      bulunur. 

İspat: Varsayalım      dizisi  ‟de    -sınırlı dizi olsun. Öyleyse      dizisinin 

       indis kümesi ile       
 st  

  olacak şekilde bir         alt dizisi ve bazı 

    elemanları vardır.   kümesi için        indis kümesi olduğunda her     

için, |       |     olacak şekilde   içinde    sto   dizisi daha vardır ve      

sağladığında ve   sıra sürekli kafes norma sahip olduğunda          yazılır. Diğer 

taraftan Teorem.4.3 (Aliprantis ve Burkinshaw, 2006) kullanılırsa her Riesz 

homomorfizması bir pozitif operatör olduğundan            yazılır. Şimdi Teorem 

VII.2.1 (Vulikh, 1967) kullanılarak kabulümüzden        olduğunda  ‟nin 

pozitifliğinden          dizisinin  (  )  
 o 

  yani  (  )    olacak şekilde bir (  )
   

 

alt dizisi vardır. Teorem 2.14 (Aliprantis ve Burkinshaw, 2006) düşünülürse her     

için; 
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|     (  )      |   (| (  )   |)   (  ) 

eşitsizliği bulunur. Buradan      (  )  
 o 

     yani           
     

     elde edilir. 

Bu ise    ‟nin    -kompaktlığı sonucuna ulaştırır. 

Önerme 5.5   bir Banach kafes uzayı ve   bir  -sıra sürekli Banach kafes uzayı olsun. 

 ‟ den  ‟e tanımlanan    -kompakt operatör norm sınırlıdır. 

İspat: Varsayalım   norm sınırlı olmasın. O zaman  ‟de norm sınırlı bir      dizisi için 

       
 

    vardır ve        ‟de norm sınırlı değildir. Açıkça görülür ki         -sınırlı 

dizidir.  ‟nin    -kompaktlığından         ile      dizisinin     
   

  olacak 

şekilde         alt dizisi vardır ve bazı     elemanları vardır. Benzer olarak         

dizisinin        ve     
 

  şartlarını sağlayacak şekilde bir         alt dizisi 

vardır. Buradan takiple   üzerindeki  -sıra norm süreklilikten     
   

  yakınsaması 

          ile çelişki oluşturur. Böylece   norm sınırlı olur. 

Önerme 5.6    st  
      ve  ,  'nin majorizing ve sıra tam alt kafesi olsun. Eğer 

      ‟nin alt uzayı ise       operatörü    -kompakttır. 

İspat: Varsayalım     ,   ' de    -sınırlı bir dizi olsun.       
      olduğundan 

     dizisinin        ile       
 st  

  olacak şekilde         alt dizisi ve bazı     

vardır. [Teorem 5.1]‟den takiple         bir    -sınırlı operatördür. Bu nedenle      

dizisi  'de    -sınırlı dizi olduğunda        ‟de bir    -sınırlı dizi olur. Buradan      

dizisinin        ile       olacak şekilde         alt dizisi daha vardır ve       

  içinde sıra sınırlıdır.       dizisi   içinde de sıra sınırlıdır. Çünkü   majorizing ve 

    ,  ‟nin bir alt uzayıdır. Açıklama 27 (Azouzi ve Amor, 2021) kullanılarak   içinde 

    
 

  yani     
 st  

  elde edilir. Bu ise istenen sonuçtur. 
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