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Jiiri Uyesi: Dr. Ogr. Uyesi Abdullah AYDIN

Bu tez bes bolimden olusmaktadir. Birinci boliim giris kismina ayrilmistir. Giris kisminda tez
hakkinda genel bilgiler verilmis olup tezin amac1 vurgulanmustir. Ikinci bliimde kaynak arastirilmasina
yer verilmistir. Uglincii béliimde bulgular bdliimiinii aydinlatmak igin bazi temel ve teoremlere yer
verilmistir. Bu boliimde kiime dizilerinin yakinsakligi incelenmistir. Kiime dizilerinin yakinsaklik
gesitleri olan Kuratowski, Wijsman, Hausdorff, Mosco, Fisher anlamindaki yakinsakliklar tanitilmistir.
Dordiincti boliimde ise yakinsak kiime dizilerinin cebiri tanimlanmis ve orneklere yer verilmigtir. Son
boliimde bazi sonuglara ulasilarak bu konu ile ilgili ileride galisilabilecek alanlara 6neride bulunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Cebir, Dizi, Kiime dizisi, Kiime dizilerinin yakinsaklik ¢esitleri.
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This thesis insists of five chapters. The first chapter is reserved for the introduction. The first
chapter the aim of the thesis is given by giving general information about the subject of the thesis. In the
second chapter, the source research is included. In the third chapter, some basic definitions and theorems
are given to illuminate the findings section. In this chapter, the convergence of set sequences is analyzed.
The convergences in the sense of Kuratowski, Wijsman, Hausdorff, Mosco, Fisher, being the
Convergence Types of Set Sequences are introduced. 1n the fourth chapter, Algebra of Convergence Set
Sequences is definitions and examples and theorems are given. In the last chapter, some results were
reached and suggestions were made about the area that can be studied in the future.
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1. GIRIS

Dizilerin yakinsakligt bir¢gok arastirmaci tarafindan kiime dizilerinin
yakinsakligina genisletilmistir. Ik olarak Painleve tarafindan 1902’ de kiime dizilerinin
alt ve tst limiti tanimlanmustir. Fakat bu kavramlar Kuratowski’ nin kitabinda
yayinlandiktan sonra popiiler olmustur. Bu yakinsaklik literatiirde Painlave-Kuratowski
anlaminda kiime dizilerinin yakinsakligi ya da kapali kiime dizilerinin yakinsakligi
olarak bilinir.

Kiime dizileri i¢in yakinsaklik kavrami ise daha c¢ok 1980’ ©i yillarda
aragtirmalara konu edildi. Effros (1965), Wijsman (1966), Mosco (1969), Salinetti
(1979), Beer (1985, 1987, 1994, 2002) , De Blasi ve Myjak (1986), Lucchetti (1985),
Baronti ve Papini (1986), Lechicki ve Levi (1987) ve diger bircok matematik¢i
tarafindan calisiimistir.

Bu ¢alismanin amaci, yakinsaklik, kiime dizisi, yakinsak kiime dizisi ¢esitleri ve
kiimelerin cebiri tanimlarini vererek bunlar arasindaki iligkileri incelemek ve cebir
kavramini genisletmektir.

Tezin ikinci boliimiinde kaynak arastirilmasina deginilmistir. Uciincii bdliimde
ise kiime dizilerinin yakinsaklii, kiime dizilerinin yakinsaklik ¢esitleri, bu yakinsak
olan kiime dizileri arasindaki iligkiler ve kiimelerin cebiri incelenmis olup tanim ve
teoremlere yer verilmistir. Ozgiin olarak bu tezde bu tamim ve teoremlerden yola
cikilarak yakinsak olan kiime dizilerinin cebiri tanimlanmis ve 6rneklere yer verilmistir.

Son boliimde ise bazi sonuglara ulagilmistir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Kiime dizilerinin limiti Kuratowski’ nin Topology (1966) adli kitabinda
tanimlanmistir. Daha sonra kiime dizilerinin yakinsaklig1 birgok matematikgi tarafindan
ele alinip genisletilmistir. Effros (1965) ‘Bir Topolojik Uzayda Kapali Alt Kiime
Dizilerinin  Yakmnsakligi’> na, Wijsman (1966) ‘‘Konveks Kiime Dizilerinin
Yakinsakligi’’na, Mosco (1969) ‘‘Varyasyonel esitsizliklerin Coziimii ve Konveks
Kiime Dizilerinin Yakinsakligi’’na, Salinetti (1979) ‘‘Sonlu Boyutlu Konveks Kiime
Dizilerinin Yakisakligi’’ na, Beer (1985, 1987, 1994, 2002) ‘‘Metrik Uzaylarda Kapali
Kiime Dizilerinin Yakinsakligi’’ na, De Blasi ve Myjak (1985) ‘‘Banach Uzaylarinda
Konveks Kiime Dizilerinin Zayif, Yakinsakligi’’na, Baronti ve Papini (1986) ‘Kiime
Dizilerinin Yakinsakligi’> na, Lechicki ve Levi (1987) ‘‘Bir Metrik Uzayin
Hiperuzayinda Wijsman Yakinsakligi’’ na calismislardir.

Daha sonra normlu ve metrik uzaylarin alt kiimeleri olan kiime dizilerinin
yakinsakligina ¢aligilmistir. Bu ¢alismalar dogrultusunda “Kuratowski yakinsaklik (K)”,
“Wijsman yakinsaklik (W)”, “Hausdorff yakinsaklik (H)”, “Mosco yakinsaklik (M)” ve
“Fisher yakinsaklik (F)” cesitlerine c¢alisilmistir. Ayrica bu yakinsaklik ¢esitleri
arasindaki iligki incelenmistir. Bu yakinsaklik ¢esitlerinden Kuratowski ve Wijsman
yakinsakliklart arasindaki iliskiyi Beer ¢alisti. Kiime dizilerinin Wijsman anlaminda
yakinsaklig1 i¢cin, Wijsman ‘‘Konveks Kiime Dizilerinin Yakinsaklig1’” (1963) na ve
Beer ‘“Wijsman Yakinsakligi’> (1994) na calismislardir. Ayrica kiime dizileri igin
Wijsman anlaminda yakinsaklik kavrami ise 1986 yilinda Baronti ve Papini tarafindan
da calisilmistir. Ayrica kiime dizileri i¢in Kuratowski, Hausdorff ve Wijsman
yakinsaklik arasindaki iliskileri incelemislerdir.

Son olarak Nuray ve Rhoades (2012) tarafindan yapilan ‘‘Kiime Dizilerinin
Istatistiksel Yakinsaklig1”> calismasinda kiime dizileri i¢in Wijsman istatistiksel
yakinsaklik, Kuratowski istatistiksel yakinsaklik ve Hausdorff istatistiksel yakinsaklik

kavramlar1 tanimlanmastir.



3. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde ¢alismamiz boyunca kullandigimiz bazi temel tanim ve teoremler

verildi.
3.1. Temel Tanim ve Teoremler

Tanim 3.1.Tanim kiimesi N = {1,2, ...,n, ...} dogal sayilar kiimesinden ibaret olan
fonksiyona dizi denir. Diziler deger kiimelerine ¢esitli adlar alirlar. Mesela bir dizinin
deger kiimesi reel sayilar kiimesi (R) ise diziye reel terimli dizi, rasyonel sayilar kiimesi
(Q) ise rasyonel terimli dizi, karmasik sayilar kiimesi (C) ise kompleks terimli dizi
denir. Mesela reel terimli dizi f: N — R gibi bir fonksiyondur. Genel terimi x,, olan bir
dizi (x;,) = {x1, x5, ..., X, } ile gosterilir (Balc1, 2008).

Tamim 3.2. (x;,,) bir reel say1 dizisi ve xeR olsun. Ve > 0 ig¢in n > n, oldugunda

|x, — x| < € olacak sekilde € a bagli bir n, « € Nsayisi bulunabiliyorsa (x,) dizisi x e

yakinsaktir denir. lim,,_,,, X, = x ya da x,, = x seklinde gosterilir (Balc1,2008).
Tanim 3.3. Her n > 0 dogal sayist i¢in |x,| < k olacak sekilde bir k > 0 sayisi
bulunabiliyorsa (x,,) dizisine sinirl dizi denir (Balci, 2008).
Teorem 3.4. Bir (x,,) dizisi yakinsak ise sinirlidir (Balct, 2008).
Tammm 3.5. (x,,) bir reel say1 dizisi olmak lizere Ve > 0 i¢in m,n = n, oldugunda
|xm — x| < € olacak sekilde bir ny, € N dogal sayis1 varsa (x,) dizisine Cauchy dizisi
denir (Balci, 2008).
Tamim 3.6. X bos olmayan bir kiime, d: X X X — R fonksiyonu her x,y, z € X igin;
Ml.d(x,y) =0 x=y
M2.d(x,y) = d(y,x)
M3.d(x,y) <d(x,z) +d(z,y)
sartlarin1 saglayan d ya X de bir metrik ve (X, d) da bir metrik uzay denir (Bayraktar,
1987).
Tanmm 3.7. X = (X,d) bir metrik uzay olsun. X deki her {x,}n-, Cauchy dizisi,
bir x € X noktasina yakinsak ise, (X, d) metrik uzayina tam metrik uzay denir (Maddox,
1970).
Tamim 3.8. V bos olmayan bir kiime ve F bir cisimolsun. +:V XV - Fve.: F XV -
V' ile tanimlanan adi toplama ve carpma islemleri asagidaki sartlar1 sagliyorsaV ye F
cismi iizerinde bir lineer uzay (vektdr uzay1) denir.

A. V,+ islemine gore degismeli bir gruptur. Yani, her x,y,z € V i¢in



Gl x+yeVdir.

G2.(x+y)+z=x+ (y + z)dir.
G3. x + 8 = 6 + x = x olacak sekilde bir ve yalniz bir 8 € V vardir.
G4. x + (—x) = (—x) + x = 6 olacak sekilde her x € V igin bir ve yalniz
bir —x € V vardir.
G5.x +y =y +xdir.
B.x,y € Vveaqa,p € F olmak lizere asagidaki sartlar saglanir:
V1. a.x €V dir.
V2. a(x+y) =a.x+a.ydi.
V3. (a+ B).x =a.x + .x dir.
V4. (a.B).x = a.(B.x)
V5. 1.x = x dir. (Burada 1, F nin birim elemanidir). F = R ise V ye reel
lineer uzay, F = C ise V ye kompleks lineer uzay denir (Pugachev ve Sinitsyn, 1999).
Tamim 3.9. (X, p) bir metrik uzay olsun. Herhangi bir x € X noktasi ve X in bos
olmayan herhangi bir A altkiimesi i¢in, x in A ya olan uzakhig d(x, A) = inf p(x,a)
olarak tanimlanir (Nuray ve Rhoades, 2012).
Tanim 3.10. X #= @ve N dogal sayilar kiimesi olmak iizere f:N — P(X) seklinde
tanimli her fonksiyon Vk € N igin P(X)’ de bir f(k) = A € P(X) kiimesi belirler. Bu
f fonksiyonunun goriintii kiimesini olusturan A4, A4,, ... kiimelerinin olusturdugu
{Ar} ={A,,A,, ...} dizisine kiime dizisi denir.
Tamm 3.11. {4;} ,(X, p) metrik uzayinda bir kiime dizisi olsun. {4, } kiime
dizisinin alt limiti,
liminfA, ={x € X : 3(ay) € (Ay), ax = x}
ve st limiti
limsup A, = {x € X; : 3(k;)I(ax,) < (Ax), ax, = x}
ile tanimlanir (Nuray ve Rhoades, 2012). Burada k; dogal sayilarin artan bir dizisi ve bir
alt dizi i¢in indeks kiimesini temsil eder.
Tamim 3.12. X bir F cismi tizerinde vektor uzay1 olsun.
I1:X > RY, x> |xll
dontisiimii Vx,y € X ve Va € F igin
N1. ||x]| =0vellx|]| =0 & x = 0;
N2. [lax|l = lalllxIl ;
N3. [|x + yll < lIxIl + llyll (licgen esitsizligi)



ozelliklerini sagliyorsa ||. || donilisiimii X tizerinde bir norm adimi alir ve bu durumda
(X, |- 1) ikilisine bir normlu lineer uzay denir (Musayev ve Alp., 2000).

Tamm 3.13. L normlu lineer uzay olsun. L, d(x,y) = ||x —y||,(x,y € L) norm
metrigine gore tam ise, L ye Banach uzayi denir. L nin Reel ya da Kompleks lineer uzay
olusuna gore Banach uzay1 da Reel veya Kompleks Banach uzay: olarak isimlendirilir
(Curtain ve Pritchard, 1977).

Tanim 3.14. A kiimesinin elemanlarindan olusan alt kiimelerinin herhangi bir kiimesine
A nin alt kiimelerinin bir sinift denir (Balci, 2012).

Tamm 3.15. Bir X kiimesinin elemanlarindan olusan tiim alt kiimelerinin kiimesine X
in kuvvet kiimesi denir. P(X) ile gosterilir (Bayraktar, 1994).

Tamim 3.16. X bir kiime {A,} de X in altkiimelerinin bir dizisi olsun. Bu dizinin {ist ve

alt limitleri sirasiyla;

limsup 4, = _ . (U._ Ay
n

ve

liminfA, = U:=1( ﬂ:’:mAn)
n

kiimelerine sirasi ile {A,} kiime dizisinin st limiti ve alt limiti denir.

Eger lim sup {A,}=lim inf {4,,} = A ise {A4,,} kime dizisi yakinsak ve {4,,}
n n

kiime dizisinin limiti A dir denir (Balc1, 2012).

Tamm 3.17. Eger lim inf A= lim sup 4, = lim A, = A ise X in bir A alt kiimesine {4}
kiime dizisinin limit kiimesi veya kisaca limiti denir (Nuray ve Rhoades, 2012).

Tamim 3.18. Vn € N i¢in A4, € 4,1 ise {A,} kiime dizisine artan ve Vn € N i¢in
Ap D Ayyq ise {A,} kiime dizisine azalan kiime dizisi denir. i # j icin A; N A; = @ ise
{A,} dizisine ayrik dizi denir (Balct, 2012).

Tanim 3.19. V bir lineer uzay ve A €V olsun. Her x,y € A i¢in (B={z€V:z=
ax+ (1 —a)y,0<a <1} < A) oldugunda A kiimesine konveks kiime denir (Brown
ve Page, 1970). Yani sezgisel olarak bir kiimenin herhangi iki noktasini birlestiren
dogru pargas1 kiimenin i¢inde kaliyorsa kiimeye konveks kiime denir.

Tamm 3.20. (X, d) bir metrik uzay, x € X ve §,X in bir alt kiimesi olsun. Eger her
€ > 0 igin {B(x; &)\ {x}} NS # @ oluyorsa x € X noktasina S nin bir yigilma noktasi
denir (Soykan, 2012).



Tamm 3.21. (X, d) bir metrik uzay ve S, X in bir alt kiimesi olsun. Eger S nin biitiin
noktalar1 y1gilma noktasi ise S kiimesi kapalidir denir (Soykan, 2012).
Tamm 3.22. (X, d) bir metrik uzay ve G,X in bir alt kiimesi olsun. Her x € G i¢in x
merkezli r yarigaph B(x, 1) komsulugu G nin iginde kaliyorsa G ye bir agik kiime denir
(Soykan, 2012).
Tanmm 3.23. X bostan farkli bir kiime ve 7 da X in elemanlarindan olusan alt
kiimelerinin bir siifi olsun. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa t smifina X {lizerinde bir
topoloji ve (X, 7) ikilisine de bir topolojik uzay denir.

T1.9,X € T dir.

T2. Gy, Gk, -, G, € T lise ﬂll Gy, € T. yani Tsmifi sonlu arakesite

gore kapalidir.

T3. Her i € N igin Gy, € 7, yani 7 smifi Uiel Gy, € 7, yani T siufi keyfi

birlesime gore kapalidir (Mucuk, 2010).
Tamim 3.24. (X, t) bir topolojik uzay, A € X ve G = {G;|i € I} de X in alt kiimelerinin
bir smifi olsun. Eger G deki her bir G; kiimesi acik ise G ye agik ortii denir. G sinifinin A
y1 orten sonlu adette kiimesi varsa yani, A € G;, U ...U G; olacak sekilde G; , ..., G; €
GvarsaG' = {G;,, ..., G; } smifina G nn sonlu bir alt értiisii denir (Mucuk, 2010).
Tammm 3.25. (X,t) bir topolojik uzay, A € X olsun. Eger A kiimesinin her agik
Ortlistinlin sonlu bir alt Ortiisii varsa A ya bir kompakt kiime denir. X in her agik
oOrtlistinlin sonlu bir alt ortiisli varsa (X, 7) uzayma bir kompakt uzay denir (Mucuk,
2010).
Tanim 3.26. (X, ) bir topolojik uzay1 verilmis olsun.d metrigine gore agik kiimelerin
ailesi t olacak sekilde X de bir d metrigi tarif edilebilirse (X, T) uzayina metriklenebilir
denir (Bayraktar, 1994).
Tamim 3.27. (X, d) bir metrik uzay,x, € X ve r > 0 bir reel say1 olsun.

a) D, (xg) = D(xg;1) ={x € X:d(x,x9) <71} (Agik yuvar)

b) D, (xq) = D (x0;7) = {x € X:d(x,x,) <7} (Kapali yuvar)
Burada x, merkezli r yaricapl agik bir yuvar, merkeze olan uzakligi r den daha kiigiik
olan X e ait noktalarin kiimesidir (Bayraktar, 1994).
Tanmmm 3.28. (X,p) bir metrik uzay ve A;, X in bos olmayan kapali herhangi
altkiimeleri olsun. Eger her x € X i¢gin sup; d(x, Ax) < oo oluyorsa A, dizisi smirlidir

denir ve A, € £, seklinde yazilir (Nuray ve Rhoades, 2012).



3.2. Kiime Dizilerinin Yakinsakhg:

Say1 dizilerindeki kavramdan biraz farkli olarak kiime dizilerinin limitini
tanimlayacagiz. Kiimelerde biiyiikliik, kii¢likliik gibi kavramlar tanimli olmadigi icin alt
kiime kavrami kullanilir. {4,} kiime dizisini kapsayan bir¢ok alt kiime bulunabilir. O
halde {4,,} kiime dizisini kapsayan alt kiimelerden her biri {4,} dizisi i¢in bir iist sinir
olarak alinabilir. Benzer sekilde {A4,,} kiime dizisi i¢in alt sinirlar da yazilabilir.

{x,} ,reel sayilarin sinirl bir dizisi olmak {izere,

. . inf
im sup {x,} = lim 0} = S0}
n - oo n - oo
Ciinkii v, = ~3P{x,} dizisi alttan smirlanmis ve artmayan bir dizidir. Ayrica
. . . i sup .
lim inf {x,} = lim ‘{x,}= . L ) dir,
n — oo n — oo
Cinki y, = 7ig{xn} iistten sinirlanmis ve azalmayan bir dizidir.

Herhangi bir {A,,} kiime dizisi i¢in sup{A,} = U:::l{An} ve
inf {A,,} :ﬂ:= {4} ise sirasiyla;

lim sup {4,} = inf {sup{4,.};r=i}

n — oo

ve

lim inf {4,} = sup {inf {4,,},-x}

n — oo
olur (Taylor, 2006).

Teorem 3.29. {4,,} kiime dizisi artan ve {B,} kiime dizisi azalan bir kiime dizisi olsun.

Bu durumda
lim A,={ _ A4 velimB, =[] _ B,
n—> oo n

olur ( Balci, 2012).

Ispat. limsup 4, =liminf A, = |J _, Ay oldugunu gésterelim.

lim sup 4,, = n:zl( U:zm Ap)

n
= o (A U Api1 U Ay )
= {Ajniaudin.= U_ A,
liminfA, =U, _ (N, An)
n

o0}

= Umzl(Am NAmpi1 NApis ) = UnzlAm



olur. Ayn sekilde;

liMy, 0 SUP By = liMyy 0 inf By =[] _ Bn

oldugunu gostermeliyiz. {B,,} kiime dizisi azalan oldugundan ;

lim sup B,, = ﬂ:=1( U:):m Br) :ﬂ:=1 B
n

lim inf B,, = U:rol=1( ﬂ:zm By) = ﬂ:ﬂ B,
n
olur.

Ornek 3.30. Asagida genel terimleri verilen kiime dizilerinin yakinsakligini

inceleyelim (Balci, 2012).
11

a) {An} = [—7,-1

nn

b) {B,} ={-n,..,—10,1,..,n}
Coziim a) Vn € N i¢in —% < - ﬁ < ﬁ < % oldugundan {A,} kiime dizisi azalan

bir dizidir. O halde lim A, = []__ A, dir.

n
N An=A;NA;N..0 AN ..
_ 11 11
=[-1,1] n [—5,;] Nn..N [—;,;] n..
={0} olup lim A,={0}
n
olur.

b) Her n € N i¢in B,, € B,,;; oldugundan {B,} kiime dizisi artan bir dizidir. Oyleyse

lim B, =, _ B, dir. U,_ B,={-101}uU{-2,-1012}U..=Zolur.
n

Dolayisiyla lim B, = Z dir.
n

3.3. Kiime Dizilerinin Yakinsakhik Cesitleri

Calismamizda su kisaltmalar kullanildi. X i bir metrik uzay ve 2% deki yalniz yakinsak
olan kiime dizilerini dikkate alacagiz. Dizilerin terimleri ve limiti mevcut oldugunda
bos olmayan kapali kiime olarak kabul edildi. Bir A kiimesinin kapanisii A ile
gosterecegiz. x EX ve r > 0 igin B(x,r) ={y € X;d(x,y) <r} veS(x,r)={y€
X;d(x,y) < r} sirasi ile x merkezli ve r yaricaph kapali ve agik yuvarlar1 gosterecegiz.
Ayrica @+ Ac X ve d(x,0) = ise d(x,A) = inf {d(x,y);y € A} ile x in A

kiimesine olan uzakligimni1 gosterecegiz. Bir {A,} kiime dizisinin limitini lim ile
n



gosterildi. Ayrica bir dizinin limit infimumu ile limit supremumunu sirasiyla lim ve lim

seklinde gosteririz.
3.3.1 Kuratowski yakinsakhik

(X, d) bir metrik uzay ve {4,} kiime dizisi bu metrik uzayda bos olmayan bir

kime dizisi olsun. limA, = limA, = A oldugunda {A,}kiime dizisi A kiimesine
n n

K
Kuratowski yakinsaktir denir. 4,, > A yada K — limA,, = A ile gosterilir (Kuratowski,
1966)

lim A, = {x € X:3(x,),x, € Ay, limx, = x}

n n
limA,={x € X:3(A,,) € (4,), (xn, ) birdizi, (x,,) € (4,,),
n
Vk €N ,limx,, =x}.
k

(X, d) bir metrik uzay ve CL(X), X metrik uzaymin bos olmayan kapali alt kiimelerinin
bir sinifi olsun. Her C € CL(X) igin C nin uzaklik fonksiyonu d(. ,C) : X — [0, ) ile
tanimlanir.

Acikga lim inf C,, < lim sup C,, dir. Burada hem lim inf C,, hem de lim sup C,
kapali kiimelerdir. Eger lim inf C, = lim sup C, = C denkse {C,} kiime dizisinin
kapali C kiimesine Kuratowski anlaminda yakinsak oldugunu sodyleriz. Kabul edelim ki
{C,C;,C,, ...} c CL(X) ve {d(., C,)} d(. ,C) ye noktasal yakinsak olsun. Her x € C

icin lim d(x,C,) = 0 dir. Bundan kastedilen x € lim inf C,, dir.
n — oo

Boylece C c lim inf C, dir. Diger taraftan x € lim sup C,, ise x e yakinsak bir {x;}

dizisi vardir. Her k igin x; € Cy, olacak sekilde {n,} tamsayilarinin artan bir dizisi

vardir. Oyleyse lim d(x, C,, ) = 0 dir. Oyleyse lim sup C, < C dir.

k - oo

Boylece {d(., C;,), d(.,C) ye noktasal yakinsaktir. Bu da C, E) C olmasini gerektirir
(Beer, 1985).
Teorem 3.31. (X, d) bir metrik uzay olmak iizere asagidaki ifadeler denktir:

(1) {C,} kiime dizisi CL(X) de bos olmayan kapali bir C kiimesine Kuratowski
anlaminda yakinsak oldugunda {d(. ,C,}, d(. ,C) ye noktasal yakinsaktir.

(2) X de her p igin, {x,} X de bir dizi fakat bir limit noktas1 degilse, her x € X
icin d(p,x) < liminf d(p, x,,) dir (Beer, 1985).
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Ispat. (1) = (2). Kabul edelim ki (2) yanlis olsun. {x,} X kiimesinde bir dizi ve
x,p € X noktalarint se¢elim ki bu durumda lim inf d(p, x,) < d(p, x) dir. Her n € N
icin ve her € > 0 i¢in d(p,x,) < d(p,x) — & oldugunu kabul edelim. Her n i¢in
Cn = {x, x,} olsun. Agik¢a lim inf C,, = lim sup C,, = {x} dir. Fakat C = {x},
Limsup d (p, C,) = lim sup d(p, x,,)

<d(p,x)—¢

=d(p,C) —¢&.
Boylece d(. ,C,) nind(. ,C) ye noktasal yakinsak degildir.
(2)= (1). {C,}, CL(X) de Kuratowski anlaminda (C # @) ye yakinsayan bir dizi

olsun. p € X sabit olmak iizere C c lim inf C, dir. X {izerinde limsupd(p,C,) <
d(p,C) olur. d(p,C) < liminfd(p,C,) i gosterelim. Her n i¢in d(p, x,,) < d(p, C,) +
% olacak sekilde x, € C, segelim. O halde lim d(p, xnk) = lim infd(p,, ;) olacak

k - o
sekilde {x,} dizisinin bir {xnk} alt dizisi vardir. Eger {xnk} alt dizisi bir x limit
noktasina sahipse, x € limsup C,, = C ve d nin sirekliligi ile d(p,C) <d(p,x) =
lim infd(p, C,,) dir.
Aksine X de her x i¢in, d(p, x) < lim infd(p, x,) = lim infd(p, C,) olur. Ozellikle bu
C de her x i¢in dogrudur. Dolayisiyla d(p, C) < lim infd(p, C,,) dir.

Ornek 3.32. Genel terimi 4,, = (—o0,—1 — (1)] Ul2+ %,oo) ile verilen {4,} kiime

n

dizisi A = (—o0 ,-1] U [2, ) kiimesine Kuratowski yakinsaktir.
Al = (—OO, _2] U [3I OO)

= (o-guli)

Ay =(—o0,—1—(3)JU[2+7,00)

n

lim A, = (=0, —1] U [2, ) olur.

n
lim A, =lim A, = A oldugundan A = K — lim 4,, dir (Uthayakumar, 1999).
n n

o K
Ornek 3.33. X = ¢! alalim. C,, = [e, e,,] olmak iizere C, - C = {e;} dr.
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{C,,} kime dizisinin {e;} kiimesine Kuratowski anlaminda yakinsak oldugu goriiliir

(Baronti ve Papini, 1986).
3.3.2.Wijsman yakinsakhk

(X, p) bir metrik uzay, A ve A, X in bos olmayan iki kapali alt kiimesi olsun.

Eger herbir x € X i¢in limd(x,A;) =d(x, A) ise {A,} dizisi A kiimesine Wijsman
k

yakinsaktir denir. Ay V—V>A veya W — lim A, = A ile gosterilir (Baronti ve Papini,
1986).
Ornek 3.34. Genel terimi ile verilen 4, = {(x,y):x%> + y* + 2kx = 0}, k — oo iken
{A;} kime dizisi A = {(x,y):x = 0} kiimesine Wijsman yakinsaktir. Yani

A=K —1limA,; dir.

Burada A; = {(x,y):x? + y? + 2x = 0},

A, ={(x,y):x2 + y? + 4x = 0}, ... A, = {(x,y):x? + y* + 2kx = 0} dir. Bu

kiime dizisi merkezi (—k, 0) olan ¢cemberlerdir.
Bu dizi k — oo iken y eksenine yani

A = {(x,y): x = 0} kiimesine Wijsman yakinsaktir (Uthayakumar, 1999).

3.3.3. Hausdorff yakinsaklik

H
A, — A ile gosterilen,
limh(4,,,4) =0
n

olan {A,,} kiime dizisi A kiimesine Hausdorff anlaminda yakinsaktir denir. Burada,

h(A, B) = max (6(4,B),5(B, A)) (£ +)
ve
6(A,B) = sup d(x,B) eger A # @;6(@,B) = 0 dir (Baronti ve
x€EA
Papini,1986).

Ornek 3.35.{4,}, R? de azalan bir kiime dizisi olmak iizere genel terimi A, =
{(x,y;0<x<1vey=0veya 0<x S% ve 0 <y <1} ile verilen {A4,} kiime
dizisi A={(x,y); 0<x<1vey=0veya0 <y <1 vex = 0} kiimesine Hausdorff
anlaminda yakinsaktir. Yani A, i A dir (Baronti ve Papini, 1986).

Herhangi bir metrik uzayda, Hausdorff yakinsak ise Wijsman yakinsaktir.

Wijsman yakinsak ise Kuratowski yakinsak oldugu kolayca gortiliir.
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3.3.4. Mosco yakinsakhk

Eger limA4, =W — limA, = A ise {A,,} kiime dizisi A kiimesine Mosco anlaminda
n n

yakinsaktir.
W —

mAn ={x €
n

X| k € Nigin x,, — x olacak sekilde x,,, €

Ay, dizisi ve {Ank}alt dizisi vardir } (Baronti ve Papini, 1986).
Ornek 3.36. Genel terimi 4,, = {(x,y):y = */p, ,x € R} ile verilen {4,} kiime dizisi
A = {(x,0): x € R} kiimesine Mosco anlaminda yakinsaktir (Uthayakumar, 1999).

Yani A = M — lim A,, dir.
n

. M

Ornek 3.37. X = ‘gl alahm.CZn: [el, en+1]; C2n+1= [61, en+1/2] O|Sun Cn - { el} dlr
C; = [e1, 2]
Cy = [eq, €3]

Co = [e1,e4]

M
Cyn=[€1, €ns1] oldugundan C,, = { e;} dir (Baronti ve Papini, 1986).
3.3.5. Fisher yakinsakhik
Asagidaki sartlart saglayan {4, } kiime dizisi A kiimesine Fisher anlaminda

F
yakinsaktir. A,, = A ile gosterilir.

(i) Her & > 0 verildiginde n > n, i¢in 6 (4,, A) < € olacak sekilde bir ng sayisi
vardir.

(i) e > 0 ve x € Aigin d(x,A,) < € olacak sekilde n > n ) oldugunda bir
Mg x) sayist vardir.

lim
n

sup d(a,A)
a€A

= 0 dir (Baronti ve Papini, 1986).
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Ornek 3.38. Genel terimi C, = [-n,n] ile verilen {C,} kiime dizisi R ye Fisher

anlaminda yakinsaktir. Ciinkd,

¢, = [-11], C,=[-22],., Cy=[-nn] oldugundan C, = C,—>R dir
(Uthayakumar, 1999).
Ornek 3.39. X = £2 olsun. 4,, = {ey, e,, ..., e,} olacak sekilde bir {4,,} kiime dizisi A
ya Fisher anlaminda yakinsaktir. Ciinkd,
Ay ={e}
A, ={eq, e5}

Az = {ey, ey, €3}

F
A, - A={eey, .., e,,.. }dir (Baronti ve Papini, 1986).
3.4. Tammlanan Yakinsakhk Cesitleri Arasindaki iliskiler

Bundan sonraki ¢alismalarimizda A, ve A kiimelerini sinirli, bos olmayan ya da

konveks kiimeler olarak alind.

Ay 5),4 oldugunda limit tektir. Kapali olmayan kiime dizileri icin 4, - A, 4,, > A
ile ayn1 anlamdadr.

Mosco anlaminda yakinsakliga Mosco, Tsukada o6zellikle konveks kiimelerde
calismiglardir. Wijsman anlaminda yakinsakliga ise Wijsman, Lechicki ve Levi, Holmes
ozellikle metriklenebilme problemlerinde ¢alismislardir.

1. Burada x € lim 4,, in anlami; lim d(x, 4,,) = 0 olmasidir.
n n

x € lim A4, ise limd(x,A4,) = 0 dur.

n n

Ayrica

h(A,A,) = sup |d(x,A) —d(x,A)|
x€EX

olur.

2. Fisher yakinsakligin tanimindaki (ii) sartindan {A,} kiime dizisinin A kiimesine

yakinsamasinin anlami her x € 4 i¢in lim d(x, 4,,) = 0 olmasidir. Yani A c lim A4,, dir.
n n
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Ayrica Fisher yakinsakliktaki (i) sartindan mAn c A dir. Aslinda x € mAn ve
n n

Xn, € Ap ise lim x, = x dir. Bir alt diziye gegecek olursak A, < A/ ise
k — oo

F K
x € AY* = A olur. Agiklama (1) den (i) sart1 gegerli oldugunda 4,, > A nin 4, > A
ya denk oldugunu sdyleriz.
A herhangi bir kiime ve € > 0 i¢in, A® = {x € X; d(x, A) < &} olmak iizere
A€ = UxeAS(x,e) c UxeAB(x,e) c{xeX;d(x,A) <e}=A4%¢
dir.
Eger A konveks ise A¢ da konvekstir. Ayrica
— £ — € T _ Ey-

A= ns>oA - n£>oA - n€>o A® = (n€>0A )
dir. Herhangi bir B € X i¢in

5(B,A) =inf{e > 0; B c A%} =inf{e > 0;B c A€}

olur. Agikca A, iA , Fisher yakinsakligin (i) ve j (herhangi € > 0 icin n > ng icin
6(A, A,) < € olacak sekilde ng vardir) sartlarina denktir.

Onerme 3.40. Daima (H) = (F) = (W) = (K) dir. Ayrica herhangi bir normlu
uzayda bir kiime dizisi Mosco anlaminda yakinsak ise Kuratowski anlaminda
yakinsaktir (Baronti ve Papini, 1986).

Ispat. (H) = ( F): Bunun ispati i¢in Fisher yakmsakligim (¢ >0 ve x € A igin
d(x,Ay) < € olacak sekilde n > n¢ ) oldugunda bir n(¢ ) sayisi vardir) sartini ve (j)

sartin1 goz Oniine alalim .

(F)= (W): 4, iA olsun. A = @ ise biitiin yeterli derecede biiyiik n i¢in dogrudur.
Simdi A # @ oldugunu varsayalim ve & > 0 alalim.x € X i¢in d(x,A) = d kiimesi
verilsin. Biitiin n > ng icin 4, c A% dir. Boylece d(x, 4,) = d(x, A®) dir. Herhangi bir
A kiimesi, x € X ve £ > 0 igin d(x,A%) = max (0, d(x,A) — &) dir. Dolayisiyla

n > ng i¢in d < d(x, A,,) + € dur. Burada kastedilen d < lim d(x, A,,)dir. Esitsizligin
n

tersini gosterelim. y € A ; d(x,y) <d + € olsun. d(y, A,,) < € olacak sekilde n > n
icin bir 7 vardir. Boylece d(x,4,) <d(x,y)+d(y,A,) <d+2& dir. Burada
limd(x,4,) <d +2¢ dir. Boylecekeyfi segilen ¢ dan limd(x,4,) <d dir.
n n

Oyleyse limd(x,A) = d oldugu gosterilmis olur ve ispat tamamlanir.
n
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(W) = (K): 4, KA olsun. lim d(x, 4,)) = @ den kastedilen herhangi bir x i¢in
n

K
A= 0Qiselimd(x,A,) = oo dur. Dolayisiyla A, > A dir. A # @ ve XE A alalim.
n

Dolayisiyla d(x, A) = limd(x, A4,) = 0 olur. Boylece x € lim A,olur. Dolayisiylad €
n n

_ — w
lim A,, dir. Simdi x € lim A, olsun. (1) sartindan lim d(x,A4,) =0olur. 4, - A
n n n

oldugundan x € A i¢in d(x,A) = lim d(x,4,) = 0olur.lim A4, c A c lim A4, den
n n n

K
A, — A elde edilir.

X normlu bir uzay ise (M) = (K) oldugunu gosterelim.

lim A, c limA, c W —limA4, = A = lim 4,
n n n n

ise (M) = (K) olur (Baronti ve Papini, 1986).
X uzayimna bazi Ozellikler ekleyerek kiime dizilerinin yakinsaklik c¢esitleri arasindaki
iligkileri incelendi.

Onerme 3.41. {C,} normlu bir X uzaymin konveks altkiimelerinin bir dizisi olsun.

K M ;
C, = C ve Fisher anlaminda yakinsakligin (i) sartindan C,, = C dir. Ozellikle (F)= (M)
dir (Baronti ve Papini, 1986).

. K —
Ispat. C,, = C olsun. Dolayisiylalim C,, = C olur. x € w — lim C,, olsun. k € N i¢in
n n

Cn, altkiime dizisinin x,, — x olacak sekilde C,, altkiime dizisinin x,, alt dizisini
alabiliriz. e > 0 ve yeterli derecede biiyiik k lar igin x,,, € Cé dur. Boylece Fisher
anlaminda yakinsakligin (i) sart1 gegerlidir. Fakat C¢ kapali ve konvekstir. Bylece

x € CE (biitiin € > 0 i¢in) dir. Dolayisiyla x € ﬂg>oﬁ = 0 olur. Buradan w —

—_ M
lim €, c € = lim C,, oldugundan C, — C dur.
n n

Sonu¢.{C,} normlu bir X uzaymin konveks kiimelerinin bir dizisi olsun.(F)
yakinsaklikla ilgili (i) sartinin bir C kiimesi i¢in saglandigin1 kabul edelim. O zaman C
kiimesine yakinsamasi miimkiin olan yakinsakliklarla ilgili olarak (F)&(K) & (M)

(W) dir. Bu baglamda (H) yakinsaklik digerlerinden ayridir.
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3.5. Monoton Diziler

{A,} bir kiime dizisi olmak lizere A, D A,4+, ise {A4,} monoton azalan bir kiime
dizisidir. O halde 4, > 4 = (17", 4, di.

A, € A4 ise {4, } kiime dizisi monoton artan bir kiime dizisidir.
Onerme 3.42. Eger X normlu bir uzay ve {4,} de konveks kiimelerin artan bir dizisi
ise

A, Ba= UOZ=1An dir (Baronti ve Papini, 1986).
Onerme 3.43. X normlu bir uzay ve {4,,} de konveks kiimelerin azalan bir dizisi ise
Ay Sa= ﬂ:;lAn dir (Baronti ve Papini, 1986).

X sonlu boyutlu ve normlu bir uzay olmak iizere asagidaki 6zellikler takip edilir.

(p) Bos olmayan, smirli ve konveks kiimelerin herhangi bir azalan {C,,} kiime dizisi
i¢cin
C,5C= N, Cn dur.
(s) boy (X) = oo ise n € N, dyleki biitiin n ve m ler igin||x, || = 1 = ||~ x, || olacak
sekilde {x,,} dizisi segebiliriz.
( s1) Bir Banach Uzayinin doniislii olmasi igin gerek ve yeter sart X in kapali konveks

ve sinirl alt kiimelerinin kesisimi bos olmayan bir kiime dizisinin olmasidir.

3.6. Kompakt Olan Kiime Dizilerinin Yakinsakhig:

. F

Onerme 3.44. A kompakt ve {4, } kiime dizisi Fisher anlaminda (4,, - A) A kiimesine
H

yakinsak ise {4, } kiime dizisi Hausdorff anlaminda (4,, = A) A kiimesine yakinsaktir

K
dir. Eger {A,} kiime dizisi Kuratowski anlaminda (4,, = A) A kiimesine yakinsak ve

Fisher yakinsakligin (i) (her € > 0 verildiginde n > n, igin §(4,, A) < € olacak sekilde

bir n, sayis1 vardir) kosulu gegerli ve A kompakt oldugunda A, 5 A dir (Baronti ve
Papini, 1986).

Ispat. € > 0 alalim. Fisher anlaminda yakimsakligin (i) kosulundan kastedilen biitiin
yeterli biiyiikliikte n ler i¢cin §(4,,A4) < € olmasidir. Simdi kabul edelim ki sonsuz
cokluktaki n € N icin A ¢ (4,)¢ olsun. Herhangi bir n € N icin d(x,, 4,) = ¢ olacak

sekilde x,, € A segebiliriz. Bir alt diziye gegersek x € A igin x,, — x i elde ederiz.

Yeterli derecede buiyiik k lar i¢in d(x, 4,,) > g dir. Biitlin yeterli biiyiikliikte n ler i¢in
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A c {A,)¢ olmas: (i) (¢ >0 ve x € 4 i¢in d(x,A4,) < ¢ olacak sekilde n > N(e %)

H
oldugunda bir ng , sayis1 vardir) kosuluyla gelisir. Bu da A, — A olur.

Simdi x,, € A, oldugunu kabul edelim. Yeterli derecede biiyiik n ve € > 0 igin
Ap, C {A,,}¢ oldugundan, || Xn, — On, || — 0 olacak sekilde a,,, € A secebiliriz. Eger a,

ap, nin bir yigilma noktasi ise x,,, min da bir yigilma noktasidir. Boylece w — lim 4, c
n

_ M
lim A,, = A dir. Dolayisiyla 4,, = A olur.
n

. K
Onerme 3.45. {4, } kiime dizisi Kuratowski anlaminda yakinsak ( 4,, = A) olsun.

H
(B) B kompakt ve yeterli derecede biiyiik n i¢in A, € B dir. O halde 4,, = A dir
(Baronti ve Papini, 1986).

. K
Ispat. A, = @ ise o halde yeterli biiyiikliikte n i¢in A, = @ dir. Aslinda (8) dan

kastedilen biitiin k € N i¢in x, € A,, olacak sekilde K da tanimli bir {x,, } dizisinin

varligidir. Fakat mAn =@ de olmasi gereken bir x € K limit noktas1 vardir.
n

Dolayisiyla bu bir ¢eliski A, i A y1 gerektirir.

Simdi A # @ ve (B) K kompakt ve yeterli bityiikliikkte n i¢in 4,, € B oldugunu
kabul edelim. Kapali olan B kompakttir. ¢ > 0 verildiginde A C Ur; .S (xi,g) olacak
sekilde A da sonlu bir {x;,x;...,x,} altkimesi alalim. x; €A ve (i =1,2,..,n)

icin x € lim 4, , limd(x, A,) = 0 iken lim d(x, A,) = 0 dur.
n n n

Ayrica h(4,A,) = sup |d(x,A) —d(x,A,)| den limd(x;, A,) = 0 dir
x€X n

Bu nedenle Her i ve n>n ic¢in d(x;,4,) < % olacak sekilde n vardir.
Dolayisiyla herhangi bir y € A ve n>n icin d(y,4,) < ¢ oldugunu ve yeterli
biiyiikliikte n icin A € (A™)% i elde ederiz. Simdi varsayalim ki baz1 € > 0 i¢in 4,, c A®
u igeren sonsuz sayida n indisleri ihlal edilmistir.d(x,, A) = € olacak sekilde herhangi
bir x,, € A, alalim.{x,,} den ¢ikarilan x e yakinsak bir alt dizi vardir. Dolayisiyla x € A
,d(x,A) = e akars1 A, i A nin kanitlanmasi bir ¢eliskidir.

3.7. Kiimelerin Cebiri

Tamim 3.46. X bir kiime olsun X in elemanlarindan olusan bir A simifi igin asagidaki

sartlar saglayan A sinifina X iizerinde bir cebirdir denir.
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X €A,
HerE € AiginE =X\ E €A
k=123,..,nignEx € A=), _ Ex €A

Eger k €N icin E, € A = UZO=1 E, € A sart1 saglanirsa A cebirine bir o —
cebiri ad1 verilir. Eger A, X tizerinde bir o cebiri ise yukaridaki 6zelliklerden

P EA

k=123,..,n isinE, €A =[] _ E €A
keNiginE€A=(),_ Ex€A

Her A,B € Aicin A\ B € A (A\ B = An B") dir (Balci, 2012).

Cebirler, elemanlar1 kiimeler olan siniflar olmak iizere birlesim, kesisim ve
timleyen islemlerinin sonlu kez uygulanmasina gore kapalidirlar. Bir o — cebiri
birlesim, kesisim ve tlimleyrn islemlerinin sonsuz kez uygulanmasina gore kapalidir.
Her o — cebiri bir cebirdir ancak tersi dogru degildir. X sonlu sayida elemana sahip
oldugunda her cebir ayn1 zamanda bir o — cebirdir.

Teorem 3.47. X bir kiime ve A sinifi da X {izerinde bir cebir olsun. Eger asagidaki iki

sarttan biri saglanirsa A cebiri X tizerinde bir ¢ — cebiridir (Balci, 2012).

(@) A cebiri artan dizilerin birlesimi altinda kapalidir.

(b) A cebiri azalan dizilerin kesisimi altinda kapalidir.
Ispat. A cebiri artan dizilerin birlesimi altinda kapali olsun. A bir cebir oldugundan A
ya ait sayilabilir ¢cokluktaki kiimelerin birlesimlerinin A ya ait oldugunu gostermemiz
yeterlidir.( E}), A ya ait kiimelerin herhangi bir dizisi olsun. Her bir n i¢in B, =
U:zl E} diyelim.( B,,) artan bir dizidir. A bir cebir oldugundan herbir n i¢in B, € A
dir.  Hipotezden Un= Bn€ A dir. Diger taraftan Un= En = Un= 1 Bn

- n

olacagindan U o1 Bk € A dir.

(b) dogru olsun.(4y), A daki elemanlarin bir artan dizisi olsun. Bu takdirde (A4f), A

daki kiimelerin bir azalan dizisidir.(b) saglanacagindan (nzo: 1 %) € A dir. A bir cebir
oldugundan (ﬂ:; L i)c € A olur. Diger taraftan U:; Ak = (ﬂ:): L i)c oldugundan

U:): Ak € A olur. Su halde (a) ger¢eklenir. Dolayistyla A bir o — cebiridir.

Teorem 3.48. X iizerindeki o — cebirlerinin herhangi adetteki kesisimleri yine bir o —

cebiridir.



19

Ornek 349. X=N, A={0,{135,..2n—1,..},{2,46,...,2n,..},N} alinirsa
A, X lUzerinde bir o cebiridir (Balci, 2012).

XeA
VE € AicinE‘ =X\E€EA
k=123, ..,nignE* € A= |J_ Ex € Adur.
Ornek 3.50. X bir sonsuz kiime ve A smifi da X in tiim sonlu alt kiimelerinin bir smifi
olsun.A sinifi igin X iizerinde bir o — cebiri midir? (Balci, 2012).
Coziim: A = {B € P(X): B sonlu} X & A oldugundan A sinifi ¢ — cebiri degildir.
Ornek 3.51. X sayillamayan bir kiime A; = {4 c X: A sayilabilir} olmak iizere A
sinifi i¢in X lizerinde bir ¢ — cebiri midir? (Balci, 2012).
Coziim : X € A, oldugundan A, smifi X iizerinde ¢ — cebiri degildir.
Ornek 3.52. X kiimesi iizerindeki o — cebirlerinin birlesimi de X iizerinde o — cebiri
midir? (Balci, 2012).
Cozim :A={0, N {2n:neN},{2n+1:neN}} ve B={d, N, A={3n:ne€
N}B={3n+1:neN}, C={3n+2:ne€N},,AUB, AUC,BUCC}
A ve B smiflart N iizerinde o — cebiridir.
AUB={0,N,{2n:n e N},{2n+ 1:n € N},A,B,C,AUB,AUC,B U C}
olur{2n:n e N}UA € A U B oldugundan A U B smifi N {izerinde bir ¢ — cebiri
degildir.
Ornek 3.53. f: X — Y bir fonksiyon ve B sinifi da Y iizerinde o — cebiri olsun (Balc,
2012).

A:={A c X: f(A) € B} smifi X lizerinde o — cebiri midir?
Coziim: (i) X € A oldugunu gostermeliyiz. Eger f fonksiyonu orten ise f(X) =Y € B
olup X € A dir.

(i) Keyfi A € A igin A* € A oldugunu gostermeliyiz.f fonksiyonu birebir ve

orten ise
AeA s f(A)EB
= [f(A)]" €B
= f(A)' €EB
> A'EeA
elde edilir.

(iii) vn € N igin 4,, € A olsun.B nin Y iizerinde ¢ — cebir oldugu kullan 1lirsa



A EAS f(A,)EB
= U,_,f(4) €B
= f(U,_,Ay) €B
= U, _ Ay €A bulunur.

Sonug olarak f fonksiyonu 1-1 ve orten ise A sinifi X iizerinde ¢ — cebirdir.

20
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4. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

4.1.Yakinsak Kiime Dizilerinin Cebiri

Bu boliimde yakinsak olan kiime dizilerinin cebiri incelendi.
Tamim 4.1. {A,,} bir kiime dizisi olsun. {4,,} kiime dizisinin elemanlarindan olusan bir
A sinifi i¢in asagidaki sartlar1 saglayan A smifina {4,} kiime dizisi izerinde bir kiime
dizisi cebiri denir.
1. X = {A,} evrensel kiime olarak alinirsa, {A,} € A dir.
2.VEy € Aigin |J_, Ey € A dir.
3.VE € AiginE¢ = A, \ E € Adir.

{4,} kime dizisi A = {X, @, U:zl Ey,E', (U:zl Ek)'} smifi lizerinde bir cebir
olusturur.
Bu sartlar1 artan bir kiime dizisi lizerinde gosterelim. {4, } artan bir kiime dizisi olsun.
Yani {4,} c {A,41} dir. Artan bir kiime dizisi i¢in cebir sartlarini inceleyelim.

1. X = {A,} evrensel kiime olarak alinirsa, {A,} € A olmalidir.
2.VE, € A igin U:= Ex € A dir. Buradan birlesimlerinin de A smifinda
bulundugunu gostermeliyiz. {A,} kiime dizisi artan oldugundan;

AfUA, =4, €A

AjUA, UA3=A3 EA...A;UA,U..UA, = A, € Adir.

A1' UAZ' = All y
AZIUAgl =A2',
A4_' UAS' = A4'...

{43 U0 ={A4,}, A1 VA" ={A,}, A, VA, ={4,}, ...
Seklindeki biitiin birlesimler de A smifinda bulunmalidir.
3.VE € A i¢in E° = A, \ E € A dir. Timleyenlerin de A smifinda bulundugunu
gostermeliyiz.
(AUA)' =4, \A, =4, €A ,(AfUA,UA3) = A, \A3=A43"EA ,...,
(AJUA,U..UA)' =A,\A, =4,"EA =0 €A dir

Tiimleyenlerin limitini inceleyelim. Artan bir kiime dizisinde lim A, = U:;  An dir.
n

Burada, A; € A, € A3 € --- € A, oldugundan A, i evrensel kiime olarak aldik.
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lim {4,}° = (U,_, 4x)
n
r]n=1 Ay
lim A4,° =(4; UA, U ..UA,)°
n

= A4,°N A,°N4;°Nn..n 4,°
= A, =0 dir.

Bu sartlar1 azalan bir kiime dizisi iizerinde gosterelim. {B,} azalan bir kiime dizisi
olsun. Yani {B,} 2 {B,..}dir. Yani,B; > B, D B; D --- D B, oldugundan evrensel

kiimemiz B, dir. Azalan bir kiime dizisi i¢in cebir sartlarini inceleyelim.
1. X = {B,} olarak alinirsa, {B,} € A olmalidir.
2.VE, €A igin UZ: JEx €A dir. Buradan birlesimlerinin de A simifinda
bulundugunu gostermeliyiz. {B,} kiime dizisi azalan oldugundan;
BiUB, =B €A
B,UB,UB; =By,..., BjUB, U ..UB, = B dir.
B;'"UB,' =B,",
B,’UB3;'=B3',B3'UB,'=B,"...
Seklindeki biitiin birlesimler de A smifinda bulunmalidir.

3. VE €A i¢in EC =B, \ E € A dir. Timleyenlerin de A sinifinda bulundugunu

gostermeliyiz.

B,', B,',B3',B," ... B,' € A olmalidur.

Azalan bir kiime dizisi i¢in tlimleyenlerin limitini B; evrensel kiime oldugundan;
B,'=B;\B; =0

B,'=B;\ B,

B3'=B; \ B;
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B,'=Bi\lim B, = B, \ [] _ Bn dir.
n

Ornek 4.2. {Z,} ={—n,..,—1,,0,1,...,n} kiime dizisi artan bir kiime dizisi olup
lim Z, =%, = Z dir.

n — oo

. C . n . n .
{Z,} kime dizisi A = {{-n,...,—1,,0,1,...,n}, 0, Uk=1 Ey , Ey ,(Uk=1 Ek) } smifi
tizerinde bir cebir olusturur. Clinkii{Z,,} kiime dizisi;

1. X = {Z,,} olarak alinirsa, {Z,} € A dir.

2.VEy € Aigin |J_, Ey € A dir.

U:=1 E} igin;

Ey = {-101} = Z,

E,VE, ={-1,01}u{-2,-1,012}=2Z,UZ,,....,Z,=E{UE, U ..UE, = Z, dir.
3.VE € A i¢in E¢ = Z, \ E € A dir.

{(Z,\Z} ={-n,..,—1,,01,..,n}\ {-1,0,1}

{Z,\Z,} = {—n,..,—1,,0,1,..,n}\ {—2,—1,0,1,2}

{(Z,\Z3}={-n,..,—1,,01,..,n}\ {-3,-2,-1,0,1,2,3 }

{Z,\Z,} ={-n,..,—1,,01,..,n}\ {—n,...,—1,,0,1,...,n} = @ dir.

lim {Z,}'=2Z,'"nZ,’nZ5' N ... = @ dir. Bdylece cebir olma sartlar1 saglanmis olur.
n — oo

Ornek 4.3 { 4,} = {1,2,3, ...,n} kiime dizisi artan bir dizi kiime dizisi olup 4,, » N
dir. A,, kiime dizisi A = {{1,2,3, ...,n}, 0, UZ=1 Ey, Ey', (UzzlEk)'} simifl tizerinde bir
cebir olusturur. Ciinkii; { A, } kiime dizisi i¢in

1. X = (A,) olarak alinirsa, (4,) € A dir.

2.VEy € Aigin |J_, Ey € A dir.
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3.VE € AiginE¢ = A, \ E € Adir.

Burada, A, = {1}, A, ={1,2}, A, ={1,2,3}, ..., {4A,} = {1,2,3,...,n} dir.
B,=U,_ Ex = Bi=E;, B,=E UE,,.., B,=E,UE,U..UE, = E, dir.
Tiimleyenlerin birlesimlerini incelersek;

(AfUA,)' =A,"NnAy =A4,,... dir.

(AfUA,UA3) =A1'NA NA3 = Az ...

{A,,} kiime dizisinin tiimleyenini inceleyelim. Artan bir kiime dizisinde;

lim 4, = U:;lAn dir. Bu 6rnekte lim A4,, = U:=1
n n

(im 4,)' = (U, _, 4n)' = (41 U4, U ..U 4,)' = 4, = N' = @ dir.

A, = Ndir.

A, ={1}

A, ={1,2},

A; =1{1,2,3}..., A, = {1,2,3, ...,n} oldugundan;
Al = {234 ...,1),

A,'={34,..,n}

A, = @dir.
oldugundan cebir olma sartlar1 saglanir.

Ornek 4.4. {A,} = [_71 ,%] kiime dizisi azalan bir kiime dizisi oldugundan

lim A, =[)4,=4;NnA4,n..n4, =0di.

n — oo

; . -1 1 n , n , . .
(A,) kime dizisi A = {[7 ,;], 2, Uk=1 Ey ,E', (Uk=1 Ek) }  smift lizerinde bir
cebir olusturur. Clinkii;
(A,) kime dizisinin A simifi {izerinde cebir olabilmesi i¢in asagidaki sartlar

saglanmalidir;

1. X = (4,) olarak alinirsa, (4,,) € A dir.
o e n
2.VE, € A i¢in Uk=1Ek € A dir.
3.VE € Ai¢inE® = A, \ E € A dur.
n
By=U,_,Ex=Bi=E

11
B, =E,VE, =[-11]U —5.2—] =A;,



By=E UE,UE = [-11U[-2,5|u[-3.3]=4

B, =E; UE, UE;U ..UE, = A, dir. Birlesimlerin de tiimleyenini incelersek;
(A UA)' =A"nA, =0,

A'NA'NA'=0

3 teki (4,,) kiime dizisinin tiimleyenini inceleyelim.

Al = [_111] = El

325
Ay =|-33| = Es Ay = =32 = B, dir.

A; i evrensel kiime olarak alirsak A;' = @ dir.
D 1
AZ_[ 1!2)U(2'1]
v =1L 1
A3_ [ 1,3)U(3,1]

44 = [-1L) U (5 1]

A= [FL) U (1

Azalan bir kiime dizisinde lim A,,= ﬂnEN A, dir.
n

lim (4,)' =(._, 4n)'

n — oo

=(A;NA,N..NA4,)'

2°2 nn

={0} =[-1,1] \ {0} dur.

O halde {A,} kiime dizisi lizerinde olusturulan ;

A = {[_71 ,%] ,®,B, = U:=1 E.,E.', (U:zl E})'} sinifi bir cebirdir.

=[-1,1]n [—1,3] N..N [—1,3

25
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Sonug¢ 4.5. Monoton azalan kiime dizilerinde tiimleyenlerin limiti A; \ kiime dizisinin
limiti dir. Bagka bir deyisle; Evrensel kiime \ kiime dizisinin limitidir.

Sonug¢ 4.6. Monoton artan kiime dizilerinde tiimleyenlerin limiti @ dir.
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5. SONUC VE ONERILER

Yakinsak kiime dizileri tamitildi. Kiime dizilerinin yakinsaklik ¢esitleri olan
Kuratowski, Wijsman, Hausdorff, Mosco ve Fisher anlamindaki yakinsakliklar
incelendi. Yakinsak olan kiime dizilerinin cebiri tanimlandi ve 6rneklendirildi.

Bu tanimlardan yola ¢ikilarak kiime dizilerinin 6l¢iimii {izerine ¢alisabilir.
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EKLER

EK-1

Kontrol Edilecek Hususlar Evet | Hayir

Sayfa yapist uygun mu?

Sekil ve ¢izelge baslik ve igerikleri uygun mu?

Denklem yazimlari uygun mu?

Ic kapak, onay sayfasi, tez bildirimi, &zet, abstract, 06nsdz
ve/veya tesekkiir uygun yazildi mi?

Tez yazimi; Girig, Kaynak Arastirmasi, Materyal ve Yontem (veya
Teorik Esaslar), Arastirma Bulgulart ve Tartisma, Sonuglar ve Oneriler
stralamasinda midir?

Kaynaklar soyadi sirasina gore verildi mi?

Kaynaklarda verilen her bir yayina tez igerisinde atifta bulunuldu mu?

Kaynaklar agiklanan yazim kuralina uygun olarak yazildi m1?

Tez igerisinde kullanilan sekil ve ¢izelgelerde kullanilan ifadeler
Tiirkce’ye ¢evrilmis mi? (Latince ve Ozel kelimeler harigtir)

Tezin i¢indekiler kismi, tez igerisinde verilen bagliklara uygun
hazirlanmis mi1?

Yukaridaki verilen cevaplarin dogrulugunu kabul ediyorum.
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