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OZET

YUKSEK LiSANS TEZIi
o. DERECEDEN CESARO ve ISTATISTIiKSEL TUREV
Aysenur Giines ARI

Mus Alparslan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal

Danmisman: Do¢. Dr. Muhammed CINAR

Istatistiksel yakinsaklik Toplanabilme Teorisi’nde ve Fonksiyonel Analiz’de biiyiikk 6neme
sahiptir. Literatiirde istatistiksel yakinsaklik kavramlarinin {izerine yakin tarihte Cesaro tiirevi ve
istatistiksel tiirev kavramlar1 kazandirilmistir. Bu ¢alismada ise a. dereceden Cesaro ve istatistiksel tiirev
kavrami tanimlanarak bazi yeni sonuglar elde edilmistir. Bu kisimlar verilmeden Once ise istatistiksel
yakinsaklik ve Cesaro tiirevi ile ilgili kavram ve teoremler ifade edilecektir.
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ABSTRACT
MS THESIS

a. DEGREES CESARO and STATISTICAL DERIVATIVE
Aysenur Giines ARI

Mus Alparslan University Institute of Science and Technology
Departmant of Mathematics

Advisor: Do¢. Dr. Muhammed CINAR

Statistical convergence is of great importance in Summability Theory and Functional Analysis.
On top of the statistical convergence concepts in the literature, Cesaro Derivative and statistical derivative
concepts have been introduced recently. In this study, a. Grade Cesaro Derivative and statistical derivative
concepts are defined and some results are discussed. Before these parts are given, the concepts are given,
the concepts and theorems related to statistical convergence and Cesaro derivative will be expressed.
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SIMGELER ve KISALTMALAR
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1.GIRIS

Analiz ve Fonksiyonel Analiz alaninin temel kavramlari limit, yakinsaklik ve
stireklilik kavramlaridir. Yakinsaklik kavramina genel bir bakis a¢is1 kazandiran kavram
istatistiksel yakinsakliktir. Pozitif tam sayilarin dogal yogunlugu adi altinda istatistiksel
yakinsaklik Toplanabilme Teorisi’nde ve Fonksiyonel Analiz’de biiyiik 6neme sahiptir.
Bu kavram, yaklasik elli yildan 6nce ¢alismaya baslanmis olup, suanda bir¢ok akademik
calismada aktif bir arastirma konusudur. Ik olusumu Zygmund (1979) tarafindan
Warsaw’da monografisinin ilk baskisinda verilmistir. Wroclaw Universitesi’ndeki bir
sOylesisinde Steinhaus (1949) dile getirip sonrasinda Fast (1951) ile yapmis oldugu
calismalar sonucunda resmen tanitilmistir.

Schoenberg (1959) reel ve kompleks diziler igin, bunu takiben herhangi lokal
konveks topolojik vektor uzaylari igin Maddox (1988) tarafindan ¢alisilmistir. Uzun
akademik yillar icerisinde ¢alisilmustir (Schoenberg, 1959, Fridy, 1985, Salat, 1980,
Connor, 1988, Maddox, 1988). Bu calismalarin Fourier analiz teorisinde, sayilar
teorisinde, Ol¢lim teorisinde, operatdr teoride ve Banach Uzaylar1 gibi bir¢ok alanda
uygulanabilirligi bulunmaktadir.

Derece kavrami dahil edilerek, bir dizinin a. dereceden istatistiksel yakinsaklig
Gadjiev ve Orhan (2002) tarafindan verildi. Bunun iizerine a. dereceden kuvvetli p-
Cesaro toplanabilirligi Colak (2010) tarafindan tanimlandi.

Dizisel tiirev tamimindan faydalanarak yakin tarihte Nuray (2020) tarafindan
Cesaro Tiirevi ve istatistiksel tiirev kavramlar1 literatiire kazandirilmistir.

Bu tez galismasinda ise a. dereceden Cesaro ve istatistiksel tiirev kavrami

tanimlanarak bazi sonuglar ele alinmistir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Dogal yogunluk kavramini Powell (1972) ve Shah (1972) ¢alismalarinda K, N nin

|K

bir alt ciimlesi ve K,, = {k < n:k € K} olmak iizere §(K) = lim :l limiti mevcut ise

n—-oo

6(K) sayisia K ciimlesinin dogal yogunlugu tanimlamasini yapmustir. Fridy (1985) N
dogal sayilar ciimlesinin herhangi bir sonlu alt climlesinin dogal yogunlugunun sifir
oldugunun agik oldugunu belirtmistir ve K¢ = N — K olmak tizere 6(K¢) =1 — §(K)
oldugunu gostermistir. Dogal yogunluk Montgomery ve Mastrangelo (1991) tarafindan
daha kolay bir yolla (k) pozitif tam sayilarin artan bir dizisi ve K = {k,;: n € N} olmak

tizere K € N alt ciimlesinin dogal yogunlugu mevcut ise §(K)=lim kl seklinde
n—-o kn

tanimlanmustir.

Buck (1953) bir x = (x;,) dizinin her € > 0 i¢in n > N oldugunda |x,, — L| < ¢
olacak sekilde bir N € N varsa, hemen hemen her n i¢in L’ye yakinsak oldugunu
sOylemistir. Bir dizi hemen hemen her n i¢in L’ye yakinsak ise o zaman dizi L’ye
istatistiksel yakinsaktir tantmlamasini yapmustir.

Literatiirde istatistiksel yakinsaklik ve kuvvetli p-Cesaro toplanabiliriliginin
tanimlar1 birbirinden bagimsiz sekilde yapilip daha sonraki yapilan arastirmalarda bu iki
kavramin birbiriyle iligskili oldugu sonucuna ulasilmistir. Connor (1988) kuvvetli
p-Cesaro toplanabilirligin tanimini verip bir dizin L’ye kuvvetli p-Cesaro toplanabilirse
0 zaman bu dizi L’ye istatistiksel yakinsak oldugunu gostermistir. Eger sinirlt bir dizi
L’ye istatistiksel yakinsak ise 0 zaman bu dizi L’ye kuvvetli p-Cesaro toplanabilirdir
seklinde tanimlamalarini yapmustir.

Dereceli istatistiksel yakinsaklik kavramini ilk olarak Gadjiev ve Orhan (2002)
tarafindan verilmistir. Colak (2010) tarafindan «. derceden yogunluk, a. derceden
istatistiksel yakinsaklik kavramini ve bunu takiben a. derceden kuvvetli p-Cesaro
toplanabilirlik tanimini literatiirlere katilmistir. Sonraki yil yine «. dereceden
A —istatistiksel yakinsaklik Colak ve Bektas (2011) tarafindan tanimlanmustir.

Yakinsaklik ¢aligmalarinin tizerine Pedersen ve Sjoberg (2021) c¢alismasinda

literatiire dizisel tiirev tanimlarin1 yapmustir.
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Gilinimiizde bu galismalara ek olarak Nuray (2021) Cesaro tiirevi ve kuvvetli
Cesaro tiirevinin tanimlarini yapip bu kavramu istatistiksel tiirevle iliskilendirip literatiire

kazandirmistir.



3. MATERYAL ve YONTEM
Tanim 3.1 X bos olmayan bir climle ve K reel veya kompleks sayilar cismi olsun.
+HXXX->X T KXX->X

fonksiyonlar1 agagidaki 6zellikleri sagliyorsa X climlesine K cismi {izerinde bir vektor

(lineer) uzay1 ad1 verilir. Her x,y,z € X veher a,b € K igin
Dx+y=y+x
) (x+y)+z=x+Wy+2)
3) Vx € X i¢in x + 6 = x esitligini saglayan bir tek 6 € X vardr.
4)V x € X igin x + (—x) = 0 esitligini saglayan bir tek —x € X vardr.
5 1.x=x
6) a(x +y) = ax + ay
7) (a+b)x = ax + bx

8) a(bx) = (ab)x

dir (Maddox, 1988).

Bu uzayin elemanlarina da vektor ya da nokta adi verilir. K = R alinirsa X’e bir

reel vektor uzayl, K = C alinirsa X’e kompleks vektor uzayi adi verilir(Maddox, 1988).

Tamim 3.2 X bir K cismi {lizerinde vektor uzayi ve M € X olmak lizere; her x,y € M ve

her ce K i¢in; x+y € M,c.x €M
oluyorsa X’ in bir M alt ciimlesine alt vektor uzayi denir (Maddox, 1988).

Tanim 3.3 X bos olmayan bir climle olsun. Her x,y,z € X i¢in

M1) d(x,x) =0



M2)d(x,y) =0 & x=y
M3) d(x,y) = d(y,x)
M4) d(x,z) < d(x,y) +d(y,2)

ozelliklerine sahip d: X x X — R fonksiyonuna metrik ve (X, d) ikilisine de metrik uzay
denir. M1, M3, M4 sartlarini saglayan d fonksiyonuna bir yar1 metrik ve (X, d) ikilisine
de yar1 metrik uzay denir (Maddox, 1988).

Tamim 3.4 X, K cismi tizerinde bir lineer uzay olsun.
Ill: X > R

fonksiyonu asagidaki ozellikleri saglarsa X tizerinde bir norm ve (X, ||]]) ikilisine de bir

normlu uzay denir. Her x,y € X ve her a € K igin;
N1) [[x| =0
N2) x|l =0=x=0
N3) [[ax|| = lelllx|l
N4) [lx + yll < llxl + [yl

dir.

Eger N2 yerine x = 8 = ||x|| = 0 sart1 alinirsa yar1 norm elde edilir (Kreyszig,
1978).

Tanmm 3.5 Tanim ciimlesi N dogal sayilar ciimlesi olan fonksiyona dizi denir. Diziler
deger ciimlelerine gore cesitli isimler alirlar. Eger dizinin deger climlesi R reel sayilar
ciimlesi ise diziye reel terimli dizi, Q rasyonel sayilar ciimlesi ise rasyonel terimli dizi ad1

verilir (Balct, 1997).

Tanmm 3.6 (X, ||-]]) bir normlu uzay ve x = (x,), X uzayinda bir dizi olsun. Eger her
€ > 0i¢in her m,n > n, iken ||x,, — x,|| < € olacak sekilde bir n, = ny(g) € N sayisi

varsa x = (x,) dizisine bir Cauchy dizisi denir (Maddox, 1988).



Tamm 3.7 (X, ||-||) bir normlu uzay ve x = (x,), X uzayinda bir dizi olsun. Eger V ¢ >
0 igin V n > ng iken ||x,, — x|| < € olacak sekilde bir ny = ny(e) € N sayis1 varsa x =

(xyn) dizisi x’e yakinsaktir denir. lim x,, = x veya (n — o) x, — x seklinde yazilir
n—->oo

(Kreyszig, 1978).

Tanmmm 3.8 (X,[|']]) normlu uzayinda her Cauchy dizisi bu uzayin bir noktasina

yakinsiyorsa bu normlu uzaya tam normlu uzay veya Banach uzayi denir (Kreyszig,

1978).

Teorem 3.1 Bir X Banach uzayimin bir Y alt uzayinin tam olmasi i¢in gerek ve yeter sart;

Y uzaymin X uzayinda kapali olmasidir (Kreyszig, 1978).

Tamim 3.9 w, biitiin reel ve kompleks terimli x = (x,,) dizilerin uzayi olsun. Bu uzaydaki

metrik

- 1 % —
d(x,y) = E — . n  Jnl
() 12” 14 |x, — vyl
n=

seklinde tanimlanir(Kreyszig, 1978).

Tamim 3.10 £, ile biitiin x = (x,,) sinirh dizilerinin uzay1 gosterilir. Yani

£ = {x = () : suplyl < oo}
n
dir. Bu uzaydaki metrik d(x, y) = sup|x, — y,| seklindedir (Maddox, 1988).
n
Tammm 3.11 ¢ ile biitin x = (x,) yakimnsak dizilerinin uzay1 gosterilir. Yani
c={x=(xn):EI{’E(C:> lim |x,, — 2| =0}
n—oo

dir. ¢ dizi uzay1 d(x,y) = sup|x,, — y,| metrigi ile birlikte bir metrik uzaydir (Maddox,
n

1988).
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Tammm 3.12 ¢, uzayi, sifira yakinsak dizilerin uzayidir. Yanic, = {x = (x,) :

lim x, = 0} dir. Bu uzaydaki metrik d(x, y) = max|x,, — y,| seklinde alinabilir. Ciinkii

n—->oo

sifira yakinsak her dizinin bir maksimum elemani vardir (Maddox, 1988).

Tanim 3.13 p = (p,,) pozitif sayilarin sinirlt bir dizisi ve 0 < p,, < supp, = H < o

olmak tizere £(p) uzay1

t(p) = {x = (xn):ZIxnI”" < 00}
n=1

seklinde tanimlanir. Bu uzaydaki metrik M = Max{1, H} olmak {izere
1

® M
d(x,y) = (le - ymn)

seklindedir (Maddox, 1988).

Teorem 3.2 £, c ve ¢y uzaylari; ||x|| = sup|x,| normu ile ve £, uzayr p = 1 igin
n

1
lIxll, = (Cp=1lxn|P)? normu ile bir Banach uzayidir (Kreyszig, 1978).

Tanim 3.14 A,B c R, f: A — B olmak iizere her x € Aigin |f(x)| < K olacak sekilde

bir K pozitif reel sayisi varsa f fonksiyonuna sinirlidir denir (Balci, 1997).
Tamim 3.15 (X, d) metrik uzayinda, x, noktasi ve pozitif bir r sayisi i¢in;
B.(xg) ={x € X:d(x,xy) <71}

B.(xy) = {x € X:d(x,x0) <7}

kiimelerine, sirasiyla x, merkezli r yarigaplh agik yuvar ve kapali yuvar denir

(Musayev ve Alp, 2000).

Tanmm 3.16 Bir topolojik uzayin her acik Ortiisii bir sonlu alt ortiiye sahip ise bu uzaya
kompakt uzay denir. Bir metrik uzaydaki her dizinin yakinsak bir alt dizisi mevcut ise bu

metrik uzaya, dizisel kompakttir denir (Maddox, 1988).
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Tamim 3.17 L, F cismi lizerinde bir vektor uzayi ve S = {x4, x5, ..., x,,} de L nin sonlu bir
alt kiimesi olsun. a; € F olmak tizere )i~ a;x; = 0 olmasi her i i¢in a; = 0 olmasini
gerektiriyor ise S climlesine veya Xq,Xs, ..., X, vektorlerine F cismi {izerinde lineer

bagimsizdir denir. Lineer bagimsiz olmayan kiimeye lineer bagimli kiime denir

(Bayraktar, 2006).

Tanim 3.18 L, F cismi lizerinde bir vektor uzayi ve B, L kiimesinin bir alt kiimesi olsun. B
lineer bagimsiz ve B L yi geriyorsa, yani < B >= L ise B’ye F fizerinde L nin bir
bazi(tabani) denir (Bayraktar, 2006).

Tammm 3.19 A C R, f: A — R bir fonksiyon ve a € A olsun. lim f(x) = f(a) ise f
xX—a

fonksiyonu a noktasinda siireklidir denir. Eger f  fonksiyonu A kiimesinin her

noktasinda siirekli ise A tizerinde siireklidir denir (Balci, 1997).

Tamim 3.20 A Cc R, f: A = R bir fonksiyon ve a € A olsun.

f fonksiyonu a noktasinda siireklidireHer € > 0 i¢in en az bir § > 0 vardir dyleki

|x — a] < & bagmtisini saglayan her x € A igin |f(x) — f(a)| < € dir (Balci, 1997).

Ornegin f:R — R,f(x) = c seklinde tanimlanan sabit bir fonksiyon R de siireklidir.

Tammm 3.21 Ac R,a € A ve f de A da tanimli bir fonksiyon olsun. Eger

lim f()-f(a)
a

x—a xX—

limiti veya x=a+h yazarak elde edilen }llr%w limiti varsa f

fonksiyonu a noktasinda tiirevlenebilirdir denir (Balci, 1997).

Teorem3.3A c R,a € A ve f de A dataniml1 bir fonksiyon olsun. Eger f, a noktasinda

tiirevli ise ayn1 noktada siireklidir. Bu teoremin tersi dogru degildir (Balct, 1997).

Ornegin f(x) = |x| fonksiyonun x = 0 noktasinda siirekli oldugu halde tiirevi yoktur.

Tammm 3.22 N dogal sayilar ctimlesinin bir A alt ciimlesinin dogal yogunlugu
|{k < n:k € A}| ifadesi n den biiyiik olmayan A S N ciimlesinin elemanlarinin sayisini

gostermek lizere

5(A) = %i_r)goil{k <n:ke A}



ile tanimlanir. N dogal sayilar ciimlesinin herhangi bir sonlu alt ciimlesinin dogal
yogunlugunun sifir oldugu agiktir ve A = N — A olmak tizere §(4°) = 1 — §(4) dur.
Bir climlenin dogal yogunlugu daha kolay bir yolla su sekilde bulunabilir.(a,,) pozitif
tamsayilarin artan bir dizisi olsun: A = {a,:n € N} olmak iizere A c N alt ctimlesinin
dogal yogunlugu mevcut ise §(4) = lim al dir (Fridy, 1985).
n—oo an
Tanmmm 3.23 x = (x;) kompleks sayilarin bir dizisi olsun. Eger her € > 0 i¢in ,
1
lim—|{k <n:|x, —L| =&} =0
n-on

yani hemen hemen her k i¢in |x; — L] < € ise x = (x;) dizisi L sayisina istatistiksel
yakinsaktir denir (Fridy, 1985). Burada kiime sembolii disindaki dik ¢izgiler kiimenin
eleman sayisini gosterir.

Bu takdirde st — limx = L veya x, — L(S) yazilir. Eger L = 0 ise yani,

1
lim;l{kﬁn:lxk—OIZS}Izo

n—oo
ise x = (x;) dizisi istatistiksel sifir dizisidir denir.
Tiim istatistiksel yakinsak dizilerin climlesi S ile ve tiim istatistiksel sifir dizilerin
climlesi S, ile gosterilir.

Ornek x,, = { k, k= n3n=123..
1, diger durumlarda
dizisini géz oniine alalim bu durumda
x, ={1,1,1,1,1,,1,1,8, ... } olup,
K, ={k:|x, — 1| = €} = {k: k = n3}
§(K.) = lim % = 0 oldugundan st — limx = 1 elde edilir.

Ayrica (Buck, 1953) bir dizinin hemen hemen her n igin yakinsak olmasi
kavramini asagidaki gibi verdi:

Eger € > 0iginn = N, n ¢ A oldugunda |x;, — L| < € olacak sekilde bir N € N
var olmak tizere 6(A) = 0 sartin1 saglayan bir A € N, ciimlesi varsa hemen hemen her
n i¢in x = (x,,) dizisi L’ye yakinsaktir denir. Eger bir dizi hemen hemen her n igin L’ye
yakinsak ise o zaman dizi L’ye istatistiksel yakinsaktir.

Tanim 3.24 Eger £ > 0 i¢in
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1

lim —|{k < n:|x, —xy| =&} =0

n-on

yani hemen hemen her k i¢in |x;, — x| < € olacak sekilde bir N = N(&) dogal sayisi

varsa x = (x;) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir (Rath ve Tripathy, 1994).

Teorem 3.4 Asagidaki ifadeler denktir.

i) x = (x;) istatistiksel yakinsak dizidir,
ii) x = (x;) istatistiksel Cauchy dizisidir,
iii) h.h.k. i¢in (x;) = (yx) olacak sekilde bir y = (yy) dizisi vardir (Tabib, 2012).

Bir dizinin istatistiksel yakinsakligt ve kuvvetli p-Cesaro toplanabilirliginin
tanimlar1 literatiirde birbirinden bagimsiz olarak verilmis ve onlarin ilk ifadelerinden beri
birbirinden farkli gelisme yolu izlemistir. Fakat yapilan arastirmalarda iki kavramin
birbiriyle iliskili oldugu ve siirli diziler iginde bu kavramlarin denk oldugu sonucu

ortaya ¢ikti.

Tamim 3.25 x = (x;,) kompleks sayilarin bir dizi ve 0 < p < oo olsun. Eger

n
1
n-oon
k=1
olacak sekilde bir L sayis1 varsa x = (x;) dizisi L’ye kuvvetli p — Cesaro toplanabilirdir

denir. Bu durumda w, — limx = L yazilir (Connor, 1988).

Teorem3.5p € R, 0 < p < o olsun. Eger bir dizi L’ye kuvvetli p-Cesaro toplanabilirse

0 zaman bu dizi L’ye istatistiksel yakinsaktir (Connor, 1988).

Teorem 3.6 p € R, 0 < p < oo olsun. Eger sinirli bir dizi L’ye istatistiksel yakinsak ise

0 zaman bu dizi L’ye kuvvetli p-Cesaro toplanabilirdir (Connor, 1988).

Sonu¢3.l p,g ER,0<p <o olsun. O zaman w, 2w,; Ve w, Nty = wyzN

£ dir(Connor, 1988).

q

Tamim 3.26 0 < a < 1 olacak sekilde herhangi bir reel say1 a ve p pozitif bir reel say1

olsun. Eger
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n

.1 _ o —
Tlll_r)glo — |, — 4| 0
k=1

olacak sekilde kompleks bir € sayisi1 varsa,x = (x;) dizisine a . dereceden kuvvetli
p —Cesaro toplanabilirdir denir(Colak, 2010).

Tamm 3.27 A = (4,,) pozitif sayilarin, c a giden ve

A1 <Ay +1,4 =1

sartlarina sahip bir dizi olsun. Eger her € > 0 i¢in I,, = [n — A4,, + 1, n] olmak tizere

1
lim —|{kel;:|x,— Ll =¢€}]=0
n—>oo/1n

ise x = (x) dizisi L’ye A —istatistiksel yakinsaklik denir. s; — limx = L yada x;, —
L(S;) ile gosterilir. Tiim A —istatsistiksel yakinsak dizilerin kiimesi st ; dir
(Mursaleen,2000).

Yukardaki sartlar1 saglayan A dizilerinin kiimesini A ile gosterecegiz.

Tamm 3.28 0 < a < 1 verilsin. Eger her € > 0 i¢in
o1
gl_r)goﬁl{kSn: |x, —L| =€}l =0

olacak sekilde bir L sayisi varsa (x;)dizisine a dereceden istatistiksel yakinsak denir

(Colak, 2010).

Tanmm 3.29 f: R — R bir fonksiyon ve x, D kiimesinin reel degerli bir elemani olsun.

h,, # 0 olacak sekilde bir dizi ki h, = 0, x + h,, € D ve

Df(x, hn) — f(x+h)—f(x) L

hy n—oo

ise f’nin x € R deki dizisel sekant tiirevi L’dir.

Eger h,, > 0 ise f nin x teki sag taraftan dizisel sekant tiirevi, h,, < 0 sol taraftan dizisel
sekant tlirevi denir. h, > 0 ve n — oo iken h, = 0 ise bu durumu kisaca h, N 0 ile

gosterecegiz (Pedersen ve Sjoberg, 2021).
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Tanmm 3.30 x + h,,x —k, € D,h,, > 0,k,, >0 ve n— o iken h,k, - 0 olmak

uzere

fOx+hy) = f(x = kn)

L
h, + k, n-co

ise f nin x noktasindaki kord tiirevi L € R denir (Pedersen ve Sjoberg, 2021).

Teorem 3.6 f, x de siirekli ise o0 zaman f nin x teki sekant tiirevleri kiimesi, f nin x teki
kord tiirevleri kiimesinin bir alt kiimesidir.

Ornegin Weirstrass fonksiyonunu ele alalim. Bu fonksiyon her yerde siirekli olup reel
degeri olan; fakat hicbir yerde tiirevlenemeyen bir fonksiyon ornegidir. Weierstrass
fonksiyonu, Tco nin herhangi bir x noktasinda W nin kordon tiirevleridir. W nin kordon
tiirevlerinin kiimesini tahmini R esittir (Pedersen ve Sjoberg, 2021).

Xp > 0 dizisi kullanilarak ¢ok temel sonlu fark formiilleri f'(x) tiirevine yaklasir dyle ki

lim x, = 0.

n—oo

f: R — R fonksiyon bir x, noktasindaki iki temel tiirev formiilii agsagidaki sekildedir.
 f(xo +xn) — f(x0)
lim

n-—-oo

= f"(xo)

Xn

ve
. f(XO + Xn) - f(XO - Xn)
lim

n-oo 2Xy

= f'(xo)
Xp > 0, lim x,, = 0 dizisi kullanilarak ¢ok temel sonlu fark formiilleri ile f'(x) tiirevine
n—->oo

yaklagilir.
[k formiil Newton fark boliimiidiir ve f nin sekant grafiginin egimini belirler. Ikinci formiil
simetrik fark katsayisidir ve f’nin grafiginin bir kordonun egimini belirler. Benzer

yaklasimla simdi Cesaro tiirevini tanimlayacagiz.

Tamm 3.31 f:R - R reel degerli bir fonksiyon, x, > 0 ve lim x,, = 0 olsun. Eger

n—-oo

n

1 Z f(xo + x3) — f(X0)
=w

lim —
Xk

n-on
k=1

ise f fonksiyonun x, noktasindaki Cesaro tiirevi «’dir denir (Nuray, 2021).

Tanim 3.31°e esdeger tanim asagidaki gibidir.
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Tanim3.32 f: R — R reel degerli bir fonksiyon, x, > 0 ve lim x,, = 0 olsun.

n—-oo

n—-oon

n
. 1Zf(x0 + xp) — f(xo — x1)
lim — % =w
k=1 k
ise f fonksiyonun x, noktasindaki Cesaro tiirevi w’dir (Nuray, 2021). Cesaro tiirevine
sahip tiim f fonksiyonlarinin kiimesi w, ile gosterilir.
f:R - R fonksiyonu her bir (x,,) = 0i¢in(C, 1) — lim f(xo + x,) = f(x,) oluyorsa

X, noktasinda Cesaro siireklidir denir (Nuray, 2021).

Teorem 3.7 f: R — R fonksiyonu x, € R noktasinda Cesaro tiirevli ve tiirevi w € R ise,

f fonksiyonu x, noktasinda Cesaro siirekli fonksiyonudur (Nuray, 2021).

Ispat : limx,, = 0. Acik her n € N i¢in

f(xo + %) —f(xo)x

Xn

f Qo +xn) = fx0) =

limx, =0, (C,1) — limx, = 0 anlamina geldiginden

(€,1) — lim(F (xo + %) — F(x0)) = (C, 1) — Lim 220 x;‘) ~S@0) (0 1y timx,

n

yazabiliriz. Dolayisiyla sahip oldugumuz varsayimdan
(C,1) = lim f(xo + xn) = f(x0)

f, xo noktasinda Cesaro siireklidir.

Tamim 3.33 f: R — R reel degerli bir fonksiyon, i¢in x,, > 0 ve lim x,, = 0 olmak iizere

n—-oo

n
1
lim —
n—-oon
k=1

f(xo + xx) — f(x0) _

Xk

w|l=0

limiti mevcut ise f fonksiyonunun x, noktasindaki kuvvetli Cesaro tiirevi w’dir.

Tanim 3.33’¢ esdeger olan bir tanim asagidaki gibidir (Nuray, 2021).

Tamim 3.34 f: R - R reel degerli bir fonksiyon, x,, > 0 ve lim x,, = 0 olmak iizere

n—-oo

n
1
lim —
n-on
k=1

f(x0+xk)_f(x0_xk)_

Zxk

w|l=0
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limiti mevcut ise bu limite f fonksiyonunun kuvvetli Cesaro tiirevi denir (Nuray, 2021).
Cesaro tiirevi ve kuvvetli Cesaro tiirevlerinin tanimlarindan anlagilir ki bir fonksiyonun

X, noktasinda kuvvetli Cesaro tiirevi varsa, bu noktada Cesaro tiirevi vardir.

Tamm 3.35 f: R — R reel degerli bir fonksiyon, x,, > 0 ve lim x,, = 0 olmak iizere

n—-oo

e

limiti mevcut ise w’ya f fonksiyonunun x, noktasinda istatistiksel tirevi denir.

1
lim —
n-on

=0

{kSn: ‘f(xo‘*'x;)—f(xo)_w

k

Istatistiksel tiireve sahip tiim f fonksiyonlarinin kiimesi S, ile gosterecegiz (Nuray, 2021).

Tanim 3.35’e esdeger bir tanim asagidaki sekildedir.

Tamm 3.36 f: R = R fonksiyon olsun x,, > 0 ve lim x,, = 0 olmak {izere

n—-oo
1
{k <n: > g}‘ —0

lim —
n-on

limiti mevcut ise w’ya f fonksiyonun x, noktasinda istatistiksel tiirevi denir (Nuray,

2021).

Bir fonksiyonun tiirevi varsa, istatistiksel tlirevi de vardir. Ancak tersi dogru olmayabilir.

fxo +x) — f(xo — x1) y
Zxk

w

Teorem 3.7

a) f: R = R fonksiyonun x, € R noktasinda kuvvetli Cesaro tiirevi varsa, 0 zaman x,

noktasinda istatistiksel turevi vardir.

b)Eger T+~ 1&0)) por k€ N icin smirli ve f’nin x, € R noktasinda istatistiksel
Xk 0

tiirevi varsa f, x, noktasinda kuvvetli Cesaro tiirevine sahiptir.

f(xo+x1)—f(X0)

Ispat: Kolaylik igin yerine y,, yazalim.

a) f, xo € R noktasinda kuvvetli Cesaro tiirevine sahip olsun. Keyfi £ > 0 i¢in

n n n
Ay 1 1 \
Slye-ol=(= > Iye—ol+s Y |yk—w|/
k=1 k=1 k=1



n

2= > - ol
=4 Yk — W

k=1
lyk—wlze

1
Zal{l <k <n|y,—w|l=e}e
yazabiliriz, dolayisiyla
1
lim—|{1<k<nl|y,—wl=¢€}=0
n—-oon

yani f, x, noktasinda istatistiksel tiireve sahiptir.
b)f fonksiyonu x, noktasinda istatistiksel tiirevli ve sinirli olsun.k € N i¢in

lyx — w| < K dir. € > 0 igin

1 n 1/ n n \
EZD’R—M:E\ Z |y — ol + Z |Yk—w|/
k=1 k=1

k=1
lyi-wlze lyr—wl<e

k=1 k=1
lyr—wlze lyr—wl<e

s% K zn: 1+ zn: ka—w|>

n

1 1
SKZI{lskSn: lyx — o] 28}|+n—azs

k=1

yazabiliriz. Buradan

1 n
m;Zm—m =0
k=1

elde ederiz. Yani f, x, noktasinda kuvvetli Cesaro tiirevine sahiptir (Nuray, 2021).

15
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4. ARASTIRMA BULGULARI
4.1. a. Dereceden Cesaro Tiirev

Tanim 4.1 R - R fonksiyonunda x, € R noktasinda x, >0, a € (0,1] ve

lim x,, = 0 sartlar1 altinda
n—oo

f(Xo + xx) — f(Xo)

n-oo n% Xk

Ise f’nin a. dereceden Cesaro tiirevi w € R’dir. a. dereceden Cesaro tiirevine sahip tim

f fonksiyonlarmin kiimesi w§ ile gosterelim.
Tanim 4.1°¢ esdeger tanim asagidaki gibidir.

Tanmm 4.2 f: R - R fonksiyonunda x, € R noktasinda x,, > 0, a« € (0,1] ve

lim x,, = 0 sartlar1 altinda
n—->oo

f(xo +x;) — f(xo — xk)

n—oo n“ 2xy,

ise f’nin a. dereceden Cesaro tiirevi w € R’dir.

Tanim 4.3 f: R — R fonksiyonu i¢in x,, > 0, @ € (0,1] ve lim x,, = 0 olmak tizere
n—-oo

f(xo + x1) = f(x0)

Xk

—w|=0

limiti mevcut ise f fonksiyonunun x, noktasindaki . dereceden kuvvetli Cesaro
tiirevi denir.

Tanim 4.3’e esdeger olan bir tanim asagidaki gibidir.

Tanimm 4.4 f: R — R fonksiyonu olsun.x,, > 0, a € (0,1] ve lim x,, = 0 olmak {izere
n—-oo

f(xo + xi) — f(xo — xx)

Zxk

—w|=0

limiti mevcut ise . dereceden kuvvetli bir Cesaro tiirevi denir.
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a. dereceden Cesaro tirev tammmindan ve a.dereceden kuvvetli Cesaro tiirev
tanmimlarindan anlasilir ki bir fonksiyonun x, noktasinda a. dereceden kuvvetli tiirevi

varsa, bu noktada «. dereceden Cesaro tiirevi vardir.
4.2. a. Dereceden Istatistiksel Tiirev

Tanmm 4.5 f: R - Rreel degerli bir fonksiyon x, > 0, « € (0,1] ve lim x,, = 0 olmak

n—oo
1
hm—a{kSn: 28}‘=0

n-on
limiti mevcut ise w’ya f fonksiyonunun x, noktasinda a. dereceden istatistiksel tiirevi

uzere

f(x0+xk)_f(x0)_w

Xk

denir.

Tanim 4.5’e esdeger bir tanimla devam edelim.

Tanmm 4.6 f: R — R reel degerli bir fonksiyon x,, > 0, « € (0,1] ve lim x,, = 0 olmak
n—-oo

1
= k <n: > &

lim —
limiti mevcut ise w’ya x, noktasinda a.dereceden istatistiksel tiirevi denir. a. dereceden

uzere

f(x0+xk)—f(x0—xk)_

=0
Zxk

w

n-on

istatistiksel tiirevine sahip tiim f fonksiyonlarinin kiimesi S§ ile gosterelim.

Teorem 4.1 f:R — R reel degerli bir fonksiyon a € (0,1] olmak {iizere x, € R
noktasinda a.dereceden kuvvetli Cesaro tiirevi varsa, 0 zaman x, noktasinda a.dereceden

istatistiksel tiirevi vardir.

f(xo+x3)—f(%0)
X

Ispat yerine y, yazalim.

a € (0,1] olmak tizere f, x, € R noktasinda a.dereceden kuvvetli Cesaro tiirevine sahip

olsun. € > 0 i¢in

n n n
1 1 1 \
D We—ol=[= > Iw—olt— > ln—ol
k=1 1
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n

1
Zn—a z lyx — w|

k=1
lyk—olze

1
Zn—al{lﬁkﬁn:lyk—wl > c}le
yazabiliriz.
limnial{lﬁkSn:ka—wI >e} =0
n—-oo

yani f fonksiyonu x, noktasinda a. dereceden istatistiksel tiirevlidir.

Tanim 4.7 0 <a <1vef,g:R—- R iki reel degerli fonksiyon olsun. x, > 0 ve

lim x,, = 0 olmak lizere

n—oo

(DEger S§ —limf = L ve ¢ € Rigin S — limcf = cL.

(i)Eger S§ — limf = L, ve S§ — limg = L, ise S§ — lim(f + g) = L, + L, dir.
Ispat

() c=0 i¢in ispat agiktir. c# 0 ve S§ — limf = L oldugunu varsayalim. Bu takdirde

lim — {k < n: ‘c <f(x0 %) — f (o) — cL) > ¢ }

n-oont Xk

< lim — {k Sn:‘ f(x°+x")_f(x°)—L‘ zi}|
n—oo né Xi |c]

dir.

(i) S§ — limf = L; ve wj — limg = L, olsun. Bu durumda

lim ia {k <n (f + 9)(xo + x) — (f + 9)(x0) (L +Ly)| = e}

n-co N Xk

i L {k BT SRY{ChRTICE 2SRy /CE NP Ze}
n—oo &

1 Xo + X)) — f(x £
Slim—a{kSn:‘f(O ©) f(O)—le—}
n-con X 2

1 Xo + x,) — g(x £
+lim—a{kSn: ‘g(o ) g(O)—Lz 2—}
n-con X 2

dir
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Teorem 42 0<a<pB <1 olsun vef:R—- R reel degerli bir fonksiyon x,, >

0, lim x, = 0 olsun. Bu takdirde S§ < Sg ve a < B i¢in bu kapsama kesindir.

n—-oo

Ispat: Eger 0 < a < § < 1igin

+ J—
lim — {k <n: Hf(xo %) ~ f(%o) - L‘ > sm
n—oo nB xk
< lim ia {k <n: Hf(xo %) — [ (%) - L| > sm
n-oon xk

yazabiliriz. Bu ispat1 tamamlar.

Sonug 4.1 Bir fonksiyonun a. dereceden istatistiksel tiirevi varsa 0 < @ < 1i¢in S§ S

S4 dir. Teorem 4.2°den asagidaki sonuglari elde ederiz.

Sonug 4.2
hsg=Ss 5 olmasi i¢in gerek ve yeter sart @ = f8

(i) S§ = Syolmast igin gerek ve yeter sart @ = 1

Teorem 43 0 < a <f <1 ve p pozitif reel sayr olsun. f: R - R reel degerli bir

fonksiyon ve x, >0, lim x, = 0 olsun. Bu takdirde wg, < a)gp dir.

n—-oo

Ispat: f:R > R ve w%—limf =L olsun.0 < a < <1 olacak sekilde a,f ve p

pozitif reel sayilari i¢in

n
lim — Z
s B

k=1

- a B .
yazabiliriz. Buradan wg, S w,, elde ederiz.

L

f o+ ) = fxo)
X

k

" “mii fOo+x) = fo) [

L
Xk

n-oo nt
k=1

Asagidaki sonug¢ Teorem 4.2.8’den kolayca elde edilir
Sonu¢ 4.3 0 < a < B <1 ve p pozitif reel say1 olsun. x,, > 0 lim x,, = 0 olsun. Bu
n—oo

takdirde

(i) wg, — limf = w);

ap — limfolmasi i¢in gerek ve yeter sart @ = f3

(i) wg, — limf < wfp — limf (her a € (0,1] ve 0 < p < oo igin ) olmasidir.
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Teorem 44 0<a <1, fiR—> R reel degerli bir fonksiyon, x, > 0 ve limx, =0

n—-oo

olsun. Eger 0 < p < q < o ise wg, C wg,, dir.

Teorem45a,f 0<a <p <1 esitsizligi saglanacak sekilde iki reel say1ve 0 < p <
o olacak sekilde sabit bir reel say1, f:R — R reel degerli bir fonksiyon x, > 0 ve

lim x,, = 0 olsun. Eger bir f fonksiyonun a. dereceden kuvvetli Cesaro tiirevi varsa o

n—->oo

zaman (. dereceden istatistiksel tiireve sahiptir.

Ispat w? — limf = L olsun. Her & > 0 igin

C|f o+ 1) = fl) | o +2x) = fl) |
Z —Ll =Kk <n: — Ll >et|eP
) Xk B N Xk -
oldugundan
1 + xk) f(x0) |p
v —L
kz

p
Zia{kSn: f(x0+xk)—f(x0)_L Ze}.s”
n Xk
p
Zniﬁ{kﬁn:‘f(xo-l_xk)_f(xO)—L 25} .eP

elde ederiz. Bundan su sonug ¢ikar ki eger f fonksiyonu a. dereceden kuvvetli p-Cesaro
tiirevine sahip ise 5. dereceden istatistiksel tiireve de sahiptir.

Teorem 4.5°de a = B alirsak asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonu¢4.40 < a <1, f:R — Rreel degerli bir fonksiyon ve x,, > 0 lim x,, = 0 olsun.
n—-oo

0 < p < oo sabit bir reel say1 i¢in eger bir f fonksiyonu «a. dereceden kuvvetli p —

Cesaro tiirevi varsa ayn1 zamanda a. dereceden istatistiksel tiireve sahiptir.
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4.3. A — istatistiksel Tiirev

Bu boliimde A — istatistiksel tiirev (V, 1) tiirev tanimlar1 verilmis ve bu kavramlar
arasindaki iligkiler, kapsama bagintilar1 incelenmistir.

Tanim 4.8 f:R - R reel degerli bir fonksiyon x, >0, lim x, = 0, x, € R olsun.
n—->oo

Eger

£ + 310 = F(x0)| _

Xk

L

lim — z
nl—rgo An

kEly,

ise f fonksiyonu x, noktasinda kuvvetli (V,A) tiirevlenebilirdir denir. Bu durumu
[V,A]lq — limf(x) = L ile gosterecegiz.

Tanim 4.9 f:R - R reel degerli bir fonksiyon x, >0, lim x, = 0, x, € R olsun.
n—-oo

fie > of

ise f fonksiyonu x, noktasinda A —istatistiksel tiirevlidir denir. Bu durumu S} —

Eger
f (o + x3) — f(x0) r

Xk

L

limf (x) = L ile gosterecegiz.
Teorem 4.6
i) f:R > R reel degerli bir fonksiyon x, noktasinda [V, 1], tiirevlenebilir ise A —

istatistiksel tiirevlidir.

i) (w) her k i¢in sinirlt ve f fonksiyonu A — istatistiksel tiirevlenebilir ise
k

[V, A], tiirevlenebilirdir.
Ispat:
|) S (xo+2x)—f (x0)

" yerine y, yazalim. f, x, noktasinda [V, 4], tiirevlenebilir olsun. Her
k

e > 0igin

kEl, kel ker,
|yr—Llze lyi—Ll<e

1 1 \|
ZZka—LI—Z Z |y — L| + Z |Yk—L|/

2 > -l
=5 Yk —
An ke,

lyr—Llze
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1
zﬂ—l{keln:lyk—LIZE}I.e
n

yazabiliriz. Buradan

hm—I{kEI lyi — L =€} =0

n—oo A
elde ederiz. Yani f fonksiyonu x, noktasinda A — istatistiksel tiirevlidir.

i) f fonksiyonu x, noktasinda A — istatistiksel tiirevlenebilir ve siirli bir fonksiyon

olsun. w =1y, her k €N igin smirl oldugundan |y, — w| < K olacak
k

sekilde bir K > 0 sayis1 vardir. Her € > 0 i¢in

N I/Z =L+ D Iy Ll

N~

" kel kel kel
lyr—Llze lyk—Ll<e
1/ )
S/1—|K Z lyk — Ll + Z 1]
pr kel kel,
lyk—Llze lyr—Ll<e

< Ik € bilye— LIz e}l 45y
=7 Ve M= e L E

" ker,
yazabiliriz. f fonksiyonu A — istatistiksel tiirevlenebilir oldugundan

= 2 =Ll =0

" kel
elde ederiz.

Teorem 4.7 f:R — R reel degerli bir fonksiyon x, > 0, lim X, = 0,x € Rolsun. f

fonksiyonu istatistiksel tiirevlenebilir ve lim mf >0 ise A— istatistiksel

n—->oo
tiirevlenebilirdir.
Ispat w yerine  y,  yazahm. Her &£>0  igin
k

{k<n:|y,—Ll=e}{k €l:|yy —L| = €}
yazabiliriz. Buradan

1
ltk=n:ly—Llze}f = I{kEI [y — LI = €}l
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A, 1
2 — k€ b lye = LIz €}l

n

yazabiliriz. f fonksiyonu istatistiksel tiirevlenebilir oldugundan A — istatistiksel

tiirevlenebilir oldugu elde edilir.

Teorem 4.8 A,, ve u, A’daiki dizi ve her n € N i¢in 4,, < u,, olsun.
P
i) liminf=2>0 1)
n—-oo HUn
ise S4 < S2 dir.

i) lim 22 =1 2)

n—oo Un
ise S < S dir
d q air.
Ispat

i) Hern e N A, < u, olamak lizere (1) sartin1 saglasin. I,, < J,, oldugundan & > 0
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elde ederiz. Son esitsizlikte n — oo i¢in limit alinirsa Sﬁ c Sf elde ederiz.

i) Sf — limf(x) = L olsun. Her n € N i¢in I,, € J,, oldugundan

1 1
—ke€l:lye—Llze}l =—Hk €)= Iyt lye = L| = €}]
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1
t—|tk €L : |y, — L = &}

n

-1 1
I o kel : lye— LI > &}

<
Un An

AN 1
1——)+—|{ke1 Ny — L] = €|
( ”n /’{,n n yk

yazabiliriz. S¢ — limf(x) = 0 ve (2) esitsizliginden dolay1 n — oo igin limit alinirsa

S& —limf (x) = L elde edilir.
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5. SONUCLAR ve ONERILER

5.1. SONUCLAR

Bu tezde, istatistiksel yakinsaklik, kuvvetli p —Cesaro toplanabilme, a. dereceden
istatistiksel yakinsaklik ve a. dereceden kuvvetli p —Cesaro toplanabilme kavramlari
verilmistir. Nuray (2021) tarafindan tanimlanan istatistiksel tiirev ve Cesaro tiirevi ile a.
dereceden Cesaro tiirevi ve a. dereceden istatistiksel tiirev tanimlar1 yapilmistir ve bunlar

arasindaki baglantilar ve iligkiler incelenmistir.

5.2.ONERILER

Bu tanimlar genellestirilerek lacunary istatistiksel yakinsaklik ve n — normlu

uzaylarda istatistiksel yakinsaklik {izerine istatistiksel tiirev, Cesaro tiirev ¢alisilabilir.
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