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ÖZET 

YÜKSEK LİSANS TEZİ 

 

α. DERECEDEN CESARO ve İSTATİSTİKSEL TÜREV 

 

Ayşenur Güneş ARI 

 

Muş Alparslan Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

 

Danışman: Doç. Dr. Muhammed ÇINAR 

 
İstatistiksel yakınsaklık Toplanabilme Teorisi’nde ve Fonksiyonel Analiz’de büyük öneme 

sahiptir. Literatürde istatistiksel yakınsaklık kavramlarının üzerine yakın tarihte Cesaro türevi ve 

istatistiksel türev kavramları kazandırılmıştır. Bu çalışmada ise 𝛼. dereceden Cesaro ve istatistiksel türev 

kavramı tanımlanarak bazı yeni sonuçlar elde edilmiştir. Bu kısımlar verilmeden önce ise istatistiksel 

yakınsaklık ve Cesaro türevi ile ilgili kavram ve teoremler ifade edilecektir. 

2022, 27 Sayfa 

 
Anahtar Kelimeler : Cesaro Türevi, İstaistiksel türev, 𝛼. dereceden istatistiksel türev, türev, 

𝛼. dereceden Cesaro türevi 
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ABSTRACT 

MS THESIS 

 

α. DEGREES CESARO and STATISTICAL DERİVATİVE 

 

Ayşenur Güneş ARI 

 

Mus Alparslan University Institute of Science and Technology  

Departmant of Mathematics 

 

Advisor: Doç. Dr. Muhammed ÇINAR 

 
Statistical convergence is of great importance in Summability Theory and Functional Analysis. 

On top of the statistical convergence concepts in the literature, Cesaro Derivative and statistical derivative 

concepts have been introduced recently. In this study, α. Grade Cesaro Derivative and statistical derivative 

concepts are defined and some results are discussed. Before these parts are given, the concepts are given, 

the concepts and theorems related to statistical convergence and Cesaro derivative will be expressed. 

2022, 27 Page 

 
Keywords :  Cesaro derivative , statistical derivetive , 𝑎. Cesaro derivative ,derivative, 𝑎. statistical 

derivetive 
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SİMGELER ve KISALTMALAR 
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1.GİRİŞ 

Analiz ve Fonksiyonel Analiz alanının temel kavramları limit, yakınsaklık ve 

süreklilik kavramlarıdır. Yakınsaklık kavramına genel bir bakış açısı kazandıran kavram 

istatistiksel yakınsaklıktır. Pozitif tam sayıların doğal yoğunluğu adı altında istatistiksel 

yakınsaklık Toplanabilme Teorisi’nde ve Fonksiyonel Analiz’de büyük öneme sahiptir. 

Bu kavram, yaklaşık elli yıldan önce çalışmaya başlanmış olup, şuanda birçok akademik 

çalışmada aktif bir araştırma konusudur. İlk oluşumu Zygmund (1979) tarafından 

Warsaw’da monografisinin ilk baskısında verilmiştir. Wroclaw Üniversitesi’ndeki bir 

söyleşisinde Steinhaus (1949) dile getirip sonrasında Fast (1951) ile yapmış olduğu 

çalışmalar sonucunda resmen tanıtılmıştır. 

 Schoenberg (1959) reel ve kompleks diziler için, bunu takiben herhangi lokal 

konveks topolojik vektör uzayları için Maddox (1988) tarafından çalışılmıştır. Uzun 

akademik yıllar içerisinde çalışılmıştır (Schoenberg, 1959, Fridy, 1985, Šalát, 1980, 

Connor, 1988, Maddox, 1988). Bu çalışmaların Fourier analiz teorisinde, sayılar 

teorisinde, ölçüm teorisinde, operatör teoride ve Banach Uzayları gibi birçok alanda 

uygulanabilirliği bulunmaktadır. 

Derece kavramı dahil edilerek, bir dizinin 𝛼. dereceden istatistiksel yakınsaklığı 

Gadjiev ve Orhan (2002) tarafından verildi. Bunun üzerine 𝛼. dereceden kuvvetli p-

Cesaro toplanabilirliği Çolak (2010) tarafından tanımlandı.  

Dizisel türev tanımından faydalanarak yakın tarihte Nuray (2020) tarafından 

Cesaro Türevi ve istatistiksel türev kavramları  literatüre kazandırılmıştır. 

Bu tez çalışmasında ise 𝛼. dereceden Cesaro ve istatistiksel türev kavramı 

tanımlanarak bazı sonuçlar ele alınmıştır.  
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2. KAYNAK ARAŞTIRMASI 

Doğal yoğunluk kavramını Powell (1972) ve Shah (1972) çalışmalarında 𝐾, ℕ nin 

bir alt cümlesi ve  𝐾𝑛 = {𝑘 ≤ 𝑛: 𝑘 ∈ 𝐾} olmak üzere 𝛿(𝐾) = lim
𝑛→∞

|𝐾𝑛|

𝑛
 limiti mevcut ise 

𝛿(𝐾) sayısına 𝐾 cümlesinin doğal yoğunluğu tanımlamasını yapmıştır. Fridy (1985)  ℕ 

doğal sayılar cümlesinin herhangi bir sonlu alt cümlesinin doğal yoğunluğunun sıfır 

olduğunun açık olduğunu belirtmiştir ve 𝐾𝑐 = ℕ −𝐾  olmak üzere 𝛿(𝐾𝑐) = 1 −  𝛿(𝐾) 

olduğunu göstermiştir. Doğal yoğunluk  Montgomery ve Mastrangelo (1991) tarafından 

daha kolay bir yolla (𝑘𝑛) pozitif tam sayıların artan bir dizisi ve 𝐾 = {𝑘𝑛: 𝑛 ∈ ℕ} olmak 

üzere 𝐾 ⊂ ℕ alt cümlesinin doğal yoğunluğu mevcut ise 𝛿(𝐾)= lim
𝑛→∞

𝑛

𝑘𝑛
 şeklinde 

tanımlanmıştır. 

 Buck (1953) bir  𝑥 = (𝑥𝑛) dizinin her 𝜀 > 0 için 𝑛 ≥ 𝑁 olduğunda |𝑥𝑛 − 𝐿| < 𝜀 

olacak şekilde bir 𝑁 ∈ ℕ varsa, hemen hemen her 𝑛 için 𝐿’ye yakınsak olduğunu 

söylemiştir. Bir dizi hemen hemen her 𝑛 için 𝐿’ye yakınsak ise o zaman dizi 𝐿’ye 

istatistiksel yakınsaktır tanımlamasını yapmıştır. 

 Literatürde istatistiksel yakınsaklık ve kuvvetli p-Cesaro toplanabiliriliğinin 

tanımları birbirinden bağımsız şekilde yapılıp daha sonraki yapılan araştırmalarda bu iki 

kavramın birbiriyle ilişkili olduğu sonucuna ulaşılmıştır. Connor (1988)  kuvvetli               

p-Cesaro toplanabilirliğin tanımını verip bir dizin 𝐿’ye kuvvetli p-Cesaro toplanabilirse 

o zaman bu dizi 𝐿’ye istatistiksel yakınsak olduğunu göstermiştir. Eğer sınırlı bir dizi 

𝐿’ye istatistiksel yakınsak ise o zaman bu dizi 𝐿’ye kuvvetli p-Cesaro toplanabilirdir 

şeklinde tanımlamalarını yapmıştır.  

Dereceli istatistiksel yakınsaklık kavramını ilk olarak Gadjiev ve Orhan (2002) 

tarafından verilmiştir. Çolak (2010) tarafından 𝛼. derceden yoğunluk, 𝛼. derceden 

istatistiksel yakınsaklık kavramını ve bunu takiben 𝛼. derceden kuvvetli p-Cesaro 

toplanabilirlik tanımını literatürlere katılmıştır. Sonraki yıl yine 𝛼. dereceden  

𝜆 −istatistiksel yakınsaklık Çolak ve Bektaş (2011) tarafından tanımlanmıştır. 

Yakınsaklık çalışmalarının üzerine Pedersen ve Sjoberg (2021)  çalışmasında 

literatüre dizisel türev tanımlarını yapmıştır. 
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Günümüzde bu çalışmalara ek olarak Nuray (2021) Cesaro türevi ve kuvvetli 

Cesaro türevinin tanımlarını yapıp bu kavramı istatistiksel türevle ilişkilendirip literatüre 

kazandırmıştır. 
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3. MATERYAL ve YÖNTEM 

Tanım 3.1 X boş olmayan bir cümle ve K reel veya kompleks sayılar cismi olsun.  

+∶ 𝑋 × 𝑋 → 𝑋    ∙∶ 𝐾 × 𝑋 → 𝑋 

fonksiyonları aşağıdaki özellikleri sağlıyorsa X cümlesine K cismi üzerinde bir vektör 

(lineer) uzayı adı verilir. Her  𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋  ve her  𝑎, 𝑏 ∈ 𝐾 için 

 1) 𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥 

2) (𝑥 + 𝑦) + 𝑧 = 𝑥 + (𝑦 + 𝑧) 

3) ∀ 𝑥 ∈ 𝑋 için x + θ = x eşitliğini sağlayan bir tek 𝜃 ∈ 𝑋 vardır. 

4) ∀ 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑥 + (−𝑥) = 𝜃 eşitliğini sağlayan bir tek −𝑥 ∈ 𝑋 vardır. 

5) 1. 𝑥 = 𝑥 

6) 𝑎(𝑥 + 𝑦) = 𝑎𝑥 + 𝑎𝑦 

7) (𝑎 + 𝑏)𝑥 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑥 

8) 𝑎(𝑏𝑥) = (𝑎𝑏)𝑥 

dir (Maddox, 1988). 

 Bu uzayın elemanlarına da vektör ya da nokta adı verilir. 𝐾 = ℝ  alınırsa 𝑋’e bir 

reel vektör uzayı, 𝐾 = 𝐶 alınırsa 𝑋’𝑒 kompleks vektör uzayı adı verilir(Maddox, 1988).  

Tanım 3.2 𝑋 bir K cismi üzerinde vektör uzayı ve 𝑀 ⊂ 𝑋 olmak üzere; her  𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀 ve 

her  𝑐 ∈ 𝐾  için;  𝑥 + 𝑦 ∈ 𝑀, 𝑐. 𝑥 ∈ 𝑀 

oluyorsa  𝑋’ in bir M alt cümlesine alt vektör uzayı denir (Maddox, 1988). 

Tanım 3.3 X boş olmayan bir cümle olsun. Her 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 için  

 M1) 𝑑(𝑥, 𝑥) = 0 
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 M2) 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 ⟺ 𝑥 = 𝑦 

 M3) 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥) 

 M4) 𝑑(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑧) 

özelliklerine sahip 𝑑: 𝑋 × 𝑋 → ℝ fonksiyonuna metrik ve (𝑋, 𝑑) ikilisine de metrik uzay 

denir. M1, M3, M4 şartlarını sağlayan 𝑑 fonksiyonuna bir yarı metrik ve (𝑋, 𝑑) ikilisine 

de yarı metrik uzay denir (Maddox, 1988). 

Tanım 3.4  𝑋, K cismi üzerinde bir lineer uzay olsun. 

  ‖∙‖: 𝑋 → ℝ 

fonksiyonu aşağıdaki özellikleri sağlarsa  𝑋 üzerinde bir norm ve (𝑋, ‖∙‖) ikilisine de bir 

normlu uzay denir. Her  𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ve her  𝛼 ∈ 𝐾 için; 

 N1) ‖𝑥‖ ≥ 0 

 N2) ‖𝑥‖ = 0 ⟺ 𝑥 = 0 

 N3) ‖𝛼𝑥‖ = |𝛼|‖𝑥‖ 

 N4) ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖ 

dir. 

 Eğer N2 yerine   𝑥 = 𝜃 ⟹ ‖𝑥‖ = 0 şartı alınırsa yarı norm elde edilir (Kreyszig, 

1978). 

Tanım 3.5 Tanım cümlesi N doğal sayılar cümlesi olan fonksiyona dizi denir. Diziler 

değer cümlelerine göre çeşitli isimler alırlar. Eğer dizinin değer cümlesi ℝ reel sayılar 

cümlesi ise diziye reel terimli dizi, Q rasyonel sayılar cümlesi ise rasyonel terimli dizi adı 

verilir (Balcı, 1997). 

Tanım 3.6 (𝑋, ‖∙‖)  bir normlu uzay ve 𝑥 = (𝑥𝑛), 𝑋 uzayında bir dizi olsun. Eğer her 

𝜀 > 0 için her  𝑚, 𝑛 > 𝑛0 iken ‖𝑥𝑚 − 𝑥𝑛‖ < 𝜀 olacak şekilde bir 𝑛0 = 𝑛0(𝜀) ∈ 𝑁 sayısı 

varsa 𝑥 = (𝑥𝑛) dizisine bir Cauchy dizisi denir (Maddox, 1988). 
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Tanım 3.7 (𝑋, ‖∙‖)  bir normlu uzay ve 𝑥 = (𝑥𝑛), X uzayında bir dizi olsun. Eğer ∀ 𝜀 >

0 için ∀ 𝑛 > 𝑛0 iken ‖𝑥𝑚 − 𝑥‖ < 𝜀 olacak şekilde bir 𝑛0 = 𝑛0(𝜀) ∈ 𝑁 sayısı varsa 𝑥 =

(𝑥𝑛) dizisi 𝑥’e yakınsaktır denir. lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 veya  (𝑛 ⟶ ∞) 𝑥𝑛 ⟶ 𝑥 şeklinde yazılır 

(Kreyszig, 1978). 

Tanım 3.8 (𝑋, ‖∙‖)  normlu uzayında her Cauchy dizisi bu uzayın bir noktasına 

yakınsıyorsa bu normlu uzaya tam normlu uzay veya Banach uzayı denir (Kreyszig, 

1978). 

Teorem 3.1 Bir X  Banach uzayının bir Y alt uzayının tam olması için gerek ve yeter şart; 

Y uzayının X uzayında kapalı olmasıdır (Kreyszig, 1978). 

Tanım 3.9 𝑤, bütün reel ve kompleks terimli 𝑥 = (𝑥𝑛) dizilerin uzayı olsun. Bu uzaydaki 

metrik 

𝑑(𝑥, 𝑦) = ∑
1

2𝑛
∙
|𝑥𝑛 − 𝑦𝑛|

1 + |𝑥𝑛 − 𝑦𝑛|

∞

𝑛=1

 

 şeklinde tanımlanır(Kreyszig, 1978). 

Tanım 3.10 ℓ∞ ile bütün 𝑥 = (𝑥𝑛) sınırlı dizilerinin uzayı gösterilir. Yani  

ℓ∞ = {𝑥 = (𝑥𝑛) ∶ sup
𝑛
|𝑥𝑛| < ∞} 

dir. Bu uzaydaki metrik 𝑑(𝑥, 𝑦) = sup
𝑛
|𝑥𝑛 − 𝑦𝑛| şeklindedir (Maddox, 1988). 

Tanım 3.11 𝑐 ile bütün 𝑥 = (𝑥𝑛) yakınsak dizilerinin uzayı gösterilir. Yani 

                                                 𝑐 = {𝑥 = (𝑥𝑛) ∶ ∃ℓ ∈ ℂ ⟹ lim
𝑛→∞

|𝑥𝑛 − ℓ| = 0} 

dir. 𝑐 dizi uzayı 𝑑(𝑥, 𝑦) = sup
𝑛
|𝑥𝑛 − 𝑦𝑛| metriği ile birlikte bir metrik uzaydır (Maddox, 

1988). 
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Tanım 3.12 𝑐0 uzayı, sıfıra yakınsak dizilerin uzayıdır. Yani 𝑐0 = {𝑥 = (𝑥𝑛) ∶

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 0} dir. Bu uzaydaki metrik 𝑑(𝑥, 𝑦) = max|𝑥𝑛 − 𝑦𝑛| şeklinde alınabilir. Çünkü 

sıfıra yakınsak her dizinin bir maksimum elemanı vardır (Maddox, 1988). 

Tanım 3.13 𝑝 = (𝑝𝑛) pozitif sayıların sınırlı bir dizisi ve 0 < 𝑝𝑛 ≤ sup 𝑝𝑛 = 𝐻 < ∞ 

olmak üzere ℓ(𝑝) uzayı 

              ℓ(𝑝) = {𝑥 = (𝑥𝑛):∑|𝑥𝑛|
𝑝𝑛 < ∞

∞

𝑛=1

} 

şeklinde tanımlanır. Bu uzaydaki metrik 𝑀 = 𝑀𝑎𝑥{1, H} olmak üzere  

     𝑑(𝑥, 𝑦) = (∑|𝑥𝑛 − 𝑦𝑛|
𝑝𝑛

∞

𝑛=1

)

1
𝑀

 

şeklindedir (Maddox, 1988). 

Teorem 3.2 ℓ∞, 𝑐 𝑣𝑒 𝑐0 uzayları; ‖𝑥‖∞ = sup
𝑛
|𝑥𝑛| normu ile ve ℓ𝑝 uzayı 𝑝 ≥ 1 için 

 ‖𝑥‖𝑝 = (∑ |𝑥𝑛|
𝑝∞

𝑛=1 )
1

𝑝 normu ile bir Banach uzayıdır (Kreyszig, 1978). 

Tanım 3.14 𝐴, 𝐵 ⊂ 𝑅, 𝑓: 𝐴 ⟶ 𝐵  olmak üzere her  𝑥 ∈ 𝐴 için |𝑓(𝑥)| ≤ 𝐾 olacak şekilde 

bir K pozitif reel sayısı varsa  fonksiyonuna sınırlıdır denir (Balcı, 1997). 

Tanım 3.15 (𝑋, 𝑑)  metrik uzayında, 𝑥0 noktası ve pozitif bir 𝑟 sayısı için; 

 𝐵𝑟(𝑥0) = {𝑥 ∈ 𝑋: 𝑑(𝑥, 𝑥0) < 𝑟 } 

 𝐵𝑟̅̅ ̅(𝑥0) = {𝑥 ∈ 𝑋: 𝑑(𝑥, 𝑥0) ≤ 𝑟 } 

kümelerine, sırasıyla  𝑥0 merkezli 𝑟 yarıçaplı açık yuvar ve kapalı yuvar denir 

(Musayev ve Alp, 2000). 

Tanım 3.16 Bir topolojik uzayın her açık örtüsü bir sonlu alt örtüye sahip ise bu uzaya 

kompakt uzay denir. Bir metrik uzaydaki her dizinin yakınsak bir alt dizisi mevcut ise bu 

metrik uzaya, dizisel kompakttır denir (Maddox, 1988).  
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Tanım 3.17 𝐿, 𝐹 cismi üzerinde bir vektör uzayı ve 𝑆 = {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛} de 𝐿 nin sonlu bir 

alt kümesi olsun. 𝑎𝑖 ∈ 𝐹 olmak üzere ∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖 = 0
𝑛
𝑖=1  olması her 𝑖 için 𝑎𝑖 = 0 olmasını 

gerektiriyor ise 𝑆 cümlesine veya 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 vektörlerine 𝐹 cismi üzerinde lineer 

bağımsızdır denir. Lineer bağımsız olmayan kümeye lineer bağımlı küme denir 

(Bayraktar, 2006). 

Tanım 3.18 𝐿, 𝐹 cismi üzerinde bir vektör uzayı ve 𝐵, 𝐿 kümesinin bir alt kümesi olsun. 𝐵 

lineer bağımsız ve 𝐵 𝐿 yi geriyorsa, yani < 𝐵 >= 𝐿 ise 𝐵’ye 𝐹 üzerinde 𝐿 nin bir 

bazı(tabanı) denir (Bayraktar, 2006). 

Tanım 3.19 𝐴 ⊂ 𝑅, 𝑓: 𝐴 → 𝑅 bir fonksiyon ve 𝑎 ∈ 𝐴 olsun. lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎)  ise 𝑓  

fonksiyonu 𝑎  noktasında süreklidir denir. Eğer 𝑓   fonksiyonu 𝐴 kümesinin her 

noktasında sürekli ise 𝐴 üzerinde süreklidir denir (Balcı, 1997). 

Tanım 3.20 𝐴 ⊂ 𝑅, 𝑓: 𝐴 → 𝑅 bir fonksiyon ve 𝑎 ∈ 𝐴 olsun. 

𝑓  fonksiyonu 𝑎  noktasında süreklidir⟺Her 𝜀 > 0 için en az bir 𝛿 > 0 vardır öyleki 

|𝑥 − 𝑎| < 𝛿 bağıntısını sağlayan her 𝑥 ∈ 𝐴 için |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎)| < 𝜀 dır (Balcı, 1997). 

Örneğin  𝑓: 𝑅 → 𝑅,𝑓(𝑥) = 𝑐 şeklinde tanımlanan sabit bir fonksiyon 𝑅 de süreklidir. 

Tanım 3.21 𝐴 ⊂ 𝑅 , 𝑎 ∈ 𝐴  ve 𝑓 de 𝐴 da tanımlı bir fonksiyon olsun. Eğer 

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑎)

𝑥−𝑎
  limiti veya x=a+h yazarak elde edilen lim

ℎ→0

𝑓(𝑎+ℎ)−𝑓(𝑎)

ℎ
 limiti varsa 𝑓 

fonksiyonu 𝑎 noktasında türevlenebilirdir denir (Balcı, 1997). 

Teorem 3.3 𝐴 ⊂ 𝑅 , 𝑎 ∈ 𝐴  ve 𝑓 de 𝐴 da tanımlı bir fonksiyon olsun. Eğer f, 𝑎  noktasında 

türevli ise aynı noktada süreklidir. Bu teoremin tersi doğru değildir (Balcı, 1997). 

Örneğin 𝑓(𝑥) = |𝑥| fonksiyonun 𝑥 = 0 noktasında sürekli olduğu halde türevi yoktur. 

Tanım 3.22 ℕ doğal sayılar cümlesinin bir 𝐴 alt cümlesinin doğal yoğunluğu 

|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑘 ∈ 𝐴}| ifadesi 𝑛 den büyük olmayan 𝐴 ⊆ ℕ cümlesinin elemanlarının sayısını 

göstermek üzere 

                                             𝛿(𝐴) = lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑘 ∈ 𝐴}| 
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ile tanımlanır. ℕ doğal sayılar cümlesinin herhangi bir sonlu alt cümlesinin doğal 

yoğunluğunun sıfır olduğu açıktır ve 𝐴𝑐 = ℕ− 𝐴 olmak üzere 𝛿(𝐴𝑐) = 1 − 𝛿(𝐴) dır. 

Bir cümlenin doğal yoğunluğu daha kolay bir yolla şu şekilde bulunabilir.(𝑎𝑛) pozitif 

tamsayıların artan bir dizisi olsun: 𝐴 = {𝑎𝑛: 𝑛 ∈ 𝑁} olmak üzere 𝐴 ⊂ ℕ alt cümlesinin 

doğal yoğunluğu mevcut ise  𝛿(𝐴) = lim
𝑛→∞

𝑛

𝑎𝑛
  dir (Fridy, 1985). 

Tanım 3.23 𝑥 = (𝑥𝑘)  kompleks sayıların bir dizisi olsun. Eğer her ℰ > 0 için ,                                           

lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ ℰ}| = 0 

yani hemen hemen her k için |𝑥𝑘 − 𝐿| < ℰ ise 𝑥 = (𝑥𝑘)  dizisi 𝐿 sayısına istatistiksel 

yakınsaktır denir (Fridy, 1985). Burada küme sembolü dışındaki dik çizgiler kümenin 

eleman sayısını gösterir. 

 Bu takdirde  𝑠𝑡 − 𝑙𝑖𝑚𝑥 = 𝐿 veya  𝑥𝑘 → 𝐿(𝑆) yazılır. Eğer 𝐿 = 0 ise yani,  

                                          

lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘 − 0| ≥ ℰ}| = 0 

 ise  𝑥 = (𝑥𝑘)  dizisi istatistiksel sıfır dizisidir denir.  

 Tüm istatistiksel yakınsak dizilerin cümlesi 𝑆 ile ve tüm istatistiksel sıfır dizilerin 

cümlesi 𝑆0 ile gösterilir. 

Örnek 𝑥𝑘 = {
𝑘 ,       𝑘 = 𝑛3, 𝑛 = 1,2,3…

          1 , 𝑑𝑖ğ𝑒𝑟 𝑑𝑢𝑟𝑢𝑚𝑙𝑎𝑟𝑑𝑎                
 

dizisini göz önüne alalım bu durumda  

𝑥𝑘 = {1,1,1,1,1, ,1,1,8, … } olup, 

    𝐾𝜀 = {𝑘: |𝑥𝑘 − 1| ≥ ℰ} = {𝑘: 𝑘 = 𝑛
3} 

𝛿(𝐾𝜀) = lim
𝑛→∞

𝑛

𝑛3
= 0 olduğundan 𝑠𝑡 − 𝑙𝑖𝑚𝑥 = 1 elde edilir. 

 Ayrıca (Buck, 1953) bir dizinin hemen hemen her 𝑛 için yakınsak olması 

kavramını aşağıdaki gibi verdi: 

 Eğer ℰ > 0 için 𝑛 ≥ 𝑁, 𝑛 ∉ 𝐴 olduğunda |𝑥𝑘 − 𝐿| < ℰ olacak şekilde bir 𝑁 ∈ ℕ 

var olmak üzere  𝛿(𝐴) = 0 şartını sağlayan bir 𝐴 ⊆ ℕ, cümlesi varsa hemen hemen her 

𝑛 için 𝑥 = (𝑥𝑛) dizisi 𝐿’ye yakınsaktır denir. Eğer bir dizi hemen hemen her 𝑛 için 𝐿’ye 

yakınsak ise o zaman dizi 𝐿’ye istatistiksel yakınsaktır. 

Tanım 3.24 Eğer ℰ > 0  için  
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lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘 − 𝑥𝑁| ≥ ℰ}| = 0 

yani hemen hemen her k için  |𝑥𝑘 − 𝑥𝑁| < 𝜀 olacak şekilde bir 𝑁 = 𝑁(𝜀)  doğal sayısı 

varsa 𝑥 = (𝑥𝑘)  dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir (Rath ve Tripathy, 1994). 

Teorem 3.4 Aşağıdaki ifadeler denktir. 

𝑖) 𝑥 = (𝑥𝑘)   istatistiksel yakınsak dizidir, 

𝑖𝑖) 𝑥 = (𝑥𝑘)  istatistiksel Cauchy dizisidir, 

𝑖𝑖𝑖) h.h.k. için (𝑥𝑘) = (𝑦𝑘)  olacak şekilde bir 𝑦 = (𝑦𝑘) dizisi vardır (Tabib, 2012). 

 Bir dizinin istatistiksel yakınsaklığı ve kuvvetli p-Cesaro toplanabilirliğinin 

tanımları literatürde birbirinden bağımsız olarak verilmiş ve onların ilk ifadelerinden beri 

birbirinden farklı gelişme yolu izlemiştir. Fakat yapılan araştırmalarda iki kavramın 

birbiriyle ilişkili olduğu ve sınırlı diziler içinde bu kavramların denk olduğu sonucu 

ortaya çıktı. 

Tanım 3.25 𝑥 = (𝑥𝑘)  kompleks sayıların bir dizi ve 0 < 𝑝 < ∞ olsun. Eğer  

                                         

lim
𝑛→∞

1

𝑛
∑|𝑥𝑘 − 𝐿|

𝑝 = 0

𝑛

𝑘=1

 

olacak şekilde bir 𝐿 sayısı varsa 𝑥 = (𝑥𝑘) dizisi 𝐿’ye kuvvetli p − Cesaro toplanabilirdir 

denir. Bu durumda 𝜔𝑝 − 𝑙𝑖𝑚𝑥 = 𝐿  yazılır (Connor, 1988). 

Teorem 3.5 𝑝 ∈ ℝ, 0 < 𝑝 < ∞  olsun. Eğer bir dizi 𝐿’ye kuvvetli p-Cesaro toplanabilirse 

o zaman bu dizi 𝐿’ye istatistiksel yakınsaktır (Connor, 1988).  

Teorem 3.6 𝑝 ∈ ℝ, 0 < 𝑝 < ∞  olsun. Eğer sınırlı bir dizi 𝐿’ye istatistiksel yakınsak ise 

o zaman bu dizi 𝐿’ye kuvvetli p-Cesaro toplanabilirdir (Connor, 1988). 

Sonuç3.1 𝑝, 𝑞 ∈ ℝ, 0 ≤ 𝑝 < ∞ olsun. O zaman 𝜔𝑝 ⊇ 𝜔𝑞 ve 𝜔𝑝 ∩ ℓ∞ = 𝜔𝑞 ∩

ℓ∞ dır(Connor, 1988). 

Tanım 3.26 0 < 𝛼 ≤ 1 olacak şekilde herhangi bir reel sayı 𝛼 ve 𝑝 pozitif bir reel sayı 

olsun. Eğer 
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lim
𝑛→∞

1

𝑛𝑎
∑|𝑥𝑘 − ℓ|

𝑝 = 0

𝑛

𝑘=1

 

olacak şekilde kompleks bir  ℓ sayısı varsa,𝑥 = (𝑥𝑘) dizisine 𝑎 . dereceden kuvvetli 

𝑝 −Cesaro toplanabilirdir denir(Çolak, 2010). 

Tanım 3.27 𝜆 = (𝜆𝑛) pozitif sayıların, ∞ a giden ve  

                                       

             𝜆𝑛+1 ≤ 𝜆𝑛 + 1 , 𝜆1 = 1 

şartlarına sahip bir dizi olsun. Eğer her 𝜀 > 0 için 𝐼𝑛 = [𝑛 − 𝜆𝑛 + 1, 𝑛] olmak üzere  

                                           

   lim
𝑛→∞

1

𝜆𝑛
|{𝑘 ∈ Ι𝑛: |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| = 0 

ise 𝑥 = (𝑥𝑘) dizisi 𝐿’ye 𝜆 −istatistiksel yakınsaklık denir. 𝑠𝜆 − 𝑙𝑖𝑚𝑥 = 𝐿 ya da  𝑥𝑘 →

𝐿(𝑆𝜆)  ile gösterilir. Tüm 𝜆 −istatsistiksel yakınsak dizilerin kümesi 𝑠𝑡 𝜆  dır 

(Mursaleen,2000).     

Yukardaki şartları sağlayan 𝜆 dizilerinin kümesini Λ ile göstereceğiz. 

Tanım 3.28 0 < 𝑎 ≤ 1  verilsin. Eğer her 𝜀 > 0 için  

             lim
𝑛→∞

1

𝑛𝑎
|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| = 0 

 olacak şekilde bir  𝐿 sayısı varsa (𝑥𝑘)dizisine 𝑎 dereceden istatistiksel yakınsak denir 

(Çolak, 2010).  

Tanım 3.29 𝑓:ℝ → ℝ bir fonksiyon ve  𝑥, 𝐷 kümesinin reel değerli bir elemanı olsun. 

ℎ𝑛 ≠ 0 olacak şekilde bir dizi ki ℎ𝑛 → 0, 𝑥 + ℎ𝑛 ∈ 𝐷 ve   

                                                𝐷𝑓(𝑥, ℎ𝑛) ≔
𝑓(𝑥+ℎ)−𝑓(𝑥)

ℎ𝑛 𝑛→∞
→   𝐿 

ise 𝑓’nin 𝑥 ∈ ℝ̅ deki dizisel sekant türevi 𝐿’dir. 

Eğer ℎ𝑛 > 0 ise 𝑓 nin 𝑥 teki sağ taraftan dizisel sekant türevi, ℎ𝑛 < 0 sol taraftan dizisel 

sekant türevi denir. ℎ𝑛 > 0  ve 𝑛 → ∞ iken ℎ𝑛 → 0 ise bu durumu kısaca ℎ𝑛 ↘ 0 ile 

göstereceğiz (Pedersen ve Sjoberg, 2021). 



12 

 

 

 

 

 

Tanım 3.30 𝑥 + ℎ𝑛, 𝑥 − 𝑘𝑛 ∈ 𝐷, ℎ𝑛 > 0, 𝑘𝑛 > 0 ve 𝑛 → ∞ iken  ℎ𝑛, 𝑘𝑛 → 0  olmak 

üzere 

   
𝑓(𝑥 + ℎ𝑛) − 𝑓(𝑥 − 𝑘𝑛)

ℎ𝑛 + 𝑘𝑛 𝑛→∞
→   𝐿 

  ise  𝑓 nin 𝑥 noktasındaki kord türevi 𝐿 ∈ ℝ̅ denir (Pedersen ve Sjoberg, 2021). 

Teorem 3.6 𝑓, 𝑥 de sürekli ise o zaman 𝑓 nin 𝑥 teki sekant türevleri kümesi, 𝑓 nin 𝑥 teki 

kord türevleri kümesinin bir alt kümesidir. 

Örneğin Weirstrass fonksiyonunu ele alalım. Bu fonksiyon her yerde sürekli olup reel 

değeri olan; fakat hiçbir yerde türevlenemeyen bir fonksiyon örneğidir. Weierstrass 

fonksiyonu, ∞−
+  nin herhangi bir 𝑥 noktasında 𝑊 nin kordon türevleridir. 𝑊 nin kordon 

türevlerinin kümesini tahmini  ℝ̅  eşittir (Pedersen ve Sjoberg, 2021). 

 xn > 0 dizisi kullanılarak çok temel sonlu fark formülleri f ′(x) türevine yaklaşır öyle ki 

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 0.  

f: ℝ → ℝ fonksiyon bir 𝑥0 noktasındaki iki temel türev formülü aşağıdaki şekildedir. 

lim
𝑛→∞

f(x0 + xn) − f(x0)

xn
= 𝑓′(𝑥0) 

ve 

         lim
𝑛→∞

f(x0 + xn) − f(x0 − xn)

2xn
= 𝑓′(𝑥0) 

xn > 0, lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 0 dizisi kullanılarak çok temel sonlu fark formülleri ile 𝑓′(𝑥) türevine 

yaklaşılır. 

İlk formül Newton fark bölümüdür ve 𝑓’nin sekant grafiğinin eğimini belirler. İkinci formül 

simetrik fark katsayısıdır ve 𝑓’nin grafiğinin bir kordonun eğimini belirler. Benzer 

yaklaşımla şimdi Cesaro türevini tanımlayacağız. 

Tanım 3.31 𝑓:ℝ → ℝ  reel değerli bir fonksiyon,  xn > 0 ve lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 0 olsun. Eğer 

 lim
𝑛→∞

1

𝑛
∑
f(x0 + xk) − f(x0)

xk
= 𝜔

𝑛

𝑘=1

 

ise 𝑓 fonksiyonun 𝑥0 noktasındaki Cesaro türevi  𝜔’dır denir  (Nuray, 2021). 

Tanım 3.31’e eşdeğer tanım aşağıdaki gibidir. 
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Tanım3.32 𝑓:ℝ → ℝ  reel değerli bir fonksiyon,  xn > 0 ve lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 0 olsun.  

 lim
𝑛→∞

1

𝑛
∑
𝑓(𝑥0 + 𝑥𝑘) − 𝑓(𝑥0 − 𝑥𝑘)

2𝑥𝑘
= 𝜔

𝑛

𝑘=1

 

ise 𝑓 fonksiyonun 𝑥0 noktasındaki Cesaro türevi 𝜔’dır  (Nuray, 2021). Cesaro türevine 

sahip tüm 𝑓 fonksiyonlarının kümesi 𝜔𝑑 ile gösterilir. 

𝑓:ℝ → ℝ  fonksiyonu her bir (𝑥𝑛) → 0 için(𝐶, 1) − 𝑙𝑖𝑚 𝑓(𝑥0 + 𝑥𝑛) = 𝑓(𝑥0)   oluyorsa 

𝑥0 noktasında Cesaro süreklidir denir  (Nuray, 2021). 

Teorem 3.7 𝑓:ℝ → ℝ fonksiyonu 𝑥0 ∈ ℝ noktasında Cesaro türevli ve türevi 𝜔 ∈ ℝ ise, 

𝑓 fonksiyonu 𝑥0 noktasında Cesaro sürekli fonksiyonudur (Nuray, 2021). 

İspat : 𝑙𝑖𝑚𝑥𝑛 = 0. Açık her 𝑛 ∈ ℕ için  

                                 

𝑓(𝑥0 + 𝑥𝑛) − 𝑓(𝑥0) =
𝑓(𝑥0 + 𝑥𝑛) − 𝑓(𝑥0)

𝑥𝑛
𝑥𝑛 

 𝑙𝑖𝑚𝑥𝑛 = 0, (𝐶, 1) − 𝑙𝑖𝑚 𝑥𝑛 = 0 anlamına geldiğinden  

(𝐶, 1) − 𝑙𝑖𝑚(𝑓(𝑥0 + 𝑥𝑛) − 𝑓(𝑥0)) = (𝐶, 1) − 𝑙𝑖𝑚
𝑓(𝑥0 + 𝑥𝑛) − 𝑓(𝑥0)

𝑥𝑛
(𝐶, 1) − 𝑙𝑖𝑚 𝑥𝑛 

yazabiliriz. Dolayısıyla sahip olduğumuz varsayımdan  

(𝐶, 1) − 𝑙𝑖𝑚𝑓(𝑥0 + 𝑥𝑛) = 𝑓(𝑥0) 

 𝑓,  𝑥0 noktasında Cesaro süreklidir. 

Tanım 3.33 𝑓:ℝ → ℝ reel değerli bir fonksiyon, için 𝑥𝑛 > 0 ve lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 0 olmak üzere   

lim
𝑛→∞

1

𝑛
∑ |

𝑓(𝑥0 + 𝑥𝑘) − 𝑓(𝑥0)

𝑥𝑘
− 𝜔| = 0

𝑛

𝑘=1

 

limiti mevcut ise 𝑓 fonksiyonunun 𝑥0 noktasındaki kuvvetli Cesaro türevi 𝜔’dır. 

Tanım 3.33’e eşdeğer olan bir tanım aşağıdaki gibidir (Nuray, 2021). 

Tanım 3.34 𝑓:ℝ → ℝ  reel değerli bir fonksiyon, 𝑥𝑛 > 0 ve lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 0 olmak üzere 

lim
𝑛→∞

1

𝑛
∑ |

𝑓(𝑥0 + 𝑥𝑘) − 𝑓(𝑥0 − 𝑥𝑘)

2𝑥𝑘
−𝜔| = 0

𝑛

𝑘=1
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limiti mevcut ise bu limite 𝑓 fonksiyonunun kuvvetli Cesaro türevi denir  (Nuray, 2021). 

Cesaro türevi ve kuvvetli Cesaro türevlerinin tanımlarından anlaşılır ki bir fonksiyonun 

𝑥0 noktasında kuvvetli Cesaro türevi varsa, bu noktada Cesaro türevi vardır. 

Tanım 3.35 𝑓:ℝ → ℝ  reel değerli bir fonksiyon, 𝑥𝑛 > 0 ve lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 0 olmak üzere 

lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: |

𝑓(𝑥0 + 𝑥𝑘) − 𝑓(𝑥0)

𝑥𝑘
− 𝜔| ≥ ℰ}| = 0 

limiti mevcut ise  𝜔’ya 𝑓  fonksiyonunun 𝑥0 noktasında istatistiksel türevi denir. 

İstatistiksel türeve sahip tüm 𝑓 fonksiyonlarının kümesi 𝑆𝑑 ile göstereceğiz (Nuray, 2021).  

Tanım 3.35’e eşdeğer bir tanım aşağıdaki şekildedir. 

Tanım 3.36 𝑓:ℝ → ℝ  fonksiyon olsun  𝑥𝑛 > 0 ve lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 0 olmak üzere  

lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: |

𝑓(𝑥0 + 𝑥𝑘) − 𝑓(𝑥0 − 𝑥𝑘)

2𝑥𝑘
−𝜔| ≥ ℰ}| = 0 

limiti mevcut ise 𝜔’ya 𝑓  fonksiyonun 𝑥0 noktasında istatistiksel türevi denir (Nuray, 

2021). 

Bir fonksiyonun türevi varsa, istatistiksel türevi de vardır. Ancak tersi doğru olmayabilir. 

Teorem 3.7 

a) 𝑓: ℝ → ℝ fonksiyonun 𝑥0 ∈ ℝ noktasında kuvvetli Cesaro türevi varsa, o zaman 𝑥0 

noktasında istatistiksel türevi vardır. 

b)Eğer (
f(x0+xk)−f(x0)

xk
) her 𝑘 ∈ ℕ için sınırlı ve 𝑓’nin 𝑥0 ∈ ℝ noktasında istatistiksel 

türevi varsa 𝑓, 𝑥0 noktasında kuvvetli Cesaro türevine sahiptir. 

İspat: Kolaylık için  
f(x0+xk)−f(x0)

xk
  yerine 𝑦𝑘 yazalım. 

a) 𝑓, 𝑥0 ∈ ℝ noktasında kuvvetli Cesaro türevine sahip olsun. Keyfi ℰ > 0 için 

1

n
∑|yk −ω| =

(

 
1

n
∑ |yk −ω| +

1

n
∑ |yk −ω|

n

k=1
|yk−ω|<ε

n

k=1
|yk−ω|≥ε )

 

n

k=1
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    ≥
1

n
∑ |yk −ω|

n

k=1
|yk−ω|≥ε

 

                                                        

                                    ≥
1

𝑛
|{1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛: |𝑦𝑘 − 𝜔| ≥ 𝜀}|𝜀  

yazabiliriz, dolayısıyla 

lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛: |𝑦𝑘 − 𝜔| ≥ 𝜀}| = 0 

yani 𝑓, 𝑥0 noktasında istatistiksel türeve sahiptir. 

b)𝑓 fonksiyonu x0  noktasında istatistiksel türevli ve sınırlı olsun.𝑘 ∈ ℕ için 

 |𝑦𝑘 − 𝜔| ≤ 𝐾 dır. 𝜀 > 0 için  

1

𝑛
∑|𝑦𝑘 − 𝜔| =

1

𝑛

(

 ∑ |𝑦𝑘 − 𝜔| + ∑ |𝑦𝑘 − 𝜔|

𝑛

𝑘=1
|𝑦𝑘−𝜔|<𝜀

𝑛

𝑘=1
|𝑦𝑘−𝜔|≥𝜀 )

 

𝑛

𝑘=1

 

                                                    

                                           ≤
1

𝑛

(

 𝐾 ∑ 1+ ∑ |𝑦𝑘 −𝜔|

𝑛

𝑘=1
|𝑦𝑘−𝜔|<𝜀

𝑛

𝑘=1
|𝑦𝑘−𝜔|≥𝜀 )

  

 

                                                       ≤ K
1

𝑛
|{1 ≤ k ≤ n:   |yk −ω| ≥ ε}| +

1

𝑛𝛼
∑ε

n

k=1

 

yazabiliriz. Buradan 

                                                         lim
𝑛→∞

1

𝑛
∑|𝑦𝑘 − 𝜔| = 0

𝑛

𝑘=1

 

elde ederiz. Yani 𝑓, 𝑥0 noktasında kuvvetli Cesaro türevine sahiptir (Nuray, 2021). 
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI 

4.1. 𝜶. Dereceden Cesaro Türev 

Tanım 4.1 ℝ → ℝ    fonksiyonunda   x0 ∈ ℝ   noktasında  xn > 0,  𝛼 ∈ (0,1]    ve 

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 0 şartları altında 

lim
𝑛→∞

1

𝑛𝛼
∑
f(x0 + xk) − f(x0)

xk
= 𝜔

𝑛

𝑘=1

 

ise 𝑓’nin 𝛼. dereceden Cesaro türevi ω ∈ ℝ’dır. 𝛼. dereceden Cesaro türevine sahip tüm 

𝑓 fonksiyonlarının kümesi 𝜔𝑑
𝑎 ile gösterelim. 

Tanım 4.1’e eşdeğer tanım aşağıdaki gibidir. 

Tanım 4.2 𝑓:ℝ → ℝ   fonksiyonunda  𝑥0 ∈ ℝ  noktasında  𝑥𝑛 > 0,  𝛼 ∈ (0,1]  ve 

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 0 şartları altında 

lim
𝑛→∞

1

𝑛𝛼
∑
𝑓(𝑥0 + 𝑥𝑘) − 𝑓(𝑥0 − 𝑥𝑘)

2𝑥𝑘
= 𝜔

𝑛

𝑘=1

 

 ise 𝑓’nin 𝛼. dereceden Cesaro türevi ω ∈ ℝ’dır. 

Tanım 4.3 𝑓:ℝ → ℝ fonksiyonu için 𝑥𝑛 > 0, 𝛼 ∈ (0,1] ve lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 0 olmak üzere   

lim
𝑛→∞

1

𝑛𝛼
∑|

𝑓(𝑥0 + 𝑥𝑘) − 𝑓(𝑥0)

𝑥𝑘
− 𝜔| = 0

𝑛

𝑘=1

 

limiti mevcut ise 𝑓 fonksiyonunun 𝑥0 noktasındaki 𝛼. dereceden kuvvetli Cesaro 

türevi denir. 

Tanım 4.3’e eşdeğer olan bir tanım aşağıdaki gibidir. 

Tanım 4.4 𝑓:ℝ → ℝ fonksiyonu olsun.𝑥𝑛 > 0,  𝛼 ∈ (0,1] ve lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 0 olmak üzere 

lim
𝑛→∞

1

𝑛𝛼
∑|

𝑓(𝑥0 + 𝑥𝑘) − 𝑓(𝑥0 − 𝑥𝑘)

2𝑥𝑘
− 𝜔| = 0

𝑛

𝑘=1

 

limiti mevcut ise 𝛼. dereceden kuvvetli bir Cesaro türevi denir. 
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𝛼. dereceden Cesaro türev tanımından ve 𝛼.dereceden kuvvetli Cesaro türev 

tanımlarından anlaşılır ki bir fonksiyonun 𝑥0 noktasında 𝛼. dereceden kuvvetli türevi 

varsa, bu noktada 𝛼. dereceden Cesaro türevi vardır. 

4.2. 𝜶. Dereceden İstatistiksel Türev 

Tanım 4.5 𝑓:ℝ → ℝ reel değerli bir fonksiyon   𝑥𝑛 > 0, 𝛼 ∈ (0,1] ve lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 0 olmak 

üzere 

      lim
𝑛→∞

1

𝑛𝛼
|{𝑘 ≤ 𝑛: |

𝑓(𝑥0 + 𝑥𝑘) − 𝑓(𝑥0)

𝑥𝑘
− 𝜔| ≥ ℰ}| = 0 

limiti mevcut ise 𝜔’ya  𝑓 fonksiyonunun 𝑥0 noktasında 𝛼. dereceden istatistiksel türevi 

denir.  

Tanım 4.5’e eşdeğer bir tanımla devam edelim. 

Tanım 4.6 𝑓:ℝ → ℝ  reel değerli bir fonksiyon  𝑥𝑛 > 0, 𝛼 ∈ (0,1]  ve lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 0 olmak 

üzere  

lim
𝑛→∞

1

𝑛𝛼
|{𝑘 ≤ 𝑛: |

𝑓(𝑥0 + 𝑥𝑘) − 𝑓(𝑥0 − 𝑥𝑘)

2𝑥𝑘
− 𝜔| ≥ ℰ}| = 0 

limiti mevcut ise 𝜔’ya 𝑥0 noktasında 𝛼.dereceden istatistiksel türevi denir. 𝛼. dereceden 

istatistiksel türevine sahip tüm 𝑓 fonksiyonlarının kümesi 𝑆𝑑
𝑎 ile gösterelim. 

Teorem 4.1 𝑓:ℝ → ℝ reel değerli bir fonksiyon 𝛼 ∈ (0,1] olmak üzere 𝑥0 ∈ ℝ 

noktasında 𝛼.dereceden kuvvetli Cesaro türevi varsa, o zaman 𝑥0 noktasında 𝛼.dereceden 

istatistiksel türevi vardır. 

İspat  
f(x0+xk)−f(x0)

xk
  yerine 𝑦𝑘 yazalım. 

 𝛼 ∈ (0,1] olmak üzere 𝑓,  𝑥0 ∈ ℝ noktasında 𝛼.dereceden kuvvetli Cesaro türevine sahip 

olsun.  ℰ > 0 için 

1

𝑛𝛼
∑|yk −ω| =

(

 
1

𝑛𝛼
∑ |yk − ω| +

1

𝑛𝛼
∑ |yk −ω|

n

k=1
|yk−ω|<ε

n

k=1
|yk−ω|≥ε )

 

n

k=1

 



18 

 

 

 

 

 

                           ≥
1

𝑛𝛼
∑ |yk −ω|

n

k=1
|yk−ω|≥ε

 

                           ≥
1

𝑛𝛼
|{1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛: |𝑦𝑘 − 𝜔| ≥ 𝜀}|𝜀 

yazabiliriz.   

                                 lim
𝑛→∞

1

𝑛𝛼
|{1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛: |𝑦𝑘 − 𝜔| ≥ 𝜀}| = 0 

yani 𝑓 fonksiyonu 𝑥0 noktasında 𝛼. dereceden istatistiksel türevlidir. 

Tanım 4.7 0 < 𝛼 ≤ 1 ve𝑓, 𝑔:ℝ → ℝ  iki reel değerli fonksiyon olsun. 𝑥𝑛 > 0 ve 

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 0 olmak üzere 

(i)Eğer  𝑆𝑑
𝑎 − lim𝑓 = 𝐿 ve 𝑐 ∈ ℝ için 𝑆𝑑

𝑎 − limc𝑓 = 𝑐𝐿. 

(ii)Eğer 𝑆𝑑
𝑎 − lim𝑓 = 𝐿1 ve 𝑆𝑑

𝑎 − lim𝑔 = 𝐿2 ise 𝑆𝑑
𝑎 − lim(𝑓 + 𝑔) = 𝐿1 + 𝐿2 dir. 

İspat 

(i) c=0 için ispat açıktır. c≠ 0 ve 𝑆𝑑
𝑎 − lim𝑓 = 𝐿 olduğunu varsayalım. Bu takdirde  

lim
𝑛→∞

1

𝑛𝑎
|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑐 (

𝑓(𝑥0 + 𝑥𝑘) − 𝑓(𝑥0)

𝑥𝑘
− 𝑐𝐿) ≥ 𝜀|}| 

               ≤ lim
𝑛→∞

1

𝑛𝑎
|{𝑘 ≤ 𝑛: ||

𝑓(𝑥0 + 𝑥𝑘) − 𝑓(𝑥0)

𝑥𝑘
− 𝐿| ≥

𝜀

|𝑐|
|}| 

dir. 

(ii) 𝑆𝑑
𝑎 − lim𝑓 = 𝐿1 ve 𝜔𝑑

𝑎 − lim𝑔 = 𝐿2 olsun. Bu durumda 

lim
𝑛→∞

1

𝑛 𝛼
|{𝑘 ≤ 𝑛: |

(𝑓 + 𝑔)(𝑥0 + 𝑥𝑘) − (𝑓 + 𝑔)(𝑥0)

𝑥𝑘
− (𝐿1 + 𝐿2)| ≥ 𝜀}| 

              lim
𝑛→∞

1

𝑛 𝛼
|{𝑘 ≤ 𝑛: |

𝑓(𝑥0 + 𝑥𝑘) − 𝑓(𝑥0) + 𝑔(𝑥0 + 𝑥𝑘) − 𝑔(𝑥0)

𝑥𝑘
− 𝐿1 − 𝐿2| ≥ 𝜀}| 

 ≤ lim
𝑛→∞

1

𝑛𝑎
|{𝑘 ≤ 𝑛: ||

𝑓(𝑥0 + 𝑥𝑘) − 𝑓(𝑥0)

𝑥𝑘
− 𝐿1| ≥

𝜀

2
|}|       

+ lim
𝑛→∞

1

𝑛𝑎
|{𝑘 ≤ 𝑛: ||

𝑔(𝑥0 + 𝑥𝑘) − 𝑔(𝑥0)

𝑥𝑘
− 𝐿2| ≥

𝜀

2
|}| 

dir 
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Teorem 4.2 0 < 𝛼 ≤ 𝛽 ≤ 1 olsun ve 𝑓: ℝ → ℝ  reel değerli bir fonksiyon 𝑥𝑛 >

0 , lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 0 olsun. Bu takdirde 𝑆𝑑
𝑎 ⊆ 𝑆𝑑

𝛽
 ve 𝛼 < 𝛽 için bu kapsama kesindir. 

İspat: Eğer 0 < 𝛼 ≤ 𝛽 ≤ 1 için  

       lim
           𝑛→∞

1

𝑛𝛽
|{𝑘 ≤ 𝑛: ||

𝑓(𝑥0 + 𝑥𝑘) − 𝑓(𝑥0)

𝑥𝑘
− 𝐿| ≥ 𝜀|}|                      

≤ lim
𝑛→∞

1

𝑛𝑎
|{𝑘 ≤ 𝑛: ||

𝑓(𝑥0 + 𝑥𝑘) − 𝑓(𝑥0)

𝑥𝑘
− 𝐿| ≥ 𝜀|}| 

yazabiliriz. Bu ispatı tamamlar. 

Sonuç 4.1 Bir fonksiyonun 𝛼. dereceden istatistiksel türevi varsa 0 < 𝛼 ≤ 1 için   𝑆𝑑
𝑎 ⊆

𝑆𝑑 dir. Teorem 4.2’den aşağıdaki sonuçları elde ederiz. 

Sonuç 4.2 

(i)𝑆𝑑
𝑎 = 𝑆𝑑

𝛽
 olması için gerek ve yeter şart 𝛼 = 𝛽 

(ii) 𝑆𝑑
𝑎 = 𝑆𝑑olması için gerek ve yeter şart 𝛼 = 1 

Teorem 4.3 0 < 𝛼 ≤ 𝛽 ≤ 1 ve 𝑝 pozitif reel sayı olsun. 𝑓: ℝ → ℝ  reel değerli bir 

fonksiyon ve  𝑥𝑛 > 0, lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 0  olsun. Bu takdirde  𝜔𝑑𝑝
𝑎 ⊆ 𝜔𝑑𝑝

𝛽
 dır. 

İspat: 𝑓: ℝ → ℝ  ve  𝜔𝑑
𝑎 − lim𝑓 = 𝐿 olsun. 0 < 𝛼 ≤ 𝛽 ≤ 1 olacak şekilde 𝛼, 𝛽 ve 𝑝 

pozitif reel sayıları için  

lim
𝑛→∞

1

𝑛𝛽
∑|

𝑓(𝑥0 + 𝑥𝑘) − 𝑓(𝑥0)

𝑥𝑘
− 𝐿|

𝑝𝑛

𝑘=1

≤ lim
𝑛→∞

1

𝑛𝑎
∑|

𝑓(𝑥0 + 𝑥𝑘) − 𝑓(𝑥0)

𝑥𝑘
− 𝐿|

𝑝𝑛

𝑘=1

 

yazabiliriz. Buradan  𝑤𝑑𝑝
𝛼 ⊆ 𝑤𝑑𝑝

𝛽
 elde ederiz. 

Aşağıdaki sonuç Teorem 4.2.8’den kolayca elde edilir 

Sonuç 4.3 0 < 𝛼 ≤ 𝛽 ≤ 1 ve 𝑝 pozitif reel sayı olsun.  𝑥𝑛 > 0 lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 0  olsun. Bu 

takdirde 

(i) 𝑤𝑑𝑝
𝛼 − 𝑙𝑖𝑚𝑓 = 𝑤𝑑𝑝

𝛽
− 𝑙𝑖𝑚𝑓olması için gerek ve yeter şart 𝛼 = 𝛽 

(ii) 𝑤𝑑𝑝
𝛼 − 𝑙𝑖𝑚𝑓 ⊆ 𝑤𝑑𝑝

𝛽
− 𝑙𝑖𝑚𝑓 (her  𝛼 ∈ (0,1] ve 0 < 𝑝 < ∞ için ) olmasıdır. 
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Teorem 4.4 0 < 𝛼 ≤ 1, 𝑓:ℝ → ℝ  reel değerli bir fonksiyon,  𝑥𝑛 > 0 ve  lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 0 

olsun. Eğer 0 < 𝑝 < 𝑞 < ∞ ise 𝑤𝑑𝑞
𝑎 ⊂ 𝑤𝑑𝑝

𝑎  dir. 

Teorem 4.5 𝛼 , 𝛽   0 < 𝛼 ≤ 𝛽 ≤ 1 eşitsizliği sağlanacak şekilde iki reel sayı ve 0 < 𝑝 <

∞ olacak şekilde sabit bir reel sayı,   𝑓:ℝ → ℝ  reel değerli bir fonksiyon   𝑥𝑛 > 0 ve 

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 0 olsun. Eğer bir 𝑓 fonksiyonun 𝛼. dereceden kuvvetli Cesaro türevi varsa o 

zaman 𝛽.  dereceden istatistiksel türeve sahiptir. 

İspat 𝜔𝑑
𝑎 − lim𝑓 = 𝐿 olsun. Her  𝜀 > 0 için 

∑|
𝑓(𝑥0 + 𝑥𝑘) − 𝑓(𝑥0)

𝑥𝑘
− 𝐿|

𝑝𝑛

𝑘=1

≥ |{𝑘 ≤ 𝑛: |
𝑓(𝑥0 + 𝑥𝑘) − 𝑓(𝑥0)

𝑥𝑘
− 𝐿|

𝑝

≥ 𝜀}| 𝜀𝑝 

 

olduğundan 

1

𝑛𝛼
∑|

𝑓(𝑥0 + 𝑥𝑘) − 𝑓(𝑥0)

𝑥𝑘
− 𝐿|

𝑝𝑛

𝑘=1

≥
1

𝑛𝛼
|{𝑘 ≤ 𝑛: |

𝑓(𝑥0 + 𝑥𝑘) − 𝑓(𝑥0)

𝑥𝑘
− 𝐿|

𝑝

≥ 𝜀}| . 𝜀𝑝

≥
1

𝑛𝛽
|{𝑘 ≤ 𝑛: |

𝑓(𝑥0 + 𝑥𝑘) − 𝑓(𝑥0)

𝑥𝑘
− 𝐿|

𝑝

≥ 𝜀}| . 𝜀𝑝 

 

elde ederiz. Bundan şu sonuç çıkar ki eğer f fonksiyonu 𝛼. dereceden kuvvetli 𝑝-Cesaro 

türevine sahip ise 𝛽. dereceden istatistiksel türeve de sahiptir. 

Teorem 4.5’de 𝛼 = 𝛽 alırsak aşağıdaki sonucu elde ederiz. 

Sonuç 4.4 0 < 𝛼 ≤ 1,  𝑓:ℝ → ℝ reel değerli bir fonksiyon ve  𝑥𝑛 > 0 lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 0 olsun. 

0 < 𝑝 < ∞  sabit bir reel sayı için eğer bir 𝑓 fonksiyonu  𝛼. dereceden kuvvetli 𝑝 − 

Cesaro türevi varsa aynı zamanda 𝛼. dereceden istatistiksel türeve sahiptir. 
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4.3. 𝝀 − İstatistiksel  Türev 

Bu bölümde 𝜆 − istatistiksel türev (𝑉, 𝜆) türev tanımları verilmiş ve bu kavramlar 

arasındaki ilişkiler, kapsama bağıntıları incelenmiştir. 

Tanım 4.8 𝑓:ℝ → ℝ  reel değerli bir fonksiyon  𝑥𝑛 > 0, lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 0, 𝑥0 ∈  ℝ olsun. 

Eğer  

       lim
           𝑛→∞

1

𝜆𝑛
∑ |

𝑓(𝑥0 + 𝑥𝑘) − 𝑓(𝑥0)

𝑥𝑘
| = 𝐿

𝑘∈𝐼𝑛

 

ise 𝑓 fonksiyonu 𝑥0 noktasında kuvvetli (𝑉, 𝜆) türevlenebilirdir denir. Bu durumu 

[𝑉, 𝜆]𝑑 − lim𝑓(𝑥) = 𝐿 ile göstereceğiz. 

Tanım 4.9 𝑓:ℝ → ℝ  reel değerli bir fonksiyon  𝑥𝑛 > 0, lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 0, 𝑥0 ∈  ℝ olsun. 

Eğer  

       lim
           𝑛→∞

1

𝜆𝑛
|{𝑘 ∈ 𝐼𝑛: |

𝑓(𝑥0 + 𝑥𝑘) − 𝑓(𝑥0)

𝑥𝑘
− 𝐿| ≥ 𝜀}| 

ise 𝑓 fonksiyonu 𝑥0 noktasında 𝜆 −istatistiksel türevlidir denir. Bu durumu 𝑆𝑑
𝜆 −

𝑙𝑖𝑚𝑓(𝑥) = 𝐿 ile göstereceğiz. 

Teorem 4.6  

i) 𝑓:ℝ → ℝ  reel değerli bir fonksiyon 𝑥0 noktasında [𝑉, 𝜆]𝑑  türevlenebilir ise 𝜆 − 

istatistiksel türevlidir. 

ii) (
𝑓(𝑥0+𝑥𝑘)−𝑓(𝑥0)

𝑥𝑘
)  her 𝑘 için sınırlı ve 𝑓 fonksiyonu 𝜆 − istatistiksel türevlenebilir ise 

[𝑉, 𝜆]𝑑 türevlenebilirdir. 

İspat:  

i) 
𝑓(𝑥0+𝑥𝑘)−𝑓(𝑥0)

𝑥𝑘
  yerine  𝑦𝑘 yazalım. 𝑓,  𝑥0 noktasında [𝑉, 𝜆]𝑑 türevlenebilir olsun. Her 

𝜀 > 0 için 

1

𝜆𝑛
∑|𝑦𝑘 − 𝐿| =

1

𝜆𝑛

(

 
 

∑ |𝑦𝑘 − 𝐿| + ∑ |𝑦𝑘 − 𝐿|
𝑘∈𝐼𝑛

|𝑦𝑘−𝐿|<𝜀

𝑘∈𝐼𝑛
|𝑦𝑘−𝐿|≥𝜀 )

 
 

𝑘∈𝐼𝑛

 

 

≥
1

𝜆𝑛
∑ |𝑦𝑘 − 𝐿|
𝑘∈𝐼𝑛

|𝑦𝑘−𝐿|≥𝜀
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≥
1

𝜆𝑛
|{𝑘 ∈ 𝐼𝑛: |𝑦𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀 }|. 𝜀 

yazabiliriz. Buradan 

 

       lim
           𝑛→∞

1

𝜆𝑛
|{𝑘 ∈ 𝐼𝑛: |𝑦𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀 }| = 0 

elde ederiz. Yani 𝑓 fonksiyonu 𝑥0 noktasında 𝜆 − istatistiksel türevlidir. 

ii) 𝑓 fonksiyonu 𝑥0 noktasında 𝜆 − istatistiksel türevlenebilir ve sınırlı bir fonksiyon 

olsun.  
𝑓(𝑥0+𝑥𝑘)−𝑓(𝑥0)

𝑥𝑘
= 𝑦𝑘  her  𝑘 ∈ ℕ için sınırlı olduğundan |𝑦𝑘 − 𝜔| < 𝐾 olacak 

şekilde bir 𝐾 > 0 sayısı vardır. Her  𝜀 > 0 için 

1

𝜆𝑛
∑|𝑦𝑘 − 𝐿| =

1

𝜆𝑛

(

 
 

∑ |𝑦𝑘 − 𝐿| + ∑ |𝑦𝑘 − 𝐿|
𝑘∈𝐼𝑛

|𝑦𝑘−𝐿|<𝜀

𝑘∈𝐼𝑛
|𝑦𝑘−𝐿|≥𝜀 )

 
 

𝑘∈𝐼𝑛

 

≤
1

𝜆𝑛

(

 
 
𝐾 ∑ |𝑦𝑘 − 𝐿| + ∑ 1

𝑘∈𝐼𝑛
|𝑦𝑘−𝐿|<𝜀

𝑘∈𝐼𝑛
|𝑦𝑘−𝐿|≥𝜀 )

 
 

 

≤
𝐾

𝜆𝑛
|{𝑘 ∈ 𝐼𝑛: |𝑦𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀 }| +

1

𝜆𝑛
∑ 𝜀

𝑘∈𝐼𝑛

 

yazabiliriz.  𝑓 fonksiyonu 𝜆 − istatistiksel türevlenebilir olduğundan  

1

𝜆𝑛
∑|𝑦𝑘 − 𝐿| = 0

𝑘∈𝐼𝑛

 

elde ederiz. 

Teorem 4.7 𝑓:ℝ → ℝ  reel değerli bir fonksiyon  𝑥𝑛 > 0, lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 0, 𝑥0 ∈  ℝ olsun. 𝑓 

fonksiyonu istatistiksel türevlenebilir ve lim
𝑛→∞

𝑖𝑛𝑓
𝜆𝑛

𝑛
> 0 ise 𝜆 − istatistiksel 

türevlenebilirdir. 

İspat 
𝑓(𝑥0+𝑥𝑘)−𝑓(𝑥0)

𝑥𝑘
  yerine 𝑦𝑘 yazalım. Her 𝜀 > 0 için 

{𝑘 ≤ 𝑛 ∶  |𝑦𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀 } ⊃ {𝑘 ∈ 𝐼𝑛: |𝑦𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀} 

yazabiliriz. Buradan 

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑦𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| ≥

1

𝑛
|{𝑘 ∈ 𝐼𝑛 ∶ |𝑦𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| 
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≥
𝜆𝑛
𝑛

1

𝜆𝑛
|{𝑘 ∈ 𝐼𝑛 ∶ |𝑦𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| 

 yazabiliriz. 𝑓 fonksiyonu istatistiksel türevlenebilir olduğundan 𝜆 − istatistiksel 

türevlenebilir olduğu elde edilir. 

Teorem 4.8 𝜆𝑛 ve 𝜇𝑛 ∧’da iki dizi ve her 𝑛 ∈ ℕ için 𝜆𝑛 ≤ 𝜇𝑛  olsun. 

i)  lim
𝑛→∞

𝑖𝑛𝑓
𝜆𝑛

𝜇𝑛
> 0                                                               (1) 

ise 𝑆𝑑
𝜇
⊂ 𝑆𝑑

𝜆 dir. 

ii)   lim
𝑛→∞

𝜆𝑛

𝜇𝑛
= 1                                                                   (2) 

ise 𝑆𝑑
𝜆 ⊂ 𝑆𝑑

𝜇
 dir. 

İspat 

i)  Her 𝑛 ∈ ℕ  𝜆𝑛 ≤ 𝜇𝑛  olamak üzere  (1) şartını sağlasın. 𝐼𝑛 ≤ 𝐽𝑛 olduğundan  𝜀 > 0 

olmak üzere  

|{𝑘 ∈ 𝐽𝑛: |𝑦𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| ≥ |{𝑘 ∈ 𝐼𝑛 ∶ |𝑦𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| 

yazabiliriz. Böylece her 𝑛 ∈ ℕ için  

1

𝜇𝑛
|{𝑘 ∈ 𝐽𝑛 ∶ |𝑦𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| ≥

1

𝜇𝑛
|{𝑘 ∈ 𝐼𝑛 ∶ |𝑦𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| 

≥
𝜆𝑛
𝜇𝑛
.
1

𝜆𝑛
|{𝑘 ∈ 𝐼𝑛 ∶ |𝑦𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| 

elde ederiz. Son eşitsizlikte 𝑛 → ∞ için limit alınırsa 𝑆𝜇
𝑑 ⊆ 𝑆𝜆

𝑑 elde ederiz. 

ii) 𝑆𝜆
𝑑 − 𝑙𝑖𝑚𝑓(𝑥) = 𝐿   olsun. Her 𝑛 ∈ ℕ için 𝐼𝑛 ⊆ 𝐽𝑛 olduğundan  

1

𝜇𝑛
|{𝑘 ∈ 𝐼𝑛 ∶ |𝑦𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| =

1

𝜇𝑛
|{𝑘 ∈ 𝐽𝑛 − 𝐼𝑛 ∶ |𝑦𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| 
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                                            +
1

𝜇𝑛
|{𝑘 ∈ 𝐼𝑛 ∶ |𝑦𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| 

≤
𝜇𝑛 − 𝜆𝑛
𝜇𝑛

+
1

𝜆𝑛
|{𝑘 ∈ 𝐼𝑛 ∶ |𝑦𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| 

(1 −
𝜆𝑛
𝜇𝑛
) +

1

𝜆𝑛
|{𝑘 ∈ 𝐼𝑛 ∶ |𝑦𝑘 − 𝐿| ≥ 𝜀}| 

yazabiliriz. 𝑆𝜆
𝑑 − 𝑙𝑖𝑚𝑓(𝑥) = 0  ve  (2)  eşitsizliğinden dolayı  𝑛 → ∞ için limit alınırsa 

𝑆𝜇
𝑑 − 𝑙𝑖𝑚𝑓(𝑥) = 𝐿 elde edilir. 
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5. SONUÇLAR ve ÖNERİLER 

5.1. SONUÇLAR 

Bu tezde, istatistiksel yakınsaklık, kuvvetli 𝑝 −Cesaro toplanabilme, 𝑎. dereceden 

istatistiksel yakınsaklık ve 𝑎. dereceden kuvvetli 𝑝 −Cesaro toplanabilme kavramları 

verilmiştir. Nuray (2021) tarafından tanımlanan istatistiksel türev ve Cesaro türevi ile 𝑎. 

dereceden Cesaro türevi ve 𝑎. dereceden istatistiksel türev tanımları yapılmıştır ve bunlar 

arasındaki bağlantılar ve ilişkiler incelenmiştir. 

5.2.ÖNERİLER 

Bu tanımlar genelleştirilerek lacunary istatistiksel yakınsaklık ve 𝑛 − normlu 

uzaylarda istatistiksel yakınsaklık üzerine istatistiksel türev, Cesaro türev çalışılabilir. 
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