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OZET

YUKSEK LiSANS TEZi

HiBRIiT MANYETIK EGRILER iCiN YINELEME OPERATORU

Ece SAYAN

Mus Alparslan Universitesi
Fen Bilimleri Enstitlist
Matematik Anabilim Dali

Damisman: Prof. Dr. Talat KORPINAR

Bir Kiresel uzay Uzerindeki manyetik egriler, F manyetik alaninin etkisi altinda hareket eden
yiiklii parcaciklarin yériingeleridir. Bu tez 6ncelikle 3 boyutlu Oklid uzayindaki killing manyetik alanlara
karsilik gelen bu egriler igin baz1 6zellikleri incelemeyi amaglamaktadir. T-manyetik ve e-manyetik egriler
olarak adlandirilan manyetik alanlarda bu egrilerin bazi karakterizasyonlarin1 ve yineleme operatorleri
verilip, yoriingeleri arastirilacaktir. Ayrica uzayda yari-manyetik egriler gosterilip bu egrilerin yineleme
operatdrleri bulunarak enerjileri hesaplanacaktir.

2024, 69 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Enerji, Kiresel Uzay, Lorentz Kuvveti, Manyetik Alan, Manyetik Egri, Yari
Cat1, Yineleme Operatori



ABSTRACT

MS THESIS

RECURSION OPERATOR FOR HYBRID MAGNETIC CURVES

Ece SAYAN

Mus Alparslan University
Natural and Applied Science
Department of Mathematics

Advisor: Prof. Dr. Talat KORPINAR

The magnetic curves on a Spherical space are trajectories of charged particles moving on M under
the action of a magnetic field F. This paper aims at studying some properties for these curves which
corresponding to the Killing magnetic fields in the 3-dimensional Euclidean space. We investigate the
trajectories of the magnetic fields called T-magnetic and e-magnetic curves, also we give some
characterizations of these curves and recursion operator. Additionally, quasi-magnetic curves are shown in
space and we calculate their energies by finding the recursion operator sof these curves.

2024, 69 Pages

Keywords: Energy, Lorentz Force, Magnetic Field, Magnetic Curves, Quasi Frame, Recursion
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1. GIRIS

Manyetik bir malzemenin veya hareketli bir yiikli pargacigin etrafindaki
manyetizma kuvvetinin etki ettigi bolge, manyetik alan olarak bilinir. Spin dedigimiz
temel bir kuantum 6zelligi ile baglantili temel parcaciklarin hareket eden temel elektrik
yiikleri ve ig¢sel manyetik momentleri bu alami iretir. Manyetik alan vektorel bir
baydkliktir. Yoni ve siddeti vardir. Miknatislar da olusturduklari manyetik alanlar
vasitastyla birbirlerine kuvvet ve tork uygularlar. Dogalar geregi iki kutupludurlar yani
hem kuzey hem de giiney manyetik kutbu vardir. Manyetik alan ¢izgilerinin yoni
kuzeyden (N) giineye (S) dogrudur.

Manyetik alanlar, kuzey kutuplardan cikip ve guney kutuplara giren surekli
kuvvet cizgileri ile temsil edilebilir. Cizgilerin yogunlugu alanin biiyiikliiglinii gosterir,
kutuplarda daha fazla yogunlasir kutuplardan uzaklastik¢a genisler ve zayiflar. Manyetik

alan c¢izgileri aerodinamik ve siirekli olmalar1 bakimindan sivi akigina benzer.

EGYIUS

Sekil 1. Manyetik alan cizgileri (Bal, 1998)

Matematiksel olarak bir manyetik alan, hareketli bir yiike uyguladigi kuvvet
miktari cinsinden tanimlanir. Bu kuvvetin dlglimii F = q X B seklinde ifade edilebilen
Lorentz Kuvvet Yasast ile tutarlidir; Burada F manyetik kuvvet, q yik, v hiz ve manyetik
alan B’dir. Bu iliski F’nin diger tiim degerlere dik oldugu bir vektor ¢arpimidir. Lorentz
kuvveti yikli bir parcacigi elektromanyetik bir alana koydugumuzda nasil hareket
edecegini agiklar. q ve B arasindaki vektorel (capraz) carpimdan dolayi, pargacik
manyetik alana paralel hareket ederse, etkiyen manyetik kuvvet sifir olur. iki vektor

birbirine dik oldugu zaman Lorentz kuvveti en biiylik degerini alir. Manyetik kuvvet



pargacigin hizina daima dik oldugundan manyetik kuvvetin hizi; parcacigin biiytikliigiinii
degistirmez, sadece yoniinii degistirir. O ylizden yiiklii bir parcacik manyetik alanda

dairesel hareketler yapar (Synge, 1960).

Elektriksel alan bir elektrik yiikiiniin bagka bir elektrik yiikii tizerinde olustirdugu
cekme ya da itme kuvveti etkisine denir. Elektrik yiklerinin gevresinde elektrik alan

cizgileri olusur. Elektriksel alan E ile gosterilir (Hacifazlioglu, 2013).
F

/]
/

q (v *B)

Sekil 2. Lorentz Kuvveti (Anonymous, 2012)

Farkli manifoldlar iizerindeki manyetik alanlarin ve de bunlara karsilik gelen
manyetik egrilerin incelenmesi diferansiyel geometride 6nemli bir yer tutar. Manyetik
alan1 ylkli bir parcacigin bu alanda hareket ederken maruz kaldigi kuvvet olarak
tanimlamistik. Bu yiiklii pargacik bir V' manyetik alanina girdigi zaman bu pargacigin
Serret-Frenet vektorleri bu alandan etkilenir ve bu etkiyle Lorentz kuvveti agiga ¢ikar. Bu
kuvvet etkisiyle par¢acik manyetik alan icerisinde bir yoriinge izler. Manyetik egriler,

manyetik alan altinda hareket eden yiiklii parcaciklarin yoriingeleridir.
Bir Kiresel uzay iizerindeki manyetik egriler, F manyetik alanin etkisi altinda
hareket eden yiiklii par¢aciklarin yoriingeleridir. Buradan M izerinde F manyetik alandir,

F manyetik alanin Lorentz kuvveti ¢, herhangi X,Y € y(M) vektor alanlari igin,

g(@(X),Y) =F(X,Y)



esitligi ile verilen (1,1)-tensor alanidir. Lorentz kuvveti olarak verilen manyetik alanla
iligkili denklem

H(T)=VXT

seklinde tanimlidir. Lorentz kuvvetinin etkisiyle elde edilen parc¢acigin hareketini soyle
Ozetleyebiliriz: Eger T teget vektor alani, V manyetik alanina paralel ise Lorentz kuvveti
sifir olacagindan parcacik manyetik alana paralel ilerler. Eger T teget vektor alan1 V
manyetik alanina dik ise Lorentz kuvveti maksimum olup pargacik ¢ember egrisi seklinde
bir yoringe izler. Eger T teget vektor alanm1 V manyetik alaniyla sabit bir a¢1 yapiyorsa
Lorentz kuvvetinin etkisiyle parcacik helis egrisi seklinde bir yoriinge izler (Barros ve
Romeo 2007). F’nin manyetik yoriingeleri, Lorentz denklemini karsilayan M Uzerindeki
y egrileridir. Manyetik alanin T teget vektor alanini etkilemesi sonucunda elde edilen
yoriingeleri T-manyetik egriler olarak adlandiracagiz. Bu durumda, V manyetik alanin T-

manyetik egrileri asagidaki Lorentz esitligini saglayan egrilerdir.

Vv = o) =V xy’

Burada ¢, F’ye karsilik gelen lorentz kuvveti ve V, g’nin Levi Civita bagintisidir. Bu
esitlik V,,y" = 0 olmast durumunda M’nin jeodezikleri tarafindan saglanan denklemi
genellestirir. Bu esitligin ¢oztimii analitik kKimya, biyokimya, atmosferik bilim, jeokimya,
proton ve kanser tedavisi gibi birgok alanda yararli uygulamalara sahiptir. Ayrica Lorentz
esitliginin ¢oziimleri Kirchhoff elastik gubuklar1 verir. Bu ise Hall etkisiyle birlikte
fiziksel model ve klasik elastik teori arasinda inanilmaz bir baglant1 saglar (Barros ve
Romeo 2007).

Uc¢ boyutta manyetik alanlar, sapma igermeyen vektdr alanlar1 kullanilarak
tanimlanabilir. Killing vektor alanlariin sifir sapmasi oldugu i¢in, Killing manyetik alan

ad1 verilen 6zel bir manyetik alan sinifi tanimlanabilir (Bishop, 1975).



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tanim 2.1

a:l — E™ bir egri olsun. Vt € I i¢in a nin a(t) noktasindaki hiz vektori sifirdan farkli

ise, a egrisine regiiler bir egri denir (Sabuncuoglu, 2001).

Tanim 2.2
Bir
a:lc R > R"
s = a(s)
egrisi icin, ||a’'(s)|| = 1, Vs € I ise a egrisine birim hizli egri denir. Bu durumda egrinin

s € [ parametresine yay parametresi adi verilir (Sabuncuoglu, 2001; Izumiya ve
Takeuchi, 2004).

Tamm 2.3
R3 uzayinda birim hizli a: I € R > R3 egrisi icin,

T(s) = a'(s)
esitligiyle belirlilen T(s) vektorine, a egrisinin a(s) noktasindaki birim teget vektirii

denir. T vektor alanina, a egrisinin teget vektor alant ad1 verilir (Sabuncuoglu, 2001).
Tanim 2.4
R3 uzayimnda birim hizli a: I € R - R3 egrisi i¢in, k: I - R olmak lzere,

k(s) = IT"(s)l

fonksiyonuna a egrisinin egrilik fonksiyonu denir. k(s) sayismna egrinin a(s)

noktasindaki egriligi denir (Sabuncuoglu, 2001).
Tamm 2.5
R3 uzayinda birim hizli a: I € R > R3 egrisi icin,

1
K(s)

esitligi ile belirli N (s) vektoriine, a egrisinin a(s) noktasindaki birinci dik vektori (asli

N(s) = T(s)

normali) denir. N vektor alanina, a egrisinin birinci dik vektor alan: (asli normal vektor



alant) ad1 verilir (Sabuncuoglu, 2001).

Tanim 2.6
R3 uzayinda birim hizli a: I € R > R3 egrisi icin,
B(s) =T(s) X N(s)
esitligi ile tanimli B(s) vektOrine, a egrisinin a(s) noktasindaki ikinci dik vektori

(binormali) denir. B vektor alanina, a egrisinin ikinci dik vektor alant (binormal vektor

alai) ad1 verilir (Sabuncuoglu, 2001).

Tamm 2.7

B(s), T(s), N(s) vektorlerine, a:I € R - R3 egrisinin a(s) noktasindaki Serret-Frenet
vektorleri denir. {B(s),T(s),N(s) } kimesine, a egrisinin a(s) noktasindaki Frenet
catist denir ve T, N, B vektor alanlarina, aegrisi lizerinde Frenet vektor alanlar: adi

verilir (Sabuncuoglu, 2001).

Tanim 2.8

R? uzayinda birim hizli a:1 € R - R3 egrisinin Frenet vektdr alanlart T, N, B ve

7:1 - R olmak Uzere,

7(s) = (B'(s), N(s))

fonksiyonuna, a egrisinin a(s) noktasindaki torsionu (burulmasi) denir (Sabuncuoglu,
2004).

Tanim 2.9

M diferansiyellenebilir bir manifold olmak Uzere

g: x(M) x x(M) - C*°(M,R)
dontistimii verilsin.
) g simetrik yani her X, Y € y(M) igin
gX.Y) =g({,X)
i) g bilineer yani herX,Y,Z € y(M) ve her f,h € C(M, R) i¢in
gUfX+hY,2) = fg(X,Z) + hg(Y,Z2)
iii) g donilisimi pozitif tanimlh yani her X € y(M) igin
gX,X) =0



kosullarini sagliyorsa bu doniisiime M Uzerinde Riemann metrigi veya Metrik tensor ve
lizerinde Riemann metrigi tanimlanmig manifolda Riemann manifoldu denir
(Hacisalihoglu 1980).

Tanim 2.10

M bir Riemann manifoldu ve 77, M Uzerinde bir Riemann koneksiyonu olsun. Her
X,Y,Z € x(M) veher f,h € C(M,R) icin

Ve x(M)xx(M) - x(M)
X,Y) - V(X Y) = UxY
ile taniml1 doniistimii
i) Vx(Y +7Z) = VxY + VxZ
i) Vix+nZ = VxZ + VvZ

iii) VixY = fVxY
iv) Vx(fY) = fUxY + X(f)Y

Ozelliklerini sagliyorsa V ya M iizerinde taniml1 bir afin koneksiyon veya kovaryant turev
denir (Hacisalihoglu ve Ekmekci 2003).

Tanmm 2.11

(M, g) Riemann manifoldu ve V, M iizerinde tanimli afin koneksiyon olsun. Her
X,Y,Z € (M) i¢in

)] VxY — VX = [X,Y]
i) Zg(X,Y) =g(VzX,Y) + g(X,VzY)

Kosullar1 saglaniyorsa V ya M nin Levi Civita Koneksiyonu denir (Hacisalihoglu ve
Ekmekci 2003).

Tanim 2.12

(M, g) Riemann manifoldu ve V, M fizerinde tanimli Levi Civita Koneksiyonu olsun.
Her X,Y,Z € y(M) icin

R ' xyM)xxy(M)xy(M) - x(M)

X,Y,Z) = R(X,Y)Z=VZV,Z—VVZ—VyZ



ile tanimli R doniistimii M nin Riemann egrilik tensorii olarak adlandirilir (O’ Neil 1996).

Tanmm 2.13

LxY vektor alanina X in Y yonindeki Lie tlrevi denir.Lie tirevi her p € M noktasinda

tanimlidir ve (LxY)p= ltirr(} 1/t[(6+)*(Yetr)) — Yp] olarak tanimlanir. Burada 6, 1-

parametreli grubu X vektor alaninin integral egrisidir (Boothby 1975).
Tanim 2.14
gl bir reel vektor uzayi olsun gl lizerinde bilineer operatdr asagidaki gibi tanimlansin
L1 =glxgl > gl
& Y) - [IXY)=[XY]

Eger bu operator,

i) (X, Y] = —[Y, X]

ii) [[(x,Y],z] +[[Y,Z], X] + [[Z, x],Y] =0

Ozelliklerini sagliyorsa Braket operatoridir ve (gl,[,]) ikilisine Lie cebiri denir
(Hacisalihoglu 2000).

Tanim 2.15

M diferansiyellenebilir bir manifold ve g de Mde bir metrik tensor olsun. Her X,Y €
x(M) igin (Lvg)(X,Y) = 0 oluyorsa V vektor alanina g metriginin Killing vektor alan
denir (Kobayashi ve Nomizu 1996).

Tanim 2.16

(M, g), n-boyutlu Riemann manifoldu olsun. M (izerinde F kapali 2-formu manyetik
alandir ve (M, g) manifoldu tizerindeki F manyetik alanin Lorentz kuvveti ¢, herhangi
X,Y € y(M) vektor alanlar1 igin,

9(@(X),Y) =F(X,Y)
seklinde ifade edilir (Kazan ve Karadag, 2017).



Tanim 2.17

Bir (M,g) Riemann manifoldu lizerindeki manyetik egriler, F manyetik alanin etkisi

altinda M {iizerinde hareket eden yiiklii pargaciklarin yoriingeleridir. Yani F nin manyetik

yorungeleri, Lorentz denklemindeki M nin egrileridir. Buradan

Vv =)

olur. M nin jeodeziklerinden elde edilen genellestirilmis Lorentz denklemi de,
V,y =0
olur. Not olarak, Her X,Y,Z € y(M) vektor alanlarinin M (zerindeki vektorel

carpimlari,

d(XxY,Z)=dv,(X,Y,Z)
dir (Kazan ve Karadag, 2017).



3. KURE UZERINDEKIi BAZI MANYETIK EGRILER

3.1. T—-Manyetik Egriler
Bu boliimde, bir kiresel uzaydaki T-manyetik egrileri i¢in bazi karakterizasyonlar

verilecektir.

Tanm 3.1. y : [ > S2 c M3 kiiresel uzayimnda bir kiiresel egri ve F, M Uzerinde bir
manyetik alan olsun. T vektor alani,
ViT = p(T) =V X T 3.1)

Lorentz kuvvet denklemini sagliyorsa, y egrisine bir T-manyetik egri denir. (Abdel-Aziz,
Khalifa Saad ve Ali, 2018).

Onerme 3.1. y, kiiresel uzayda Frenet elemanlari {y, T, e} olan bir T-manyetik egri olsun.

O zaman Frenet Serret formul

Y 0 -1 011y
T'|=|-1 0 «k||T (3.2)
e’ 0 —-x Olle

dir. O halde Lorentz kuvveti ve Frenet vektorleri arasindaki iliski

o) 0 1 6y
o(T)|=|-1 0 «||T (3.3)
¢(e) -5 —x olle

seklindedir. Burada 9, § = g(¢b(y), e) ile tanimlanan belirli bir fonksiyondur.

Ispat: v, kiresel uzayda Frenet elemanlar1 {y, T, e} ile verilen T-manyetik egrisi olsun.

Manyetik egrinin tanimindan

¢(T) = -y + ke

dir. Ayrica
¢(y) € span{y,T,e }olup

¢(¥) = iy + AT + Aze
dir. Buradan
A= g@)y)=0
o= g@W),T) = —g(d(M),y) = —g(=y +xe,y) = gl(r,y) + k(e,y)] = 1
A3 = g(¢(),e) = g(T + be,e) = g[(T,e) + 5(e,e)] =6
olur. Bulunan bu degerler yerine yazildiginda

¢(y) =T + de (3.4)
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denklemi elde edilir. Diger yandan
¢(e) € span{y,T,e}

p(e) = a1y + a,T + ase
olarak yazilir. Buradan;
a; =g(¢p(e),y) = —gp(y),e) =—g(T + de,e) = —g[(T,e) + 5(e,e)] = =5
az = g(¢(e),T) = —g(¢(T),e) = —g(—y + ke,e) = —g[—(v.e) + k(e,e)] = —x (3.9)
as = g(¢(e),e) =0
bulunur. Benzer sekilde bulunan degerler yerine yazilirsa

¢(e) = —6y — kT (3.5)

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Onerme 3.2. y, kiiresel uzayda kiiresel bir egri olsun. y egrisi bir V manyetik alaninin T-

manyetik yoriingesi, ancak ve ancak y boyunca V vektor alan1 su sekilde yazilabilirse:

V=xy—946T+e (3.6)

Ispat: y, V manyetik alanimin birim hizli T-manyetik y6riingesi olsun bu durumda

V =ay + bT + ce
yazilir.
¢(V) =V xVveV xV = 0olmak lzere;
¢(V) =0
bulunur. Dolayisiyla
¢(ay + bT +ce) =0
elde edilir. Bu denklem
ap(y) + bp(T) + cp(e) =0
seklinde yazilir. Onerme 3.1 esitlikleri bu denklemde yerine yazilirsa
a(T + Se) + b(—y +ke) + c(=6y —kT) =0
bulunur ve denklem diizenlenirse
y(=b —6c) + T(a—kc) +e(ad +kb) =0
elde edilir. Burada
—b—6c=0,a—kc=0,a0+kb=0
olur ve buradan a = k , b = —§ ve ¢ = 1 olarak bulunur. Dolayisiyla
V=kxy—-—46T+e

elde edilir.
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3.2. e —Manyetik Egriler

Tamm 3.2. ¥ : [ - S? ¢ M3 Kiresel uzayinda kiiresel bir egri ve F, M Uzerinde bir

manyetik alan olsun. e vektor alani,
Vie =¢dp(e) =V xe

Lorentz kuvvet denklemini sagliyorsa, y egrisine bir e-manyetik egri denir (Abdel-Aziz,
Khalifa Saad ve Ali, 2018).

Onerme 3.3. y, Frenet elemanlari {y, T, e} olan Kiiresel uzayda bir e-manyetik egri olsun.

O zaman Frenet Serret formuli

Yy’ 0 1 0][y
T'|=|-1 0 «x||T
e 0 —x Olle

dir. O halde Lorentz kuvveti ve Frenet elemanlar1 arasindaki iliskiyi sOyle yazabiliriz:

() 0 p Off¥
d(M)|=|-p 0 «k||T
¢(e) 0 -k Olle

Burada p, p = g(¢(y), T) ile tanimlanan belirli bir fonksiyondur.

Ispat: y, Kiiresel uzayinda Frenet elemanlar1 {y, T, e}ile verilen e-manyetik egrisi olsun.

Manyetik egri tanimindan

¢(T) = —py + ke

dir. Ayrica

d¥) = wmy + T + uze
seklindedir. Buradan
p=g@w)y) =0
pz = g(@(¥), T) = —g(¢p(D),y) = —g(—py + ke,¥) = —g[-p(y,¥) + (e, V)] =p
us = g(@y),e) = —g(¢p(e),y) = —g(—«T,y) = —g[—«k(T,y)] = 0
oOlur. Bulunan bu degerler yerine yazildiginda

¢(y) = pT (3.7)

denklemi elde edilir. Diger yandan

d(e) = B1y + BT + Bse

olarak yazilir. Buradan
Bi=g(@(e)y) = -9 e) =—g(pT,e) = —g[p(T,e)] = 0
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B>= g(¢(e),T) = —g(¢(T),e) = —g(—py + ke, e) = —g[—p(v,e) + k(e,e)] = —k
Bz =g(¢(e),e) =0
bulunur. Benzer sekilde bulunan degerler yerine yazilirsa
¢(e) = —«T (3.8)

denklemi elde edilir.

Onerme 3.4.y, Kiiresel uzayinda kiiresel bir egri olsun. ¥ egrisi o zaman y manyetik
egrisinin, V manyetik vektor alaninin e-manyetik yoriingesi olabilmesi icin gerek ve yeter

sart IV manyetik vektor alaninin y egrisi boyunca

V =ky + pe (3.9)

olmasidir.

Ispat: y, V manyetik alaninin birim hizl1 e-manyetik yoriingesi olsun.

V =ky + IT + me

Olarak yazilir. (V) =V x Vve V x V = 0 olmak Uzere

¢(V) =0
bulunur. Dolayisiyla

¢(ky +IT +me) =0
elde edilir. Bu denklem
ko (¥) +1p(T) + m¢p(e) =0
seklinde yazilir. Onerme 3.3 esitlikleri bu denklemde yerine yazildiginda
k(pT) + l(—py + ke) + m(—«kT) =0
olur. Yani
T(kp —xkm) + y(—pl) + e(xkl) =0

dir. Buradan k = k ve p = m bulunur. Buradan

V =ky + pe

elde edilip ispat tamamlanmis olur.
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4. MANYETIK EGRILERDE YINELEME OPERATORU

Bu bolimde, bir Kiresel uzayda manyetik egrilerin normallestirme ve yineleme

operatorlerini buluyoruz.

4.1. T —Manyetik Egrilerde Yineleme Operatoru:

W = fT + gy + he vektor alanin1 diisiinelim. Burada f, g ve h, W Uzerindeki
diferansiyellenebilir fonksiyonlardir, W’nin tiirevi alinirsa
W =fT+fT'+g'y+gy +h'e+ he’
elde edilir. Serret-Frenet formdilleri kullanildiginda
W =fT+f(—y+ke)+g'y+gT+h'e— hkT
olur ve burada
W' =("+9-hIT+ (=f+g)v+ (fr+h)e

bulunur. Buradan W'nin birim hiz parametrelestirmesini sonsuza kadar korumak igin

ff+g—hk=0
olup
fl=he—g
dir. Simdi her iki tarafin integrali alindiginda
f=J(hx—-g) (4.1)

elde edilir. y boyunca herhangi bir W vektor alani igin, her zaman bir teget terim
eklenebilir, Oyle ki ortaya ¢ikan vektor alan1 yay uzunlugu parametrelendirmesini korur.
Bu amagla tanittigimiz dogrusal "normallestirme operatorii”;

NW = ([(hk — g))T + gy + he (4.2)
dir. (4.1) ve (4.2) esitlikleri (3.4) denklemi ile birlikte kullanilirsa

No(y) = (J(SK—O)>T+5e

olup

No) = (J ST + Se (43)
denklemi elde edilir.
R yineleme operatdri V' normalestirme operatdrii yardimiyla

—N(T xW') = RW (4.4)

seklinde tanimlanir. (3.4) denklemi (4.4) esitligine uygulandiginda, oncelikle (3.4)
esitligininin tlirevi alinip

¢'(y) =T + 6'e + b€’
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bulunur. Serret-Frenet formalleri yerlerine yazildiginda

¢'(y) = -y +xke+8e+ 5(—«T)
olur ve dolayisiyla

' ¥)=—kT—y+ (k+5)e (4.5)
elde edilir. Bu esitligin her iki tarafinin T ile vektorel carpimindan

Txp'(y) =—(Txy)— (kST XT)+ (k+35)(T xe)
olup
TxXd'Y)=mk+5)y+e (4.6)

bulunur. Bu denklemin normallestirme operatoriinii bulmak icin (4.1) esitligini

kullanilirsa
f=[a-g)
=[(1.k—(x+6))

- [
==4 4.7)
bulunur. (4.6), (4.7) esitlikleri (4.2) denklemine uygulandiginda
NTxp'(y)=—6T+(k+5)y+e
elde edilir. Dolayistyla
Rp(y) =-N{T x¢p'(¥))=6T—(k+6)y—e
elde edilir. Diger yandan Onerme 3.1 de gosterilen ¢(T) esitligi (4.1) ve (4.2) esitlikleri

ile goz Ontine alinirsa

N¢(T)=(f(x.x+1>T—y+;ce

olup
N$(T) = >+ 1T -y +ke (4.8)
bulunur.
¢ (T) esitliginin yineleme operatoriinii bulmak igin oncelikle esitligin tiirevi alinirsa
¢'(T) =—-(y) +k'e+ ke’
bulunur. Serret-Frenet formillerini yerlerine yazildiginda
¢'(T) =T+ k'e + k(—«T)
olup
¢'(T) = -T + k'e — K*T (4.9)

esitligi elde edilir. Bu esitligin her iki tarafinin T ile vektorel garpimindan
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TX¢'(T)=—(TXT)+x'(Txe)+r*TxT)
olur ve buradan
Tx¢'(T)=«'y (4.10)
bulunur. Bu denklemin normallestirme operatoriinii bulmak igin (4.1) esitligi kullanilir

ve boylece

f=[t-g)

~ [0 =)
S
=—kK

elde edilir. (4.10), (4.11) esitlikleri (4.2) denklemine uygulandiginda
N(T x ¢'(T)) = —kT + 'y

(4.11)

bulunur. Dolayisiyla
RP(T) = kT — k'y
elde edilir.
olarak bulunur. Diger yandan (4.2) denklemi (3.5) ve (4.1) esitlikleri kullanilarak

yazilirsa

No(e) = (j(0+6)>T—5y
olup
No(e) = (J(NT - &y (4.12)
Normallestirme operatorii elde edilir. (3.5) denklemi (4.4) esitligine uygulandiginda,
oncelikle (3.5) esitligininin tiirevi alinip
¢'(e) =-8"y—6y —k'T — kT’

bulunur. Serret-Frenet formullerini yerlerine yazilirsa

¢'(e) =8y — 6T — k'T + k(—y + ke)
olup

p'(e) =—('+ 8T — (6 + )y + K’e (4.13)
esitligi elde edilir. Bu esitligin her iki tarafinin T ile vektorel ¢arpimindan

Tx¢'(e)=—("+8)(TXT)— (6 +k)(TXYy)+k*T X e)
bulunur ve buradan
T x ¢'(e) = (=8 —k)(—e) + kK*(¥)
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olup
Tx ¢'(e) =K’y + (6" +K)e (4.14)
bulunur. Bu denklemin normallestirme operatoriinii bulmak igin (4.1) esitligi

kullanildiginda

f=[tm-g
= f(((?’ + KK — K?)
= [(8'0) (4.15)

bulunur. (4.14), (4.15) esitlikleri (4.2) denklemine uygulanirsa

N(T x ¢'(e)) = (f (5%)) T + k2 + (8 +K)e

elde edilir. Dolayisiyla

Rp(e) = -N(Tx ¢p'(e)) = — (j(&’rc))T— K2y — (8" + K)e

bulunur.

4.2. e —Manyetik Egrilerde Yineleme Operatorii

e-manyetik egrilerde normallestirme operatdrii yardimiyla yineleme operatoriinii bulmak
icin oncelikle (3.7) denklemi ele alinsin. (4.2) denklemini (3.7) ve (4.1) esitlikleri

kullanilarak yazilirsa

wow = ([©-0)
olur ve
Neo(y)= 0
esitligi elde edilir.
R dogrusal "yineleme operatorii"nii bulalim
(3.7) esitliginin tiirevi alinirsa
¢'(v) =p'T +pT’

elde edilir. Serret-Frenet formdillerini yerlerine yazildiginda

¢'(v) = p'T — py + pre
bulunur. Bu esitligin her iki tarafinin T ile vektorel ¢arpimindan

Tx¢'(y) =p'(TXT)—p(T xXy) + pr(T X e)

olup

T x ¢'(y) = pry + pe (4.16)



17

bulunur. Bu denklemin normallestirme operatoriinii bulmak igin (4.1) esitligi kullanilirsa

f=[tw-g)
=f(pfc—pfc)
=0

olur. (4.16), (4.17) esitlikleri (4.2) denklemine uygulandiginda

N(T x ¢'(¥)) = pry + pe
elde edilir. Boylece

Rp(¥) — N(T x ¢'(y)) = —pky — pe

(4.17)

olarak bulunur. Diger yandan Onerme 3.3 de gosterilen ¢(T) esitligi (4.1) ve (4.2)

esitlikleri ile g6z Oniine alindiginda

N¢(T) = (f(K.K+p)>T—py+Ke
olup
N(T) = (J(* + p))T — py + ke
denklemi elde edilir.
Simdi R dogrusal "yineleme operatorii"nii bulalim.
¢ (T) esitliginin tiirevi alinirsa
¢'(T) = —p'y —py' + KT + kT’
elde edilir. Serret-Frenet formilleri yerlerine yazilirsa
¢'(T) = (—p + k)T — (k + p")y + K’e
bulunur. Bu esitligin her iki tarafinin T ile vektorel ¢arpimindan

TX$'(T)=(—p+x)TXT)— (k+p)TXy)+r*T X e)

olup
Tx¢'(T)=r*y+ (k+pe

(4.18)

(4.19)

bulunur. Bu denklemin normallestirme operatoriinii bulmak igin (4.1) esitligi kullanilirsa

f=[a-g)

=f(;c+p’);c—ic2
= J(p'x)

bulunur. (4.19), (4.20) esitlikleri (4.2) denklemine uygulandiginda

N(T x ¢'(T)) = (f(,f@) T+ 1%y + (c+ p)e

(4.20)
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elde edilir. Dolayisiyla
Rp(y) = =N (T x ¢'(T)) = (— f(p’rc)) T —x’y — (k+p"e

bulunur. Benzer sekilde (3.8) esitligini alinsin. (4.2) denklemini (3.8) ve (4.1) esitliklerini
kullanilarak yazilirsa
N¢(e) =0

denklemini elde ederiz.
R dogrusal "yineleme operatorii™nii bulmak icgin (3.8) esitliginin tiirevi alinirsa

¢'(e) = —k'T — kT’
elde edilir. Serret-Frenet formulleri yerlerine yazildiginda

¢'(e) = —k'T + ky — k’e
bulunur. Bu esitligin her iki tarafinin T ile vektorel ¢arpimindan
Tx¢'(e) =k'(TXT)+ k(T Xy)— k(T X e)

olup

T x ¢'(e) = —k’y — ke (4.21)
bulunur. Bu denklemin normallestirme operatoriinii bulmak igin (4.1) esitligini

kullanilsin, boylece

f=[t-g)
= f(—K.K + %)
-0 (4.22)

bulunur. (4.21), (4.22) esitlikleri (4.2) denklemine uygulandiginda
N(T x ¢'(e)) = —k?*y — ke
olur ve
Rp(y) = —N(T x ¢'(e)) = K’y + ke
elde edilir.
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5. UZAYDA YARI MANYETIK EGRILER
5.1. Uzayda Yar1-Hizh Manyetik Egriler

Tamim 5.1. a yay uzunlugu parametreli bir egri ve B normal uzaydaki bir manyetik alan

olsun. Egrinin yari-teget alani,
¢(Tq) = BxT,

Lorentz kuvvet denklemini karsiliyorsa egriye yari-hizli manyetik egri adi verilir.

(Korpmar ve Demirkol, 2018)

Onerme5.1. a uzayda yari ¢at1 elemanlari {Tq,Ng,Bg, 1,2, ez} ile B’nin yay uzunlugu
parametreli yari-hizli manyetik egrisi olsun. Daha sonra yari ¢atida B manyetik alaninin

Lorentz kuvveti ¢ asagidaki gibi yazilir:
d(Tq) = e1Ng + 2B,
¢(Ny) = —eiT, + cB,
$(By) = —exTqg—cNy
Burada ¢ = gb(N q). B, , a egrisi ile birlikte diizgiin bir fonksiyondur.

ispat: a'nin normal uzayda yari ¢at1 elemanlart {Tg, Ny, By, €1, €3, €3} ile birlikte yay
uzunlugu parametrelenmis yari-hizli manyetik egri oldugunu varsayalim. Bu yar1 ¢ati
tanimindan agik¢a dogrudur ve Lorentz denklemi ¢ (T4) = e1 Ny + e2B,. Ayni zamanda
kanonik olarak da dogrudur:

¢(Nq) = aqu + aqu + ang
¢(Ng) € span{T4, N4, B,} oldugundan. Lorentz kuvvetinin anti-simetri G6zellikleri
kullanilirsa ve normal uzayda tanimlanan metrik dikkate alinirsa buna ulasilabilir:

a, = —eq, a, =0, as=¢c¢

Burada c, ¢ = (l)(N q). B, sartin1 saglayacak sekilde manyetik egri ile birlikte keyfi bir
diizglin fonksiyondur. Benzer bir argiiman kullanilarak ¢(Bg) = —e,T4 + c¢N4 oldugu

da elde edilir.
Yukaridaki ispat ayrintilandirilarak yazilsin, ncelikle

¢(Nq) = aqu + aqu + ang
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olur. Buradan
a, = g(¢(Ng). Tq) = —g(¢(Tq). Ng) = —g(esNg + €2Bg, Ny)
= [e1(Ng Ny) + e2(Bg, N | = —es
@z = g(p(Ng),Ng) = 0
a5 = g(p(Ng) By) = ¢
olur. Bulunan bu degerler yerine yazildiginda
$(Ny) = —esT4 + cBy
denklemi elde edilir. Diger yandan
$(Bg) = b1T4 + byNg + b3By
dir. Buradan

b1 = g(¢(Bg), Tq) = —g(¢(Ty), By) == —g(eiNg + e2B4, By)
= —[ex( Ny, By) + e2(Bg, By)] = —e

by = g(¢(Bq),Ng) = —g(¢(Ng),Bg) = —c
ba = g($(B),By) = 0
bulunur. Dolayisiyla
d(By) = —exTqg+cN,
elde edilir.

Onerme 5.1.1. « ancak ve ancak asagidaki durumlarda siradan uzayda B manyetik

alaninin birim hizli yari-hizli manyetik egrisidir:
$(B) =cTy—e:Ng+ e1B,

Ispat: @, B manyetik alaninin birim hizl1 yari-normal manyetik egrisi olsun. Burada
$(B) = a;T4 + a;Ng4 + azB,

olarak segilir. (B) = B X B ve B X B = 0 olmak Uzere;

¢(B)=0

bulunur. Dolayisiyla
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P(a:Tqg+ azNg+ azBg) =0
elde edilir. Bu denklem
a1 ¢p(Ty) + ap(Ng) + asp(By) =0
seklinde de yazilir. Yukarida bulunan esitlikler bu denklemde yerine yazilirsa
ai(eiNg + e2By) + ax(—e1Ty + cBg) + as(— e Ty —cNg) =0
olur ve elde edilen esitlik diizenlendiginde
Tq(—elaz —e,a3) + Nq(elal —asc) + Bq(e2a1 +a,c) =0

denklemi bulunur. Buradan a; = c,a; = —e, Ve az = e; olur. Bulunan bu degerler

yerine yazildiginda

$(B) =cTy—e:Ng+ e1B,
elde edilir.
5.2. Uzayda Yari-Normal Manyetik Egriler

Tamim 5.2: @ yay uzunlugu parametreli bir egri ve B normal uzaydaki bir manyetik alan

olsun. Egrinin yari-normal alani
¢(Ng) =B %N,

Lorentz Kuvvet denklemini karsiliyorsa egriye yari-normal manyetik egri adi verilir

(Korpiar ve Demirkol, 2018).

Onerme 5.2. @ uzayda yari gat1 elemanlari {Tq,Ng, By, €1, €3, €3} ile B’nin yay uzunlugu
parametreli yari-normal manyetik egri olsun. Daha sonra yar1 ¢atida B manyetik alaninin

Lorentz Kuvveti ¢ asagidaki gibi yazilir:
$(T,) = eiNg +cB,
¢(N,) = —esT, + e3B,
qb(Bq) = —cT4—e3N,
Burada ¢ = ¢(T,). B, , a egrisi ile birlikte diizgiin bir fonksiyondur.

Ispat: a uzayda yari cat1 elemanlar {Tq,Ngq, Bg, €1, €3 €3} ile birlikte yay uzunlugu

parametrelenmis yari-normal manyetik egri oldugunu varsayalim. Bu yar1 ¢at1 tanimindan
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acik¢a dogrudur ve Lorentz denklemi ¢(N q) = —e; T4 + e3B,. Ayn1 zamanda kanonik

olarak da dogrudur
¢)(Tq) = aqu + aqu + ang

d(Ty) € span{Ty4, Ng, B4} oldugundan. Lorentz kuvvetinin anti-simetri 6zellikleri

kullanildiginda ve normal uzayda tanimlanan metrik dikkate alindiginda buna ulasilabilir:
a =0, a, =eq, as=¢c¢

Burada ¢, ¢ = ¢(T,). B, sartin1 saglayacak sekilde manyetik egri ile birlikte keyfi bir

diizglin fonksiyondur. Benzer bir argiiman kullanilarak ¢(B4) = —cT4 — e3N, oldugu

da elde edilir.

Yukaridaki ispat1 daha ayrintilandirarak yazildiginda, oncelikle
d(Tq) = ksTq + kaNg + k3B

dir. Buradan

Ky = 9($(Ty), Tg) = 0

ke = g(¢(Tq):Nq) = _g(d)(Nq)'Tq) ~ _g(_equ + CBq'Tq)
= _[el(Tq :Tq )+ (_C)(Bq'Tq)] =€

ks =g(9(Tq),Bg) = g(#(Bg), Tg) = ¢
Olur. Bulunan bu degerler yerine yazildiginda
$(T,) = eiNg+cB,
denklemi elde edilir. Diger yandan
$(Bg) = miTqg + myNg + msB,
dir. Buradan

my = g((p(Bq)'Tq) =)= _g(¢(Tq)»Bq) = —g(€1Nq + CBq,Bq)
= —[e1(Ngq,Bg) + (—c)(Bg, Bg)] = —¢

m; = g((p(Tq):Nq) = _g(qb(Nq)') = _g(_equ + qu'Bq)
= _[el(Tq’Bq )+ (_63)(Bq’Bq)] =—e

ms = g((p(Bq)'Bq) =0
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bulunur. Bu degerler yerine yazilirsa
$(Bg) = —cT4 —e3N,
esitligi elde edilir.

Onerme 5.2.1. a ancak ve ancak asagidaki durumlarda siradan uzayda B manyetik

alaninin birim hizli yari-normal manyetik egrisidir:

$(B) = esTqg—cNy+e1Bg
Ispat: @, B manyetik alaninin birim hizli yari-normal manyetik egrisi olsun. Burada

¢(B) = B1Tq + BNy + B3B,
olarak alinir. ¢(B) = B X B ve B X B = 0 olmak Uzere;

¢(B) =0

bulunur. Dolayisiyla

¢(B1T4 + B2Ng+ 3By) =0
elde edilir. Denklem

B1¢(Tq) + B20(Ng) + B3p(Bg) =0

seklinde de yazilabilir. Yukarida elde ettigimiz esitlikler bu denklemde yerine

yazildiginda
B1(eiNg + cBgy) + B2(—eiTq + e3Bg) + B3(—cTy —e3Ny) =0
bulunur ve bu esitlik diizenlendiginde
Tq(—e1f2— Bsc) + Ng(e1ff1 — fze3) + Bg(Bic + f2e3) =0

elde edilir. Buradan S, = ez, B2 = —c ve 5 = ey bulunur. Bulunan bu degerler yerine

yazildiginda

$(B) = esTqg—cNy +e1B,
sonucuna varilarak ispat tamamlanmis olur.
5.3. Uzayda Yari-Binormal Manyetik Egriler

Tamim 5.3. a bir yay uzunlugu parametreli egri olsun ve B uzaydaki bir manyetik alan

olsun. Egrinin yari-binormal alani asagidaki
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¢(Bg) =B x By

Lorentz kuvvet denklemini karsiliyorsa egriye yar1 binormal manyetik egri ad1 verilir

(Korpinar ve Demirkol, 2018).

Onerme5.3. a uzayda yari ¢at1 elemanlart {Tq,Ng,Bg, 1,2, ez} ile B’nin yay uzunlugu
parametreli yari-binormal manyetik egrisi olsun. Daha sonra yar1 ¢atida B manyetik

alanimin Lorentz Kuvveti ¢ asagidaki gibi yazilir:
$(Tq) = cNg + e2B,
¢(Ny) = —cT, + e3B,
$(Bg) = —e.Tq—e3N,
Burada c = gb(Tq). N, , a egrisi ile birlikte diizgiin bir fonksiyondur.

Ispat: a uzayda yar1 cati elemanlar {Tq,Nq, Bg, €1, €2, €3} ile birlikte yay uzunlugu
parametrelenmis yari-binormal manyetik egri oldugunu varsayalim. Bu yar1 ¢ati
tanimindan agik¢a dogrudur ve Lorentz denklemi ¢(Bq) = —e;Tq — e3Ng. Aym

zamanda kanonik olarak da dogrudur.
d)(Tq) = aqu + aqu + ang

d(Ty) € span{Ty4, Ng,Bg} oldugundan. Lorentz kuvvetinin anti-simetri Gzellikleri

kullanilirsa ve normal uzayda tanimlanan metrik dikkate alinirsa buna ulasilabilir:
a; =0, a =¢, as = ez

Burada ¢, ¢ = ¢(Tq). N, sartin1 saglayacak sekilde manyetik egri ile birlikte keyfi bir
diizgtin fonksiyondur. Benzer bir argiiman kullanilarak ¢(Ng) = —cT4 + e3B, oldugu

da elde edilir.

Yukaridaki yapilan ispat ayrintilandirarak yazildiginda, oncelikle
¢(Ty) =7r:1T¢g + 12Ny +13By

seklinde ifade edilir. Denklemin bilinmeyenleri

ri = g(@(T), Ty =0

r2 = g(¢(Tq): Nq) = _g(¢(Nq)'Tq) =c
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r3 = g(¢(Tq)J Bq) = _g(d)(Bq)'Tq) = _g(_equ - e3Nq’Tq)
= —[—ex(Tq,Ty) —es(Ng, Ty)] = e

olarak bulunur. Bu degerler denklemde yerine yazilirsa
$(Tq) = cNg + e:B,
esitligi elde edilir. Benzer sekilde
P(Ng) = s1T4 + s2Ng + s3By
olarak ele alinir. Buradan

51=g(¢(Ng), Tg) = —g(¢(Tq),Ng) = —g(cNq + e2Bg, Ny)
= —[c(Ngq,Ng) +e2(Bg,Ng)] = —¢
s2 = g(¢(Ng),Ng) =0

S3 = g((;b(Nq)'Bq) = _g((p(Bq)»Nq) = _g(_equ —e3Ng, Nq)
= —[—ex(Tq,Ng) —e3(Ng,Ng)] = e3

bulunur. Bu degerler denklemde yerine yazilirsa
= qb(Nq) = —cT4 + e3B,
esitligine ulasilir.

Onerme 5.3.1. a ancak ve ancak asagidaki durumlarda uzayda B manyetik alaninin

birim hizli yari-binormal manyetik egrisidir:
$(B) = esTqg—e:Ng+ cBy

Ispat: @, B manyetik alaninin birim hizli yari-normal manyetik egrisi olsun. Burada
$(B) =yiTq+v2Ng +v3By

olarak ele alinabilir. (B) = B X B ve B X B = 0 olmak Uzere;

¢(B) =0

dir. Dolayisiyla
¢(V1Tq + VZNq + YSBq) =0

bulunur. Denklem diizenlendiginde

y1¢(Tq) + V2¢(Nq) + V3¢(Bq) =0
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elde edilir. Yukarida buldugumuz degerler bu denklemde yerine yazilirsa
Y1(cNg + e2Bg) +v2(—cTy + e3By) + y3(—exTg —e3Ng) =0
olur ve
Ty(—y2c —vy3ez) + Ny(yic — v3es) + By(y1e2+ v2e3) =0

elde edilir ve buradan y, = e3,y, = —e, Ve y3 = ¢ bulunur. Bulunan bu degerler yerine

yazildiginda
$(B) = esTqg—e:Ng+ cBy

sonucuna varilir ve ispat tamamlanmis olur.
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6. YARI MANYETIK EGRILERDE NORMALLESTIRME OPERATORU
6.1. Yar1-Hizh Manyetik Egrilerde Normallestirme Operatori

W = fT,+ gNg+ hB, vektor alanmi diisiinelim. Burada f,g ve h, W

tizerindeki diferansiyellenebilir fonksiyonlardir, W’nin tlirevi alinirsa
W'=f'Tg+ fTy+g'Ny+ gNg+ h'Bg + hBg
elde edilir. Serret-Frenet formdllerini yerlerine yazildiginda
W'=f'Tg+ f(esNg+e2Bg) + g'Ng + g(—eiTq + esBg) + h'By + h(—e,T,
—e3Ny)
bulunur. Denklem dizenlenirse
W' =Tu(f' —erg — exh) + Ny(fer + g’ — esh) + By(ezf +e3g +h')
elde edilir. Buradan W'nin birim hiz parametrelestirmesini sonsuza kadar korumak i¢in
f'—eig—eh=0
yani
f' =eig +ezh
alinmasi gerektigi gosterilir. Simdi her iki tarafin integralini alinirsa
f =J(eig +ezh) (6.1)

elde edilir. @ boyunca herhangi bir W vektor alani igin, her zaman bir teget terim
eklenebilir, dyle ki ortaya c¢ikan vektor alani yay uzunlugu parametrelendirmesini korur.

Bu amagla tanittigimiz dogrusal "normallestirme operatord™;
NW = (f(erg + e2h))T, + gN, + hB, (6.2)
olarak tamimlanir. Formiilii ¢p(N4) Lorentz kuvvetine uygulandigina, oncelikle
$(Ny) = —e;T4 + cBy

oldugu daha 6nce gosterilen denklemdeki degerler (6.1) esitliginde yerine yazilirsa

f=[0-e0

- [0
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elde edilir. Simdi (6.2) denklemini yukarida buldugumuz esitlikleri kullanarak yazilirsa

NW =N¢(Ny) = (—f(ezc)> T, + cB,

bulunur. Benzer sekilde
qb(Bq) = —eTg+cNg

esitligi (6.1) denklemine uygulandiginda

f= -0

- [

bulunur. O halde (6.2) denklemi yukaridaki esitlikleri esitliklerini kullanarak yazilirsa

NW =N¢(Bg) = (j(elc)> Ty+cN,
elde edilir.
6.2. Yari-Normal Manyetik Egrilerde Normallestirme Operatorii
Yari-normal manyetik egrilerde normallestirme operatdriinii bulmak i¢in dncelikle

W =¢(T,) =eiNg+cBy
vektor alanini ele alalim. Bu denklem (6.1) esitligine uygulanirsa
f= f(el)z — exC
elde edilir. O halde (6.2) denklemi yukarida ki esitlikler kullanilarak yazilsin, bdylece
NW =N¢(Ty) = (J(el)z — ezc> T,+eiNg+cBg
esitligine ulasilir. Benzer sekilde
$(By) = —cT,—e3N,
denklemi (6.1) esitligine uygulanirsa
f=- f (e1€3)

olarak bulunur. Boylece
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NW = No(B,) = (— f (eleg)) T, —esN,
esitligine ulasilir.
6.3. Yari-Binormal Manyetik Egrilerde Normallestirme Operatorii
Yari-binormal manyetik egrilerde normallestirme operatoriinii bulmak i¢in 6ncelikle
W =¢(Ty) =cNg + e;B,
vektor alanini ele alalim. Bu denklem (6.1) esitligine uygulanirsa
f= f(elc + (e2)?)
bulunur. O halde (6.2) denklemi yukaridaki esitlikler kullanilarak yazildiginda
NW = N¢(T,) = (j(elc + (e2)®))T, + cNgy + e;3B,
esitligine ulasilir. Benzer sekilde
$(Ng) = —cT4 + e3B,
denklemi (6.1) esitligine uygulanirsa
£= @+ e
olup
f = ezen

bulunur. (6.2) denklemi yukaridaki esitlikler kullanilarak yazildiginda

NW = N¢(Nq) = (f(8283))Tq + eng

esitligine ulasilir.
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7. YARI MANYETIK EGRILERDE YINELEME OPERATORU
Bu boéliimde, uzayda yari-manyetik egrilerin yineleme operatorlerini buluyoruz.
7.1. Yari-Hizh Manyetik Egrilerde Yineleme Operatoru
Oncelikle
$(Ny) = —esT4 + cBy
oldugu gosterildi. Bu denklemin tiirevi alinirsa
@'(Ng) = —(e1)Tg —e1(Ty)' + ¢'Bg + c(By)'

bulunur. Serret-Frenet formilleri yerlerine yazildiginda

¢'(Ng) = —(e1)'Tg —e1(esNg + e2By) + ¢'By + c(—e;Ty — esNy)
veya

¢'(Ng) = Tq(—(e1)' — e2¢) + Ng(—(e1)? — e3c) + By(—eqez +¢")
elde edilir. Bu esitligin her iki tarafinin T ile vektorel ¢arpimindan

Tgx¢'(Ng) = (—(er) —exx)(Tqg xTy) + (—(e)? - esc)(Ty X Ng) + (—eze;
+ )Ty X Bg)

olup
Tqgx¢'(Ny) = (—eiez+c")Ng + (—=(e)? - esc)By,

bulunur. Bu denklemin normallestirme operatoriini bulmak ig¢in (6.1) esitligini

kullanilsin
f = f(elg + eyh)
= J(el(—elez +¢") + ez(—(e1)? — es0))
= J((el)z(—Zez) + eic’ — ezesc)
bulunur. Yukarida bulunan esitlikler (7.1) denklemine uygulandiginda

—N(T X ¢'(Ny)) = (f (2e2e, — e’ + ezegc)) T, + (ese; — )Ny + (ef + e30) By,
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sonucuna ulasilir. Diger yandan

$(Bg) = —exTq—cNy

olarak bulunmustu. Bu denklemin tiirevi alinirsa
¢'(By) = —(e2)' Ty —ex(Ty) —c'Ng—c(Ng)'
esitligine ulasilir. Serret-Frenet formulleri yerlerine yazildiginda
@' (By) = —(e2)'Tg — ez(esNg + e2Bg) — ¢'Ny — c(—e Ty + e3By)
elde edilir. Buradan da
@'(Bg) = Tq(—(e2)' + cer) + Ny(—eqez — ') + By(—(e2)? — ces)
bulunur. Bu esitligin her iki tarafinin T ile vektorel ¢arpimindan

Tq X ¢,(Bq) = (—(ex)' + Cel)(Tq X Tq) + (—eiez — C,)((Tq X Nq) + (_(32)2
—ce3)(Ty X Bg)

olup
Ty X ¢'(Bg) = —(erez + ces)Ngy — (e + By,

bulunur. Bu denklemin normallestirme operatoriini bulmak icin (6.1) esitligini

kullanildiginda
f=[(eg+esh
= f(el(—(ez)2 —ce3) + ey(—ee; — "))
= - f(2e1e§ + ce.e; + c'ey)
elde edilir. Buldugumuz bu esitlikler (4.4) denklemine uygulanirsa
Rp(By) = (J (2e1e2 + cejes + c’ez)) T, + (ese2 + ces)Ng + (ef + ¢)B,

elde edilir.
7.2. Yar1-Normal Manyetik Egrilerde Yineleme Operatoru
¢(T,) = eiNg+cB,

olarak elde edildi. Bu denklemin tiirevi alinirsa
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¢'(Ty) = (e1)'Ng + e1(Ng)' + c'By + c(Bg)'
bulunur. Serret-Frenet formulleri yerlerine yazildiginda
@'(Ty) = (e1)'Ng + e1(—e1Tq + e3Bg) + ¢'By + c(—cT4 — esNy)
ve buradan
@'(Tg) = Tq(—(e1)* = c*) + Ng((er)' — ces3) + By(eses + ¢')
elde edilir. Bu esitligin her iki tarafinin T ile vektorel carpimindan

T, x (P,(Tq) = (—(e1)?* - CZ)(Tq XTg) + ((en)' — Ces)(Tq X Ng) + (ese3
+¢")(Tq x By)

bulunup
T,x ¢ (T,) = (e1e3+ )N, + (—ces + e])B,

elde edilir. Bu denklemin normallestirme operatorind bulmak icin (6.1) esitligi

kullanilirsa
£ =g +eah

= j(el(eleg +c") + ey(e] — cesz)
bulunur. Bulunan esitlikler (4.4) denklemine uygulandiginda

-V (T X ¢'(Tq)) = R¢(T,)

= (— f(el(ele3 +c¢') +ey(e] — ce3)> T,— (e'e®>+ )N,
+(ce3 — ell)Bq
olur. Benzer sekilde
$(By) = —cT,—e3N,
olarak bulundu. Bu denklemin tirevini alindiginda
@'(Bg) = —c'Tyg—c(Ty) — (e3)'Ng—e3(Ny)'

elde edilir. Burada Serret-Frenet formlleri yerlerine yazilirsa

¢'(Bg) = —(c)'Tg — c(esNg + e2By) — (e3)' Ny — es(—e T4 + esBy)
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olarak bulunur ve denklem diizenlendiginde
¢'(By) = Tg(—c' + e1es) + Ny(—ce1 — (e3)") + By(—cez — (e3)?)
esitligi olusur. Bu esitligin her iki tarafinin T ile vektorel ¢carpimindan
Tyx¢'(Bg) = (—c' +e1e3)(Tg xTg) + (—ce1— (e3))(Tq x Ny)
+(—cez — (e3)*)(Tq x By)
elde edilir. Buradan
Ty x ¢'(Bg) = (—ce; — e5)Ny + (—ce; — e3)B,

olur. Bu denklemin normallestirme operatdriinii bulmak i¢in (6.1) esitligini kullanilirsa
£ = (eg+esh
=— f(el(cez + (e3)*) + ey(cey + (e3)")

_ ('I-(Zcelez + efe; + ezeg))

Bulunur. Yukarida bulunan esitlikler (4.4) denkleminde yerine yazilirsa
Rp(By) = (j (2ceqe; + e2es + eze§)> T, + (cez+e3)Ng + (ces + e3)B,

elde edilir.
7.3. Yari-Binormal Manyetik Egrilerde Yineleme Operatoru
$(Ty) =cNy+e2B,
olarak elde edildi. Bu denklemin tiirevi alindiginda
@'(Ty) =c'Ng+c(Ng)' + (e2)'By + e2(Bg)’
bulunur. Burada Serret-Frenet formdallerini yerlerine yazilirsa
@'(Tg) = (c)'Ng + c(—e1Tq + esBy) + (e2)' By + e2(—exTq — esNy)
esitligi elde edilir ve bu esitlik diizenlendiginde
@'(Ty) = Ty(—eic — (e2)*) + Ny(c' — eze3) + By(esc + (e2)")
olarak bulunur. Bu esitligin her iki tarafinin T ile vektorel ¢arpimindan

Tq X ¢,(Bq) = (—€1C - (82)2)(Tq X Tq) + (C, - 3263)(Tq X Nq)
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+(33C + (ez),)(Tq X Bq)
elde edilir. Buradan
Tqx ¢'(Bg) = (esc +ex)Ng + (—eze3+ ¢')By

bulunur. Bu denklemin normallestirme operatoriinii bulmak igin (6.1) esitligini

kullanilirsa
f= f(elg + ezh)
= (f ei(esc +e;) + ex(c’ — 6233))
bulunur. Bulunan bu esitlikler (4.4) denklemine uygulalanirsa
RP(T,) = —N(T x ¢'(Ty))
= (—j- ei(esc+ey) + ex(c’ — eze3)) T, — (esc +e3)N,
+(eze3 — c)By
elde edilir. Diger yandan
$(Ny) = —cT4 + e3B,
oldugu gosterildi. Bu esitligin tlrevi alinirsa
¢'(Ng) = —(c)'Tqg —c(Ty)" + (e3)'Bg + e3(Bg)’
elde edilir. Bu denklemde Serret-Frenet formullerini yerlerine yazilirsa
¢'(Ng) = —(c)'Tq —c(esNg + e2'Bg) + (e3)' By + e3(—exTq — e3Ng)

bulunur. Denklem diizenlendiginde

@'(Ng) = Ty(—c' — eze3) + Ny(—cey — (e3)?) + By(—cez + (e3)")
olarak elde edilir. Bu esitligin her iki tarafinin T ile vektdrel carpimindan

Ty X ¢'(Ng) = (—c' —eze3)(Tq X Tg) + (—ces — (e3)>)(Tq X Ny)

+(—cez + (e3)")(Tq x By)

olur. Buradan

Ty % ¢'(Ng) = (—ce; + e5)N, — (ces + e3)B,,
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bulunur. Bu denklemin normallestirme operatoriinii bulmak ig¢in (6.1) esitligi

kullanildiginda
f=[(erg+eam
= f(el(—cez + (e3) + e2((—cer — (e3)?)
= — f(Zelezc — eje; + eqe?)
bulunur. Yukarida buldugumuz bu esitlikler (4.4) denklemine uygulanirsa
RP(Ny) = (f (2e,e;,c — eje; + eze32)> T, + (cez—e3)Ng + (ces + e3)B,

elde edilir.
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8. YARI MANYETIK EGRILERIN ENERJiSi

Bu boliimde siradan uzayda verilen manyetik alanla iliskili yart manyetik egrilerin
enerjisi arastirilacaktir. Manyetik egrilerin hizlar1 sabit oldugu i¢in kinetik enerjilerinin

sabit oldugu da bilinen bir 6zelligidir.

Tamm 8: (R, ) ve (R*,~") iki Riemann manifoldu olsun. O halde ttrevlenebilir bir

haritanin enerjisi : (R, 4) — (R*, 4") su sekilde tanimlanabilir:

1 *
energy(r):- [, Xa=1 A" (df (e0), df (ea)) v
burada {e,} teget uzayin yerel tabanidir ve v, R’deki kanonik hacim formudur.

Oneri 8: Baglant1 haritas1 Q:T(T'M) —» T'M olsun. Daha sonra asagidaki iki kosul
gecerlidir.

(i) coQ =codc ve coQ =co¢ burada ¢&:T(T'M)—>T'M teget demet
projeksiyonudur.

(i) o€TMveg:M — T'M boélimleri igin
Q(ds(0)) = Vo
sahibiz. V burada Levi-Civita kovaryant tirevidir.
Tamm 8.1: 0y, 0, € T.(T'M) diyelim ve tanimlayalim
hs(01,02) = dc(o1).dc(oz) + Q(01).Q(02)

Bu TM iizerinde bir Riemann metrigi verir. Bilindigi gibi hy, c: T'M — M projeksiyonunu

ayni1 zamanda Riemann batmasi da yapan Sasaki metrigi olarak adlandirilmaktadir.

Teorem 8: B'nin siradan wizaydaki iligkili manyetik alandaki a birim hizina benzer
manyetik egrilere karsilik gelecek sekilde hareket eden yiiklii bir pargacik oldugunu

varsayalim.

mYari-hizli bir manyetik egri durumunda, bir manyetik vektor alanindaki parcacigin

enerjisi
energy(Br,) = %f;(l + (c")? + (e1(c — e3) — e3)* + (e2(c — e3) — e1)?)ds

Burada ¢ = qb(Nq).Bq egrisi boyunca
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®m Yari-normal bir manyetik egri durumunda, bir manyetik vektor alanindaki parcacigin
enerjisi

energy(By,) = %fos(l + () + (ea(c —ex) + e5)* + (e3(—c + e3) + e{)?)ds
Burada ¢ = qb(Tq).Bq egrisi boyunca

B Yari-binormal bir manyetik egri durumunda, bir manyetik vektor alanindaki parcacigin

enerjisi
energy(Bg,) = %fos(l +(c)? + (—ez(c —e1) +e3)* + (es(c + 1) + e3)*)ds
Burada ¢ = ¢(Tq). N, egrisi boyunca

Kanit: a, siradan uzaydaki B manyetik alanin yari-hizli bir manyetik egrisi olsun. Tanim

(8) ve Oneri (8)’den su sonug elde edilir.

energy(Br,) = % fo ) hg (dB(Tq), dB(Tq))
Sasaki metriginin tanimi da kullanilarak, ayn1 zamanda
hs (dB(T,), dB(T,)) = de(B(T,). de(B(T,) + Q(B(T,). Q(B(T,)
T bir kesit oldugundan, elde edilir.
d(c)od(B) = d(coB) = d(id;) = idy¢
ustelik aciktir ki
Q(B(Tq)) = VTqB = (C’)Tq + (e1(c —e3) — eﬁ)Nq + (ex(c —e3) — e{)Bq
boylece yari ¢atin1 tanimindan asagidaki ifadeyi buluyoruz:
hs (dB(T), dB(T,)) = TqTq + V7, B.V5,B =1+ (c')? + (er(c — e5) —e))? +
(e2(c —e3) —eg)? (8.1)

Benzer adimlar izlendiginde ispatin geri kalani hesaplanir. Oncelikle $(Tq) (8.1)

denklemi kullanilarak yazilirsa
hs(dp(Ty), d(Tq)) = TqTq + V1, d(Tq). V1, ¢(Tg) (8.2)
elde edilir. Benzer sekilde ¢(N,) icin

hs(dp(Ng),dp(Ng)) = Ng.Ng + V7, ¢(Ng).Vr,(Ng) (8.3)



esitligi yazilir. Son olarak ¢ (B;) yukaridaki denklem kullanilarak yazilirsa

hs(dp(By),d$(By)) = BqBq + Vr,6(Bg)-Vr,$(By)
bulunur.
8.1. Yari-Hizh Manyetik Egrilerin Enerjisi
$(Ny) = —e T4 + cBy
esitligi 6nceki bolimlerde gosterildi.
Vr,@¢(Ng) = —e;Tq —eiTg + c'By + cBy

olarak elde edilir. Bu esitlik

Vr,¢(Ng) = —e;Tq — ei(eaNg + e2Bg) + ¢'By + c(—e2Ty — e3Ny)
olarak da yazilir. Denklem diizenlendiginde

Vi, 0(Ng) = Tg(—e1 — exc) + Ny(—ef — esc) + By(—esez +¢')

elde edilir. Bulunan bu esitlikler (8.3) denkleminde yerine yazilirsa

hs(dp(Ny), dp(N,)) = 1+ (ef + e20)? + (e + e3¢)? + (¢’ — e1e3)?
esitligi bulunur. Buradan

1 (s
= energy(¢(N,)) = EJO 1+ (ef +e20)? + (€2 + e3c)? + (' — e1e2)?
olarak elde edilir. Benzer sekilde
d(By) = —exTqg—cN,
esitligi gosterildi.
V5, ¢(By) = —e;Tq — exTq — ¢'Ng —cNg

olarak elde edilir. Bu esitlik

Vr,¢(Bg) = —e;Tq — ex(eaNg + e:Bg) — c'Ng — c(—eiTg + e3B,)
olarak da yazilir. Denklem diizenlendiginde

Vi, (Bg) = Ty(—e; + cer) + Ny(—ese; — ') + By(—ef — esc)

elde edilir. Bulunan bu esitlikler (8.4) denkleminde yerine yazilirsa
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Vi, d(By) =1+ (—ez + ce)® + (erez + ¢')* + (eF + e3c)?

esitligi bulunur. Buradan

1

S
energy(¢(B,)) = Ef 1+ (—ey +ce)? + (erez + c')* + (e2 + esc)?
0

olarak elde edilir. Yari-hizli bir manyetik egri durumunda, bir manyetik vektor alanindaki

parcacigin enerjisi i¢in oncelilkle
BTq =Ty —exNy+e1By
denklemi daha 6nce elde edildi. Buradan
Vi, B =cTy+cTy—e;Ng—exNy+e1By + e:By
olarak bulunur. Bu denklemde esitlikler yerine yazildiginda
Vr,B=cTy+c(eiNg+ e:By) —e3Ng — ex(—eiTy + e3By) + e1By + ei(—e.Ty
—e3Ng)

elde edilir. Bu denklem duizenlenirse

VTqB =Tq(c’ +eie; —eie3) + Ng(cer — e; — ere3) + By(ce; — ezes + eg)
bulunur. Biraz daha duzenlenirse

Vr,B =Tq(c") + Ny(er(c —e3) — e;) + By(ez(c —e3) +e;)

elde edilir. Bulunan bu esitlikler (8.1) denkleminde yerine yazilirsa

TqTq+Vy,B.Vr,B=1+(c")?+ (es(c —e3) —e3)* + (ez(c — e3) + e1)?

esitligi bulunur. Buradan

1 S
energy (qu) = EJ 14 (c)?+ (es(c —e3) —e5)* + (ex(c —e3) +e1)”
0

olarak elde edilir.

8.2. Yar1-Normal Manyetik Egrilerin Enerjisi
¢(T,) =eiNg+cB,

oldugu biliniyor. Buradan

Vr,#(Tq) = eiNg + esNg + c'By + cBy
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olarak elde edilir. Bu esitlik
Vqu,’)(T —*q) =e;Ng +ei(—eiTq +e3By) + ¢'By + c(—exTq —e3Ny)
olarak bulunur. Denklemi duzenlenirse
Vqu)(Tq) = Ty(—ef —ez¢) + Ny(e — e3c) + By(eres + ¢')
elde edilir. Bulunan bu esitlikler (8.2) denkleminde yerine yazilirsa
hs(dp(Ty), dp(Ty)) = 1+ (e + e20)? + (ef — e30)? + (e1e3 + ¢')?

esitligi bulunur. Buradan

N

energy(¢(T,)) = %f 1+ (e? + e;0)? + (e — esc)? + (eres + ¢')?
0
olarak elde edilir. Ayn1 sekilde
¢(Bg) = —cT4 —e3N,
esitligi gosterildi.
Vi, @(By) = —c'Tqg — cTyq — e3Ng — e3Ng
olarak bulunur. Bu esitlik
Vqub(Bq) = —c'Tg—c(eiNg + e2By) —e3Ng — es(—eiT4 + e3By)
olarak yazilir. Denklemi diizenlenirse
Vi, (By) = Ty(—c' + e1e3) + Ny(—ces — e3) + By(—ce; — €3)
elde edilir. Bulunan bu esitlikler (8.4) denkleminde yerine yazilirsa
hs(dp(By), dp(By)) = 1+ (—c' + e1e3)® + (ceq + e5)* + (ce, + €2)?

esitligi bulunur. Buradan

ener ( B —l 51 —c' 2 N2 242
gy(( q)) =3 + (—c’ + e1e3)” + (cey + e3)” + (cez + e3)
0

olarak bulunur. Yari-normal bir manyetik egri durumunda, bir manyetik vektor alanindaki
parcacigin enerjisi i¢in Oncelilkle

BNq =e3Ty—cNy+e1B,

denklemi daha 6nce elde edildi. Buradan
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Vn,B =e3Tq+esTy—c'Nyg—cNy+eBy+eiBy
olarak bulunur. Bu denklemde esitlikler yerine yazildiginda

Vy,B = e3Ty + es(eaNg + e:By) — c'Ny — c(—eaTy + e3By) + e1By + ei(—e:Ty
—e3Ny)
elde edilir. Bu denklem duizenlenirse
Vy,B = Ty(es + ce; — ese;) + Ng(eres — ¢’ — eses) + Bg(ezes — ces + eg)
bulunur. Biraz daha duzenlenirse
Vy,B =Ty(ei(c —ez) +e3) + Ny(—c') + Bg(es(ez — ¢) +e9)
elde edilir. Bulunan bu esitlikler (8.1) denkleminde yerine yazilirsa
NgNg+Vy,B.VyB=1+ (c)? + (es(c — ex) + e3)* + (es(ez — ¢) + e))?

esitligi bulunur. Buradan

energy (BNq) = %j:l + (c')? + (e1(c — ez) + e3)* + (es(ez — ¢) + e;)?
olarak bulunur.
8.3. Yari-Binormal Manyetik Egrilerin Enerjisi
$(Tq) = cNg + e2B,
esitligi daha dnce gosterildi.
Vr,®(Tq) = ¢'Ng + cNg + e;Bg + e;Bg

olarak elde edilir. Bu esitlik

Vqub(Tq) ='Ng+c(—eiTq +esBy) + e;By + ex(—e;Ty — esNy)
seklinde de yazilir. Denklem diizenlenirse

Vqub(Tq) = Ty(—ces—e3) + Ny(c' — eze3) + By(ces + e3)

elde edilir. Bulunan bu esitlikler (8.2) denkleminde yerine yazilirsa

hs(dp(T,), dp(Ty)) = 1+ (cer+ e2) + (¢’ — eze3)* + (ces + €5)”

esitligi bulunur. Buradan
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N

1
energy(¢(Tq)) = Ef 1+ (ceys+e2)+ (c' —eze3)® + (ces + ey)?
0

olarak elde edilir. Benzer sekilde
$(Ny) = —cT4 + e3B,
esitligi 6nceki bélimlerde gosterildi.
Vr,¢(Ng) = —c'Tq — cTy + e3B, + e3By

olarak elde edilir. Bu esitlik

Vr,¢(Ng) = —c'Tq—c(e1Ng + e:B,) + e3By + es(—e.Ty — e3Ng)
seklinde de yazilir. Denklem diizenlendiginde

Vi, d(Ng) = Ty(—c' —ezes) + Ny(—ces — ef) + By(e; — cez)

elde edilir. Bulunan bu esitlikler (8.3) denkleminde yerine yazilirsa

hs(dp(Ng), dp(Ny)) = 1+ (¢’ + eze3)* + (cer + €3)* + (e — cez)?

denklemi bulunur. Buradan

1 S
energy(¢p(Ny)) = Ef 14 (¢’ + ezes)* + (ceq + e2)* + (e5 — cey)?
0
olarak elde edilir. Yari-binormal bir manyetik egri durumunda, bir manyetik vektor
alanindaki pargacigin enerjisi i¢in Oncelilkle
'BBq =e3Tg—e;Ny+cB,
denklemini daha 6nce elde etmistik.
Vs, B =e3Ty+esTqg—e;Ng—exNg+ By + cBy
olarak bulunur. Bu denklemde esitlikler yerine yazilirsa
Vg, B = e3Tq +es(eiNg + e:By) — e;Ng — ex(—esTg + e3Bg) + ¢'Bg + c(—e.Ty
- equ)
olur. Bu denklem duzenlenirse
Vg, B = Ty(ez(e1—c) +e3) + Ny(es(er —c) —e3) + By(c)

elde edilir. Bulunan bu esitlikler (8.1) denkleminde yerine yazilirsa



ByB,+ V5, B.VpB=1+(c)?+ (ez(ex—c) +e3)’+ (es(ex—c) —e3)?
esitligi bulunur. Buradan
1 S
energy (BBq) = Ef 14+ (c)? + (e2(e1—¢c) +e3)* + (es(er —¢) —ey)?
0

olarak bulunur.

8.1.1. Yari-Hizh Manyetik Egrilerde Normallestirme Operatoriiniin Enerjisi
No(Ng)=NW = (f (ezc)> T, + cB,
olarak elde edilmisti. Bu denklemin tiirevi alinirsa
(VW) = (—ezc)Tq — (f (ezc)) T, +c'Bg + cBy
esitligi olusur. Daha 6nce elde edilen esitlikler bu denklemde yerine yazilirsa
(WW)' = (—ex0)Ty — (f (ezc)) (e1Ng + e2Bg) + c'Bg + c(—e;Tq — esNy)
elde edilir. Denklem dizenlenirse

(NW)" =T4(—2ezc) — N, ((f (ezc)) e, + 63C> - B, <<f (ezc)> e, — c')

bulunur. Bulunan bu degerler (8.1) denkleminde yerine yazilirsa

Ng-Ng+ V7 N$(Ng)- Vi, No(Ny)

=1+ (2e?c)* + <(f(ezc)> e, + 63C>2 + <(f (ezc)) e, — c’>2

esitligi bulunur. Buradan
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energy(]\fgb(Nq)) = %f (1 + (2e20)? + ((J(e?c))er + e?’c)2 + ((J(e?c)e? -
0

N2
)’
olarak bulunur. Benzer sekilde

No(By) = NW = (f (elc)) T,+cN,

olarak elde edildi. Bu denklemin tiirevini alinirsa



(VW) = (e10)Ty + (f(elc)> Ty +c'Ny+cNg
esitligi olusur. Daha once elde edilen esitlikler bu denklemde yerine yazilirsa
(VW) = (e10)T4 + (f (elc)) (e1Ng +e2By) + c'Ng + c(—e Ty + esBg)

elde edilir. Denklem diizenlenirse

(WW)' =T,(eic —eic) + N, ((f (elc)) el + c’) + B, ((f (elc)> e, + ceg>

bulunur. Bulunan bu degerler (8.1) denkleminde yerine yazilirsa

By. By + Vr N¢(Bg)-Vr,Np(By)

. <(f(e16)) el + C'>2 + ((f (elc)) e, + ce3>2

esitligi bulunur. Buradan

energy(]\fq,’)(Bq)) = %]OS (1 + ((J(er))es + c’)2 + ((J(er)esr + Ce3)2)

olarak elde edilir.

8.2.1. Yari-Normal Manyetik Egrilerde Normallestirme Operatdrinin Enerjisi
Ng(T,) =NW = (f (e? - ezc)) T, +eiN, +cB,
olarak elde edildi. Bu denklemin tlirevi alinirsa
VWY’ = (e} = x0T + j (7 = €0) | Ty + elN, + 1Ny + B, + cB,
esitligi olusur. Daha once elde edilen esitlikler bu denklemde yerine yazilirsa
(WW)' = (ef —e20)T, + (f (e? — ezc)) (eiNg +e2B,) + 1N,
+ei(—eiTq + esBy) + c'By + c(—e;:Tq —e3Ny)

elde edilir. Denklem diizenlenirse

(WW) =Ty(ef —e,c—e? —ezc) + N, ((f(elz - ezc)) e;+e — ce3>

44
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+B, <(f (e? — ezc)) e, + ee3 + c’)

bulunur. Bulunan bu degerler (8.1) denkleminde yerine yazilirsa

2
TyTq+ Vi, No(Tq) Vi, Np(Tq) = 1+ (2e20)* + ((f (e — ezc)> ei+ej — ce3>

+ <(f (e? — ezc)) e, +ejes + c’>2

esitligi bulunur. Buradan
1 s 2
energy(NdJ(Tq)) = Ef (1 + (2e20)* + ((J(e2 — ex0))er + e — ce3)” +
0

((f (e = eac))ez + eres +¢)°)

olarak bulunur. Benzer sekilde
N¢(By) =NW = (— f (e1e3)> T, — esN,
olarak elde edildi. Bu denklemin tirevi alindiginda
WW)' = (—eren)Ty + (- j (e165) ) Ty — 4N — €N,
esitligi olusur. Daha once elde edilen esitlikler bu denklemde yerine yazilirsa
(WW)' = (—eses)Ty — (j (ele3)> (e1Ng4 + e;By) — e3Ny — es(—e Ty + e3By)
elde edilir. Denklem dizenlenirse

(WW)' =T,(eie5 —eie3) — Ny ((f (e1eg)> e;+ e§> - B, <(f (6183)) e, + e32>

bulunur. Bulunan bu degerler (8.1) denkleminde yerine yazilirsa

By. By + Vr N¢(Bg)- Vi, Np(By)

14 ((f (9163)) oo+ eé)z + ((f (eleg)) e, + 332>z

esitligi bulunur. Buradan
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energy(]\fq,’)(Bq)) = %j: (1 +(((eres))er +eb) + ([ (eres))er + e%)z)

olarak elde edilir.

8.3.1. Yani-Binormal Manyetik Egrilerde Normallestirme Operatoriiniin Enerjisi
Ng(T,) =NW = (f(elc + e%)) T,+cNg+e:B,
olarak elde edildi. Bu denklemin tiirevi alindiginda
(WNW)' = (esc+e3)T, + (f(elc + 622)) Ty + c'Ng+cNy+e;B, + e;By
esitligi olugur. Daha 6nce elde ettigimiz esitlikler bu denklemde yerine yazilirsa

(WW)' = (esc + e5)Ty + (j (eic + ezz)) (eiNg + e2By) + c'N,,
+ c(—equ + eng) +e;By + ez(—equ — e3Nq)

elde edilir. Denklem diizenlenirse

(WW)' =Tg(eic+ef —eic—ei) + N, ((J(elc + ezz)> e +c — 6233)

+ B, ((f(elc + e%)) e, + ces + eé)

bulunur. Bulunan bu degerler (8.1) denkleminde yerine yazilirsa

Tg-Tq+ Ve, No(Tq) Vi, Np(Ty)

=1+ <<f(€1C + ezz)> e, +c — 92€3>2 + <(f (eic + ezz)> e, + ces + eé>2

esitligi bulunur. Buradan
1 (° 2
energy (Nd)(Tq)) = Ef (1 + ((J(erc+e2)es + ¢’ —eze3)” + ((f(elc +
0

2
e2))e, + ces + eé) )

olarak bulunur. Benzer sekilde

No(Ng) =NW = ( f (ezeg)) T, + e3B,

olarak elde edildi. Bu denklemin tiirevi alinirsa
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(NW)' = (eze3)Tq + (f (3233)> T, +e3B, + esBy
esitligi olusur. Daha once elde edilen esitlikler bu denklemde yerine yazilirsa
(WW)" = (eze3)Tq + (f (ezeg)) (equ + equ) +e3B, + eg(—equ — e3Nq)

elde edilir. Denklem diizenlenirse

(WW)' =T,(eze5 — eze3) + Ny ((f (eze3)> e, — e§> + B, <(f (9293)> e, + eé)

bulunur. Bulunan bu degerler (8.1) denkleminde yerine yazilirsa

Ng-Ng+Vr, No(Ng). Vi, Np(Ng)

—1+ (( [ esen)es- eé)z + <( Je)en- e32>2

esitligi bulunur. Buradan

energy(]\fq’)(Nq)) = %fos (1 + ((J(eze3))er — eg?)z + ((J(eze3))er — e%)z)

Olarak bulunur.

8.1.2. Yar1-Hizh Manyetik Egrilerde Yineleme Operatorunin Enerjisi
RPp(Ng) = (f (2e?e, — e’ + ezegc)) Tq+ (ere2— )Ny + (e? + esc)B,
olarak elde edildi. Bu denklemin tiirevini alinirsa

(R¢(Nq ) = (281282 - elcl + 8263C)Tq + (I(Zefez - elcl + 8263C))T:1

+ (ejez +ese; — )Ny + (ere; — ¢ )Ny + (2e1e; + esc + esc’)B,

+ (e7 + e30)By
esitligi olusur. Daha 6nce elde edilen esitlikler bu denklemde yerine yazilirsa
!
(qub(Nq)) = (2efe; —eic’ + eze50)T,
+ (f (2e2e, —ec' + eze3c)) (equ + equ) + (ejez + ese; — )N,

+ (e1e; — c’)(—equ + e3Bq) + (2e1e1 + e3c +e3c’)By

+ (e? + egc)(—equ - equ)



denklem duzenlenirse
(qu(Nq)), =N, <<f (2e2e, — eic’ + ezegc)) e1+ (eje; + eey — ¢
— (efes + efc))
+ B, ((f (2e?e, —eic’ + 3283C)) ez + (2e1e] + esc + esc’)

+ (e1e263 — C’es)>

bulunur. Bulunan bu degerler (8.1) denkleminde yerine yazilirsa

Ng.Ng+Vr, Rp(N,). V7, Rp(N,)
= 1

+ ((f(26f92 —eic' + ezezc)) e1+ (ejez + ere; — "

2
— (efes + e32c)>

esitligi bulunur. Buradan
1 S
(Rp(N,)) = Ejo (1
+ ((f (2e?e, — e’ + ezegc)) e, + (eje; +eje; —c”
2
— (efes + e32c)>
+ ((J (2eie, — e’ + ezegc)) e, + (2e1e] + eic + esc’)

2
+ (eiez63 — C’es)> )

olarak elde edilir. Ayn1 sekilde
RPp(Bg) = (f (2e1e2 + cejes + C'ez)) T, + (erex + ces)Ng + (e? + c')B,

olarak elde edildi. Bu denklemin tiirevi alinirsa
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(qu(Nq)), = (2e1e% + cejez + c'ex)Ty + (f (2e.e? + cese; + c’e2)> T,
+ (ej1e; + e1e; + c'es + ce3)Ng + (eqez + ces) Ng + (2eq1e1 + ¢"')By
+ (ef + By
esitligi olusur. Daha 6nce elde ettigimiz esitlikler bu denklemde yerine yazilirsa
(qu(Nq)), = (2e1e% + cesez + c'ex)T,,

+ (f (2e.e2 + cejes + c’ez)) (equ + equ)

+ (eje; + eqey + c'es + cel)Ny + (ese; + ces)(—eiTy + e3B,)

+ (2e1e1 + "By + (e + ') (—e.T, — e3N,)

denklem duzenlenirse

(Rgb(Nq)), =N, <(f (2e,e2 + cejes + c'ez)) e, + (eje; + eje; + c'es + cel)
— (efes + c'e3)>
+ B, ((f (2e.e3 + cejes + c’ez)> e, + (2e1e; + ¢")

+ (e1eze5 + ce§)>

bulunur. Bulunan bu degerler (8.1) denkleminde yerine yazilirsa

B,.By + Vr,Rp(By). Vi, R$(Bg)
=1

+ ((J (2e.e2 + ceies + c’e2)> e + (eje, + ejey + c'es + ce})

2
— (e?e5 + c’e3)>
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2
+ ((J (2e.e2 + cejes + c’e2)> e; + (2ere] + ') + (ereze5 + ce§)>

esitligi bulunur. Buradan
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energy (R(],')(Bq))

1 S
=— 1

2,
+ ((f (2e,e2 + cejes + c’e2)> e;+ (eje, + eje; + c'es + ce})

2

— (efes + c'eg)>
+ ((f (2e1e2 + cejes + c’ez)> e, + (2e1e] + ¢

2
+ (e1eze5 + ce§)> )

olarak elde edilir.
8.2.2. Yari-Normal Manyetik Egrilerde Yineleme Operatorinin Enerjisi
Rp(Ty) = (— j(el(ele3 +c') +ey(e] — ce3)> T, — (eses + )N, + (ces — e)B,
olarak elde edildi. Bu denklemin tiirevi alinirsa
(qub(Tq))’ = —(es(eses + ¢') + ez(e] — ce3)T,
+ <— f(el(e1e3 +c') + ey(e] — ce3)> T, — (ejes +eie3 +c")N,
— (e1es+ )Ny + (c'es + ce; — e )By + (ce3 — e1) By
esitligi olusur. Daha once elde edilen esitlikler bu denklemde yerine yazilirsa
(qub(Tq))’ = —(es(eses + ¢') + ez(e] — ce3)T,

+ <— f(e1(e1eg +¢) +exle; — C93)> (e1Ng + e2By)

— (ejez +ese; + c”")Ny — (ere3 + c’)(—equ + eng)

+ (c'es + ce3 — ey )By + (ce; — e{)(—equ — equ)

denklem diizenlenirse



o1

(qu(Tq)), =N, ((— f(el(eleg + ')+ ey(e] — ceg)> e;— (ejes +eses +¢'")
o)
+ B, ((— f(€1(€183 + ")+ ex(e; — ceg)> e, + (c'es+ ces —e7')

— (e1e2 + c'eg)>
bulunur. Bulunan bu degerler (8.1) denkleminde yerine yazilirsa

Tq-Tq + V7, R$(Tq)-Vr,RH(Tq)
=1

— ((f (e1(eres + ¢') + ezx(e; — ce3)> e, + (ejez+ejes+c¢')
2

+ (ce2 — e{e3)>

— ((f (e1(e1ez+ ') + ex(e; — ce3)> e;— (c'es + cez —e;)

2
+ (ere2 + C’63)>
olarak bulunur. Buradan

energy (Rgb(Tq))
1 S
:§L<1
— ((f (e1(erez+ ') + ex(e; — ce3)> e1+ (ejez +eje;+c¢)
2
+ (ces — e{e3)>

- ((J (e1(eres + ') + ezx(e] — ceg)> e;— (c'es +ce; —e;)

2
+ (ere2 + c’e3)) )

olarak elde edilir. Benzer sekilde



RP(B,) = (f (2ceqe; + e2eq + eze§)> T, + (cez + e3)N, + (ces + e3)B,
olarak elde edilmisti. Bu denklemin tiirevi alinirsa

(Rq,')(Bq))’ = ((2ceqe2 + eZes + ezeé))Tq + (f (2ceqe; + e2e, + eze§)> T,

+ (c'ez + cey + 2e3e3)Ny + (cez + e3)Ny + (ceq + e3)

+ (c'e1 +e; +e3)By + (ce;s + e3)By

esitligi olugur. Daha 6nce elde ettigimiz esitlikler bu denklemde yerine yazilirsa
(Rd)(Bq)) = ((2ceqe2 + eZes + ezeé))Tq

+ (f (2ceie; + eZe; + ezeg)) (esNg4 + e2B,)

+ (c'ez + ce; + 2e3e3)Ng + (cez + e32)(—equ + e3Bq)

+ +(c'e; + ce; +e3)Bg + (ces + eé)(—equ — e3Nq)

denklem duzenlenirse

(R(],’)(Bq))l =N, <<f (2ce,e; + eze; + eze§)> e1 + (c'e; + cejy + 2eses)
— (ceiez + eseé)>
+ B, ((f (2ceqe; + e2eq + e2e§)> e;+ (c'e; +ce; +¢€f)

+ (cezes + e§’)>

bulunur. Bulunan bu degerler (8.1) denkleminde yerine yazilirsa
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By B, + V1, RH(B,). V1, RH(B,)
=1

+ ((f (2ceqe; + e2eq + eze§)> e1+ (c'e; + cej + 2ezey)
2

— (ceqies3 + ege§)>

+ ((f (2ceie; + e2e; + eze§)> ex+ (c'eg +ce; +ei)

2
+ (cezes + e§)>
olarak bulunur. Buradan

energy (R(j)(Bq))
1 S
== (1
),
+ ((f (2ceqe; + e2eq + eze§)> e, + (c'e; + cey + 2ezes)
2
— (66183 + egeé)>

+ ((f (2ceqe; + e2eq + eze§)> ez + (c'es + ce; + e3)

2
+ (cezes + e§’)> >

olarak elde edilir.

8.3.2. Yari-Binormal Manyetik Egrilerde Yineleme Operatorinin Enerjisi
RP(Ty) = (—f ei(esc+e3) +ex(c’ — 6293)) T, — (esc +e;)Ny + (eze5 — c')B,

olarak elde edildi. Bu denklemin tiirevi alinirsa

(Rd)(Tq)), = —(el(egc +e5) +ex(c’ — eze3))Tq

+ (— J ei(esc +e3) + ey(c’ — ezeg)) Ty — (esc +esc’ +e; )N,

— (esc + ez)Ng + (eze3 + eze3 — ¢'")By + (eze3 — c')By
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esitligi olusur. Daha once elde ettigimiz esitlikler bu denklemde yerine yazilirsa
(R(],')(Tq)) = —(el(egc +e5) +ex(c’ — ezeg))Tq

+ (— f ei(esc +ey) +ex(c’ — ezeg)) (equ + equ)

— (efc + esc’ + ey )Ny — (esc + e5)(—esTy + e3By)

+ (ehes + eze5 — ")By + (eze3 — ') (—e2T, — e3N,)

denklem duzenlenirse

(Rgb(Tq)), = Ng4 ((— f ei(esc+e3) +ex(c’ — eze3)) e; — (esc +esc’ +e3)
— (eze2 — c’e3)>
+ B, ((— f ei(esc+ej) +ex(c’ — eze3)) e, + (eges + eze; — ¢’
G 9593)>

bulunur. Bulunan bu degerler (8.1) denkleminde yerine yazilirsa

Ty Tq+ Vr,RH(Tq) V1, RH(T,)
=1

+ ((f ei(esc +e3) + ex(c’ — 9263)) e; + (esc +esc’ +e3)
2

+ (eze2 — C’63)>

- ((J 61(83C + eé) + ez(CI — 6283)) €y — (eéeg + ezeé - C”

2
+ (e3¢ — e§e3)>

olarak elde edilir. Buradan
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energy (R(],')(Tq))

1 S
== (1

L
+ ((f ei(esc +ey) + ex(c’ — ezeg)) e; + (ezc +esc’ +e))

2

+ (eze2 — c'eg)>

— ((f ei(esc+ey) +ex(c’ — 3233)) e, — (ejes +ezes — ¢’

+ (e3¢ — e§e3)> )

sonucuna ulasiriz. Ote yandan

RP(Ny) = (f (2e,e,c — ejeq + eze32)) T, + (cez — e3)Ny + (cei + e3)B,

oldugu bulunmustu. Bu denklemin tiirevi alinirsa

(R(],’)(Nq)) = (2e1e2¢ — eze1 + e265)Ty + (J(Zelezc —ejeq + ezero?)) T,

+ (c'ez + ce; — e )Ny + (cez — e3)Ng + (2e3e; + ejc + eic')B,

+ (ce1 + e3)By
esitligi olusur. Daha 6nce elde edilen esitlikler bu denklemde yerine yazilirsa
(qu(Nq))’ = (2ese;c — ejes + ee)T,

+ <f (2e,e,c — ejeq + eze§)> (equ + equ) + (c'ez + ce; —e3 )N,

+ (ce, — eé)(—equ + eng) + (2ese3 +ejc +eic')By

+ (ce. + e%)(—equ — e3Nq)

olur ve denklem diizenlenirse
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(qu(Nq)) =N, ((f (2e,e;c — ezeq + eze32)) e;+ (c'e; +cey —ef)
+ (ceies + e§)>
+ B, ((f (2e,e;¢c — ezeq + eze32)) ez + (2eze; + ejc + esc’)

+ (cezes — ege§)>

bulunur. Bulunan bu degerler (8.1) denkleminde yerine yazilirsa

Ng-Ng+ V7, Rp(Ng). Vi, Rp(Ng)
=1

+ ((f (2eqe,c —ezeq + ezes?)) e, + (c'e; + ce; —e3)
2
+ (ceqe3 + e33)>
+ ((f (2e,e,c — ezeq + eze32)) ez + (2eze; + ejc + eic’)

2
+ (cezes — ege§)>
olarak bulunur. Buradan

energy (Rgb(Nq))
1 S
==/ (1
2,
+ ((f (2e,e,c — ezeq + eze32)) e, + (c'e; + cey —e3)
2
+ (ceqe3 + e§')>

+ ((J (2e,e,c — ezeq + ezegf)) ez + (2eze; + ejc + eic’)

2
+ (cezes — e3e§)) )

sonucuna ulasiriz.
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SONUCLAR ve ONERILER
5.1 Sonuclar

Bu tez caligmasinda oncelikle Kiiresel uzayda bazi manyetik egriler tanitilarak bu
egrilerin normallestirme ve yineleme operatdrleri incelendi. Ayrica yari-manyetik egriler
gosterilerek normallestirme ve yineleme operatorleri bulunarak enerjileri hesaplandi.
Buradan hareketle farkli manifoldlar tizerinde manyetik egrilerin ve bunlara karsilik gelen
manyetik alanlarin yineleme operatorii tanimlanabildigi ve enerjilerinin hesaplanabildigi

ispatlanmstir.

5.2 Oneriler

Manyetik egriler disiplinlerarast bir konu olup bir ¢cok uygulama alanina sahiptir.
Bu konuyla ilgili ¢alismalarin bize bir ¢ok olumlu sonuglari olmustur. Bu nedenle

calismalar arttirilmalidir.
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