T.C.
MUS ALPARSLAN UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

BAZI iN]j_E(iRO DENKLEM MODELLERININ
COZUMLERININ NITELIiKSEL
DAVRANISLARI
Ayla KARTAL
YUKSEK LiSANS TEZi

Matematik Anabilim Dah

Haziran-2021
MUS
Her Hakki Sakhdir



T.C.
MUS ALPARSLAN UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

BAZI iNTEqRo DENKLEM MODELLERININ
COZUMLERININ NITELIKSEL
DAVRANISLARI
Ayla KARTAL
YUKSEK LiSANS TEZi

Matematik Anabilim Dali

Damisman: Dog¢. Dr. Erdal KORKMAZ

Haziran-2021
MUS
Her Hakki Sakhdir



TEZ KABUL ve ONAYI

Ayla KARTAL tarafindan hazirlanan “Bazi Integro Denklem Modellerinin
Cozlimlerinin Niteliksel Davraniglari” adli tez ¢aligmasi .../.../... tarihinde asagidaki
jiiri tarafindan oy birligi ile Mus Alparslan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali'nda YUKSEK LISANS TEZI olarak kabul edilmistir.

Jiiri Uyeleri

Baskan

Dog¢. Dr. Kenan YILDIRIM

Mus Alparslan Universitesi

Egitim Fakiiltesi, Matematik ve Fen Bilimleri
Damisman

Dog. Dr. Erdal KORKMAZ

Mus Alparslan Universitesi

Fen Edebiyat Fakiiltesi, Matematik Boliimii
Uye

Dr. Ogretim Uyesi Osman Tung

Van Yiiziincii Y11 Universitesi

Fen Fakiiltesi, Matematik Bolimii

Yukaridaki sonug;

Imza

Enstiti Yonetim Kurulu ..... [oon... [oviii. Tarith ve ......... [oveuinii.l. nolu karari

ile onaylanmustir.

Dog. Dr. Sedat BOZARI
FBE Miidiirii



TEZ BIiLDiRiMi

Bu tezdeki biitiin bilgilerin etik davranis ve akademik kurallar ¢ergevesinde elde
edildigini ve tez yazim kurallarina uygun olarak hazirlanan bu c¢alismada bana ait

olmayan her tiirlii ifade ve bilginin kaynagina eksiksiz atif yapildigini bildiririm.

DECLARATION PAGE

| hereby declare that all information in this document has been obtained and
presented in accordance with academic rules and ethical conduct. | also declare that, as
required by these rules and conduct, | have fully cited and referenced all material and

results that are not original to this work.

Imza
Ayla KARTAL

Tarih:



OZET

YUKSEK LiSANS TEZI

BAZI INTEGRO DENKLEM MODELLERININ COZUMLERININ
NITELIKSEL DAVRANISLARI
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Matematik Anabilim Dah

Damisman: Dog¢. Dr. Erdal KORKMAZ

Bu tez calismasinda; integral denklemler ile Volterra integro-diferansiyel denklem modellerinin
¢oziimlerinin niteliksel analizleri incelendi. integro-diferansiyel denklem modelleri ve bu denklem
modellerinin ¢6ziimlerinin kararlilik, simirlilik vb. gibi nitel 6zelliklerinin belirlenmesi i¢in gerekli olan
temel tanim ve teoremlere yer verilerek kullandigimiz Lyapunov’ un ikinci metodu tanitildi. Esnek bir
Lyapunov fonksiyoneli kullanilarak lineer ve lineer olmayan cesitli integral denklemlerin ¢6ziimlerinin
nitel 6zellikleri arastirildi. Sonsuz gecikmeli lineer olmayan Volterra integro-diferansiyel denklemlerde
Lyapunov fonksiyonlar1 kullanilarak diizgiin kararhiliklar1 analiz edildi. Lineer olmayan fonksiyonel
diferansiyel sistemlerinin sifir ¢oziimiiniin iistel asimptotik kararlihigmi ve diizgiin iistel asimptotik
kararliligin1 garanti eden yeterli kosullar1 elde etmek i¢in kesin negatif olmayan Lyapunov fonksiyonelleri
kullanilda.
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In this thesis study; Qualitative analyzes of the solutions of integral equations and Volterra
integro-differential equation models were examined. Integro-differential equation models and the
stability, limitation, etc. of the solutions of these equation models. Lyapunov's second method, which we
used, was introduced by giving place to the basic definitions and theorems necessary for the
determination of qualitative characteristics such as The qualitative properties of the solutions of various
linear and non-linear integral equations were investigated using a flexible Lyapunov functional. Uniform
stability was analyzed using Lyapunov functions in infinitely delayed nonlinear Volterra integro-
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1. GIRIS

Adi diferansiyel denklemler ve integro-diferansiyel denklemler i¢in nitel teoride
o6nemli bir konu Lyapunov’ un ikinci metodudur. Lyapunov’ un ikinci metodu, lineer ve
lineer olmayan diferansiyel denklem sistemlerinin kararlilik davranislarini incelemede
kullanilan, en iyi sonuglar1 veren metotlardan biridir. Bu metodun 6zelligi, ¢6ziimlere
yonelik herhangi bir 6n bilgi sahibi olmaksizin ¢oziimlerin kararliligi hakkinda bilgi
vermesidir. Bu metodu 1892’ de kullanan Lyapunov, bu metodu sadece basit kararlilik
teoremlerini kurmak i¢in kullanmasina ragmen onun bu basit diisiinceleri son 40 yil
boyunca fizik ve miihendislikte yeni problemlere etkili bir sekilde uygulanmaktadir. Bu
giin bu metot sadece diferansiyel denklemler teorisinde degil ayni zamanda kontrol
sistemler teorisinde, kuvvet sistemler analizinde, dinamik sistemlerde ve feedback

sistemlerde etkili bir ara¢ olarak kullanilmaktadir.

Oncelikle Burton ve ark. (1985) Volterra integro-diferansiyel denklem igin
gecerli gorlinen bir Lyapunov teorisini gelistirdiler. Coziimler boyunca artmayan veya
kesin olarak azalan Lyapunov fonksiyonlarini kullandilar. Teorik olarak bu yontemin
cok sayida uygulamasi mevcuttur. Bununla birlikte siradan bir diferansiyel denklem
veya fonksiyonel bir Volterra integro-diferansiyel denklem i¢in uygun bir Lyapunov
fonksiyonu bulmak olduk¢a zor bir istir. Yontemin temel gereksinimi, ¢oziimler
boyunca kesinlikle azalan olmayan pozitif bir fonksiyon bulmaktir. Bu durumda siradan
bir diferansiyel denklemi bir integro-diferansiyel denklem ya da fonksiyonel bir
diferansiyel denklem ile degistirdigimizde durum daha da zorlasiyor. Dahasi literatiirde
Volterra integro-diferansiyel denklemlerin nitel davraniglari hakkinda son zamanlarda
aragtirmacilar tarafindan dikkate deger ¢aligmalar yapilmaktadir. Bu da bizi bu yonde

bir galismaya sevk etmektedir.

Bu calismada sabit bir gecikme ile birinci dereceden skaler ve vektor lineer
olmayan Volterra integro-diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerinin kararliligi, sinirhiligi,
yakinsakligi Lyapunov’ un ikinci metodu kullanilarak incelenmistir. Sonsuz gecikmeli
lineer olmayan Volterra integro-diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin niteliksel

analizleri de yine Lyapunov’ un ikinci metodu kullanilarak ele alinmistir.

Kesin negatif olmayan Lyapunov fonksiyonelleri, dogrusal olmayan fonksiyonel

diferansiyel sistemlerin sifir ¢6zlimiiniin iistel asimptotik kararliligini ve diizgiin iistel



asimptotik kararliligimi garanti eden yeterli kosullar1 elde etmek i¢in kullanilir. Teori,

Volterra integro-diferansiyel denklemlerine dnerme 6rnekleri seklinde uygulanir.

Sabit zaman gecikmeli lineer olmayan Volterra integro-diferansiyel denklemler
icin Lyapunov fonksiyonu tanimlandi ve bunlar dikkate alinan sifir ¢éziimlerin diizglin
tistel asimptotik kararliligini garanti eden 6zel kosullar elde etmek i¢in kullanilir. Elde
edilen sonuglar genellestirildiginde gecikmesiz durumlardan zaman gecikmeli daha

genel durumlara kadar literatiirdeki mevcut sonuglar1 tamamlar ve iyilestirir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Son kirk yil boyunca, Volterra integro-diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin
niteliksel davraniglarina yonelik ¢ok sayida sonuglar elde edilmektedir. Bu
calismalardan Becker (2009), Burton (1979; 1982; 2005; 2009), Burton ve Haddock
(2009), Burton ve Mahfoud (1983; 1985), Miller (1971), Staffans (1988) ¢ok 6nemli
sonuclar elde etmislerdir. Adi diferansiyel denklemler ve integro-diferansiyel
denklemler i¢in nitel teoride 6énemli bir noktanin Lyapunov’ un ikinci metodu oldugu

belirtilmelidir.

Sonsuz gecikmeli lineer olmayan Volterra integro-diferansiyel denkleminin sifir

¢Oziimiiniin ustel kararlilig1 analiz edilmistir (Raffoul, 2013).

t
¥© = cgx)ds 1)
t-r
denklemi igin >0 ve C’ nin her iki argiimanmi da siireklidir. g(x):R — R bir
fonksiyon ve x siireklidir. (2.1) denklemi niikleer reaktorlerin g¢aligmasini
arastirmaktadir ve sifir ¢oziimiin kararliligi Brownell ve Ergen tarafindan 1954’ de
incelenmistir. Daha sonra ayni ¢alisma 1960’ ta Nohel ve 1964’ te Levin ve Nohel

tarafindan yeniden incelenmistir.

Son zamanlarda Burton, Lyapunov fonsiyonunun kullanimindan kaynaklanan
bazi zorluklart hafifletmek i¢in sabit nokta teorisi kavramimi kullanmis (2.1)
denkleminin sifir ¢éziimiiniin kararliligi ve asimptotik kararlilig1 i¢in skaler sonuglar
elde etmistir (Burton, 2003). Raffoul ¢aligmalarinin sonuglarini sonsuz gecikmeli lineer
olmayan Volterra integro-diferansiyel denklem (2.2)’ ye genisletme konusunda agik bir

problem Onermistir.

t
x'(t) = f C(t,s)g (x(s))ds (2.2)
Son alt1 yilda agik sorunla ilgili ¢esitli calismalar yapilmistir. Fakat higbirinin dogru
¢Ooziimii  bulunamamugstir. Buradaki  zorluk sonsuz gecikmenin varligindan
kaynaklanmaktadir. Bu da isleme uygun bir Lyapunov fonksiyonu bulunmasini

imkansiz olmasa bile ¢ok zorlastirmaktadir (Raffoul ve Rai, 2016).



Lyapunov’ un dogrudan yontemi, adi diferansiyel denklemlerin (ODE)’ ler nitel
calismasinda gii¢lii bir uygulama haline gelmistir. Son yirmi yil igerisinde bu teknik
fonksiyonel diferansiyel denklemlere birgcok arastirmaci tarafindan uygulanmustir.
Lyapunov fonksiyonlar1 (ODE)’ lerin arastirilmasinda kullanilirken daha genel olarak
Lyapunov fonksiyonlarmin (FDE)’ ler ve (IDE)’ lerin ¢alismasinda kullanildig:
bilinmektedir. (VIDE)’ ler, (FDE)’ ler olarak da ele alinabileceginden Lyapunov
fonksiyonlar1 Adivar ve Raffoul (2012), Becker (2007), Becker (2009), Becker (2013),
Burton (1979), Burton (1982), Burton (2005), Burton ve ark. (1985), Burton ve
Mahfoud (1983), Burton ve Mahfoud (1985), Corduneanu (1973), Diamandescu (2006),
Eloe ve ark. (2000), Furumochi and Matsuoka (1999), Graef and Tung (2015), Graef ve
ark. (2016), Grimmer and Seifert (1975), Gripenberg ve ark. (1990), Hara ve ark.
(1990), Islam ve Raffoul (2014), Jordan (1979), Levin (1963), Mahfoud (1987), Miller
(1971), Raffoul (2004), Raffoul (2007), Raffoul (2009), Raffoul ve Ren (2016), Raffoul
ve Unal (2014), Rama Mohanna Rao ve Srinivas (1985), Staffans (1988), Tung¢ (2016),
Tung ve Ayhan (2015), Vanualailai ve Nakagiri (2003), Wang (2000), Wazwaz (2011),
Zhang, (2005), Da Zhang (1990) tarafindan c¢esitli (VIDE)’ ler i¢in 6zel olarak

olusturulmus ve tanimlanmistir.



3. MATERYAL ve YONTEM

3.1 Temel Kavramlar

feC(R™, R™) olmak iizere x' = f(x) formundaki diferansiyel denklemini ele
alacagiz. Farz edelim ki bu denklem sisteminin ¢oziimlerinin varligini ve tekligini
saglamak icin f yeterince diizgiindiir. Orijinin komsulugunda x # 0 icin f(x) # 0 ve
f(0) = 0 olsun ki diferansiyel denklem x = 0 denilen sifir ¢oziimii saglar ve orijin
diferansiyel denklemin izole edilen kritik noktasidir. 2, orijini igeren R™’ de bir agik
kiime olsun. Farz edelim ki V(x), 2 lzerinde tamimlanan bir siirekli skaler
fonksiyondur. f, siirekli ise ¢6ziim vardir. f, Lipstchitz sartin1 saglarsa ¢6ziim tektir.
(Herhangi bir ¢oziim sifir ¢oziime donistiiriilebilir.) Geometrik olarak kolay
yorumlanabilmesi adina biz Oklid normunu kullaniriz.

X% = 2% + %57 + -+ x,°

Burada gelistirilen teori ||x|| = ?:1 |x;| ile tamimlanan x € R™ bir vektor
fonksiyonunun normu i¢in es derecede gegerlidir.
Tanim 3.1 x €2 olsun. x #0 ig¢in V(x) >0 ve V(0)=0 ise V(x) skaler
fonksiyonuna Q kiimesi ilizerinde pozitif tanimli denir (Ahmad ve Rao, 1999).
Tanmm 3.2 x € olsun. V(0) =0 ve x+#0 i¢in V(x) >0 ise V(x) skaler
fonksiyonuna ) kiimesi iizerinde yar1 pozitif tanimli denir (Ahmad ve Rao, 1999).
Tanmmm 3.3 —V(x) skaler fonksiyonu pozitif tanimli ise V(x) fonksiyonuna negatif
tanimlidir, —V (x) fonksiyonuna yar1 pozitif tanimli ise V (x) fonksiyonuna yar1 negatif
tanimli denir (Ahmad ve Rao, 1999).

Fiziksel fenomen tanimlanan matematiksel modeller ya da denklemler
cogunlukla x(ty) = x, baslangig bilgisi ile birlikte,

X' = F(t,x) (3.1)
formundaki adi diferansiyel denklemlerdir. Genellikle tiim o6l¢lim tiirlerinden
kaynaklanan ilk verilerde hata olabileceginden, ilk verilerdeki kiigiik farkliliklarin
(3.1) in ¢dziimlerinin istenen davranisini ne kadar etkiledigini bilmek énemlidir. ilk
verilerde yeterince kiigiik bir degisiklik yapilmasi durumunda, ilgili ¢6ziimde 6nemli bir
sapma gozlenirse, o zaman verilen baslangi¢c verilerinden elde edilen ¢6ziim kabul
edilemezdir, ciinkii gerekli fenomeni yaklasik olarak tanimlamamaktadir.

Coziimlerin kayda deger bir sekilde istenen davranistan sapmasina izin vermeyecek

kosullarin arastirilmast problemi, bunun i¢in O6nemlidir. (3.1)° in ¢06ziimlerinin



davraniglariyla ilgili bu tiir problemlerle ilgilenen matematik alani genellikle kararlilik
teorisi olarak tercih edilir. t, = 0 saginda var olan (t,, x,) baslangi¢ noktasindan gecen
(3.1) in bir ¢ozimi x(t) = x(t,tg, Xo) olsun. Biz x(t) ¢oziimii igin kararliligin temel
kavramlarini1 tanistirmadan once t, ve x, Dbaslangic degerleri ilizerine x(t,tg,Xg)
¢ozlimlerinin siirekli bagimliligina iliskin bir sonug ispatlayacagiz.
Teorem 3.1 F(t,x) fonksiyonu B = {(t,x):ty <t <ty + a, lIx — X/l < b} kiimesinde
stirekli ve (t,x;), (t,X,) € B igin,

IF(t,x;) — F(t, x)ll < K. lIxy — x,ll
Lipschitz sartin1 saglasin. O zaman x, = x, demek t € [ty ty + o] icin x(t, tg, X,) =
x(t, toXq) diizgiin demektir (Ahmad ve Rao, 1999).
Ispat: Sirasiyla (to,x,) Ve (to,X,) den gegen (3.1)” in herhangi iki ¢oziimii x(t, tg, Xo)
ve x(t, tg, x,) olsun.

t
X(t, to, Xn) = Xp +-]- F(SIX(SF tOI Xn))ds’
t

0

t
x(t, ty, Xg) = Xo +j- F(s,x(s,to,xo))ds
t

0

Lipchitz sartin1 kullanarak t > t; i¢in,

t

Ix(t, to, Xn) — X(t, to, X))l < lIx, — xoll + f Klix(s, to, X,) — X(s, tg, X))l ds.
to

Ix(t, ty, Xn) — X(t, tg, X < lIx, — x,ll. exp (Ko
Bu sonucu ima eder. Biz simdi (3.1)” in x(t,ty, Xo) ¢Oziimi igin ¢esitli kararlilik
kavramlar1 tanimlariz ve bu kavramlarin esdeger olmadigim1 orneklerle gorecegiz.
Bundan sonra kararlilikla biz [ty, oo] araligi tizerinde kararlilig1 kastediyoruz.
Tanmim 3.4 x(t), (3.1)’ in ¢6ziimii olsun. Eger her € > 0 i¢in bir 6 = §(¢) > 0 vardir ki
(3.1) in herhangi bir X (t) = x(t, ty, Xo) ¢0zliimii i¢in IIXy — X/l < & iken her t > t; i¢in
IX(t) — x(t)ll < & oluyorsa (3.1) ‘in x(t) ¢ozlimiine kararli denir (Ahmad ve Rao,
1999).
Tanmm 3.5 Eger (3.1)’in x(t) ¢6ziimi kararli ve bir § = §(g) > 0 var X, — xoll < &
iken her t > t,igin IX(t) — x(t)Il - 0 oluyorsa (3.1)” in x(t) ¢oziimiine asimptotik
kararli denir (Ahmad ve Rao, 1999).
Tamm 3.6 Eger (3.1)” in x(t) ¢oziimii kararli degilse kararsiz olarak bilinir. Birinci ve
tiglincii tanimlar 1892” de A. M. Lyapunov tarafindan 6nerilmistir. Bunlar (3.1)” in sag

tarafindaki kiictik farkliliklar altinda kararliligin korunmasina izin vermedigi i¢in biraz



zayiftir. Bu nedenle, siirekli hareket eden pertiirbasyonlar altinda ¢6ziimlerin
kararliligini tartismak i¢in asagidaki giiglii kavramlara ihtiyacimiz var (Ahmad ve Rao,
1999).
Tamim 3.7 x(t), (3.1)’ in ¢dziimii olsun. Eger her € > 0 igin bir § = §(¢) > 0 vardir ki
(3.1)” in herhangi bir X (t) = x(t,ty,Xy) ¢0ziimii ve t; >ty igin IX(t;) — x(t I < &
iken her t > t; i¢in IX(t) — x(t)ll < € oluyorsa (3.1)’in x(t) ¢6ziimiine diizgiin kararli
denir (Ahmad ve Rao, 1999).
Tamim 3.8 Eger (3.1)” in x(t), ¢6ziimii diizgiin kararli ve bir 8§, > 0 vardir ve her bir
n > 0 i¢in bir T = T(n) > 0 vardir ki t; = t, igin IX(t;) — x(t;)Il < &, iken her t >
t; +T dgin  IX(t) —x(t)Il < n oluyorsa (3.1)” in x(t) ¢oziimiine diizgiin asiptotik
kararli denir (Ahmad ve Rao, 1999).
Tanmm 3.9 x(t), (3.1)’ in ¢dziimii olsun. Eger her € > 0 i¢in bir 6 = 6(¢) > 0 vardir ki
(3.1)” in herhangi bir X (t) = x(t, ty,Xy) ¢oziimii ve t; >ty i¢in IX(t;) — x(t I < &
iken her t > t, igin IX(t) — x(t)l < € oluyorsa (3.1)° in x(t) ¢oziimiine kuvvetli kararl
denir (Ahmad ve Rao, 1999).
Not 3.1 Birinci tanimda § baslangic an1 t, bagh iken dordiincii tanimda 6, t,” dan
bagimsizdir. Tanimlardan; kuvvetli kararl ise diizgiin kararl, diizgiin kararl ise kararli,
diizgiin asiptotik kararli ise asimptotik kararli oldugu oldugu aciktir. Bu  ifadelerin
tersi genellikle dogru degildir. Bununla birlikte otonom sistemler ve periyodik sistemler
((F(t +w,x) = F(t,x)) icin eger sifir ¢oziimii kararli ise diizgiin kararlidir, asimptotik
kararli ise diizgiin asimptotik kararlidir. Farz edelim ki
x' = f(x) 3.2

(3.2) denkleminde t bagimsiz degisken olarak yer almadigi igin sistem otonomdur ve
bu otonom sistemin x(t) = 0 sifir ¢6ziimii kararhidir. (3.2) igin biliyoruz ki eger x(t),
t € [ty, o0] bir ¢o6ziim ve @ = 0 ise 0 zaman x(t+),t € [t, — a, ] da bir ¢éziimdiir.

Bilinmeyen fonksiyon u(x)‘ in integral isareti altinda ortaya c¢ikmasi ile

olusturulan denklemler integral denklemleridir. Integral denklemlerinin en yaygin hali,
h(x)
u(x) = f(x) + £ f K(x,t).u(t)dt (3.3)
gx)
formundadir. Burada g(x) ve h(x) integrasyonun sinirlari, £ sabit bir parametre ve
K(x,t) iki degiskenli integral denklemin cekirdeginin bilinmeyen bir fonksiyonudur.
Bilinmeyen fonksiyon u(x) integral isareti igerisinde ortaya ¢ikar. Diger birgok

durumlarda bilinmeyen fonksiyon u(x) integral isareti disinda ve igerisinde ortaya



cikar. Integrasyon smirlar1 g(x) ve h(x) her ikisi de degiskenli sabit ya da biri sabit biri
degisken olabilir. Integral denklemler ¢cok degisik formlarda ortaya cikabilir.
Integrasyon smurlari integral denklemini simiflandirmada iki farkli yolla
kullanilir.
1) Integrasyonun sinirlar1 sabit ise bu integral denkleme Fredholm integral

denklemi denir (Wazwaz, 2011).
b
u(x) = f(x) + A.f K(x,t).u(t)dt (3.4)

formunda yazilir. Burada a ve b sabittir.
2) En az bir sinir degisken ise denkleme Volterra integral denklemi denir (Wazwaz,
2011).

u(x) = f(x) + A.f K(x,t). u(t)dt (3.5)

formunda yazilir. Ayrica bilinmeyen u(x) fonksiyonunun ortaya ¢ikisina bagli olarak iki
farkl: tiir integral denklem asagidaki gibi tanimlanir.

1.Eger bilinmeyen fonksiyon u(x) Fredholm ya da Volterra integral denklemlerinin
sadece integral isareti altinda ortaya c¢ikarsa denkleme 1.Tiir Fredholm ya da Volterra
integral denklem denir (Wazwaz, 2011).

2.Eger bilinmeyen fonksiyon u(x) Fredholm ya da Volterra integral denklemlerinin
integral isaretinin hem i¢inde hem de disinda ortaya c¢ikarsa integral denkleme 2.Tiir
Fredholm ya da Volterra integral denklem denir (Wazwaz, 2011).

3.Yukarida temsil edilen Fredholm ya da Volterra integral denklemlerde eger f(x) =

0 alinirsa,
b
ux) = £ J K(x ). u(t)dt (3.6)
ux) = A.J K(x,t).u(t)dt (3.7)

a

(3.6) denklemine homojen Fredholm, (3.7) denklemine ise homojen Volterra integral
denklemi denir. Herhangi bir denklem bilinmeyen fonksiyon f(x) =0 i hem
tirevlerini hem de integrallerini igerirse bu denkleme integro-diferansiyel denklem

denir. Fredholm integro-diferansiyel denklem,



b
u®(x) = f(x) + A.f K(x, t). u(t)dt (3.8)

formundadir. Volterra integro-diferansiyel denklem,

X

u®(x) = f(x) + A.f K(x,t). u(t)dt (3.9

formundadir. Integral denklemler farkli tiirde ortaya cikarlar. Integral denklemlerin
tipleri denklemin ¢ekirdegine ve integrasyon sinirlarina baglidir.
Fredholm integral denklemlerde integrasyonun sinirlar1 sabittir ve ayrica bilinmeyen

fonksiyon u(x) sadece integral isareti altinda;
b

f(x) = 4. j K(x, t). u(t)dt (3.10)

seklinde ortaya ¢ikabilir. Buna 1. Tir Fredholm integral denklem denir (Wazwaz,
2011). Bununla birlikte 2. Tiir Fredholm integral denklem i¢in bilinmeyen fonksiyon

u(x) ’in integral isareti icerisinde ve disarisinda,
b
u(x) = f(x) + A.f K(x,t).u(t)dt (3.11)
a

formundaki gibi ortaya ¢ikmasidir (Wazwaz, 2011).

2

Ornek 3.1 M = 01 sin(x.t).u(t)dt 1. Tiir Fredholm Integral Denklem

Ornek3.2u(x) = x + 1/ 2 f_ll(x —t).u(t)dt 2. Tiir Fredholm Integral Denklem

Volterra integral denklemlerde integrasyon sinirlarindan en az biri degiskendir.

Bilinmeyen fonksiyon u(x) ‘in integral isareti altinda,

X

f(x) = 1{.] K(x,t). u(t)dt (3.12)

a

formundaki gibi ortaya ¢ikmasina 1. Tiir Volterra integral denklem denir (Wazwaz,

2011). Ayrica bilinmeyen fonksiyon u(x)’in integral isareti igerisinde ve disarisinda,

X

u(x) = f(x) + A.f K(x,t).u(t)dt (3.13)

formundaki gibi ortaya ¢ikmasma 2. Tir Volterra integral denklem denir (Wazwaz,
2011).

Ornek 3.3 x.e¥ = £ f;( et™ .u(t)dt 1. Tiir Volterra integral Denklem
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Ornek 3.4 5.x + x3 = fOX(S + 3.x — 3.t).u(t)dt 1. Tiir Volterra Integral Denklem
Ornek3.5u(x) =1— | OX u(t).dt 2. Tiir Volterra Integral Denklem

Ornek 3.6 u(x) =x+ | OX(X —t).u(t).dt 2. Tiir Volterra integral Denklem

Volterra Fredholm integral denklemler literatiirde iki farkli formda,

X b
u(x) =f(x)+ Al.f K;(x,t).u(t)dt + Azfl(z(x, t). u(t)dt (3.14)
ux,t) =f(xt) + Aff F(x t,& 1 u(e 1))dedt (3.15)
0 n

(x,t) € ux [0, T] seklinde yazilir. u, R™ in kapali alt kiimesidir.
Ornek 3.7 u(x) = 6x + 3x% + 2 — fOX x. u(t).dt — f01 t.u(t).dt

Ornek 38 u(xt) =x + 3 +-.t2 =~ t— [ [ (e — )dedr

Volterra integral denklemlerde integrasyon sinirlarindan biri ya da her ikisi sonsuz ise
denkleme singular denir. Ayrica onceki iki denklemde K(x,t) cekirdegi integrasyon
araliginda bir ya da daha ¢ok noktada sinirsiz olursa denkleme singular denir.

Burada,

x 1
f(x) =f0 Gopeudt 5 0<a<1 (3.16)

X

ux) =fx)+ Jo (X_lt)oc.u(t)dt ; 0<a<l1 (3.17)

denklemlerine odaklanacagiz. Son iki denkleme sirasi ile genellestirilmis Abel integral
denklemi ve zay1f singular integral denklemi denir.
o= 2 fin f(0) = [ == u(Ddt

denklemine Abel’ in singular integral denklemi denir. Dikkat edilmelidir ki denklemin
cekirdegi t=x © de sonsuz olur.

Integro-diferansiyel denklemler bircok bilimsel uygulamalarda kullanilir. Ozellikle
baslangic deger problemleri ya da siir deger problemleri integral denklemlere
doniistiigii zaman ortaya cikar. Integro-diferansiyel denklemler hem integral hem de
diferansiyel operatorleri igerir. Bilinmeyen fonksiyonlarin tlirevleri herhangi bir
mertebeden olabilir. Integro-diferansiyel denklemlerin smiflandiriimasinda daha &nce

kullanilan ayni kategoriyi takip edecegiz.
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Fredholm integro-diferansiyel denklemler, diferansiyel denklemlerin integral
denklemlere doniismesi ile ortaya cikar. Fredholm integro-diferansiyel denklemleri
bilinmeyen fonksiyon u(x) ve u(x)‘ in n. mertebeden tiirevlerini integral igerisinde ve
disarisinda igeren ifadelerdir. Bu durumda integrasyonun sinirlar1 Fredholm integral
denklemlerdeki gibi sabittir. Dikkat edilmelidir ki baslangi¢ sartlar1 6zel ¢éziimler elde
etmek icin Fredholm integro-diferansiyel denklemlerde verilir. Fredholm integro-

diferansiyel denklemler,
b

u(x) = f(x) + A.f K(x,t). u(t)dt (3.18)

formundadir. Buradan u"(x), u(x)’ in n. tiirevini gosterir. Daha diisiikk mertebede diger
tiirevler esitligin sol tarafinda u™(x) ile birlikte yazilabilir.

. , 1 1

Ornek 3.9u'(x) =1— S.x+ J, x-u(®)dt,u(0) =0

T
2

Ornek 3.10 "u(x) + u'(x) = x — sin(x) — fo x.tu(t)dtu ,u(0)=0u'(0)=1

Volterra integro-diferansiyel denklemler baslangic deger problemleri integral
denklemlere doniistiigli zaman ortaya c¢ikabilir. Volterra intergro-diferansiyel
denklemler bilinmeyen fonksiyon u(x) ve integral isareti icerisindeki ve disarisindaki
u(x) in n. mertebeden tiirevlerini igerir. Bu durumda integrasyonun sinirlarindan en az
biri Volterra integral denklemlerdeki gibi degiskendir. Ayni denklemde diferansiyel ve
integral operatorler bulundugundan dolayr bu denklemlere integro-diferansiyel
denklemler denir. Baslangi¢ sartlarinin Volterra integro-diferansiyel denklemlere 6zel
¢coziimler belirlemek i¢in verildigine dikkat edilmelidir. Volterra integro-diferansiyel

denklemler,

X

W) = f(x) + £ j K(x ). u(t)dt (3.19)
0

formundadir.

Ornek 3.11 u'(x) = —1+2.x% —x.e* — [Xt.u()dt ,u(0) = 0

Ornek3.12u”(x) + u'(x) = 1 — x. (sin(x) + cos(x)) — [, t.u(dt,u(0) = -1,

u'(0) =1

Volterra —Fredholm integro-diferansiyel denklemler bir ya da daha ¢ok adi mertebeden

tirevin Volterra-Fredholm integral denklemlerdeki gibi ortaya ¢ikmasidir. Volterra —

Fredholm integro denklemler,
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X b
W) = f(x) + 4. f K, (x t).u(t)dt + 2. f K, (x, t). u(t)dt (3.20)
ve
u(x,t) = f(x, t) + Aff F(X, t, s,r,u(s,r))dsdr , (x,t) € ux[0,T] (3.21)
0

burada f(x,t) ve F(xt, ¢ 1,u(g, 1)) fonksiyonlar: p x [0, T] {izerinde analitiktir.
Ornek 3.13

(i) u'() =x*+24x + 3 — [“(x— .u®dt+ [} tu(®)dt,u(0) =0
(i) W' () =1+t +-.t2 =t — fotfu (t — £)dedt ,u(0,t) = 3

X =f(tX) (3.22)
Diferansiyel denklem sistemini diisiinelim. X(t; ty, X,) ifadesi (ty, Xy) noktasindan
gecen (3.22) denkleminin bir ¢ozlimiinii ifade eder. Genelde (3.22) denkleminin sifir
¢Oziimiiniin nitel 6zellikleri incelenir. Ciinkii (3.22) diferansiyel denkleminin herhangi
bir ¢oziimii sifir ¢6ziime doniistiiriilebilir.
R reel sayilar ciimlesi, I, R’ de bir agik aralik olsun. I = {t € R: 1y <t < r,} olsun.
Burada r; ve r, R’ de alinan herhangi iki noktadir. X = (X1, X5, ....., X,) olsun. X =
(t, X1, X5, ..., X)) ise n + 1 boyutlu R™*! uzayinda bir eleman olsun.

(t, X1, X2, o, Xp) = (£, X)

yazilabilir. B ise R™*1

uzayinda agik baglantili bir cimle ya da bolge olsun. C[B, R™]
ise B bolgesinde tanimli ve siirekli ve de R™’ de degerler alan fonksiyonlarin bir sinifini
temsil etmektedir.

Tanim 3.10 Her ¢ > 0 ve t, € [ i¢in Oyle bir § (ty, €) > 0 vardir ki her t > ¢t icin

| Xol < 6(ty, €) iken |X(t;ty, Xo)| < &

saglanir ise ve o zaman (3.22) denkleminin sifir ¢6ziimii kararlidir (Ahmad ve Rao,
1999).

Tamm 3.11 Eger (3.22) denkleminin sifir ¢oziimii kararli ve § sayist t,’ dan bagimsiz
ise (3.22) denkleminin sifir ¢6ziimii diizgiin kararlidir (Ahmad ve Rao, 1999).

Tanmm 3.12 X€E [t;,t,],t0 < t; < t, < tigin Xy < (¢, x) ise | X(t;t9,Xy)| = 0,t =
oo olur o halde (3.22) denkleminin sifir ¢6ziimii asimptotik kararlidir (Ahmad ve Rao,
1999).
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Tanim 3.13 Eger denklem (3.22)’ nin sifir ¢ozimii diizgiin kararlh ve & >
0,T(e), Xy <8 her t =ty+ T(e) icin |X(t;ty, Xo)| < € saglanir ve o halde (3.22)
denkleminin sifir ¢oziimii diizgiin asimptotik kararlidir (Ahmad ve Rao, 1999).

Tanim 3.14 Eger bir f > 0 var ise her t > t, igin |X(t; to, Xo)| < B olur dyle ki 8’ ya
bagli her ¢oziimde (3.22) denkleminin X(t; ty, Xo) ¢6ziimii sinirlidir (Ahmad ve Rao,
1999).

3.2 Lyapunov’ un ikinci Metodu

Yarim yiizyilla yakin bir zamandir lineer olmayan diferansiyel denklemlerin nitel
teorisinin arastirilmasi icin biiylik cabalar sarf edilmistir. Bu baglamda ¢oziimlerin
smirliligl,  kararlihi@i, periyodikligi ve yakinsamasi gibi nitel 6zelliklerin
arastirilmasinda kullanilan tekniklerden bir tanesi de Lyapunov’ un ikinci metodudur.
Kararli olan sistemlerin yakinsama o6zelligi teorik olarak onemlidir. Uygulamalarda
denge noktasinda gergeklesen kiigiik sapmalar sonsuza gittiginde yoriinge yine ona geri
donecektir. Bu tezin niteliksel 6zelliklerini inceleyen yaklasim Lyapunov’ un ikinci
metodudur. Bu kavram dinamik sistemlerin kararlilik alant ve otomatik kontrol
uygulamalarinin farkindadir. Lyapunov yonteminin uygulanmasi skaler bir fonksiyonun
olusturulmasinda yatar. Belirli 6zelliklere sahip bir skaler fonksiyon ve tiirevlerinin
ozellikleri karsilastinnldiginda sistemin kararlilik davranigi bilinir. Lyapunov ikinci
metodunun uygulanmasindaki en biiylik zorluk lineer olmayan sistemlerin ¢oziimlerinin
niteliksel ozelliklerine uygun Lyapunov fonksiyonlarimi bulma isleminin kolay bir
prosediir olmamasidir. Lyapunov fonksiyonu bulmak bir sanattir ve diger sanatlar gibi
takip edilmesi gereken yoriingeler igerir. Kararli bir sistem icin ¢ok sayida hatta sonsuz
sayida Lyapunov fonksiyonu olusturulabilir. Lyapunov fonksiyonlarin1 olusturmak icin
literatiirde onerilen birgok yontem mevcuttur. Krasovskii’ s Metodu, Schultz — Gibson’
s Variable Metodu, Intrinsic Metodu bu yontemlerden bir kagidir. Yiiksek mertebeden
lineer olmayan diferansiyel denklemlerle ilgili birgok arastirma sonucu Lyapunov

teoremleri ve genellemeleri kullanilarak elde edilir.
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4. ARASTIRMA SONUCLARI ve TARTISMA

4.1 integral Denklemler ve Esnek Bir Lyapunov Fonksiyonu

Bu boéliimde esnek Lyapunov fonksiyoneli kullanarak lineer ve lineer olmayan
cesitli integral denklemlerin ¢oziimlerinin bazi nitel 6zellikleri incelenir. Amag limit
¢oziim kiimelerini igeren nitel 6zellikler elde etmektir. Ik kez Lyapunov fonksiyoneli
birinci mertebeden olmayan integral denkleme dogrudan uygulanir. Ek olarak, bir
integral denklemi ¢ekirdegin 06zelliklerinin ¢ogunu koruyan kuvvetli kararli bir
diferansiyel denkleme doniistiirmek i¢in bir strateji gelistirilir ve sonra ona esnek
Lyapunov fonksiyoneli uygulanir. Bunlarin higbiri tekil cekirdeklere uygulanmaz,
ancak Lyapunov fonksiyoneli tekil ¢ekirdeklere sahip olan denklemlere uygulamak igin
caligmalar devam etmektedir. a ve ¢ siirekli, C siirekli konveks, xg(t,x) = 0 olmak

uzere

t

x(t) =a(t) - j C(t,8)g(s,x(s))ds, —o<t<oo (4.1)

x(t) =a(t)— ftC(t, s)g(s,x(s))ds, 0<t<o (4.2)
0

R(t,s) =C(t,s)— ftC(t, w)R(u,s)du (4.3)

x(t) =a(t)— jt C(t, s)g(s,x(s))ds (4.4)

-T
formundaki skaler integral denklemleri verilsin. Arastirmacilar konveks cekirdekli
integral ve diferansiyel denklemlerle ilgili bir¢ok tartisma i¢in Burton (2005), Burton
(2008), Krasovskii (1963), Levin (1965), Volterra (1928), Zhang (2009)’ a bakabilirler.
Diinyadaki birgok problem bu ¢ekirdekler ile modellenir. Bu problemler 1992 den beri
V'(t) < 2g(t,x)[a(t) —x(t)] olmak lizere V Lyapunov fonksiyonelleri kullanilarak
calisiimaktadir. Burada esas zorluk g fonksiyonu tizerine monotonluk gibi ciddi sartlar
olmaksizin p ve q fonksiyonlarinin pozitif tanimlihigi ile V'(t) < —p(x(t)) + q(t)
yazmaktir. Bunun i¢in iki farkli teknik kullanilir. Bu denklemlerin t = co disinda
sinirliysa t = oo da siirdiiriilebilen ¢oziimlere sahip oldugunu gosteren varlik

teoremlerinden faydalanilir. Aynm1 zamanda Perron teoreminden bahsediyoruz ki bu

teorem eger R(t,s) siirekli ve eger her siirekli ve sinirh a igin |, OtR(t, s)a(s)ds ifadesi

sinirli ise 0 zaman sup |, Ot |R(t,s)|ds < oo oldugunu soyler (Burton, 2005).
0st<oo
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Tammm 4.1 Eger fooo(f(t) —g(t)?dt < w ise f fonksiyonu L?[0,0) da g
fonksiyonuna yakinsaktir denir. Eger t — oo iken |f(t) — g(t)| = 0 ise f fonksiyonu
g fonksiyonuna noktasal yakinsaktir denir. Simdi (4.2) denklemi i¢in

C(t,s) =0, Cs(t,s)=0, Cyu(t,s)<O, C(t,0) <0 (4.5)
sartlar1 saglansin. Burada alt simgeler kismi tiirevi belirtir (Burton, 2009).
Teorem 4.1 (4.2) skaler denklemi verilsin ve (4.5) saglansin. O zaman (4.2)’ nin

herhangi bir ¢6ziimii boyunca,
2

t t 2 t
V() = f Cs(t, s) (f g(w x(w)) du) ds + C(t,0) <f g(s,x(s))ds) (4.6)
0 s 0

fonksiyoneli

V() < 2g(t,x(0))[al®) — x(t)] (4.7)
esitsizligini saglar. Eger
Ctt)<B (4.8)
olacak sekilde bir B > 0 sabiti varsa 0 zaman (4.2)’ nin herhangi bir ¢6ziimii boyunca
(a(t) — x(t))? < 2BV (¢) (4.9)

sahip olunur (Burton, 2009).
Ispat: Once Lyapunov fonksiyonelinin nasil elde edildigi gosterilir. (4.2)’ i asagidaki

t
((®) — a(6)) =<— f C(t,5)g(s,%(s)) ds)
0

gibi yazilir ve her iki tarafin

t 2
(x(t) —a(t))?* = <—f C(t,5)g(s,x(s)) ds)
0

karesi almir, daha sonra C(t,s) = u,g(s,x(s))ds =dv ve fstg(s,x(s))ds =v

seklinde kismi tiirev kullanilarak, (a — b)? > 0, a? + b? > 2ab esitsizliginden

t t t 2
—f Cy (t,s)J g(u,x(u))duds)
0 0 s

¢
(x(t) —a(t)? = (C(t, s)] g(uw, x(w)du

<2

t 2 t t 2
(—C(t, 0)[ g(u,x(u))du) +<f Cs(t,s)J g(u,x(u)) duds) ]
0 0 s

yazilir.

Cs(t, , duds| < | Cs(t,s)ds | Cs(t, , du| d
<L (t s)j;)g(u x(u))du s) <J;) (t,s) sj; (t,s) <fs g(u,x(u)) u) s

oldugundan,
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t 2 t t t 2

< 2[<C(t,0)f g(u,x(u))du) +f Cs (t,s)dsf Cs (t,s) <f g(u,x(u))du> ds]
0 0 0 N

elde edilir ve [ Cs(t,s)ds = [C(t,t) — C(t,0)] < B oldugundan,

<2

t t 2
C(t,0) + f Cs (t,s)dsl [C(t,O) ( f g(u,x(u))du>
0 0

t t 2
+f0 Cs(t,s) (L gu,x(w)) du) ds]

sahip olunur. Bu sonug x bir ¢6ziim oldugunda sadece gegerlidir. a(t) = 0 alin ve sol

< 2BV (t)

taraftaki x ¢oziimiinden dolayr V’ nin pozitif tanimli olduguna dikkat edin. Ayni
zamanda, eger a(t) sinirli ise 0 zaman |x| — oo iken ¥V — oo olur bu yiizden V biitiin x
¢oziimleri i¢in radyal sinirsizdir. Diferansiyel denklemler igin Lyapunov
fonksiyonellerinden farkli olarak, bu ifadenin sol tarafinda goriildiigii gibi x’ in bir
¢oziim oldugu gercegini kullanmadan Lyapunov fonksiyonelin radyal olarak sinirsiz
oldugunu belirleyemeyiz. Ilging bir sekilde, bir Lyapunov fonksiyonun bir diferansiyel
denklemin ¢6ziimii boyunca diferensiyellemek genellikle basit olsa da, Lyapunov
fonksiyoneli bir integral denklemin ¢oziimii boyunca diferansiyellemek Lyapunov
fonksiyoneli olugturmaktan daha zor olabilir. Dikkat ediniz ki eger x(t) herhangi bir

stirekli bir fonksiyon ise 0 zaman V(t) Leibniz’ in kuralina gére diferansiyellenebilir ve

t t 2
V') = Cs,< , d)d
jo (6,5 Lg(ux(u)) w) ds
t t
+2g(t,x(t))J Cs (t,s)j g(u,x(u))duds
0 S

+C.(t,0) <f g(s,x(s))ds) +2g(t,x(t))C(t,O)fg(s,x(s))ds
0 0

elde edilir. Bu terimlerden birinin fOtC(t,s)g(s,x(s))ds sonucunu verdigi goriliir.
Tam da Krasovskii 1950’ lerde Lyapunov fonksiyonunu insa ederken bu sekilde insa
etti (Krasovskii, 1963). Boylece bu integrali onun esdegeri a(t) — x(t) ile degistirerek

V ve (4.2)’ i birlestirilecek. Bu terimi bulmak i¢in, {igiincii-son terimi pargalara bolerek

t

29(t,x(t)) [C(t,s)f g(u,x(w)) du +f C(t,s)g(s,x(s))ds]
N 0

0
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= 29g(t,x(t)) I—C(t, O)f g(u,x(u))du+f C(t, s)g(s,x(s))dsl

= Zg(t,x(t)) [—C(t, 0)f g(u,x(u))du +a(t) — x(t)l

elde edilir.
Terimler toplanarak,

t t 2
V'(t) =f C (t,5) <f g(u,x(u))du) ds + C.(t,0) <f
0 s 0

+29(t, x()[a(t) —x(©)] < 29(t, x(8))[a(t) — x(D)].
Asagida (4.10 da K =1 vyerine |g(t,x)|<K|x|” i sorgulamak bir sey

t

2
g(s, x(s))ds)

kazandirmayacaktir ¢linkii K konveksligi degistirmeksizin C(t, s)’ ye ¢ekilebilir. Bu ilk
adimdir.

Teorem 4.2 xg(t,x) = 0 , (4.5) ve (4.8) saglansin.

lg(t, )] < |x| (4.10)
olsun ki,
V') < —(alt) — g(t, %)) — g2(t,x) + a?(t) (4.11)
saglansin.
(i) Eger a € L2[0,) ise 0 zaman g(t,x(t)) € L?[0, ) ve L?(0, )’ da g(¢t,x(t)) =
a(t).
(i) Eger

t t t
j C(t,s) (t — S)J a?(u)du + C(t, O)tf a’?(wWdu < A
0 s 0
olacak sekilde 4 > 0 varsa o zaman (x(t) — a(t))? smurhdir. Ozellikle, eger
t
J Cs(t,s)(t—s)?ds+C(t,0)t? < A
0

ise 0 zaman x, her smirh ve siirekli a fonksiyonu igin sinirhidir, eger ilaveten (4.2)

lineer olsun diye g(t,x)=x almirsa o zaman Perron’un teoreminden

sup fot |R(t,s)| ds < o olur, burada R (4.3) ve x(t) = a(t) — fOtR(t, s)a(s)ds saglar
t20

(Burton, 2009).
Ispat: Bir integrasyonla (i) elde edilsin diye

V'(t) <2g(t,x)a(t) —2g(t,x)x < 2g(t,x)[a(t) — g(t,x)]

=— (a(t) - g(t,x(t)))z - g%(t,x(@®) + a?(v)
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sahibiz. Eger (x(t) — a(t)) smirsiz ise 0 zaman V siirsizdir yani 0 < s < t,, i¢in
V(t,) = V(s) ile birlikte {t,} T oo dizisi vardir ve V(t,) T co. Bu tiirevsel iligkiden 0 <
s < t, icin

0<V(ty) —V(s) < f naz(u)du —J ngz(u,x(u))du

sahip olunur. Eger t = t,, alirsak 0 zaman

t t
f 9% (w,x(w))du < f a? (w)du
S S
olur. Bu yiizden bu t ler igin t,, de n den bagimsiz

1

o5 (@) — x(£)* < V(t)
t t 2 t 2

= f Cs(t,s) (j g(u,x(u))du> ds + C(t,0) <j g(u,x(u))du)
0 N 0

t t t

SJ Cs (t,s)(t—s)j 9% (u, x(w))duds + C(t, O)tj g% (u, x(w))du

0 N 0

t t t
< j Cy(t,s)(t — s)f a?(w)duds + C(t, O)tj a’?(w)du < A
0 s 0

sahip olunur. Bu V nin siirsiz olmasi ile bir geliskilidir. Geri kalan1 agiktir.

Simdi (4.7) temel bagintisint ele alinir ve (4.10) x(t) ve a(t) ‘nin etkili bir
sekilde ayrilmasimi saglamadaki ilk adimimizdir. Ayrilma islemi basarilidir ¢linkii ne
g(t,x) ne de a(t), [ g(s,x(s))ds < [} a? (s)ds iliskisini kurmak icin herhangi bir
sekilde degistirilmez. Ikinci adimimiz integro-diferansiyel denklemi igermeli ve
g(t,x) = g(x) olmalidir. Burada integral denklemler i¢in Liapunov fonksiyonellerinin
diferansiyel denklemler i¢in Lyapunov fonksiyonellerinden daha genel olabilecegi

gortlir. g(t,x) = g(x) alarak

x(t) =a(t) —f C(t,s)g(x(s))ds
0

y©) =g (a®) - j C(t,)y(s)ds
0

denklemlerinin benzer limit kiimeleri ile ¢oziimlere sahip oldugu gosterilir. Bunu bir
baglama oturtmak i¢in bazi yeni sonuglart gozden gegirilir. g(t,x) = x aldigimiz

Zaman

R(t,s) =C(t,s) — ftC(t, w)R(u,s)du (4.12)
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¢Oziicii denklemi ile birlikte

x(t) = a(t) — ftC(t, s)x(s)ds (4.13)

ve parametrelerin degisim formiilii

x(t) = a(t) —f R(t,s)a(s)ds (4.14)

calisilir. [8] de kapsamli bir bi¢cimde tartisilan R nin integral 6zellikleri kullanilan
pertiirbasyon formiilii vardir. Burada daha ¢ok Burton (2010)’ daki baz1 6zellikler goz
oniine alinir. i1k dnce (4.6) ile tamimlanan V(t) igin

V(1) < 2x(®)[alt) — x(D)] = —(x(t) — a(t))” — x2(t) + a*(D) (4.15)

sahip olunur bu yiizden ayrisma basit ve ¢ok etkilidir. Eger (4.8) saglarsa o zaman
t

i(x(t) —a(t))? + jt(x(s) —a(s))?ds +J x2(s)ds < Jtaz (s)ds (4.16)
2B 0 0 —Jo

sahip olunur. Eger a € L?[0, o) ise 0 zaman x € L?[0, o) ve L?[0, o) icerisinde x = a
¢ dir.

Teorem 4.3 (4.5) ve (4.8) saglasin Oyle ki aym1 zamanda (4.16) saglar. Eger
fot CZ (t,s)ds sinurli, a € L]0, o) ve a sinirli ise o zaman x sinirhdir, L2[0, o) da x —
a noktasal yakinsaktir.

) Ot (x(s) — a(s))?ds smirh integrali vardir ve integralin tiirevinin (4.16) ile
simirlhh - oldugunu ve Schwarz esitsizligini ile x'(t) —a'(t) = —C(t, t)x(t) —
[ Ot Ci(t,s)x(s)ds tizerine kullanildigin1 gosterilebilir. Boylece bu integral sifira
yaklagir. Simdi ¢oziicii denklem icin, V(t)

Wi(t,s) = ft Cs(t,u) <ftR(v, s)dv) du+ C(t,s) <ftR(u, s)du) (4.17)

u

ye kolayca degistirilir ve asagidaki sonucu elde etmek i¢in Teorem 4.1’ nin ispatindaki

hesaplamalar takip edilir (Burton, 2009).

Teorem 4.4 Eger W(t,s) (4.17)’ de oldugu gibi tanimlanirsa, o zaman (4.12)’ nin bir

¢Oziimii boyunca

W,(t,s) < 2R(t,s)C(t,s) — 2R2(t,s) = —(C(t,s) — R(t,5))" + C2(t,s) — R2(t,s),
0<s<t (4.18)

sahip olunur.

W (s) = 0 iken (4.8)’ i saglarsa 0 zaman
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%(R(t, s) —C(t,s))? <W(ts) < —ftRZ (u, s)du

N

+f C? (u,s)du—] (Cws) —R(u,s))zdu (4.19)

sahip olunur (Burton, 2009).

Ek olarak eger fst[CZ(u, s) + C?(t,u) + CZ(t,u)du] sl ise 0 zaman s sabiti
icin hem noktasal hem de L?[s, o) da R(t,s) = C(t,s)’ dir.

Bu W ve dolayisiyla (4.19)’ un tiirevini elde etmek ic¢in bir hesaplamadir. Son
belirtilen sinirlilik kosullari, ¢6ziicti denklem ve Schwarz esitsizligi ile

Ci(t,s) — R:(t,s) (4.20)

nin smirl oldugunu gostermek icin kullanilabilir bdylece fst(C (u,s) — R(u,s))?du
yakinsamasi integralin sifira yaklastigini ima edecek.

R(t,s) ‘ nin C(t,s)’ ye glglii yakinsamasiyla (4.14) ile verilen parametrelerin
degisim formiiliinde R(t,s)’ yi verilen C(t,s) ¢ekirdegi ile degistirebilecegimiz fikri
ortaya ¢ikar. Bu durumda ortaya ¢ikan hatanin kii¢iik olacagi beklentisi vardir.

Teorem 4.5 Eger s sabiti i¢inC(t,s) — R(t,s) € L*[s, ) ve eger a € L1[0, ) ise 0

zaman
y(t) = a(t) — fo tR(t, s)a(s)ds
ve
Y(t) = a(t) — fo tC(t, s)a(s)ds
igin

y —Y € L?[0, )
sahip olunur. Dahasi eger (4.20) saglarsa y(t) — Y (t) noktasal yakinsar (Burton, 2009).
Teorem 4.2°de

dg(x)

4.21
7 > 0 (4.21)

960 = g0, xg(x) = 0,1g(x)| < Ix],
alinsin dyle ki
V(D) < 2g(6,0[a®) — x(1)] < 2g(0)[a(®) — g(x))]
= —(a(t) - g®))" - g>() + a*(®) (4.22)

olsun.

y(@®) = g~ (a(®) - f tC(t, $)y(s)ds (4.23)
0
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denklemini (4.13)’ e uyarlayin (Burton, 2009).
Teorem 4.6 (4.5), (4.8) ve (4.21) sartlar1 (4.2) icin saglasin. Ayni zamanda varsayalim

ki a € L2[0,0), g7 (a(t)) € L2[0, ),

f CZ(t,s)ds (4.24)
0

sinirhidir (Burton, 2009).
Eger Teorem 4.3 ile a(t) sl ise (4.23)’ iin y ¢oziimii L2[0, o) da noktasal y(t) —
g 1(a(t)) saglarken o zaman (4.2)’ nin x ¢dziimii Teorem 4.2 den ,L%[0,0)’ da
g(x(@®) - a(t)’ ye sahibiz.

1992’ den 6nce Lyapunov yonteminin integral denklemlere uygulanabilmesinin
tek yolu onlar1 birinci mertebeden diferansiyellemekti (Burton, 1993; Burton, 1996,
Burton, 2005; Burton ve Makay 2002; Krasovskii, 1963; Levin, 1963; Londen, 1972;
Volterra, 1928). Simdi g (¢, x) yerine g(x) ile baslarsak

x(t) = a(t) — th(t, x)g(x(s))ds (4.25)
0

sahip olunur. Eger (4.2)’ nin sagladigim1 ve a’ nin diferansiyellenebilir oldugunu

varsayarsak, 0 zaman

t
x'(t) =a'(t) — C(t, t)g(x(t)) — J C:(t,s) g(x(s)ds (4.26)
0

yazilabilir. Sorun su ki C(t,x)’ in konveks olmasina karsilik C; genellikle konveks
degildir. Daha sonra klasik teoride Lyapunov’ un dogrudan yontemini icermeyen ¢ok
kiigiik bir ¢ekirdek ile calisma zorunlulugu ile karsi karsiyayiz. Bunun bir ¢6ziimii var.
Bazi genel kosullar altinda eger C(t,x) konveks ve k yeterince biiylik bir sabit ise 0
Zaman

D(t,s) = Ci(t,s) + kC(t,s) (4.27)

konvekstir ve C;‘yi kaplamaktadir. Boylece

x'(t) + kx(t) = a'(t) + ka(t) — C(t, t)g(x(t)) — f D(t, s)g(x(s))ds (4.28)
0

formunda yazilirsa o zaman ii¢ sey olmaktadir. Onunla birlikte gelen bir dizi Lyapunov
fonksiyonuyla birlikte bir diferansiyel denklemimiz var, xg(x) = 0ve C(t,t) =0
oldugunda diizgiin asimptotik kararli denklemin pertiirbe

x"+ kx(t) + C(t, 0)g(x(®) =0 (4.29)

formuna ve konveks ¢ekirdege sahip olunur.
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Biitin bunlarin amaci, k'nin degerinden bagimsiz olarak, (4.28)’ in bir
¢Ozlimiiniin ayn1 zamanda (4.25)" inde bir ¢6ziimii oldugunu agiklamaktir. Dolayisiyla,
(4.28)’ in tiim ¢ozlimlerinin belirli bir nitel 6zellige sahip oldugunu kanitlayabilirsek
(4.25)° in herhangi bir ¢6ziimiinin de Oyle oldugunu kanitlamis oluruz. Burada
kullanilan Lyapunov fonksiyoneli esasen Levin’ in (1963) fonksiyonelidir ve
Krasovskii' de (1963).

Asagida (i)’ de p, g(x)’ i emilebildiginden dolay1 C(t,t) = 1 yerine C(t,t) =
p = 0 olmas: daha genel olmayacaktir. Ayni zamanda a’ + ka € L?[0, c0) sorulur fakat
bundan kagmilabilir ve A ile birlikte Teorem 4.2° nin ispatini takiben smirliligi elde
edilir.

Teorem 4.7 Eger D, (4.5) deki gibi konveks, xg(x) = 0 ve

L(t) =2 fxg(s)ds + ftDs (t,s) <ftg(x(u))du> ds
0 0 s

¢ 2
+D(5,0) ( [ g(x(u))du) (4.30)
0
ise 0 zaman (4.28) herhangi bir ¢6zlimii boyunca
L'(t) <2g()[a'(t) + ka(t)] — 2g(x)[kx + C(t, t)g(x)] (4.31)
sahip olunur.

(i)Varsayalim ki C(t,t) = 1. O zaman
L® < -[a'®)+ka(®) - g(x©®)]" - g(x(®)) - kxg ()

+[a'(t) + ka(t)]? (4.32)
olur.
(i) Ek olarak eger a'(t) + ka(t) € L?[0,0) ise 0 zaman L?[0,0) da g(x(t)) -
a'(t) +ka(®), [ g(s)ds smrhdi, g(x(6)) € 12[0,0) ve xg(x) € L'[0, )
(Burton, 2009).
Ispat: (4.28)’ in ¢dziimii boyunca genel zincir kuralim kullanarak L’ nin tiirevi alinir ve

sonra (4.31) elde etmek icin Teorem 4.1’ in kanitinin son kisminda yaptigimiz gibi

parcalar halinde integrali alinir. (1) sagladigi zaman
L'(t) <2g(x(@®)[a’(®) + ka(®)] — 29%(x(t)) — 2kxg(x)
sahip olunur ve (4.32) elde edilir.
(i1)” yi elde etmek igin 2 f(jc g(s)ds < L(t) esitsizligini kullanilir ve sonra (4.32)’ in

integrali alinir.
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Burada (4.32)’ i ayirmamiz sembol haricinde g’ den higbir sey elde etmez ancak g(t,x)
ile birlikte (4.30)’ y1 kullanamay1z.
Simdi h pozitif bir sabit olmak {iizere,
t
x(®)=a@®) — | C(ts)g(s x(s))ds (4.33)
t-h

skaler denklemi ele alinir. A > 0 i¢in

la(®)] < A (4.34)
olmak tizere
C(t,s) =0,Cs(t,s) =20,Cs(t,s) <0,C(t,t—h)=0 (4.35)
ve
xg(t,x) =0 (4.36)

olsun. (4.33) denklemi ii¢ gesit ¢6ziime sahip olabilir. Denklem muhtemelen periyodik
bir ¢dziim olan (—oo, ) da siirekli bir ¢6ziime sahip olabilir. Bu denklem ¢: [ty —
h,to] = R siirekli bir baslangi¢ fonksiyonuna ve [ty — h, t,] tlizerinde x(t) = @(t),
t > t, i¢in denklemi saglayan bir x(t) ¢6ziimiine sahip olabilir, eger ¢ (t,) = a(ty) —

ttoo_h C(ty,5)g(s, (s))ds ise 0 zaman ¢oziim siireklidir aksi taktirde siirekli degildir.

Bu t,’ da u¢ nokta (doniim noktasi) ile bir ¢oziime sahip bir fonksiyonel diferansiyel
denkleme benzerdir. Bu verilen ¢ icin ¢oziim siirekli olsun diye ¢’ ye yakin keyfi
farkli baslangi¢ fonksiyonu segilebilecegini gosterir.

Teorem 4.8 (4.35) ve (4.36) saglansin ve x, (4.33)’ {in herhangi bir siirekli ¢oziimii

olsun. O zaman

HO) =2 | ih C.(6.5) ( | 9(0,2()) dv)z ds (437)
fonksiyoneli
(a(t) — x(8))" < 2H(B)C(t, ) (4.38)
ve
H'(6) < g(t, x(0)[a(®) — x()] (4.39)

saglar (Burton, 2009).
Ispat:

t t 2
H'(t) =%f Ce (t,5) <f g(v,x(v))dv) ds

—h

1 t 2
_ECS(t' t—nh) <ft g(v,x(v))dv)

—h
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t

t
+9(t, x(t)) Cs(t,s) f g, x(v)) dvds
t—h S

t t

< g(t, x(t)) Cs(t, s)] g, x(v)) dvds
t—h s

sahip olunur. Son terimin kismi integrali alinarak

s=t

g(t,x(t)) [C(t, s)f g, x(v))dv + f_hC(t, $)g(s,x(s))ds

s=t—h
t

=gt x(1)) hC(t.S)g(SIX(S))dS
t—

elde edilir. O zaman (4.33) den

t

H'(@®) < g(t,x@®) | C(t,s)g(s,x(s))ds
t-h

= g(t, x(®)[at) — x(®)]

sahip olunur. Schwarz esitsizliginden yararlanarak H tizerinde en diisiik sinir elde etmek
i¢in

t t 2 t t t 2
<f Cs(t,s) f g, x(v)) dvds) < f Cs(t,s) Cs(t,s) <f g, x(v)) dv)

t—h s t—h t-h S

= 2H(t)C(t,t)

yazilir. Bu esitsizligin solundaki terimin kismi integrali gerektigi gibi

s=t t

+J C(t,s)g(s,x(s))ds)
t—h

t
<C(t,s)J g, x(v))dv

s=t—h
= (a(®) — x(1)?

Verir.
Teorem 4.9 (4.35) ve (4.36) saglansin, |g(t, x)| < |x| ve C(t, t) sinirli olsun.

(i) Eger (4.34) saglarsa o zaman (4.33)’ nin herhangi siirekli x(t) ¢ozimi
stnirhdir ve

(x(t) — a(t))? < h2A%C(t, t) (4.40)

saglar.

(ii) Eger a € L?[0,00) ise, 0 zaman L?[0,0) da g(t x(t)) — a(t) (Burton,
20009).
Ispat: (4.39)’ dan

2H'(t) < 2g(t,x(@®)[a®) — g(t,x(@®))]

=— (a(t) - g(t,x(t)))2 — g%(t,x(®) + a?(t)
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sahip olunur. (ii) kismi elde edilir.
Eger (4.34) saglarsa ve x(t) ¢oziimii sinirli degilse o zaman (4.38) ve C(t,t)
siirli olmasindan H(t) siirsiz olduguna sahip olunur. Boylece t, —h < s < t,, igin

H(t,) = H(s), ile birlikte bir {t,;} T oo dizisi var. Bu s’ ler i¢in

0<2(H(tp) —H(s)) < — ftngz(u,x(u))du + ftnaz(u)du

tn
f gz(u,x(u))du < hA?
S

sahip olunur. Schwarz esitsizligi ile sinirli olan
t

2H(t,) Sf Cs(t,s)(t—s)ftgz(v,x(v))dvds
t—h s

t t

< h2A? f C,(t,s)ds = h?A%C(t,s) < h2A%C(t,t)
t—h

t—-h

sahip olunur bu ise bir ¢eliskidir. (4.38)’ den, a ve H(t)C(t,t) simirl oldugundan x’
de simirlidir boylece (i) dogrudur.
Teorem 4.10 (Schaefer Teoremi) (X, ||. ||) bir normlu uzay olsun. P, X’ in her sinirl alt
kiimesinde kompakt olan X’ den X~ ¢ bir siirekli dontisiimdiir.

(i) A = 1i¢in x = APx denkleminin X’ de bir ¢6ziimii vardir ya da

(if) 0 < 4 < 1 i¢in biitiin x ¢dzlimlerinin kiimesi sinirsizdir.

(4.32) icin (X, |-]D’1 supremum norm ile birlikte siirekli T-periyodik

fonksiyonlarin Banach uzay1 alinir ve bu T > 0 periyodu icin

Ct+T,s+T)=C(ts),alt+T)=a(t),glt+T,x)=g(tx) (4.42)
sahip oldugu kabul edilir.
p€EXileP
t
(Pp)(©) =a(®) = [ C(t,s)g(s, @(s))ds
t—h

tanimlanir. Su gergektir ki (P@)(t +T) = (P@)(t) yani P:X —» X. P nin siirekli
oldugu gosterebilir.
Y, X’ in sabit sinirh bir alt kiimesi ve ¢, Y’ nin keyfi bir elemani ise o zaman C(t,t —

h) = 0 oldugundan

t

d t
%f C(t,)g(s, 9(s))ds = C(t, ) g(t, o)) +f C(t,9)g(s, @(s))ds
t—h

t—h
olduguna dikkat edin. Eger
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t
f 1C,(t,5)|ds + C(t, 1) (4.42)
t—h

sinirlt ise bu Y lizerinde siirlandirilacaktir. a diizgiin siirekli oldugundan Y bir es
stirekli kiimeye eslenir. Bu gerekli kompaktlig1 olusturur (Burton, 2009).

Teorem 4.11 Teorem 4.9’ un kosullar1 ve bunun yani sira (4.41) ve (4.42) saglansin. O
zaman (4.33) bir T-periyodik ¢oziime sahiptir (Burton, 2009).

Ispat: 0 <1 <1 icin x = APx herhangi bir ¢dziimiiniin||x|| < M saglayacak sekilde
bir M sayisinin oldugunu gosterirsek Schaefer teoreminin tiim kosullar1 saglanmis

olacak. Ancak Teorem 4.9’ un tiim kosullar1
t

x(t) =21 la(t) - C(t,5)g(s,x(s))ds

t—h
denklemi i¢in saglar ve (4.40) ile istenen sinira sahip olunur.

Eger x(t) sinirli ise g(t, x(t)) de sinirli olmak iizere sonsuz gecikmeli

t
x(t) = a(t) — j C(t,5)g(s, x(s))ds (4.43)
denklemini diisiiniin.
xg(t,x) =0 (4.44)
C(t,s) =20,Cs(t,s) =0,Cq(t,s) <0,C(t,t) <B (4.45)
Her sabit ¢ icin,
Jim (t —s)C(t,s) =0 (4.46)
ve
t
j [C(t,s) + (Cs(t,s) — Cor(£,9))(t —5)?]ds (4.47)

integrali stireklidir.

(4.43) denklemi bir ¢ : (—oo,ty] = R baslangi¢ fonksiyonuna sahip olabilir, bu
durumda t,’ da siirekli ¢6ziimiin olmasi igin @(ty) = a(t,) — f_tzo C(to,5)g(s, (s))ds
olmasi gerekir. Eger ¢ sinirli ve siirekli ise o zaman (4.47) bu integralin var oldugunu
gosterir. Ayrica (4.43) denklemi R’ nin tamaminda bir 1 ¢6ziimiine sahip olabilir. Bu
durumda v herhangi bir (—oo, t,] araliginda bir baslangi¢ fonksiyonudur.

Teorem 4.12 (4.44) ve (4.47) saglansin. Eger x(t), smurl siirekli baslangi¢ fonksiyonu
@ ile birlikte [¢ty, 0) araliginda (4.43)’ iin siirekli bir ¢6ziimii ise 0 zaman

H(t) = ft C (t,s) <ftg(v,x(v))dv> ds (4.48)

— 00
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i¢in
H'(t) < 2g(t, x(0)[a(t) — x(8)]
ve
(a(t) —x(t))* < C(t, t)H(L) (4.49)
sahip olunur (Burton, 2009).
Ispat: Bir hesaplama ile

t 2 t t
H'(¢) =f Cse(t,5) (f g(v,x(v))dv> ds+g(t,x(t))f Cs(t,s)fg(v,x(v))dvds

s=t

—00

< 2g(t, x(t)) [C(t,s)f g(v,x(v))dv +f C(t,s)g(s,x(s))ds]

s=—oo
= 2g(t,x())[at) — x(8)]

elde edilir. Burada son integralin yanindakinin sifir oldugu sonucuna varmak igin

baglangi¢ fonksiyonun ve (4.46)'nin sinirhiligini kullandik. H' de gosterilen ilk integralin

varhigi (4.47)’ den elde edilir.

H tizerindeki alt sinir igin,

o(t) = (ft Cs(t,s)ftg(v,x(v))dvds>

2
< (Jt Cs(t, s)dsjt Cs(t, s) <ftg(v,x(v))dv> ds)

=C(t,t)H(t)
belirlenir, burada sarti kullanarak lim C(t,s) = 0 alinmaktadir. Diger yandan,
S§——00

s=t
N

60) = (¢t [ g(wx@)ar|__+ [, ct9)gG, x(s))ds)z = (a(®) - x(D)*
Iste Teorem 4. 2'ye paralel bir sekilde ispatlanabilecek ¢ok kisa bir sonug.
Teorem 4.13 Teorem 4.12° nin kosullar saglansm, |g(t, x)| < |x|, a € L?[0, o) olsun
ve x(t), siirly, stirekli baglangi¢ fonksiyonu ile birlikte (4.43)’ iin herhangi bir siirekli
¢6ziimii olsun. O zaman L?[0,0) da g(t,x()) — a(t), ,g(t x(t)) € L?[0, ) a(t)
ve C(t, t) ile smirhiyken x(t) smirhidir (Burton, 2009).

D’ yi Teorem 4.7 deki gibi tamimlansin. g(t,x) = g(x), C(t,t) = 1 olsun ve

x'=a'(t) + ka(t) — [kx(t) + C(t, t)g(x(t))] — ft D(t, s)g(x(s))ds.

verilsin. Ardindan,
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u(t) =2 fxg(s)ds +f Dy(t,s) <f g(x(u)) du) ds

olarak U tanimlansin ve Teorem 4.7 dekine paralel bir sonug elde edilir.

4.2 Lyapunov Fonksiyonlar: Kullanilarak Lineer Olmayan Sonsuz Gecikmeli

Volterra Integro Diferansiyel Denklemlerde Diizgiin Kararhlik

Bu boliimde dogrusal olmayan sonsuz gecikmeli

x'(t) = Px(t) + f C(t,s)g(x(s))ds,—o <s<t (4.50)
ve
t
x'(t) =Px(t)+ f C(t,s)g(x(s))ds,—o<s<t (4.51)

Volterra integro-diferansiyel denklemleri aliir ve bir V(t, x) :==V(t) Lyapunov
fonksiyonu insa edilir. Baz1 a pozitif sabiti i¢in ve uygun kosullar altinda (4.51)” in
¢oziimleri boyunca V'(t) < —alx|? oldugu gésterilir. Bu sifir ¢oziime iliskin kararl:
sonuglart elde etmek i¢in konumlandiracak ve buna ek olarak her kare ¢6ziimiin
integrallenebilir ya da L; oldugunu gosterecek.

Normalde (4.51)’ deki P fonksiyonunu sifir ¢éziimiin kararlilik 6zellikleri igin negatif
bir fonksiyon olmasi beklenir. Ama bu sart gerekmez. P sabitinin pozitif etkisini
dengelemek i¢in C(t,s) cekirdeginin boyutu kullanilir. C(t, S) c¢ekirdeginin ne kadar
hizli ¢iirimeye (decay) bagli olarak pozitif sabit P i¢in (4.51)" in sifir ¢éziimiiniin
diizgiin kararli oldugunu gosteren ana sonuglarin bir uygulamasi olarak 6rnekler verilir.

Siirekli ¢@: (—o0,00) - R fonksiyonun normu |||l = sup|@(s)| ile belirlenir. E, =
SER

(—0,ty] olmak iizere ¥: E; — R simrl ve siirekli bir baslangi¢ fonksiyonu olsun. t >
to Ve s € Ey, x(t, to, ) = P(s) icin x(t), (4.51) saglarsa x(t) = x(t, to, %) (4.51)" in
bir ¢oziimidiir denir. t > ¢, i¢cin C(t) kiimesi, tim ¢ siirekli fonksiyonlar kiimesini
gosterirve ¢ : R = R, ||¢|| = sup{|p(s)|:s < t}.

Tamm 4.2 Her & > 0 ve her bir ¢, i¢in dyle bir § = §(e, t,) > 0 vardir ki [¢ € E;, —
R, ¢ € C(t):||pll < 5] iken tim t > t, i¢in |x(t,ty, ¢)| < € oluyorsa (4.51) in sifir
¢Oziimii kararhidir denir ve 6’ nin t,’ dan bagimsiz olmasi durumunda sifir ¢ézimii

diizgiin kararlidir denir (Raffoul ve Rai, 2016).
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Daha sonra, uygun bir Lyapunov fonksiyonelinin yazilabilmesi igin (4.51)

yeniden yazmak i¢in 6zel bir teknik kullanilir.
t—s
A(t,s) = f Clu+s,s)du, t—s=>0

ile baslansin. Kabul edelim ki asagidaki

xg(x) = ,x%,x#0 (4.52)
g < A4]x] (4.53)
A(t,t) > 0,t € [0,0) (4.54)

kosullar saglayan A, ve A, pozitif sabitleri vardir.
(4.52) ve (4.53) kosullariin g(0) = 0 oldugunu ima ettigi agiktir. (4.51) ile

x'(t) = Px(t) — A(t, t)g(x(t)) + %f A(t, s)g(x(s))ds. (4.55)

ifadesinin esdeger oldugu kolayca kanitlanabilir.
Teorem 4.14 (4.52) ve (4.54) sartlar1 saglansin. Kabul edelim ki

2P — 22,A(t, t) + P? + 1, A%(t,t) + /112)/] [A(u, t)|du < —a (4.56)
t
t
2] |A(t,s)|ds —y <0 (4.57)
t
1- Alf |A(t,s)|ds > 0 (4.58)

olacak sekilde y > 0 ve a > 0 sabitleri vardir. O zaman (4.51)’ in sifir ¢6ziimii
kararhidir (Raffoul ve Rai, 2016).
Ispat: (4.51) in bir ¢oziimii x(t) = x(t, to, 1) olsun ve V(t) = V(t,x) Lyapunov

fonksiyonu

V) = <x - f t A(t, s)g(x(s))ds)

— 00

t [e%)
+)/f_ J |A(u, 2)|g%(x(2))dudz. (4.59)

ile tanimlansin. Simdi (4.59)’ un tiirevini alarak ve (4.51)" i kullanarak

V') =2 (x - ft A(t, s)g(x(s))ds) [Px — A(t, t)g(x)]
+Vf |A(u, t)Igz(X(t))du—VJ |A(t, 2)1g° (x(2))dz

= 2Px? — 2A(t, t)xg(x) — 2Px ft A(t,$)g(x(s))ds

— 00
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+2A(t, t)g(x) f A(t,s)g(x(s))ds

%) t
+r [ @Ol (@)du-y [ 1A (x@)dz @460
t %)

sahip olunur.

(4.60) ifadesini basitlestirmek i¢in Schwarz esitsizligi kullanilarak

t

t
2Px.f A(t,s)g(x(s))ds < P?x?+ (f

—00

2
A(t,5)g(x(s)) dS)

2

I ( f A )ZIA, )2 |g(x(s))|ds)

t t

< P%x? +f |A(t, s)Idsf |A(t, $)1g?(x(s)) ds

gibi basit hesaplamalar yapilir. Benzer sekilde,

t
2A(t, t)g(x)j_ A(t, ) g(x(s))ds
(

t
< A, 2A%(t O)x% + j |A(t, s)|ds J |A(t, s)|g2(x(s)) ds

yazilir. Yukaridaki iki ifadeyi (4.60)’ da yerine yazarak ve sonrasinda (4.56) ve (4.57)

yardimiyla,

V') <

2P — 20,A(t, t) + P2 + 1, A%(¢,t) + Alzyj
t

|[A(u, t)| dul |x|?

+l2f IA(t.S)IdS—VU |A(t, $)1g*(x(s)) ds

< —a|x|? (4.61)
elde edilir. &> 0 verilsin, §>0, bulunur [y €E, - R:|[yll <8] iken
|x(t, ty, ¥)| < € olur bunun igin

to 2 to ro
12 = <1 +,112f IA(tO,s)Ids) +/112yf ft |A(u, 2)|dudz.
- - Jtg

olsun. (4.61) ile birlikte t > t, i¢in azalan V ye sahip olunur. Boylece (4.59)’ u
kullanarak,

V(t,x) <V(ty, )

< <|¢(to>| v f °|A(to,s)||¢<s)|ds>



31

to oo
+Alzyf f |A(u, 2)|Y?(z)dudz.
—o0 Jt,

= §2

to 2 to o8}
(1 + /’Ilzf IA(tO,s)Ids> + /112)/.’- f |A(u, Z)Idudz.]
—00 —o0 Y,

< 6217 (4.62)
ulasiriz. (4.59) ile

V(it,x) > (x — ft A(t, s)g(x(s))ds)

= <|x| -

elde edilir. Yukaridaki iki esitsizligi birlestirdigimizde

. 2
f A(t,s)g(x(s))ds) .

— 00

t
|x(t)] < 6L +f |A(t, s)||g(x(s))|ds
esitsizligine sahip olunur. Bu yiizden |x(t)| < € oldugu siirece (4.53)’ i kullanarak
t
|x(t)| < 6L + e/llf |A(t,s)|ds,t = t,

elde edilir.
Boylece yukaridaki esitsizlikten |x(t)] < € i¢in § < %(1 - M f_toolA(t,s)lds) olur.

(4.58)’ e gore biz 1 — 1, f_tooIA(t, s)|ds > 0 esitsizligine sahibiz bu nedenle & ile ilgili
yukaridaki esitsizlik gegerlidir. Buda ispati tamamlar.

Bir sonraki teorem x’ in herhangi bir ¢dziimiiniin |x(t)|* € L, w0, to € Ey
kosullar1 sagladigini ispatlar.
Teorem 4.15 Teorem 4.14° deki tiim sartlarin saglandigini kabul edelim. x(t), (4.51)
{in herhangi bir ¢dziimii olsun. O zaman |x(t)|? € Lit,,00), to € Ej olur (Raffoul ve Rai,
2016).
Ispat: Teorem 4.14> den sifir ¢oziimiin kararli oldugu bilinir. Dolayisiyla baz1 &
kararlih@ igin |x(t, ty,¥)| < 1 alinz. V azalan oldugundan (4.61)’ i t, dan t ye

integraller ve (4.62)’ yi kullanarak

t t
V(t,x) <V(te,¥) —a | |x(s)|?ds < S22 —a | |x(s)|%ds.

to to

V(t,x) = <x — ft A(t, s)g(x(s))ds>
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t 2 t
<x —f A(t, s)g(x(s))ds> < S?L2—a | |x(s)|%ds. (4.63)

to

alinir. Ayni1 zamanda Schwarz esitsizligini ve (4.53) i kullanarak,
2

(f |A<t,s>||g<x(s>>|ds> =<f |A<t,s)|%|A<t.s)|%|g<x<s>>|ds)

2

t

|A(t, $)||x(s)|?ds.

t
S/’llzf IA(t,s)Idsf
elde edilir.
457)ile [°_|A(t,s)|ds smurh ve |x|? < 1 oldugundan [*_|A(t,s)||x(s)|2ds ifadesi

siirhdir dolayisiyla f_toolA(t, s)|1g(x(s))|ds ifadesi de sinirlidir. Bu nedenle (4.63)’

den,

a | |x(s)|*ds < s?212 — (x — j-t A(t, S)g(x(s))ds>

to
>2

ft A(t, s)g(x(s))ds

t
< S?%1% + <|x| — f A(t,8)g(x(s))ds

< S2L1% + |x|* + 2|x|

“
)+

t
J A(t, s)g(x(s))ds

—00

< S?L% + |x|? + |x|? <

—0o0
2

<S?L2+2+2 (f |A(t,s)||g(x(s))|ds)

<K
sonucuna variriz burada K pozitif sabittir. Bu |x(t)|* € L, ) to € Ex oldugunu
gosterir.

(4.51) icin elde edilen sonuglar1 (4.50)" ye genisletmek oldukga basittir. (4.50)
tamamen lineer olmadigi i¢in bu dikkat gekicidir. Lineer bir terimin olmamasi, ters
¢evirmeyi veya uygun bir Lyapunov fonksiyoneli bulmayi imkansiz degilse de son
derece zorlastirir. Buradaki avantaj, denklemi (4.55)’ e esdeger olacak sekilde yeniden
yazilabilir olmasidir.

Teorem 4.16 (4.52) ve (4.54) saglansin. Ek olarak,

o)

—22,A(t,t) + 1, A%(¢t, t) + Alzyf |[A(u, t)|du < —a (4.64)

t

ft A(t,s)g(x(s))ds

>2

t
f A(t,s)g(x(s))ds

>z
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t
f |A(t,s)|ds —y <0, (4.65)
ve
t
1— Alf ACL $)|ds > 0 (4.66)

kosullar1 saglansin o zaman (4.50)° nin sifir ¢6ziimii kararhdir. |x(t)|? € Lity 000, to €

E; (Raffoul ve Rai, 2016).
Ispat: Teorem 4.14 ve Teorem 4.15 ispatinda P = 0 almarak elde edilir.

Sonraki teoremde, (4.51)’ in sifir ¢6ziimiiniin, Lyapunov fonksiyonelindeki ¢ift
kath integral lizerinde diizglin sinirlilik gerektirerek diizgiin kararli oldugu gosterilir.

Basitlestirmek i¢in

t
J = f |A(t,s)|ds. (4.67)
alinir.
Teorem 4.17 Teorem 4.14° deki tiim sartlar saglansin. Bazi pozitif R sabiti ve her t >
to icin,
t co
j j |A(u,z)|dudz < R (4.68)
—o0 Jt

ise 0 zaman (4.51) in sifir ¢6ziimii diizglin kararlidir (Raffoul ve Rai, 2016).
Ispat: (4.59) ile V fonksiyonu verilsin. O zaman V> yi genisleterek ve Schwartz

esitsizligini kullanarak,

V() =x2%(t) + (f A(t,s)g(x(s)) ds> — 2x(t)f A(t,s)g(x(s))ds

t oo
+Yj j |A(u, 2)|g?(x(2))dudz

t t
< 2x%(t) + 2] IA(t,s)Idsj |A(t, $)|g?(x(s))ds

+Yf f|A(u,Z)|gz(x(z))dudz

t
< 2x%(t) + ZAlzjf |A(t, s)|x%(s)ds

+yA,? f t f ooIA(u, 2)|x%(z)dudz . (4.69)

variriz. € > 0 ve t, € E), sabiti verilsin.



34

1
(24 24,% +yA,*R)?6 < (1 — 1)) (4.70)
olacak sekilde 0 < & < € ile birlikte & > 0 segilir.
lpll < & ile birlikte x(t) = x(t,ty, ¢) (4.51) iin bir ¢oziimii olsun. O zaman t > t,

i¢in (4.69) ve (4.70) kullanilarak,
2

(x —f A(t, s)g(x(s))ds> S V() < V(o)

< (2+424,%] + y1,°R)8? (4.71)

sahip olunur, ayn1 zamanda
t

x—f A(t,s)g(x(s))ds

t

> x| — f A, )19 (e(s))ds

t

> |x| —/'llf |A(t,s)||x(s)|ds (4.72)

oldugu goriiliir.

Her t >t, icin |x(t)| < € oldugunu iddia edilir. Her —oo <u <t, i¢in
|x(u)] < 6§ < € olduguna dikkat edin. Eger iddia dogru degilse t, < s <t, i¢in
|x(t)| < € ve |x(t.)| = € olacak sekilde ilk t t = t, olsun. (4.53), (4.67), (4.71) ve
(4.72)’ yi kullanarak,

e(1—-4J) =e(1—-X ft |A(t, s)|ds)
< ()] = 1y f At ) 1(s)lds

ty
< |x(t)] - j A, $)Ilg(x(s))]ds

oo

<

x(t.) - f LAt $)g(x(s))ds

<(2+214,% + y/llzR)%(Y
elde ederiz. Bu ise (4.70) ile gelisir ve ispat tamamlanir.
(4.50)’ nin sifir ¢dziimiiniin diizgiin kararlilig: ile ilgili olarak asagidaki sonug
verilir.
Sonug¢ 4.1 Teorem 4.16° nin tiim kosullar1 (4.68) ile birlikte saglandig1 varsayilsin. O

zaman (4.50)’ nin sifir ¢oziimii diizgiin kararlidir.
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sin?(x)+1

" ) olsun. O zaman g(0) =0, xg(x) >§, lg(x)| <

Ornek 4.1 g(x) = x(

-1

olarak secilirse o zaman C(u + s,s) = e ve

1 - - -t
5 [xlolur. Bger C(t,5) = o0

1

t—s
A(t,S) = f_oo C(u+s,s)ds :m
olur. Bu durum A(t,t) =i ve boylece (4.54) kosulu saglanir. Boylece asagidaki

ifadelerin dogrulanmasi kolaydir.
t

*® 3 3
ft |A(u, t)|du = 7 f_ooIA(t, s)|ds = T

t (o] t o] 1
L) e olante = || s aute

t 3
_im4(t—z+1ydz

y=> ve P=—1olsun. 4, == ve 1, = den dolay: (4.56), (4.57) ve (4.58)

saglandigin1 dogrulamak kolaydir. Bu nedenle lineer olmayan Volterra integro-
diferansiyel denklemin,

TN ‘ 1 sin?(x(s))
x(t)——x(t)—f_oo16(t_s+1)4x(s)< 2 +1>ds,

sifir ¢oziimii Teorem 4.16 geregi diizgiin kararlidir.

Sonraki 6rnekte P > 0’ a sahip olmamizi saglayan bir C ¢ekirdegi segeriz.
Ornek 4.2 g(x) fonksiyonunu 6nceki drnekteki gibi tanimlansin. Daha sonra segilmek
lizere olan bazi pozitif sabit k degeri i¢in C(t,s) = —e~¥(=%) olsun. O zaman A(t,s) =

%e"‘(t‘s) ve bunun bir sonucu olarak A(t, t) = %olur. Boylelikle

co t 1
jt |A(u,t)|du=j_ |A(t,s)|ds=ﬁ

oldugu goriiliir. Ustelik f_too ftoo|z4(u, z)|dudz = ,%3

k=4vey= é olsun. 1, = % ve A, = i den dolay1 (4.57) ve (4.58) kosullar1 saglanir.
(4.56) nin saglanmasi i¢in uygun P sec¢imi kaldi. (4.56)’ da tiim parametrelerin yerine
konmasi ile ikinci dereceden denkleme yol agar.
P? +2P —n? < 0,n? = 0.093261711875. (4.73)
ikinci dereceden denklemi elde edilir. (4.73) esitsizligi
0<P<-1+,2+2n2

icin saglanir. Boylece P pozitif sabiti i¢in lineer olmayan Volterra integro-diferansiyel



36

x'(t) = Px(t) — ft e kt=s)x(s) <w + 1> ds

denkleminin diizgiin kararli oldugunu gosterdik.

Fonksiyonel diferansiyel denklemlerin nitel analizinde Lyapunov teorisini
kullanirken, elde edilen sonuglarin dogrudan Lyapunov fonksiyonunun veya
fonksiyonelliginin 6zelligi ile iliskili olduguna inanilmaktadir. Burada dogru Lyapunov
fonksiyonelini kullanarak lineer olmayan integro-diferansiyel denklemi lineer bir terime
doniistiirtir. (4.55) formunda (4.51)’ i yeniden yazarak (4.59)’ da verilen Lyapunov
fonksiyonunun olusturulmasina nasil yaklasacagina dair ipucu verir. Bu, (4.55) in karesi

(4.59) ile verilen Lyapunov fonksiyonelinin ilk terimi olan

d t
E(x(t) —f A(t, S)g(X(S))dS> = Px(t) — A(t, t) g (x(t))

formuna alinabilecegine dikkat edilerek kolayca goriilebilir.
Ek olarak, bu teknik (4.50) de verilen tamamen lineer olmayan integro-diferansiyel
denklem tizerinde kararlilik sonuglari ¢ikarmamizi saglamistir. Islam ve Raffoul (2005)’

te yazarlar skaler lineer Volterra integro-diferansiyel denklemini
t

x'(t) = h(t)x(t) + f C(at —s)x(s)ds (4.74)
0

ve onun pertiirbe formu,
t

x'(t) = h(t)x(t) + f C(at — s)x(s)ds + g(t,x(t)) (4.75)
0

a > 1 sabiti i¢in ele aldilar. g(t,x(t)) fonksiyonu x ve t i¢in siireklidir ve siirekli At
icin g(t, x(t)) < At]x(t)|. Ustelik t > 0 igin h(t) siireklidir ve C: R — R siireklidir.

Varsaymm 4.1 Teorem 4.14’ iin tiim kosullar1 saglansin. Eger,
j |A(u, z)|du € L*(—o0, 0) (4.76)
t

sartin1 sagliyorsa (4.51)’ in sifir ¢6ziimi diizgiin asimptotik kararli olur.

4.3 Sabit Zaman Gecikmeli Lineer Olmayan Volterra integro Diferansiyel

Denklemlerin Ustel Kararhhg

D, R™ de orijini igeren bir kiime olsun. x: [0, t] = D olmak iizere
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x'(t) = Ax(t) + ftB(t, s)f(x(s))ds. (4.77)

Volterra integro-diferansiyel denklemini verilsin. Diyelim ki V:R* x D - R*, negatif

olmayan reel sayilar kiimesi R* da siirekli tiirevlenebilir Lyapunov fonksiyonu

Wi(lxD) < v(t,x()) < Wy (lxD) + f @1(t, SHW3(|x(s)Dds (4.78)
0

ve

V'(t,x(.)) < —n@®V(t,x()) + F(t) (4.79)
esitsizligini saglar. Burada F: [0,t] = R™ siirekli bir fonksiyondur ve W; kesin olarak
artandir, W;(0) = 0 ve eger s > 0 ise W;(s) > 0 ve W;:[0,00) — [0, o) siireklidir. n
fonksiyonu siireklidir ve negatif degildir. t, = 0 olsun, o zaman her bir siirekli
®:[0,t,] = R™ fonksiyonu i¢in, 0 <t <t, i¢in x(t,ty, @) = ®(t) olacak sekilde
to < t <1 icin (4.77) yi saglayan [t,, ] araliginda en az bir siirekli x(t) = x(t, ty, P)
fonksiyonu vardir. Parametrelerin  degisim formiilini kullanarak  (4.79) dan

formiiliiniin varyasyonunu elde eder.

t s t

V(t,x()) < [V(ty, @) + | |F(s)|exp (f q(u)du) dsl exp (— | n(s)ds) (4.80)
to t() tO

sahip olunur. Simdi, ||. || Oklid normu olmak iizere p pozitif sabiti i¢in W; = ||x||P ise

0 zaman (4.78) ve (4.80)’ den
1

t N D 1 t
V(ty, @) + | |F(s)|exp <j q(u)du) dsl exp; (— | n(s)ds) (4.81)

to 0 to

x|l <

yazilir. Boylece, pozitif K sabitleri igin eger
t s

|F(s)|exp (f n(u)du) ds <K
to to

ise 0 zaman t — oo iken ftto n(s)ds — oo saglarsa (4.81), (4.77)’ nin sifir ¢éziimiiniin

tistel olarak kararli oldugunu gosterir. Parametrelerin degisim formiilii (4.80) kolayca
(4.79) elde edilir. Ancak (4.79) saglayacak sekilde bir V Lyapunov fonksiyoneli bulmak
son derece zordur. Burada amag boyle bir Lyapunov fonksiyonelinin ingasina sistematik
olarak yaklagmaktir.

Bu bolimde fonksiyonel diferansiyel denklemlerin {istel asimptotik kararli
oldugunu ifade eden (4.79) kosulunu elde etmek icin olusturulan Lyapunov
fonksiyonellerine kolay bir yol saglayan alti teorem ve iki énerme sunulur. Negatif

olmayan belirli Lyapunov fonksiyonellerinden yararlanilir ve
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x'(t) =G(t,x(s);0<s<t)=0G(x()) (4.82)

fonksiyonel diferansiyel denklemler sisteminin sifir ¢6ziimiiniin {istel asimptotik
kararlili@in1 garanti eden yeterli kosullar1 elde edilir. Burada G(t,0) =0, x €
R™,G: R* X R™ - R™ lineer olmayan siirekli fonksiyondur. t, = 0 olsun, o zaman her
bir siirekli ®: [0, ty] = R™ fonksiyonu i¢in, 0 < t < t, i¢in x(t, ty, @) = ®(t) olacak
sekilde ty <t < i¢in (4.82) yi saglayan [ty,[] araliginda en az bir siirekli x(t) =
x(t, ty, @) fonksiyonu vardir. Kabul edelim ki t =t,” da x'(t),x(t)’ nin sagdan
tirevidir. (4.82)’ nin ¢oziimlerin varligini, tekligini, stirekliligini saglayan kosullar i¢in
Driver (1977), Raffoul (2004)’ ¢ bakiniz. Raffoul (2003)’ de yazar diferansiyel
denklem sistemlerinin ¢dziimlerinin sinirliligim inceledi. Ote yandan Raffoul (2004) te
negatif olmayan belirli Lyapunov fonksiyonellerini kullanarak (4.82)’ nin ¢6ziimlerinin
sinirliligin aragtirdi.

(4.82) denkleminin bir 6zel hali (4.77) denklemidir. Sonuglar n pozitif ve
rasyonel olmak tizere f(x) = x™ alarak (4.77) bigimindeki Volterra integro-diferansiyel
denklemlere uygulanir. Sonra, buradaki teoremler Vanualailai (2002)’ de elde edilenler
ile karsilagtirilir. (4.77)’ nin ¢6ziimlerinin siirlihi@i ve kararliligi hakkinda daha fazla
bilgi i¢in Caraballo (2001), Cheban (2001), Linh ve Phat (2001), Hale (1977),
Yoshizawa (1966) referanslarina bakilabilir.

®:[0,ty] = R™ sirekli olmak tizere, |®| = sup{||P(s)||:0 <s <t,} olarak
tanimlansin.

Tamim 4.3 Eger pozitif bir M sabiti i¢in (4.82)’ nin herhangi bir x (¢, t,, @) ¢coziimii
ll2(t, to, DI < C(UP], to)e ™M), ¢ > ¢,
esitsizligini sagliyor ise (4.82) sisteminin sifir ¢6ziimiiniin iistel asimptotik kararhdir
denir. Burada C(|®|, ty), |P| ve t,’ a bagl bir sabittir ve @ verilen siirekli ve smirh bir
baslangic fonksiyonudur. Eger C,t,” dan bagimsiz ise (4.82) sisteminin sifir ¢oziimii
diizgiin iistel asimptotik kararlidir denir.
Eger x(t), (4.82) sisteminin herhangi bir ¢6ziimii ise siirekli tiirevlenebilir bir
V:RT X R™ -» R,
fonksiyon i¢in V'’ nin tiirevi,
n
vi(ex()) = ZEHD LN —aV(;';(' 6. e

i=1

olarak tanimlanir (Raffoul, 2007).
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Teorem 4.18 D, R™ de orijini igeren bir kiime olsun. Baz1 p, A1, 1,, 43,6 ve L pozitif

sabitleri igin
t
MllxlP <V (t,x()) < W, (Ix]) + lzf @1(t, s)Ws(|x(s)Dds (4.83)
0

ve
V'(t,x()) < AsW,(lx]) + /13f @2 (t, IWs (Ix(s)|)ds + Le™®* (4.84)
0

esitsizliklerini saglayan siirekli tiirevlenebilir V: R* x D —» R*, Lyapunov fonksiyoneli

vardir. @;(t,s) =0 fonksiyonlar1 0 <s<t<oo, i =1,2 icin siirekli ve skaler
degerlidirler. Eger baz1 B pozitif sabitleri i¢in fot @,(t,s)ds < B olmak iizere baz1 y

pozitif sabiti igin
t
Wo(Ix]) — Wa(lx]) + f (p1(t, IW5(Ix]) = @2 (t, HWs(IxD))ds < ye™®  (4.85)
0

esitsizligini saglarsa, o zaman (4.82)’ nin sifir ¢oziimi diizgiin tstel asimptotik

kararlidir (Raffoul, 2007).

Ispat: 0 < M = 1—3 < 6 olsun. Herhangi bir baslangic zamani t, > 0, i¢in (4.82)’ nin

2

herhangi bir x(t) ¢6ziimii 0 < t < t, igin x(t) = ®(t) olsun. O zaman,
d
2 V(& x(:)eME ) = [V'(£,x()) + MV (£, x(.))| M)

olur. x(t) € R™ igin, (4.83) kullanilarak

t

%(V(t,X(-))eM“‘t")) < [ AsWa(lx]) = /13J @2 (t, IWs (1x(s)|)ds + Le ™
0

t
+MA,W,(|x]) + M/lzf @1 (t, )Ws(|x(s)|)ds]eME=to)
0

= A3[W,(Ix]) — W, (|x]) + Le™%¢

t
+J (@1 (&, HWs(|x()]) — @2 (t, HWs(|x(s)|))ds]eM 1)
0

< (A3y + L)e SteM(t=to)

< (A3y + L)e~8t=to) M(t=to)

= (A3y + L)eM=9)(t=to) (4.86)
sahip olunur. (4.86) esitsizligi t,” dan t’ ye integrallenirse,

_ Asy + L Asy + L
V(t,x(.))eMEt)) < y(t. @) 4 0~ oM-8)(t-te) _ 37 * =
(VX)) < (e 0)+ 2L oy
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Ay +L
<
< V(ty, @) + 5
elde edilir. Sonug olarak,
+L
V(t,x(.)) < (V(to, D) + ;V T )e-M(t-fo>

(4.83)” den A4 ||x||P < V(t,x(.)) kosulundan t > t, i¢in
1

1
1yp A=¥ + L M.
Il || S{A—} </12W2(|CD|)+/12W3(|®|)f @, (to,5)ds + ;y M) e TPt
1

olur bu da ispat1 tamamlar.

Aciklama 4.1 Eger sonra ki 6nermedeki gibi ¢4, ¢, fonksiyonlari {izerine uygun sartlar
ile W, =W, W; = Ws ise (4.85) kosulu kolaylikla saglanir.

Onerme 4.1 Verilen bir smirl siirekli baslangic fonksiyonu 0 < t < t, i¢in x(t) =

®(t) vel < 6 igin

x' = o(t)x(t) + e 5t ftB(t, s)xg(s)ds, t=>0, (4.87)
0

skaler lineer olmayan Volterra integro-diferansiyel denklemi verilsin. Eger

(0e)

t
20(t) + e‘&j |B(t,s)|ds +J e B, t)|du < -1,
0

t

t o] t
f f e“S”IB(u, s)|duds, f |B(t,s)|ds < oo,
0 Jt 0

ve

e 9|B(t,s)|

Zf e‘5”|B(u,s)|du
3 t

ise 0 zaman (4.87)’ nin sifir ¢dziimii diizgiin tstel asimptotik kararlidir (Raffoul, 2007).

Ispat: Bunun igin

t oo
V(tx(.)) = x? +j J e %%|B(u, s)|dux?(s)ds.
0 Je

Lyapunov fonksiyonu verilsin. O zaman (4.86)’ nin ¢6ziimleri boyunca

o t

e‘aulB(u,t)Ixz(t)du—f e OB (t,s)|x?%(s)ds

0

V’(t,x(.)) = 2xx’ +f

t

< 20(t)x? + 279t ftIB(t, s)IIx(t)Ix%(s)ds
0

+fooe‘5u|B(u, t)|x2(t)du — fte“StIB(t, s)|x?(s)ds.
t 0
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sahip olunur. ab < @°/, + b*/, esitsizliginden yukandaki esitsizlik

V'(t,x(.)) <20(t)x?+ e‘&f |B(t,s)|(x?(t) + x%(s))ds.
0

+fooe“5“|B(u, t)IxZ(t)du—J e %t B(t,s)|x2(s)ds. (4.88)
t 0

olarak yazilir. (4.88) esitsizligini daha da basitlestirmek i¢in herhangi negatif olmayan
gercel w ve z sayilari igin
weé zf 1 1
wzs—+—,  —+2=1

f e f

Young esitsizligini kullanarak e = %, f =3i¢in

t 4 t 1 2 4
fIB(t,s)|x§(s)ds =f |B(t,s)|3|B(t,s)|3x3(s)ds
0 0

t
Sfo <|B(gs)|+§|B(t,s)|x2(s)>ds

elde ediilir. Bu son esitsizligi (4.87) de yerine yazarak L = [[B(t,s)lds olmak iizere

(0]

‘
V't x()) < <20(t) + e‘&f |B(t,s)|ds+j e %% B(u, t)Idu) x2(t)
0 t

-6t t

_e-&fo (186 91~ 1B 91 ) e (s)ds + - B 9)lds

te=0t|B(t,s
< —x2%(t) — f #xz(s)ds + Le~ 5t
0

sonucuna  varthir. W, =W, = x2(t), Wy = W =x2(s), 1, =1, =2;=1  ve

o -éu
01(t,5) = [T e % B(w, $)ldu, @,(t,s) = )

ve (4.84) kosullarmin M =1 ile saglandign goriliir. Geriye (4.85) kosulunun

alarak Teorem 4.18” in (4.83)

-éu o
saglandigini gostermek kalir. %B(t’s)l > | . e~%%|B(u, s)|du oldugundan

W, (Ix) - W4(|x|)+f (@16, IW3(Ix()D — @2 (t, W5 (Ix(s)))ds
0

e %|B(t,s)|

= x2(t) — x2(t) + ft<fooe‘5u|B(u, s)|du —f> x*(s)ds

0

t © -6t
= j (f e %%|B(u,s)|du — w> x*(s)ds <0
0o \Je

sahip olunur. Bu yiizden y = 0 i¢in (4.85) kosulu saglanir. Teorem 4.18” e gore (4.87)

nin sifir ¢oziimii diizgiin iistel asimptotik kararlhidir. Bu da ispat1 tamamlar.
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—(1+te‘t+(%)e_5t)

2

Dikkat edin, eger B(t,s) =1, o(t) = alirsak, o zaman

Onerme 4.1” in ilk iki kosulu saglanir. Ayrica § = 3 alinarak

-6t
B(t,
e ”|B( S)I2

f e % B(u, s)|du
3 t

kosulu saglanir. Boylece t = 0 i¢in

— (1 +te t + (1/6)9‘&) t

2
x' = x(t) +f e 9tx3(s)ds
0

2
denkleminin sifir ¢6ziimii diizgiin tistel asimptotik kararhdir.
Teorem 4.19 D, R™’ de orijini i¢eren bir kiime olsun. A, (t) azalmayanve 0 <s <t <
,i = 1,2, igin @;(t,s) = 0 siirekli skaler degerli bir fonksiyon olmak tizere bazi

pozitif stirekli A, (t), 1,(t), A3(t) fonksiyonlar1 ve pozitif sabitler L, p, § igin

MOIxIP < V(t,x()) < LOW,(1x]) + lz(t)f @1t W3 ([x(s)Dds  (4.89)
0

ve

V'(t,x()) < =23(OWallx]) - ls(t)f @2(t, S )Ws(|x(s))ds + Le ™ (4.90)
0

esitsizliklerini saglayan tiirevlenebilir bir V:R* x D —» R Lyapunov fonksiyonu
verilsin. Eger her t > 0 i¢in B, N pozitif sabitleri i¢in fot @,(t,s)ds < Bvel,(t) <N

olmak tizere baz1 y pozitif sabiti i¢in

W, (|x[) = Wa(lx]) + f (@1(t, W3 (|x()]) = @2 (t, HWs(|x(s) D)) ds
0

< ye 0t (4.91)
esitsizligi saglanir ise O zaman (4.82)’ nin sifir ¢6ziimii diizgiin {istel asimptotik
kararlidir (Raffoul, 2007).

Ispat:

olsun. Herhangi bir t, baslangi¢c zamani igin x(t,) = ®(t,) saglayan (4.82)’ nin bir

¢ozimi x(t) olsun. O zaman,

%(V(t,x(-))e’"“"t")) < [ OW,(1x]) - ﬂg(t)fo @2 (t, )Ws(Ix(s)1)ds + Le™®*

+MA(OW(|x]) + M2 () f 1 (t, S)W;(|x(s))ds] et
0
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olur. Fakat 22 > y , —A3(t) < —M2,(t) oldugunu gosterir ve bu nedenle yukaridaki

A2(0) —
esitsizlik (4.92)’ den

t

%(V(t,x(.))e’"(t_to)) < [MA5(6) (~W, (|x]) - f @2t )Ws(Ix(s)ds

0
t

W (IxD) + f @1 (t, )W3(Ix(s))ds) + Le ¢ ]eM ko)

0

< (MNy + L)eM-9)(t=to)
yazilir. Yukaridaki esitsizlik t,’ dan t’ ye integrallenirse,
MNy + L
5-M
sahip olunur. A;(t) azalmayan oldugundan t >t, =0 i¢in A,(t) = A,(t,) olur.
Boylece (4.90)” dan A, (t)|[x||” < V(t,x(.)) olur bu ise her t > t, i¢in

V(t,x()) < (V(to, D) + )e—M(t—to)

Il < {

1 5 to
Al(to)}p (Az(t)Wz(ICDD+/12(t0)W3(|cp|)f0 01(ts,5)ds

L (4.92)
)
olmasidir. Béylece ispat tamamlanir.
Teorem 4.20 Teorem 4.19” un biitiin kosullar1 4, in azalmayan oldugu kosulu harig
bunun yerine Vt > t, = 0 icin A,(t) = e~ %, olacak sekilde pozitif bir a < M sabiti
vardir alinarak saglansin. O zaman (4.82) nin sifir ¢oziimii diizgiin listel asimptotik
kararlidir (Raffoul, 2007).
Ispat: Ispat Teorem 4.19° un ispat1 ile hemen hemen aymidir. (4.92) esitsizliginden, t >
to i¢in
1

J (raomaaon + 2omsaon [ o
0

Ixll < {A (1”
1\*0

1
MN p M. _
y+L G
06— M

< <Az(t0)W2(|cD|) + Az(to)Ws(m)Df 0‘P1(t0,5)d5
0

, (4.93)
» -M
MN]/ + L\P eT(t_tO)

6—M

olur.
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Teorem 4.21 Eger bir pozitif N sabiti ve Vt > 0 i¢in 1,(t) < N kosulu saglamaz ise ve
(4.85) ve (4.92)’ de y = 0 ise 0 zaman Teorem 4.20 veya Teorem 4.21 den (4.82)’ nin
sifir ¢oziimi iistel asimptotik kararlidir ( Raffoul, 2007).

Ispat: Ispat (4.92) ve (4.93)’ den kolayca ¢ikarilabilir. Bunu gérmek igin ¥ = 0 olan
esitsizlik (4.93) esitsizligi her t > t,

1 to
Il < {5 (Az(towzuobn + AW 10D [ 1 (e, )
0

_1
A1 (to)

1
p M.,_
)epato)

ifadesini ima eder. (4.93)’ i disiiniirsek ayn1 sey gegerlidir.

+

§—M

Onerme 4.2 ky, k, pozitif sabitleri ve k, <1 igin 1 < § = k; + k, olsun. Belirli bir
siirh siirekli 0 < t < t, igin x(t) = ®(t) baslangi¢ fonksiyonu igin

x' = o()x(t) + ekt ftB(t, S)x%(s)ds,t >0 (4.94)
0

skaler lineer olmayan Volterra integro-diferansiyel denklemi verilsin. Eger

[0}

t
20(t) — k, + f |B(t,s)|ds +f |B(u,t)| du < —1,
0 t

t poo t
j j |B(u, s)lduds,J |B(t,s)|ds < oo,
0o Je 0

ve

|B(¢,5)|
3

ZJ |B(u,s)|du
t

ise 0 zaman (4.94)’ iin sifir ¢oziimii diizgiin tistel asimptotik kararlidir (Raffoul, 2007).
Ispat: Lyapunov fonksiyonu

t co
V(t,x(.)) =e ket <x2 +J f |B(u, S)Iduxz(s)ds>
0 Jt
olsun. Lyapunov fonksiyonunun (4.94)’ iin ¢oziimleri boyunca tiirevi ab < az/z +
b 2/ o esitsizligi kullamldiktan sonra,

V'(t,x(.)) < @Qa(t) —k)x%(t)e 2t —k, thooIB(u, s)|dux?(s)ds
0 Jt

o)

t 2
20~ atic)e f IB(6, )| 1x(0)|x3(s)ds + et f |B(u, )32 (6)du
0 t
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—e‘kztftIB(t, s)|x2(s)ds
< (20(8) — k)x2(Dek2t — k, ] f " 1B, 5)|dux® (s)ds
0 Jt

+e~(katk2)t f

t t 4
|B(t,s)|dsx?(t) + e‘(k1+k2)tf |B(t,s)|x3(s)ds
0

0
oo t
+e~kat f |B(u, t)|x%(t)du —e‘kztf |B(t,s)|x?(s)ds
t 0
elde edilir. Young esitsizligini kullanarak

t 4 t 1 2 4
e‘(k1+k2)tf |B(t,s)|x3(s)ds = e‘(kl”‘z)tj |B(t,s)|3|B(t,s)|3x3(s)ds
0 0

+

< —(k1+k2)tf =
se 3 3

0

t <M 2 |B(t, s)|x2(5)> ds

sahip olunur. Son iki esitsizlikten L = % ) OtlB(t, s)|ds olmak iizere

t o)
V'(t,x(.)) < <20(t) -k, +j |B(t,s)|ds +J |B(u, t)ldu)e"‘ztxz(t)
0 t
) ft|B(t,s)|
0

sz(s)ds

YB(t,s)]

< —x%(t) — e‘kztf x2(s)ds + Le~(katka)t

0
elde edilir. W, = W, = x2(t), W5 = Wy = x2(5), 1,(t) = 1,(t) = A3(t) = e7*2t ve

01(t,s) = ["1Bw, $)|du, @,(t.s) =

(4.89), (4.90), (4.91) kosullarinin saglandig1 goriliir. Eger k, < M alirsak o zaman

BN alarak M =1 ve y =0 ile (4.85) in

Teorem 4.19” un hipotezi a = k, ile saglanir ve bu nedenle (4.94)’ {in sifir ¢éziimii
diizgiin iistel asimptotik kararlidir.
Teorem 4.22 D ¢ R™ nin orijini igeren bir kiime ve A4,45,p,6 > 0,L = 0 sabitler ve
0 < e <min{l3,8} olsun. Her (t,x) €[0,0) X D igin V:D — [0,00) bir tip |
Lyapunov fonksiyonu

LlxlIP < V(x) (4.95)

V(t,x) < =23V (x) + Le 5t (4.96)
olacak sekilde varsayilsin. O zaman (4.82)’ nin herhangi bir sifir ¢éziimii diizgiin iistel

asimptotik kararlidir (Raffoul, 2007).
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Ispat: Herhangi bir t, baslangic zamani icin x(t,) = ®(t,) ile x(t), (4.82)’ nin D’ de
herhangi bir ¢6ziimii olsun. 0 < & < min{A;, 6} olacak sekilde & tanimlanir. O zaman,
(2.15) ile

%(V(t,x(.))e“) =V'(t,x(t))et + eV (x(t))e®

< (—/’13V(x(t)) + 170 eV(x(t))) eft

= eV (x(t)) — A3V (x(D)) + L%
< Le(&9t
elde edilir. Yukaridaki esitsizligin her iki tarafini t,” dan t’ ye integrallersek,
L

L
V(x(®))ett < y(d)ecto + —— =8t _ = ,(e=8to
(x(0)e** <V(@)eto +—e —e

L
< V(ty, ®)ecto + 3 e(e=8)to

<(V(t ) + — )effo
- 4 §—¢

sahip olunur. Sonra esitsizligin her iki tarafi da e® ile boliiniirse,

> e—E(t—to)

V(x(t)) < (V(to, D) + 5 ¢

olur. Ispat (4.95) kosulu ile tamamlanir.
Onerme 4.3 Teorem 4.22° nin uygulamasim gostermek igin verilen sinirl ve siirekli
baslangi¢ fonksiyonu 0 < t < t, i¢in x(t) = ®(t) ve t = 0 igin o (t) siirekli ve 0 <

s <t < oo igin B(t, s) siirekli olmak tizere,

t

x'(t) =a(®)x(t) + f B(t,s)f(s,x(s))ds + g(t, x(t)) (4.97)
0

skaler lineer olmayan Volterra integro-diferansiyel denklemi verilsin. Varsayalim ki
sirekli  f(t,x(t)) ve g(t,x(t)) fonksiyonlari, y(t) ve S(t) fonksiyonlar1 pozitif ve

sinirli olmak tzere

196 x(B)] < B2 (4.98)

ve

|f (@t x()] < y(©)|x(®)] (4.99)

saglar. Diyelim ki k > 1 ve A3 > 0 sabitleri var dyle ki,

o(t) + % + kJOOIB(u, lduy(t) < -213<0 (4.100)
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bazi € > 0 i¢in k =1+ € olsun ve varsayalim k1/1>—>0 0<s<t<u<ow

olmak ilizere
|B(t,s)| = Af |B(u,s)|du (4.101)
t
ve ty = 0 i¢in

f i foolB(u, s)|duy(s)ds < p < (4.102)
o Jt

saglansin. O zaman (4.97)’ nin tim c¢oziimleri diizgiin iistel asimptotik kararlidir
(Raffoul, 2007).
Ispat: Lyapunov fonksiyonu

V(t,x(.))=|x(t)|+kf f |B(u, s)|dulf (s, x(s))|ds (4.103)
0 Jt

olarak tanimlansin. Lyapunov fonksiyonunun (4.97)’ nin ¢oziimleri boyunca tiirevi
alindiktan sonra , (4.98) ve (4.101) kosullar kullanilarak,

x()

V(tx0) =

X'(8) + k f |B(w, )l dulf (£, x(0))]
<k f IB(t, $)IIf (s, x(s))lds
0
t
< oa(t)]|x(t)] +j |B(t,s)||f(s,x(s))|ds+ |g(t,x(t))|
0
oo t
T j B, Oldulf (£, x(6)] — k j Bt )11 (5, x(s)lds
t 0

1 [o9]
< [o0 43+ k[ 1B 10w @| )
t

BA(®)
2
—alx(®)] - € F 2@
0
< —Aslx(®)| - ezft ﬁzz(t)
0
< -1, [|x<t)| +e [ [ 1B ldulf(s,x()lds + 259
0 Jt
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B (1)
2

= —A3V(t,x(.)) +

elde edilir. Eger & pozitif sabiti igin 52 < e ise 0 zaman 4, = L,p=1ve L=~

alinarak Teorem 4.21” in hipotezi karsilanir ve ispat sonuglandirilir.

Boylece rahatlikla Raffoul (2007) in teoremlerinin literatiirdeki bazi sonuglar

karsisinda etkili oldugu sdylenebilir. Ozellikle Burton ve Somolinos (1999),
t

x'(t) = —h(®)x(t) — b(®)x3(t) + f C(at — s)x(s)ds,t =0 (4.104)
0

skaler Volterra integro-diferansiyel denklemini ele alir. Burada h(t), b(t) ve C(at — s)
stirekli fonksiyonlardir. Burton ve Somolinos (1999), (4.104) sifir ¢éziimiiniin a > 1
icin diizglin asimptotik kararliligin1 ve 0 < a < 1 i¢in sadece asimptotik kararliligini
garanti eden kosullar elde ettiler. Baz1 pozitif b, sabiti ve Vt > 0 i¢in b(t) = by >
0, oldugunu varsaymalar1 gerekiyordu. Biitiinliik adina ana teoremlerden biri agagidadir.

Teorem 4.23 Varsayalim ki

C € L'[0,),a > 1,h(t) = 0, (4.105)
b(t) = by >0 (4.106)
2r(0) = [1+ (1/4)] (oo l)tIC(v)Idv, (4.107)
) a
ft oo|C(u)|du € L]0, ), (4.108)

kosullar1 saglanir. O zaman (4.104)’ {in sifir ¢oziimii diizgiin asimptotik kararlidir
(Burton ve Somolinos, 1999).

Burton ve Somolinos (1999)’ da sayfa 5’ te 6zellikle teoremin ve sonuglarinin n
pozitif tek tamsayilarm bolimii oldugunda b(t)x™ islevlerine uygulanacagini iddia

ettiler. Bu nedenle basitlik adina skaler Volterra integro denklemi ele aliyoruz.

1 t
x'(t) = —h(t)x(t) — b(t)x3(t) + f C(at —s)x(s)ds,t =0 (4.109)
0

Bir sonraki teoremde uygun bir Lyapunov fonksiyonu goriintiileyerek ve Teorem 4.18’
in sonuglarindan yararlanarak (4.106) kosulunun gerekli olmadigi yerde (4.109)’ un sifir
¢oziimiiniin diizgiin iistel asimptotik kararli oldugunu gosteriyoruz. Ote yandan daha
gliclii bir kararlilik tiiri veren sonucumuza ulasmak ic¢in (4.107) kosulunu

giiclendirmemiz ve b(t) fonksiyonunun {istel olarak azalmasini istememiz gerekecek.
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Tiim ¢ozlimleri iistel olarak sifira diislirmeye ¢alistigimiz i¢in b(t)’ nin iistel bozulmasi
kimseyi sagirtmamalidir.

Teorem 4.24 Varsayalim ki (4.105) ve (4.108) saglansin. §, k > 1 sabitleri igin

—2h(0) + 4”’3@' + [1 + k/a] foo IC(W)|dv < —1 (4.110)
(a—1)t
(-1+ k)f C(at — s)ds > (k/a)f IC(v)|dv (4.111)
(a—1)t
ve
|b(t)| < e~% (4.112)

esitsizlikler saglanirsa, o zaman (4.109)’ un sifir ¢oziimii diizgiin istel asimptotik
kararlidir (Raffoul, 2007).
Ispat: 0 <t <t, icin siirekli ve siirli x(t) = ®(t) baslangic fonksiyonu ile x(t),

(4.109)’ un herhangi bir ¢oziimii olsun. Lyapunov fonksiyonu olarak

V(t,x(.)) = x%@) + - j J |C (w)|dux?(s)ds

at—s

alinsi. O zaman (4.109)’ un ¢ézlimleri boyunca,

. t
V'(t,x(.)) < —2h(®)x%(t) + 2|b()|x3(t) + 2|x(t)] j |C(at — s)||x(s)|ds
0

k r® t
+—J IC(v)Idvxz(t)—kf |C(at — s)|x?(s)ds.
aJa-1)t 0
alinir. Burada
t t
2|x(t)] ] |C(at — s)||x(s)|ds < f |C(at — s)|(x?%(t) + x2(s))ds
0 0
oldugunu goz oniine alarak ve f = 3,e = 3/ o ile Young esitsizligi kullanarak

21613 = 2[b@®FIbO5x3(0)

2|b(t)| | 4lb(®)| ,
< 3 + 3 x=(t)

elde edilen bu sonuglari kullanarak V'(t, x(.))’ nin sinirt

V'(t,x(.)) <l 2n(t) + 1201 ()l +(1 +k/a)foo

(a-1)t

2|b(@)|
3

|awm4x%0

—(—-1+ k)f |C(at — s)||x?(s)|ds +
0

t 2
< —xz(t)—f (—1+k)IC(at—s)IIxZ(s)Ids§|b(t)|.
0
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olur. Teorem 4.18" in tiim kosullarmin L = %, M = 1, W, = W, = x(t), W5 = Ws =

K2($), h=A=A=1 @:ts)=(Ka) [7_Ic@ldu, ¢ts)=

(=14 k)|C(at — s)| ve y = 0 igin saglandig1 goriiliir.
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5. SONUCLAR ve ONERILER

5.1 Sonuclar

Bu ¢alismada Burton (2009), Raffoul ve Rai (2016), Raffoul (2007) yazarlari
tarafindan ele alinan bazi integro ve integral denklem modellerinin ¢oziimlerinin
kararliligt, stnirliligy, tistel asimptotik kararliligi, diizgiin tistel asimptotik kararlilig1 gibi
nitel analizleri incelenmistir. Literatiirde Volterra integro ve integral diferansiyel
denklem modellerinin nitel analizleri ile ilgili yapilan ¢alismalar bizi bu yo6nde
calismaya yonlendirmistir. Volterra integro ve integral diferansiyel denklem
modellerinin ¢6ziimlerinin nitel analizi yapilirken yontem olarak Lyapunov’ un ikinci
metodu kullanilmistir. Burton (2009) esnek Lyapunov fonksiyoneli kullanarak lineer ve
lineer olmayan cesitli integral denklemlerin ¢oziimlerinin bazi nitel 6zelliklerini ilk kez
incelemistir. Amac limit ¢dziim kiimelerini iceren nitel dzellikler elde etmektir. 11k kez
Lyapunov fonksiyoneli birinci mertebeden olmayan integral denkleme dogrudan
uygulamistir. Ek olarak, bir integral denklemi c¢ekirdegin 6zelliklerinin ¢ogunu koruyan
kuvvetli kararli bir diferansiyel denkleme doniistiirmek icin bir strateji gelistirmis ve
sonra ona esnek Lyapunov fonksiyoneli uygulamistir. Raffoul ve Rai (2016), Raffoul
(2007) Sonsuz Gecikmeli Lineer Olmayan Volterra integro-diferansiyel denklem ve
Sabit Zaman Gecikmeli Volterra integro-diferansiyel denklem modelleri igin uygun

Lyapunov fonksiyonlar1 bulunarak denklemlerin nitel 6zellikleri analiz edilmistir.

5.2 Oneriler
Arastirmacilara, farkli Volterra integro-diferansiyel denklem modelleri igin
uygun Lyapunov fonksiyonlarini arastirarak denklemlerin kararlilik, siirlilik,

yakinsaklik vb. gibi nitel 6zelliklerini incelemeleri Onerilir.
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