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1. GİRİŞ ve KAYNAK ARAŞTIRMASI 

Bilgisayar destekli tasarımların (CAD) temelini parametrik eğriler ve parametrik 

yüzeyler oluşturmaktadır.  Bilgisayar destekli  geometrik tasarımda  (CAGD) şüphesiz 

ki en önemli buluşlar, Bezier Eğrileri ve yüzeyleri, Coons yamaları (patch) ve daha 

sonra da B- spline metodlarıdır. Bezier eğrileri ve yüzeyleri ilk defa 1958-1960 

yıllarında otomotiv sektöründe, Citroen ve Renault firmalarında mühendis olarak görev 

yapan Paul de Casteljau  ve Pierre Bezier tarafından birbirlerinden bağımsız olarak 

geliştirilmiştir. De Casteljau, P. Bezier’den  az bir zaman önce geliştirmiş, ancak yaptığı 

çalışmaları herhangi bir yerde yayınlamamıştır. Böylece, polinom eğri ve yüzeylerin 

Bernstein formunda ifadesiyle tamamen gelişen Bezier eğri ve yüzeyleri teorisi, 

P.Bezier’in ismiyle anılır hale gelmiştir. Bezier eğri ve yüzeyleri otomotiv sanayiinden 

uçak sanayiine kadar çok geniş bir yelpazede kullanılmaktadır (İncesu,2003). 

Bilgisayar destekli geometrik tasarım, 1974 yılında Amerika’da Utah 

Üniversitesinde yapılan konferansın ardından, Barnhill ve  Riesenfeld’ in  önderliğinde 

kendi içinde bir disiplin içine girmiştir. (Barnhill ve  Riesenfeld ,1974; İncesu, 2003) 

Son zamanlarda kullanılan CAD sistemleri içinde en kararlı sayısal çözümleri 

veren eğrilerin Bezier ve rasyonel Bezier eğrileri oldukları da Farouki ve Rajan 

tarafından gösterilmiştir (Farouki ve Rajan, 1987).  

Bezier eğrileri ile ilgili pek çok çalışmalar yapılmıştır. Bunlara örnek olarak  G. 

Farin (1990), R. Farouki (1985), J.Hoschek (1985), H. Potmann (1995), Incesu (2003, 

2004), Samancı H,, Çelik S, Incesu M (2015), Samancı H (2018, 2021), Samancı H ve 

İncesu M (2020) çalışmaları verilebilir.  

Bu tez çalışmasında dual uzayda tanımlı dual değişkenli bir Bezier eğrisinin 

denklemleri verilmiş ve bu eğrinin son nokta interpolasyon özellikleri ifade edilmiştir.  

Bir dual Bezier eğrisinin türev denkleminin yine bir Bezier eğrisi olduğu ve buna ait 

kontrol noktaları verilmiştir. Ayrıca türev eğrisinin reel ve dual kısımları verilmiştir. Bir 

dual Bezier eğrisinin ikinci türevinin de yine bir Bezier eğrisi olduğu ve kontrol 

noktalarının ilk dual eğrinin kontrol noktaları cinsinden ifadesi verilmiş, bu eğrinin özel 

durumlarda değerlerinin kontrol noktaları ile ifadesi (son nokta interpolasyonu) 

verilmiştir. Tezde bir dual Bezier eğrisinin n. nci dereceden türevi ifade edilerek 

genelleştirilmiştir. Bir  dual Bezier eğrisinin ikinci türevlerinin interpolasyonu 

verilmiştir. Tezin 3.2 bölümünde bir dual Bezier eğrisinin herhangi bir noktada Frenet 

vektör alanları ve eğrilikleri verilmiştir. 
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Tezin 3.3. bölümünde dual Bezier eğrisinin herhangi bir noktasındaki vektörel 

değeri hesaplayabilmek ve dual eğriyi verilen noktadan ikiye ayırabilmek ve ayrılan bu 

eğrilerin kontrol noktalarını bulabilmek için dual de Casteljau algoritması verilerek bu 

algoritma ile ifade edilmiştir.  

Frenet vektör alanlarının ve eğriliklerin belirli noktalardaki interpolasyonu ile 

keyfi bir dual büyüklük için karşılık geldiği değerleri, tezde elde edilen dual de 

Casteljau algoritmasıyla bulunan kontrol noktaları cinsinden ifade edilmiştir. 

Tezde elde ettiğimiz sonuçları bir sayısal örnek üzerinde görebilmek adına 

verilen örnek üzerinde alınan sonuçlar gösterilmiştir.  

Tezin 3.4. bölümünde dual uzayda verilen bir Bezier eğrisinin birim dual küre 

üzerine izdüşüm eğrisi verilmiş ve bu eğriye karşılık gelen reel regle yüzey 

kompleksleri ifade edilmiştir.  

Tezin 3.5 bölümünde bir dual Bezier eğrisi üzerinde alınacak olan Blashke çatı 

vektör alanları {A1, A2, A3} ifade edilmiştir. 

Tezin 3.6 bölümünde ise bir dual Bezier eğrisi üzerinde alınacak olan Blashke 

çatı vektör alanlarına {A1, A2, A3}  ait türev denklemleri ifade edilmiştir.  
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2. MATERYAL VE YÖNTEM  

2.1. Bezier Eğrileri 

Bezier eğrileri, özellikle mekanikte çok önemli bir yeri olan polinom eğrilerdir. 

Bilgisayar destekli tasarımda (CAD) ve bilgisayar grafiklerinde kullanılan eğri ve 

yüzeylerin en önemli gösterimlerinden biri de Bezier  formlarıdır. n. dereceden bir 

Bezier eğrisi; kontrol noktaları adı verilen,  n +1 tane nokta ile belirlenen  ve n. 

dereceden Bernstein taban fonksiyonları ile lineer şekilde  ifade edilen polinom eğri 

parçalarıdır.  

2.1.1 Genel  bezier eğrileri 

Tanım 1: Genel Bezier eğrisi, Kontrol noktaları b0 , b1 , b2 , ..., bn olarak verilen 

ve  başlangıç noktası  b0 , bitim noktası bn olan  n. dereceden bir polinom  eğridir. Genel 

Bezier eğrisi, vektörel formda,  

 

n
n

i i

i 0

B(t) b B (t)


            t 0,1               (1) 

 

olarak tanımlanır. Burada 
n

iB (t)  fonksiyonları  

 

 
n i i

n

i

n!
(1 t) t , 0 i n

i! n i !B (t)

0,diğer durumlarda


  

 



       (2)  

 

biçimde verilen  Bernstein taban fonksiyonları (ya da Bernstein taban polinomları) dır.  

 
n!

i! n i !
  ifadeleri de Binom katsayılarıdır ve   n

i
  ya da 

n

iC  ile gösterilir.  

Teorem 1: Bernstein taban polinomları aşağıdaki özellikleri sağlar. 

 

1)   
n

n

i

i 0

B (t) 1 , t 0,1


                  (Toplamın birim olması)  (3)  

2)  
n

iB (t) 0 ,  t 0,1                     (Pozitiflik)   (4)  
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3)   
n n

n i iB (t) B (1 t) ,   i = 0,1,...,n     (Simetri)   (5)  

4)   
n n 1 n 1

i i i 1B (t) (1 t)B (t) t B (t) 

       (indirgeme)   (6)  

 (İncesu,2003) 

2.1.2. Bezier eğrilerinin özellikleri  

Teorem 2: Kontrol noktaları b0 , b1 , b2 , ..., bn olarak verilen n. dereceden bir            

B = B(t) Bezier  eğrisi aşağıdaki özellikleri sağlar: 

 

1) B(0) = b0  ,     B(1) = bn  (Son nokta interpolasyon özelliği)   (7)  

2) '

t 0

dB
B (0)

dt
 =  n( b1 – b0 )  (Son nokta teğet özelliği) 

     '

t 1

dB
B (1)

dt
 =  n( bn – bn-1 )       (8) 

3)    0 1 nt 0,1  için ,  B(t)  CH( b ,b ,..., b )       (9)  

(Bezier eğrisinin tamamı, kontrol noktalarının konvex alanı içinde kalmaktadır.) 

4) F, bir Afin dönüşümü olmak üzere,  

n n
n n

i i i i

i 0 i 0

F(B(t)) F( b B (t)) F(b )B (t)
 

        (10)  

 

dir. (Kontrol noktaları bi , i = 0,1,...,n  olan Bezier eğrisinin bir Afin dönüşümü altındaki 

görüntüsü, kontrol noktaları  F( bi ) ,  i = 0,1,...,n  olan  Bezier eğrisidir.) 

5) Bir d  doğrusu ile B(t) düzlemsel Bezier eğrisinin arakesit noktalarının sayısı 

m,  B(t)  Bezier eğrisinin kontrol poligonunun arakesit noktalarının sayısı s ise 

 m s                dir.                                    ( Varyasyon Azaltma Özelliği )  

Not: Varyasyon azaltma özelliği ilk kez I. Schoenberg (1953) tarafından 

verilmiştir. Bu konuda daha geniş bilgi Farin (1990) de mevcuttur.  

         

 
Şekil 2.1. Bir Bezier eğrisi için Varyasyon Azaltma Özelliği 

 

Arakesit Noktalarının Sayısı 

DOĞRU BEZİER POLİGON

d-1 0 2

d-2 1 2

d-3 2 2  
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2.1.3. Kontrol poligonu  

Tanım 2: Kontrol noktaları b0 , b1 , b2 , ..., bn olarak verilen n. dereceden bir 

Bezier eğrisinin kontrol noktalarını sıra korumak kaydıyla birleştiren doğru parçalarının  

oluşturduğu   geometrik  şekle Bezier eğrisinin kontrol poligonu adı verilir. 

 Örnek 1: Kontrol noktaları  b0 = (1,-2,0), b1 = (2,0,1), b2 = (3,1,1), b3 = (-1,2,-1)  

olan Bezier eğrisinin kontrol poligonu Şekil 2.2 de gösterilmiştir.  

 

                                                  

Şekil 2.2. Kontrol noktaları  b0 = (1,-2,0), b1 = (2,0,1), b2 = (3,1,1), b3 = (-1,2,-1) olan  bezier eğrisinin 

kontrol  poligonu 

 

2.1.4. Konveks hullar (convex hull) 

 

 Tanım 3:   3

0 1 nX x , x ,...x     sonlu noktalar sisteminin konveks hullunun 

vektörel ifadesi: 

n

0 0 1 1 n n i i i

i 0

CH(X) a x a x ... a x :   x X, a 1 , a 0 , i 0,1,..., n


 
        
 

  (11) 

olarak tanımlanır. Yani uzayda  0 1 nx ,x ,...x  noktalarını birleştirmek suretiyle elde 

edilen en geniş bölgeye   0 1 nX x , x ,...x  sisteminin konveks hulu denir. (Marsh, 

1999) 

2.2. Bezir Eğrilerinde Türev Kavramı 

Bezier eğrilerinde türevler, Bernstein polinomlarının türevlerinden elde 

edilmektedir.  

-1

0

1

2

3

-2

-1

0

1

2
-1

-0.5

0

0.5

1
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Teorem 3: 0 t n   için   n n n i i

i iB (t) (1 t) t   Bernstein taban fonksiyonlarının 

birinci ve ikinci türevleri 

 

1) 
n n 1 n 1

i i 1 iB '  (t) n(B (t) B (t)) 

                                   ya da  (12) 

     
n

iB '  (t)  = 
n

i

i nt
B (t)

t(1 t)




 (13) 

 

2) n n 2 n 2 n 2

i i i 1 i 2B ''(t) n(n 1) B (t) 2B (t) B (t)  

 
             ya da (14) 

   
2

n n

i i2 2

i(i 1) 2i(n 1)t n(n 1)t
B ''(t) B (t)

t (1 t)

     
  

 
 (15) 

biçimindedir (İncesu,2003). 

  

Yukarıda verilen teoremin bir sonucu olarak aşağıdaki teoremi verebiliriz. 

Teorem 4: Kontrol noktaları bi, i = 0,1,...,n olan ve  

n
n

i i

i 0

B(t) b B (t)


  biçiminde 

verilen bir Bezier eğrisinin türevi, kontrol noktaları 
(1)

i i 1 ib n(b b )  , i = 0,1,...,n-1 

olan (n-1). dereceden bir Bezier eğrisidir. Yani, 

 

n 1
(1) n 1

i i

i 0

B'(t) b B (t)






     , 
(1)

i i 1 ib n(b b )   (16) 

 

dir (İncesu, 2003). 

Sonuç 1: Kontrol noktaları bi, i = 0,1,...,n olan  ve  

n
n

i i

i 0

B(t) b B (t)


  biçiminde 

verilen bir Bezier eğrisinin ikinci türevi, kontrol noktaları 

(2)

i i 2 i 1 ib n(n 1)(b 2b b )     ,   i = 0,1,...,n-1 olan (n-2). dereceden bir Bezier 

eğrisidir. Yani, 

 

n 2
(2) n 2

i i

i 0

B''(t) b B (t)






     , 
(2)

i i 2 i 1 ib n(n 1)(b 2b b )      (17) 

 

dir (İncesu, 2003). 
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Sonuç 2:  Kontrol noktaları bi, i = 0,1,...,n olan  n. dereceden bir B(t) Bezier eğri 

fonksiyonu için r. türev fonksiyonu, kontrol noktaları i = 0,1,..., n-r olmak üzere 

r
(r) r j r

i j i j

j 0

b n(n 1)...(n r 1) ( 1) ( )b





      olan (n-r).dereceden bir Bezier eğrisi temsil 

eder. Yani, 

 

n r
(r) (r) n r

i i

i 0

B (t) b B (t)






     , 
r

(r) r j r

i j i j

j 0

b n(n 1)...(n r 1) ( 1) ( )b





      (18) 

 

dir (İncesu, 2003). 

2.3. Rasyonel Bezier Eğrileri  

Konikler, genel olarak üç tip olarak sınıflandırılır: Paraboller, hiperboller ve 

elipsler. Paraboller polinom fonksiyonlarla parametrelenebilir. Ancak, hiperbol ve elips 

ancak rasyonel fonksiyonlarla parametrelenebildiğinden hiperbol ve elips için bezier 

formları ancak rasyonel biçimde verilebilmektedir. Bu nedenle rasyonel bezier 

eğrilerinin ortaya konulmasında, bilgisayar destekli tasarımlarda koniklerin bezier 

formunda ifade edilebilme problemi önemli rol oynamıştır.  

Bugün koniklerin, uçak endüstrisinden bilgisayar destekli matbaacılık alanlarına 

kadar pek çok alanda önemli ölçüde kullanım alanı vardır. Koniklerle ilgili yapılan 

algoritmik çalışmalar 1940’lı yıllarda gelişmeye başlamıştır. Bu konuda R. Liming 

(1944) örnek olarak verilebilir. Koniklerin rasyonel bezier formlarını veren E. Lee’ dir         

(İncesu, 2003). 

2.4. Bezier Eğrileri İçin Algoritmalar 

2.4.1. Bezier eğrileri için de casteljau algoritması  

De Casteljau Algoritması, bir Bezier eğrisinin 𝑡0 ∈ [0,1] noktasındaki 𝐵(𝑡0) 

değerini hesaplamak için geliştirilmiş bir algoritmadır. Ayrıca verilen bir Bezier 

eğrisinin iki ayrı parçaya ayrılmasında da yine sıklıkla bu algoritma kullanılmaktadır. 

Kontrol noktaları 𝑏0, 𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛 olarak verilen 𝑛. dereceden bir 𝐵 = 𝐵(𝑡) Bezier 

eğrisi için    𝑡 = 𝑡0 noktasındaki değerini bulmak için De Casteljau algoritmasının 

ifadesi aşağıdaki teoremle verilebilir: 
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Teorem 5: (Marsh, 1999) Kontrol noktaları 𝑏0, 𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛 olarak verilen 𝑛. 

dereceden bir 𝐵 = 𝐵(𝑡) Bézier eğrisinin, 𝑡 = 𝑡0 noktasındaki değeri 𝐵(𝑡0) = 𝑏0
𝑛 dir. 

Burada 𝑗 = 0,1, … , 𝑛, 𝑖 = 1,… , 𝑛 − 𝑗 için, 

𝑏𝑖
0 = 𝑏𝑖,

𝑏𝑖
𝑗
= (1 − 𝑡0)𝑏𝑗

𝑗−1
+ 𝑡0𝑏𝑖+1

𝑗−1
,
  

             

(19) 

dir. 

 

2.4.2. Bezier eğrileri için bölme (subdivision) algoritması  

Kontrol noktaları 𝑏0, 𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛 olan 𝑛.dereceden bir 𝐵(𝑡) Bézier eğrisi [0,1] 

kapalı aralığında tanımlanmaktadır. [0,1] aralığı bir α ∈ [0,1] noktasından ikiye 

ayrıldığında, 𝐵(𝑡) Bézier eğrisi de 𝐵(α) noktasından ikiye ayrılacaktır. Böylece elde 

edilen iki ayrı eğri parçasından 𝐵(α) noktasının solunda kalan kısmı 𝐵𝑠𝑜𝑙, sağında kalan 

kısmı da 𝐵𝑠𝑎ğ olarak ifade edilecek olursa, bu iki eğrinin tanım aralıkları sırasıyla [0, 𝛼] 

ve [𝛼, 1] kapalı aralıkları olur. Her iki eğri parçası da, parametre dönüşümü yapılarak 

[0,1] aralığında tanımlı Bézier eğrisi formunda ifade edilebilir. Böylece, elde edilen 

yeni Bézier eğrilerinin dereceleri de, ilk eğrinin derecesi ile aynı olacaktır. Kontrol 

noktaları da değişecek ve toplam 2𝑛 + 2 tane olacaktır. Yani 𝑛. dereceden bir Bézier 

eğrisi, yine dereceleri n olan iki ayrı parçaya ayrılmaktadır. (Bakınız, Şekil 2.3.) 

 

 

Şekil 2.3. Bir bezier eğrisinin ayrılması 

 

Elde edilen yeni Bezier eğrilerinin kontrol noktaları bölme algoritması ile 

bulunmaktadır. Bu algoritmada De Casteljau algoritması kullanılır. Bu algoritma ile 

elde edilen 𝐵𝑠𝑜𝑙 ve 𝐵𝑠𝑎ğ Bezier eğrilerinin kontrol noktaları şu şekilde bulunur. 

 



9 

 

 

 

 

Şekil 2.4. Bir bezier eğrisi için bölme algoritması 

 

Şekil 2.4. incelendiğinde I oku yönündeki noktalar, yukarıdan aşağıya doğru 

sırasıyla 𝑏0
0, 𝑏0

1, . . . 𝑏0
𝑛−1, 𝑏0

𝑛 noktaları, 𝐵𝑠𝑜𝑙 Bézier eğrisinin kontrol noktaları; II oku 

yönündeki noktalar, aşağıdan yukarıya doğru sırasıyla 𝑏0
𝑛, 𝑏1

𝑛−1, . . . 𝑏𝑛−1
1 , 𝑏𝑛

0 noktaları, 

𝐵𝑠𝑎ğ Bézier eğrisinin kontrol noktalarıdır. Bu durum bir teorem olarak aşağıdaki şekilde 

verilebilir. 

Teorem 6: (Marsh, 1999) Kontrol noktaları 𝑏0, 𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛 olan 𝑛. dereceden 

bir 𝐵(𝑡) Bézier eğrisini ikiye bölmek suretiyle elde edilen 𝐵𝑠𝑜𝑙 ve 𝐵𝑠𝑎ğ Bézier 

eğrilerinin kontrol noktaları; 𝐵𝑠𝑜𝑙 için 𝑏0
0, 𝑏0

1, . . . 𝑏0
𝑛−1, 𝑏0

𝑛 ve 𝐵𝑠𝑎ğ için ise 

𝑏0
𝑛, 𝑏1

𝑛−1, . . . 𝑏𝑛−1
1 , 𝑏𝑛

0 noktalarıdır. Burada 𝑏𝑖
𝑗
, (Şekil 2.4.) de verildiği gibidir. 

 

2.5. Dual Sayılar  

2.5.1 Dual sayılar ve 𝑫-modülü  

İki boyutlu Öklid uzayları 𝐸2 üzerinde toplama ve skaler ile çarpma olarak 

adlandırılan iki işlem aşağıdaki gibi tanımlansın: 

+:𝐸2 × 𝐸2 → 𝐸2

(𝐴, 𝐵) → 𝐴 + 𝐵 = (𝑎1 + 𝑏1, 𝑎2 + 𝑏2)
  

. : 𝐸2 × 𝐸2 → 𝐸2

(𝐴, 𝐵) → 𝐴. 𝐵 = (𝑎1𝑏1, 𝑎1𝑏2 + 𝑎2𝑏1)
  

 

burada 𝐴 = (𝑎1, 𝑎2) ve 𝐵 = (𝑏1, 𝑏2) dır. Bu işlemler altında 𝐸2 kümesi bir halkadır ve 

dual sayılar olarak adlandırılır. Bu küme 𝔻 ile gösterilir. 𝔻'nin herhangi bir 𝐴 = (𝑎, 𝑎∗) 

elemanı şu şekilde yazılabilir: 

𝐴 = 𝑎(1,0) + 𝑎∗(0,1)  
(20) 
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(1,0) elemanına gerçek birim, (0,1) elemanına dual birim adı verilir ve 𝜀 ile gösterilir. 

ε2 = 0 olduğu açıkça görülmektedir. Bu nedenle 𝜀 elementi nilpotent bir elementtir. 

Herhangi bir (𝑟, 0) elemanı 𝑟 ∈ 𝑅 ile izomorfiktir. Dolayısıyla herhangi bir 𝐴 = (𝑎, 𝑎∗) 

dual sayısı 𝐴 = 𝑎 + 𝜀𝑎∗ olarak yazılabilir, burada 𝑎, 𝑎∗ ∈ ℝ. Eğer bir 𝐴 = 𝑎 + 𝜀𝑎∗ dual 

sayısı verilirse, o zaman 𝑎 gerçek sayısına 𝐴 dual sayısının gerçek kısmı denir ve 𝑎∗ 

gerçek sayısına 𝐴 dual sayısının dual kısmı denir. Bir dual 𝐴 = 𝑎 + 𝜀𝑎∗ sayının eşlenik 

sayısı 𝐴̅ = 𝑎 − ε𝑎∗'dır (Hacısalihoğlu, 1983). 

𝐴 = 𝑎 + 𝜀𝑎∗ dual sayısının 𝐴 nın reel kısmı olan, sıfır olmayan a gerçek sayısı 

için çarpma operatörü tarafından ters çevrilmesi şu şekilde tanımlanır: 

1

𝐴
=

1

𝑎
− ε

𝑎∗

𝑎2
  (21) 

  

Eğer 𝑎 = 0 ise 𝐴 = ε𝑎∗ sayısının tersi yoktur. Böylece, dual sayılar kümesi 

cebirsel olarak bir halka oluşturur, ancak bir cisim oluşturmaz. 

𝐴 = 𝑎 + ε𝑎∗ sayısının mutlak değeri |𝐴| = √𝐴. 𝐴̅ = |𝑎| dır. Herhangi bir                  

  𝐴 = 𝑎 + ε𝑎∗ dual sayısı 𝐴 = [
𝑎 𝑎∗

0 𝑎
] biçiminde bir matris gösterimine sahiptir. Bu 

formda reel ve dual birimler sırasıyla; 1 = [
1 0
0 1

] ve ε = [
0 1
0 0

] dir (Hacısalihoğlu, 

1983). 

𝔻3'teki herhangi bir dual 𝑈̂ vektörü 𝑈̂ = (𝑈⃗⃗ 1, 𝑈⃗⃗ 2, 𝑈⃗⃗ 3) olarak yazılabilir, burada 

𝑖 = 1,2,3 için 𝑈⃗⃗ 𝑖 = 𝑢𝑖 + ε𝑢𝑖
∗ ∈ 𝔻 dir. Aynı 𝑈̂ vektörü 𝑈̂ = 𝑈⃗⃗ + ε𝑈⃗⃗ ∗ olarak da 

yazılabilir, burada 𝑈⃗⃗ = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3), 𝑈
∗ = (𝑢1

∗, 𝑢2
∗, 𝑢3

∗) ∈ ℝ3 dür. Bu nedenle 𝔻 ×

𝔻 ×𝔻 = 𝔻3 kümesi bir 𝐷-modüldür (Hacısalihoğlu, 1983). 

İki dual 𝑈̂ ve 𝑉̂ vektörleri 𝑈̂ = 𝑈⃗⃗ + ε𝑈⃗⃗ ∗ ve 𝑉̂ = 𝑉⃗ + ε𝑉⃗ ∗ olarak verilsin. O 

zaman iki dual 𝑈̂ ve 𝑉̂ vektörün iç çarpımı 〈𝑈̂, 𝑉̂〉 = 〈𝑈⃗⃗ , 𝑉⃗ 〉 + 𝜀(〈𝑈⃗⃗ ∗, 𝑉⃗ 〉 + 〈𝑈⃗⃗ , 𝑉⃗ ∗〉) olur. 

Bir 𝑈̂ = 𝑈⃗⃗ + ε𝑈⃗⃗ ∗ dual vektörünün normu, dual vektörün reel kısmı sıfırdan farklıysa 

‖𝑈̂‖ = √〈𝑈̂, 𝑈̂〉 = √〈𝑈⃗⃗ , 𝑈⃗⃗ 〉 + 2𝜀〈𝑈⃗⃗ , 𝑈⃗⃗ ∗〉 = ‖𝑈⃗⃗ ‖ + 𝜀
〈𝑈⃗⃗ ,𝑈⃗⃗ ∗〉

‖𝑈⃗⃗ ‖
 = 𝑢 + 𝜀𝑢∗ ∈ 𝐷       (22) 

biçiminde bir dual sayıdır.  

Bir dual 𝑈̂ vektörünün normu 1 + 𝜀0 = 1 ise, o zaman 𝑈̂ vektörüne dual birim 

vektör denir (Hacısalihoğlu, 1983). 
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Önerme 1: 𝑈̂ = 𝑈⃗⃗ + ε𝑈⃗⃗ ∗ dual vektörü verilsin. Eğer ‖𝑈̂‖ = 1 ise ‖𝑈⃗⃗ ‖ = 1 ve 

〈𝑈, 𝑈∗〉 = 0 dır (Hacısalihoğlu, 1983). 

Önerme 2: 𝑈̂ = 𝑈⃗⃗ + ε𝑈⃗⃗ ∗ dual vektörü verilsin. Eğer ‖𝑈̂‖ ≠ 1 ve 𝑈 ≠ 0 ise 

𝑈̌ =
𝑈̂

‖𝑈̂‖
=

𝑈⃗⃗ 

‖𝑈⃗⃗ ‖
+ 𝜀

𝑈⃗⃗ ∗ −
〈𝑈⃗⃗ , 𝑈⃗⃗ ∗〉

‖𝑈⃗⃗ ‖
2 𝑈⃗⃗ 

‖𝑈⃗⃗ ‖
=

𝑈⃗⃗ 

‖𝑈⃗⃗ ‖
+ ε(

𝑈⃗⃗ ∗

‖𝑈⃗⃗ ∗‖
− (23)

〈𝑈⃗⃗ , 𝑈⃗⃗ ∗〉𝑈⃗⃗ 

‖𝑈⃗⃗ ‖
3 ) 

               = 𝑈̇ + ε𝑈̇∗                                            

  

vektörü 𝑈̂ yönündeki birim dual vektördür (Hacısalihoğlu, 1983). 

Tanım 4: 𝔻3 teki 𝐷-modul üzerindeki dual vektörlerin kümesi birim dual küre 

diye adlandırılır. Yani birim dual küre 

 

{𝑈̌ = 𝑈̇ + ε𝑈∗̇ ∈ 𝐷3: ‖𝑈̌‖ = 1}  (24) 

  

olarak tanımlanır (Hacısalihoğlu, 1983). 

Teorem 7 (E. Study): 𝑈̌ = 𝑈̇ + ε𝑈̇∗ (𝑈⃗⃗ ≠ 0) birim dual küre üzerindeki her bir 

vektör ℝ3 te yönlendirilmiş bir doğruya bire bir olarak karşılık gelir (Hacısalihoğlu, 

1983). 

Bu teoreme göre, 𝑈̌ = 𝑈̇ + ε𝑈̇∗ (𝑈⃗⃗ ≠ 0) birim dual vektörüne yalnızca bir yönlü 

doğru karşılık gelir. Burada 𝑈̇ reel vektörü karşılık gelen vektörün yönünü gösterir ve 

𝑈̇∗ vektörü de 𝑈̇ nun orjine göre vektörel momentini ifade eder. 𝑈̇ nun vektörel 

momenti 𝑈̇∗  = 0𝑀 ∧ 𝑈̇ ile verilir. Burada 𝑀, 𝑈̇-yönlü doğrusunun üzerinde bir nokta 

ve ∧ sembolü de ℝ3 deki vektörlerin dış çarpımını ifade eder (Gürsoy, 1990). 

 

 

Şekil 2.5. 𝑼̌ = 𝑼̇ + 𝛆𝑼̇∗ vektörüne karşılık gelen yönlü L doğrusu 
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2.5.2. Regle yüzeyler 

1-parametreli 𝐾/𝐾’ dual küresel hareketinde, 𝐾 da tesbit edilmiş bir 𝑋 dual 

noktası, 𝐾’ sabit dual küresi üzerinde 𝑡 ∈ ℝ parametresine bağlı bir, 

𝑥 = 𝑥 (𝑡),  ‖𝑥 ‖ = 1,  

eğrisi çizer. 𝑡 parametresine göre diferansiyellenebilen bu dual küresel eğriye bir regle 

yüzey olarak bakabiliriz. Çünkü E. Study dönüşümüne göre, bu eğriye çizgiler uzayında 

bir 1-parametreli bir doğru ailesi (Regle yüzey) karşılık gelir. Eğer dual küresel eğri 

kapalı ise, karşılık gelen regle yüzey de kapalıdır. 

 

Şekil 2.6. Regle yüzey 

 

𝑥 = 𝑥 (𝑡), 𝑡 ∈ ℝ dual küresel eğrisine, çizgiler uzayındaki (𝑥)-regle yüzeyinin 

dual küresel resmi de denir. 

𝑥 = 𝑥 (𝑡) dual küresel eğrisinin 𝑑Φ = 𝑑φ + ε𝑑φ∗ dual yay elementi için, 

 

𝑑Φ2 = 〈𝑑𝑋 , 𝑑𝑋 〉  

          =  〈𝑋 , 𝑋 〉𝑑𝑡2  

 

yazılabilir. Buradan,  

 

𝑑φ2 = 〈𝑑𝑥 , 𝑑𝑥 〉  

𝑑φ ⋅ 𝑑φ∗ = 〈𝑑𝑥 , 𝑑𝑥 ∗〉  

 

elde edilir. 

𝑥 (𝑡) ve 𝑥 (𝑡 + 𝑑𝑡) dual birim vektörleri arasındaki 𝑑Φ dual açısı, aynı zamanda 

bu dual vektörlerin uç noktaları arasındaki dual küresel uzaklık olarak da alınabilir. 

  𝑀 

 𝑑𝜙 

𝑥 (𝑡)     𝑥 (𝑡 + 𝑑𝑡)  𝑑𝜑 

 𝑑𝜑𝑛 

𝑥 (𝑡) 
𝑥 (𝑡 + 𝑑𝑡) 

.
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𝑑φ ve 𝑑φ∗ reel büyüklükleri ise, çizgiler uzayında regle yüzeyin 𝑥 (𝑡) ve 

𝑥 (𝑡 + 𝑑𝑡) ana doğruları arasında, sırasıyla, açı ve en kısa uzaklığa karşılık gelirler. 

Ortogonal koordinat dönüşümlerinde iç çarpım korunduğu (değişmez kaldığı) 

için; 

〈𝑑𝑋 , 𝑑𝑋 〉 = 〈𝑑𝑥 , 𝑑𝑥 〉 + 2ε〈𝑑𝑥 , 𝑑𝑥 ∗〉   

 

ifadesindeki, 

〈𝑑𝑥 , 𝑑𝑥 〉  ve  〈𝑑𝑥 , 𝑑𝑥 ∗〉  

 

iç çarpımları da, koordinat dönüşümlerine karşı değişmezdir. O halde, bunların oranı, 

regle yüzeyin en basit birer diferansiyel değişmezidir (Hacısalihoğlu, 1983). 

Tanım 5: 𝑥 = 𝑥 (𝑡), ‖𝑥 ‖ = 1, 𝑡 ∈ ℝ regle yüzeyinde, 𝑥 (𝑡) ve 𝑥 (𝑡 + 𝑑𝑡) komşu 

ana doğruları arasındaki dual açı, 𝑑Φ = 𝑑φ + ε𝑑φ∗ olmak üzere, 

 

1

𝑑
=
〈𝑑𝑥 ,𝑑𝑥 ∗〉

〈𝑑𝑥 ,𝑑𝑥 〉 
=

𝑑φ

𝑑φ∗
  

 

büyüklüğüne bu yüzeyin 𝑥 (𝑡) ana doğrusu boyunca dağıtma parametresi veya drall’ı 

denir (Hacısalihoğlu, 1983). 

Tanım 6: Komşu ana doğruları kesişen regle yüzeylere torslar veya açılabilir 

yüzeyler denir. 

Torslar için drall’ın sıfır olması bir karakteristiktir. Zira, 

 

1

𝑑
=

𝑑φ

𝑑φ∗
= 0 ⇒  𝑑φ∗  = 0  

 

dır. Bu ise, 𝑥 (𝑡) ve 𝑥 (𝑡 + 𝑑𝑡) ana doğrularının kesişmesi demektir. Drall’ın bu tanımı 

silindirler için geçerli değildir. Drall’ı sıfır olmayan bir regle yüzeyde komşu ana 

doğrular aykırıdır (Hacısalihoğlu, 1983). 

Tanım 7: 𝑥 = 𝑥 (𝑡), ‖𝑥 ‖ = 1, 𝑡 ∈ ℝ regle yüzeyinde, 𝑥 (𝑡) ve 𝑥 (𝑡 + 𝑑𝑡) komşu 

ana doğruların ortak dikmesinin, 𝑥 (𝑡) ana doğrusu üzerindeki ayağına, merkez noktası 

veya boğaz noktası veya sitriksiyon noktası denir. Bu noktaların geometrik yerine ise 

boğaz çizgisi veya sitriksiyon çizgisi denir (Hacısalihoğlu, 1983). 
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Verilen bir regle yüzeyde, bütün ana doğruları kesen bir (𝐶) eğrisi yüzeyin 

dayanak eğrisi (Referans eğrisi) olarak anılabilir. 

Tanım 8: 𝑥 = 𝑥 (𝑡), ‖𝑥 ‖ = 1, 𝑡 ∈ ℝ regle yüzeyinde, 𝑥 (𝑡) ve 𝑥 (𝑡 + 𝑑𝑡) komşu 

ana doğrularını dik kesen eğriye, regle yüzeyin ortogonal yörünge eğrisi denir 

(Hacısalihoğlu, 1983). 

2.5.3. Kapalı regle yüzey ve integral invaryantları  

Bir 𝐻/𝐻’ kapalı uzay hareketinde, hareketli uzayı temsil eden {𝑃; 𝑣1⃗⃗⃗⃗ , 𝑣2⃗⃗⃗⃗ , 𝑣3⃗⃗⃗⃗ } üç 

ayaklısının bir, 

𝑟 = 𝑟 (𝑡),  𝑟 (𝑡 + 2π) = 𝑟 (𝑡),  𝑡 ∈ ℝ   

 

kapalı eğrisi üzerinde hareket ettiğini varsayarsak, 𝐻 uzayının tespit edilmiş bir 

doğrusu, 𝐻′ - uzayında bir kapalı regle yüzey çizer. Örneğin, 𝑣 1 – doğrusunun çizdiği 

kapalı regle yüzey üzerindeki bir noktanın yer vektörünü 𝑥  ile gösterirsek, bu yüzeyin 

denklemini, 

 𝑥 (𝑡, 𝑣) = 𝑟 (𝑡) + v𝑣 1(𝑡),  𝑡 ∈ ℝ   

𝑥 (𝑡 + 2π, 𝑣) = 𝑥 (𝑡, 𝑣)  

‖𝑣 1‖ = 1    

 

(25) 

ile verebiliriz. 𝑣 1 vektörüne bu kapalı regle yüzeyin doğuranı denir (Hacısalihoğlu, 

1983). 

 

Şekil 2.7. Kapalı 𝒓(𝒕) eğrisi boyunca oluşan 𝑽𝟏-kapalı regle yörünge yüzeyi 

𝑥  

⊡ 

O 

𝑉⃗ 3 

𝑉⃗ 2 

𝑉⃗ 1 

𝑃2 

𝑃1 

T 

𝜑𝜏 

𝑛⃗ 1 

𝜏  

𝑟  

𝑟 = 𝑟 (𝑡) 

 𝑃 

𝜒 

 

𝑉⃗ 3 

𝑉⃗ 2 

𝑉⃗ 1 

O 
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 Burada 𝑣 1- doğrusu, kapalı regle yüzeyin ana doğrusunu, 𝑟 = 𝑟 (𝑡) kapalı eğrisi 

de dayanak eğrisini göstermektedir. 𝑣 1- doğrusunun çizdiği kapalı regle yüzeyi (𝑣 1) ile 

gösterirsek, (𝑣 1)- kapalı regle yüzeyinin bir 𝑃1 noktasından geçen ortogonal 

yörüngesinin diferansiyel denklemi; 

 

〈𝑑𝑥 , 𝑣 1〉 = 0, ‖𝑣 1‖ = 1  

 

dır. Burada (25) ifadesi kullanılarak, 

 

𝑑𝑣 = −〈𝑑𝑟 , 𝑣 1〉  

 

bulunur.  

Tanım 9: Bir 𝑥 (𝑡, 𝑣) = 𝑟 (𝑡) + 𝑣 1(𝑡) kapalı regle yüzeyi için, 

 

ℓ = ∮𝑑𝑣 = −∮〈𝑑𝑟 , 𝑣 1〉 

 

büyüklüğüne bu kapalı regle yüzeyin açılım uzunluğu denir (Gürsoy, 1990). 

 Bu tanım bize, 𝑣1- ana doğrusunun, 𝑟 = 𝑟 (𝑡) kapalı eğrisine dayanarak kapalı 

regle yüzeyi çizdiğinden, kendi doğrultusunda ℓ = ∮𝑑𝑣 kadar ilerleyerek ilk konumu 

ile çakıştığını gösterir. Bu nedenle, 𝑣1- ana doğrusunun bir 𝑃1 noktasından başlayan 

ortogonal yörünge, bir periyot sonra aynı 𝑣1- ana doğrusunu 𝑃1 den farklı bir 𝑃2 

noktasında keser. Ortogonal yörüngeler, çıkış noktasından bağımsız olduğundan, ℓ 

açılım uzunluğu kapalı regle yüzeyler için bir integral invaryantıdır (Gürsoy,1990). 

 Şimdi (𝑣 1)- kapalı regle yüzeyi için, ikinci bir integral invaryantı olan açılım 

açısı tanımlansın. 

Tanım 10: (𝑣 2,𝑣 3)- düzleminde bir birim vektörü, 

𝑛⃗ 1 = 𝑐𝑜𝑠φ𝑣 2 + 𝑠𝑖𝑛φ𝑣 3  

olarak seçelim. 𝑛1 doğrusu, kapalı hareket esnasında yüzeyin 𝑃 noktasından geçen 

ortogonal yörüngesi boyunca bir tors (açılabilir yüzey) çizsin. Yani torsun denklemi, 

𝑇⃗ = 𝑥 + ω𝑛⃗ 1 ω ∈ ℝ  
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Şekil 2.8. Kapalı Regle yüzeyin boğaz çizgisi ve açılım uzunluğu ve açılım açısı 

olsun. Ayrıca bu torsun dayanak eğrisi 𝑥 (𝑡) için ortogonal yörünge olma şartı, 

〈𝑑𝑟 , 𝑣 1〉 = 0  

sağlansın. 𝑛1- doğrusu bu koşulları sağlamak üzere kapalı hareketi esnasında, hareketin 

bir fonksiyonu olarak değişen φ açısının bir periyotluk süredeki toplam değişme 

miktarına (𝑣 1)- kapalı regle yüzeyinin açılım açısı denir ve, 

λ𝑣⃗ 1 = ∮𝑑𝑣  

eğrisel integrali ile belirtilir (Gürsoy,1990). 

 

 

Şekil 2.9. 𝑩̂(𝒕) Bezier eğrisinin birim dual küre üzerine projeksiyonu olan 𝐁̅(𝒕) eğrisi 

 

 

⊡ 
O 

𝑉⃗ 3 

𝑉⃗ 2 

𝑉⃗ 1 

𝑃2 

𝑃1 

T 

𝜑𝜏 

𝑛⃗ 1 

𝜏  

𝑃2 

𝑃1 

𝑉⃗ 1 
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2.6. Eğri ve Yüzeyler İçin Eğrilikler  

2.6.1. Düzlem eğrilerde eğrilik 

Tanım 11: (t), I = [a,b] aralığında tanımlı, istenilen mertebeden  türevlenebilir 

bir parametrik  eğri olsun. Eğer, her t  [a,b] için 
'(t) 0   ise (t) parametrik eğrisine 

regülerdir denir. Eğer her t  [a,b] için  ' (t) 1    ise - ya birim hızlı denir.  

Tanım 12: I = [a,b] aralığında tanımlı, sürekli ve  türevlenebilir bir  (t) 

parametrik eğrisi için,  yay uzunluğu, 

b

'

a

( ) (t) dt    

ile tanımlanır.  t0  [a,b]  olmak üzere, t0 dan itibaren t nin artan değerlerine karşın,    

parametrik eğrisinin yay uzunluğu fonksiyonu  u  [a,b] olmak üzere,  

0

t

'

t

s (t) (u) du     (26) 

ile tanımlıdır. s (t)  - nin  aldığı değerler   [0, s (t) ]   aralığında değişmektedir.  

Açıkça görülebilir ki, 

' 'd
s (t) s (t) (t)

dt
     

dir. '(t) 0    olduğundan s (t)  fonksiyonu monoton artan bir fonksiyondur. 

Dolayısıyla tersi mevcuttur. Bu   ters fonksiyon,  (t)   parametrik eğrisi için 

s [0,s (t)]   elemanını t t (s) [a,b]    elemanına  dönüştüren bir parametre 

dönüşümüdür. Böylece,   s (t)   ve  t (s)  ters fonksiyonlar olduklarından, t (s (t)) t     

ve s (t (s)) s    elde edilir. Bu şekilde elde edilen   t = t (s)    parametresine yay 

uzunluğu parametresi denir. Bir (t)  parametrik eğrisi, s yay uzunluğu parametresine 

göre (s) (t (s))   biçiminde yeniden parametrize edilebilir [28, p.11-12]. 

 Bir (t)   parametrik eğrisi üzerinde Frenet çatısı denilen { T, N, B } çatısı inşa 

edilebilir.   T(s) ve N(s)  vektörleri, sırasıyla (t)  nin birim teğet ve birim asal normal 
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vektörleri   olsun. T(s),T(s) 1  olduğundan türev alınırsa, 
d

T(s), T(s) 0
ds

  elde 

edileceğinden 
d

T(s)
ds

, T(s) vektörüne dik ve  N(s)  vektörüne paralel olur.  Böylece,  

d
T(s) (s)N(s)

ds
    (27) 

yazılırsa, (s)  ye,  nın verilen s(t) noktasındaki eğriliği denir.  
1

(s)
 ifadesine de  nın 

s noktasındaki eğrilik yarıçapı denir. Bir parametrik eğrinin herhangi bir noktasındaki 

eğriliği, eğrinin yay uzunluğuna göre  o noktadaki teğetinin dönme hızıdır. T(s) birim 

teğet vektörünün t parametresine göre türevi alınırsa, zincir kuralına göre, 

       
d d d d

T s(t) T s(t) s(t) s(t) s(t)N s(t)
dt ds dt dt

    (28)  

dir.  eğrisi,  (t) x(t), y(t)   olarak alındığında t ye göre türevi  ' ' '(t) x (t), y (t)   

olur. Böylece,   

   
2 2

' ' 'd
s(t) (t) x (t) y (t)

dt
     

dir. Bu ifadeye  (t)  denilirse ve (28) ifadesinde yerine yazılırsa, 

     
d

T t t (t)N t
dt

    

elde edilir.  

Teorem 8:   C(t) x(t), y(t)  regüler düzlem eğrisinin eğriliği, 

 

2 2

2 2

3
'

dx(t) d y(t) d x(t) dy(t)

dt dt dt dtt
C (t)



   

dir (İncesu, 2003). 

 

2.6.2. Uzay eğrilerinde eğrilik ve torsiyon 

 C(t) x(t), y(t), z(t) ,  I = [a,b]  aralığında tanımlı, regüler bir parametrik uzay 

eğrisi olsun. Düzlem eğrilerde olduğu gibi C(t) eğrisi, C(t(s)) biçiminde yay uzunluğu 

parametresine göre parametrelenip  birim hızlı yapılır ve C(t(s))  üzerinde {T,N,B} 

çatısı inşa edilirse,  
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d
C(s)

dsT(s)
d

C(s)
ds

d d
T(s) T(s)

ds dsN(s)
d

T(s)
ds

B(s) T(s) N(s)




 






  
 




  

 

biçiminde ifade edilebilir. Burada, B(s), eğrinin binormalidir ve T(s), B(s) 0  

olduğundan s ye göre türev alınırsa, 

 ' 'T (s),B(s) T(s),B (s) 0   

dır. (27)  ifadesinden  

 '(s)N(s),B(s) T(s),B (s) 0    

ve N(s), B(s) 0  olduğundan, 

'T(s),B (s) 0  

elde edilir. Böylece, 
'B (s) , T(s) ye dik olur. Ayrıca 

'B (s) , B(s) ye de dik olacağından 

'B (s) , N(s) yönünde olacaktır. Bu durumda, 

d
B(s) (s)N(s)

ds
   

olduğu görülür. Burada (-) işareti s nin artan değerlerinde binormalin dönme yönünden 

kaynaklanmaktadır. Yani,  
d

B(s)
ds

 , N(s) vektörünün ters yönündedir.  Böylece,  

d
(s) B(s)

ds
   

ifadesine C(t) parametrik eğrisinin bir s(t) noktasındaki torsiyonu (burulması) denir. 

Bu ifade ile de anlaşılacağı gibi, bir parametrik eğrinin herhangi bir noktasındaki 

burulması, eğrinin yay uzunluğuna göre o noktadaki  binormalinin  dönme hızıdır.   

 Böylece toparlarsak, T, N ve B vektörlerinin s parametresine göre 

türevlerini formülleştirirsek, 
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'

'

'

T N

N B T

B N

 


    


  

 

biçiminde ifade edebiliriz. Bu formüllere Frenet- Serret formülleri denir. Bu formüller, 

1851 de Serret, 1852 de de Frenet tarafından verilmiştir (Weathernburn, 1984). 

Teorem 9:  C(t) regüler bir parametrik eğri olsun. Bu  takdirde,  

2

2

3

d d
C(t) C(t)

dt dt

d
C(t)

dt



     ,    

2 3

2 3

2
2

2

d d d
C(t) C(t) , C(t)

dt dt dt

d d
C(t) C(t)

dt dt

 
 

 
 



 , 

 

d
C(t)

dtT
d

C(t)
dt

   ,     

2

2

2

2

d d
C(t) C(t)

dt dtB
d d

C(t) C(t)
dt dt







      ve     N = B x T      

dir.  

İspat: Marsh (1999). 

2.6.3. Dual küresel eğriler 

𝑋̅(𝑡, 𝑣) regle yüzeyi  

𝑋̅(𝑡, 𝑣) = 𝑥(𝑡) + 𝑣𝑦(𝑡)    

biçiminde verilmiş olsun. Eğer 𝑦(𝑡),𝑅3 de herhangi bir sabit vektör ise bu durumda 

𝑋̅(𝑡, 𝑣) yüzeyi bir silindir ifade eder. Genel anlamda eğer 𝑦(𝑡) sabit olmayan bir vektör 

ise bu durumda 𝑋̅(𝑡, 𝑣) yüzeyi bir regle yüzeyidir. Burada 𝑦(𝑡) eğrisi 𝑋̅(𝑡, 𝑣)regle 

yüzeyinin direktör eğrisi olarak verilsin. Böylece her 𝑡 ∈ 𝑅 için regle yüzeyi oluşturan 

hareketli doğru 𝑦(𝑡) ile aynı yöne sahip olur.  

Buna göre 𝑋̅(𝑡, 𝑣) regle yüzeyine E.Study teoreminin ters karşılığı olarak 

karşılık gelen 𝑈̂(𝑡) küresel eğrisinin reel kısmı 
𝑦(𝑡)

‖𝑦(𝑡)‖
 dir. Eğer 𝑋̅(𝑡, 𝑣)regle yüzeyine 

E.Study teoreminin ters karşılığı gelen 𝑈̂(𝑡) küresel eğrisini  

𝑈̌(𝑡) = 𝑢(𝑡) + 𝜀𝑢∗(𝑡)  
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biçiminde ifade etmiş olsaydık hiç şüphesiz ki 𝑢(𝑡) =
𝑦(𝑡)

‖𝑦(𝑡)‖
 olurdu. Ayrıca E.Study 

teoremine göre 𝑢∗(𝑡) vektörü regle yüzeyin dayanak eğrisi olan 𝑥(𝑡) ile reel kısım 

𝑢(𝑡)nin vektörel çarpımı olacağından küresel eğri  

 

𝑈̌(𝑡) =
𝑦(𝑡)

‖𝑦(𝑡)‖
 + 𝜀 (𝑥(𝑡)˄

𝑦(𝑡)

‖𝑦(𝑡)‖
 )  

 

biçimindedir (İncesu, 2022). 
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3. ARAŞTIRMA SONUÇLARI VE TARTIŞMA 

3.1. Dual Uzayda Bezier Eğrileri  

Dual uzayda Bernstein taban polinomlarının ifadesini Samancı (2015, 2017) 

vermiştir. İncesu (2022) de Dual uzayda Bezier eğrileri ve birim dual küre üzerine 

projeksiyon eğrileri, reel parametreye bağlı olarak yani 𝑡∗ = 0 durumunda verilmiştir.  

Bu çalışmada parametre keyfi dual değişken alınarak Bezier eğrileri ve bu eğrilerin 

birim dual küre üzerine projeksiyonları çalışılacaktır. Ayrıca küresel Bezier eğrilerinde 

Blashke çatı da ifade edilecektir. 

3.1.1. Lineer Dual Bezier Eğrisi  

Kontrol noktaları 𝑃̂0 = 𝑃0 + 𝜀𝑃0
∗ ve 𝑃̂1 = 𝑃1 + 𝜀𝑃1

∗ olan (𝑃𝑖𝜖𝑅
3, 𝑖 = 0,1) lineer 

Bezier eğrisini göz önüne alalım.  

 

                                  𝑷̂𝟏 = 𝑷𝟏 + 𝜺𝑷𝟏
∗  

                      •𝑩̂(𝒕̂) 

 

           𝑷̂𝟎 = 𝑷𝟎 + 𝜺𝑷𝟎
∗  

 

𝑡̂ = 𝑡 + 𝜀𝑡∗𝜖𝐷 olmak üzere 𝑡𝜖[0,1] 𝑣𝑒 𝑡∗𝜖𝑅 anındaki Bezier eğrisinin vektörel 

ifadesi  

𝑩̂(𝒕̂) = 𝑃0̂ + 𝑡̂𝑃0̂𝑃1̂
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗        

olur. Dual değişken açıldığında bu ifade  

𝑩̂(𝒕̂) = 𝐵̂(𝑡 + 𝜀𝑡∗) = 𝑃̂0 + (𝑡 + 𝜀𝑡
∗)𝑃0̂𝑃1̂
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   

 = 𝑃̂0 + (𝑡 + 𝜀𝑡
∗)[𝑃1̂ − 𝑃0̂]  

 =𝑃̂0[1 − (𝑡 + 𝜀𝑡
∗)] + (𝑡 + 𝜀𝑡∗). 𝑃1̂ (29) 

 = 𝑃̂0 (1 − 𝑡 − 𝜀𝑡)⏟        
𝐵̂0
1

+ (𝑡 + 𝜀𝑡∗)⏟      
𝐵̂1
1

. 𝑃1̂                                       

olarak tanımlanır. Eğer 𝑡̂ = 0 ise 𝐵̂(𝑡)̂ = 𝐵̂(0) = 𝑃̂0 ve 𝑡̂ = 1 𝑖𝑠𝑒 𝐵̂(𝑡)̂ = 𝐵̂(1) = 𝑃̂1 

olduğu görülür. (29) ifadesi açıldığında  

𝐵̂(𝑡̂) =  (1 − (𝑡 + 𝜀𝑡∗))(𝑃0 + 𝜀𝑃0
∗) + (𝑡 + 𝜀𝑡∗)(𝑃1 + 𝜀𝑃1

∗)  

 = [(1 − 𝑡)𝑃0 + 𝑡𝑃1] + 𝜀[((1 − 𝑡)𝑃0
∗ + 𝑡𝑃1

∗) + 𝑡∗(𝑃1 − 𝑃0)]  

       = 𝐵(𝑡) + 𝜀(𝐵∗(𝑡) + 𝑡∗(𝑃1 − 𝑃0))     (30) 

şeklinde olduğu görülür. Burada 𝐵(𝑡), kontrol noktaları 𝑃0 𝑣𝑒 𝑃1 olan lineer Bezier 

eğrisi, 𝐵∗(𝑡) ise kontrol noktaları 𝑃0
∗ 𝑣𝑒 𝑃1

∗ olan bir lineer Bezier eğrisi olur. Ayrıca                                      
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1 − 𝑡̂ = (1 − 𝑡 − 𝜀𝑡∗) ile 𝑡 + 𝜀𝑡∗ = 𝑡̂ ifadeleri de sırasıyla 𝐵̂0
1(𝑡̂) ve 𝐵̂1

1(𝑡̂) ile ifade 

edilen dual Bernstein taban polinomlarıdır. 

3.1.2. Dual Kuadratik Bezier Eğrileri  

Kontrol noktaları 𝑃̂0 = 𝑃0 + 𝜀𝑃0
∗ , 𝑃̂1 = 𝑃1 + 𝜀𝑃1

∗, 𝑃̂2 = 𝑃2 + 𝜀𝑃2
∗ olan Kuadratik 

Bezier Eğrisini elde edelim 

  

Şekil 3.1. Kuadratik Dual Bezier Eğrisi 

 

𝑡̂ = 𝑡 + 𝜀𝑡∗𝜖𝐷 olmak üzere (𝑡𝜖[0,1] 𝑣𝑒 𝑡∗𝜖𝑅) bir 𝑡̂ anında bir önceki bölümden, 

𝑄̂0 = (1 − 𝑡̂)𝑃̂0 + 𝑡̂𝑃̂1 
  (31)  

𝑄̂1 = (1 − 𝑡̂)𝑃̂1 + 𝑡̂𝑃̂2  
 

yazılabilir. O halde Kuadratik Bezier eğrisi 𝑡̂ anında  

𝐵̂(𝑡̂) = (1 − 𝑡̂)𝑄̂0 + 𝑡̂𝑄̂1 (32) 

yazılır. Açıldığında ise  

𝐵̂(𝑡̂) = (1 − 𝑡̂)2𝑃̂0 + 2(1 − 𝑡̂)𝑡̂𝑃̂1 + 𝑡̂
2𝑃̂2  (33) 

yazılır. Bu ifadeler Reel ve Dual kısımlarına ayrıldığında,  

𝐵̂(𝑡̂) = 𝐵̂(𝑡 + 𝜀𝑡∗)  
 = (1 − 𝑡̂)2𝑃̂0 + 2(1 − 𝑡̂)𝑡̂𝑃̂1 + 𝑡̂

2𝑃̂2  

 =[(1 − 𝑡)2 + 𝜀(−2(1 − 𝑡)𝑡∗)](𝑃0 + 𝜀𝑃0
∗) + [2(1 − 𝑡)𝑡 + 𝜀(2(1 − 𝑡)𝑡∗ −

                            2𝑡𝑡∗)](𝑃1 + 𝜀𝑃1
∗) + [𝑡2 + 𝜀2𝑡𝑡∗](𝑃2 + 𝜀𝑃2

∗) 
 =[(1 − 𝑡̂)2𝑃̂0 + 2(1 − 𝑡̂)𝑡̂𝑃̂1 + 𝑡̂

2𝑃̂2] + 𝜀[((1 − 𝑡)
2𝑃0

∗ + 2(1 − 𝑡)𝑡𝑃1
∗ +

                             𝑡2𝑃2
∗) + 𝑡∗(−2(1 − 𝑡)𝑃0 + (2 − 4𝑡)𝑃1 + 2𝑡𝑃2)] 

 = [(1 − 𝑡)2𝑃0 + 2(1 − 𝑡)𝑡𝑃1 + 𝑡
2𝑃2] + 

 +𝜀 [((1 − 𝑡)2𝑃0
∗ + 2(1 − 𝑡)𝑡𝑃1

∗ + 𝑡2𝑃2
∗) + 2𝑡∗ ((𝑃1 − 𝑃0) + 𝑡((𝑃2 − 𝑃1) − (𝑃1 − 𝑃0)))]  (34) 

 

olduğu görülür. 

Dikkat edildiğinde bu ifade 
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𝐵̂(𝑡̂) = 𝐵(𝑡) + 𝜀[𝐵∗(𝑡) + 2𝑡∗(∆𝑃0 + 𝑡(∆𝑃1 − ∆𝑃0))] (35) 

olarak değerlenebilir. Burada 𝐵(𝑡), Kontrol noktaları 𝑃0, 𝑃1, 𝑃2 olan 𝐵∗(𝑡), Kontrol 

noktaları 𝑃0
∗, 𝑃1

∗, 𝑃2
∗ olan reel Bezier eğrileri ∆𝑃𝑖 = 𝑃𝑖+1 − 𝑃𝑖 dir. 

Burada (35) ifadesinde geçen ∆𝑃0 + 𝑡(∆𝑃1 − ∆𝑃0) ifadesi kontrol noktaları 

∆𝑃0 ve ∆𝑃1 olan bir lineer Bezier eğrisidir ve 𝐵1,∆(𝑡) ile gösterilirse Kuadratik dual 

Bezier eğrisi  

 

   𝐵̂(𝑡̂) = 𝐵(𝑡) + 𝜀 (𝐵∗(𝑡) + 2𝑡∗𝐵1,∆(𝑡)) (36) 

 

ile ifade edilebilir. 

3.1.3. Kübik Dual Bezier Eğrisi  

Kontrol noktaları 𝑃̂0 = 𝑃0 + 𝜀𝑃0
∗ , 𝑃̂1 = 𝑃1 + 𝜀𝑃1

∗, 𝑃̂2 = 𝑃2 + 𝜀𝑃2
∗ ve 𝑃̂3 = 𝑃3 +

𝜀𝑃3
∗ olan kübik dual bezier eğrisi yukarıda olduğu gibi  

𝐵̂(𝑡̂) = (1 − 𝑡̂)3𝑃̂0 + 3(1 − 𝑡̂)
2𝑡̂𝑃̂1 + 3(1 − 𝑡̂)𝑡̂

2𝑃̂2 + 𝑡̂
3𝑃̂3 (37) 

biçiminde yazabiliriz. Bu ifade açıldığında,  

 𝐵̂(𝑡̂) = 𝐵̂(𝑡 + 𝜀𝑡∗) = [(1 − 𝑡)3𝑃0 + 3(1 − 𝑡)
2𝑡𝑃1 + 3(1 − 𝑡)𝑡

2𝑃2 + 𝑡
3𝑃3] +

                       𝜀 [[(1 − 𝑡)3𝑃0
∗ + 3(1 − 𝑡)2𝑃1

∗ + 3(1 − 𝑡)2𝑃2
∗ + 𝑡3𝑃3

∗] +

                             3𝑡∗[(1 − 𝑡)2[𝑃1 −  𝑃0]  + 2𝑡(1 − 𝑡)[𝑃2 − 𝑃1] + 𝑡
2[𝑃3 − 𝑃2]]]  (38)  

olarak yazılabilir. Yine dikkat edildiğinde (38) ifadesi 

  𝐵̂(𝑡̂) = 𝐵(𝑡) + 𝜀 [𝐵∗(𝑡) + 3𝑡∗ (𝐵2,∆(𝑡))] (39) 

biçiminde yazılabilir. Buna göre kübik dual Bezier eğrisi, dual ve reel kısımlarına 

ayrıldığında 𝐵(𝑡), kontrol noktaları 𝑃0, 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3 olan ve 𝐵∗(𝑡), kontrol noktaları 

𝑃0
∗, 𝑃1

∗, 𝑃2
∗, 𝑃3

∗ olan kübik reel Bezier eğrileridir. 𝐵2,∆(𝑡) ise kontrol noktaları ∆𝑃0, ∆𝑃1 ve 

∆𝑃2 olan (∆𝑃𝑖 = 𝑃𝑖+1 − 𝑃𝑖) Kuadratik Bezier eğrisidir.  

3.1.4. Genel Bezier Eğrisi  

Yukarıdaki metod genişletildiğinde kontrol noktaları 𝑃̂0 = 𝑃0 + 𝜀𝑃0
∗ , 𝑃̂1 = 𝑃1 +

𝜀𝑃1
∗, 𝑃̂2 = 𝑃2 + 𝜀𝑃2

∗,…….., 𝑃̂𝑛 = 𝑃𝑛 + 𝜀𝑃𝑛
∗ olan dual n.nci derece Bezier eğrisi 

𝐵̂(𝑡̂) = ∑ 𝐵̂𝑖
𝑛(𝑡̂)𝑃̂𝑖

𝑛
𝑖=0  (40) 

biçiminde ifade edilebilir. Burada 𝐵̂𝑖
𝑛(𝑡̂), dual Berstein taban polinomlarıdır.  
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𝐵̂𝑖
𝑛(𝑡̂) = {

(𝑛
𝑖
)(1 − 𝑡̂)𝑛−𝑖 𝑡̂𝑖,           0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛

0,                                         𝑑𝑖ğ𝑒𝑟
  

biçimindedir. Bu ifadeler (40) ifadesi açıldığında ve reel ve dual kısımlara ayrıldığında  

𝐵̂(𝑡̂) = ∑ 𝐵̂𝑖
𝑛(𝑡̂)𝑃̂𝑖

𝑛
𝑖=0 + 𝜀[∑ 𝐵𝑖

𝑛(𝑡)𝑃𝑖
∗ + 𝑛𝑡∗∑ 𝐵𝑖

𝑛−1(𝑡)∆𝑃𝑖
𝑛−1
𝑖=0

𝑛
𝑖=0 ]  

         = 𝐵(𝑡) + 𝜀[𝐵∗(𝑡) + 𝑛𝑡∗𝐵(𝑛−1),∆(𝑡)]   (41) 

şeklinde yazılabilir. Burada  

𝐵𝑖
𝑡(𝑡) = {

(𝑛
𝑖
)(1 − 𝑡̂)𝑛−𝑖 𝑡̂𝑖 ,           0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛

0,                                         𝑑𝑖ğ𝑒𝑟
  

biçimindeki Bernstein taban polinomları, 𝑃𝑖 , 𝑃𝑖
∗𝜖𝑅3,      𝑡𝜖[0,1], 𝑡∗𝜖𝑅   ∆𝑃𝑖 = 𝑃𝑖+1 − 𝑃𝑖 

dir.  

𝐵(𝑛−1),∆(𝑡) de kontrol noktaları ∆𝑃0, ……∆𝑃𝑛−1 olan (n-1). dereceden Reel 

Bezier eğrisidir.  

Teorem 10:  𝐵̂(𝑡̂) = 𝐵̂(𝑡 + 𝜀𝑡∗) eğrisi n.dereceden Dual Bezier eğrisi olsun. 

(Kontrol noktaları 𝑃̂0 = 𝑃0 + 𝜀𝑃0
∗ , 𝑃̂1 = 𝑃1 + 𝜀𝑃1

∗, ………… 𝑃̂𝑛 = 𝑃𝑛 + 𝜀𝑃𝑛
∗ olan) Bu 

takdirde  

i) 𝐵̂|
𝑡=0

= 𝑃0 + 𝜀𝑃0
∗ = 𝑃̂0 (42) 

ii) 𝐵̂|
𝑡∗=0

= 𝐵(𝑡) + 𝜀𝐵∗(𝑡) (43) 

iii) 𝐵̂|
𝑡=1

= 𝑃𝑛 + 𝜀(𝑃𝑛
∗ + 𝑛𝑡∗∆𝑃𝑛−1) = 𝑃̂𝑛 + 𝜀𝑛𝑡

∗∆𝑃𝑛−1 (44) 

dir. Burada ∆𝑃𝑛−1 = 𝑃𝑛 − 𝑃𝑛−1 dir.  

İspat: Bezier eğrilerinin son nokta interpolasyon özellikleri dikkate alındığında 

yukarıdaki eşitlikle çok kolayca görülür.  

Burada dikkat edilmesi gereken bir husus ii) şıkkında verilen ifadeyle 𝑡∗=0 

durumunda Dual Bezier eğrisinin İncesu (2022) de verilen reel değişkenli dual Bezier 

eğrisiyle çakıştığıdır.  

Teorem 11: 𝐵̂(𝑡̂) n.dereceden dual Bezier eğrisi olsun. Kontrol noktaları da 

𝑃̂𝑖 = 𝑃𝑖 + 𝜀𝑃𝑖
∗, (𝑖 = 0,…… . 𝑛) olarak verilsin. Bu takdirde  

            
𝑑 (𝐵̂(𝑡̂))

𝑑𝑡̂
= ∑ 𝐵̂𝑖

𝑛−1(𝑡̂)𝑃̂𝑖
(1)

𝑛−1

𝑖=0

 

dir. Burada 𝑃̂𝑖
(1)
= 𝑛(𝑃̂𝑖+1 − 𝑃̂𝑖) dir. 

İspat: Reel Bezier eğrilerinde olduğu gibidir.  
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Teorem 12: 𝐵̂(𝑡̂) , kontrol noktaları 𝑃̂𝑖 = 𝑃𝑖 + 𝜀𝑃𝑖
∗ (𝑖 = 0,…… , 𝑛) olan n 

derece dua Bezier eğrisi olsun. Bu takdirde  

 𝐵̂′(𝑡̂) =  𝐵′(𝑡) + 𝜀 (𝐵∗′(𝑡) + 𝑡∗𝐵′′(𝑡)) (45) 

dir. Burada 𝐵(𝑡), kontrol noktaları 𝑃𝑖ler olan, 𝐵∗(𝑡)de kontrol noktaları 𝑃𝑖
∗ olan 

n.derece Reel Bezier eğrisidir.  

İspat:  

             𝐵̂′(𝑡̂) = ∑ 𝐵̂𝑖
𝑛−1𝑃̂𝑖

(1)

𝑛−1

𝑖=0

 

=𝐵̂0
𝑛−1(𝑡̂)𝑃̂0

(1)
+ 𝐵̂1

𝑛−1(𝑡̂)𝑃̂1
(1)
+ 𝐵̂𝑛−1

𝑛−1(𝑡̂)𝑃̂𝑛−1
(1)

 

= [(1 − 𝑡̂)𝑛−1]𝑛(𝑃̂1 − 𝑃̂0) + ((𝑛 − 1)(1 − 𝑡̂)
𝑛−2𝑡̂)𝑛(𝑃̂2 − 𝑃̂1) + ⋯+

                          𝑡̂𝑛−1𝑛(𝑃̂𝑛 − 𝑃̂𝑛−1) 
 

=𝑛[(1 − 𝑡)𝑛−1 + (−𝜀𝑡∗(𝑛 − 1)(1 − 𝑡)𝑛−2)](𝑃1 − 𝑃0) + 𝜀(𝑃1
∗ − 𝑃0

∗) 

 +𝑛[(𝑛 − 1)(1 − 𝑡)𝑛−2𝑡 + 𝜀𝑡∗[−(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)(1 − 𝑡)𝑛−3𝑡 +

  (𝑛 − 1)(1 − 𝑡)𝑛−2]](𝑃2 − 𝑃1) + 𝜀(𝑃2
∗ − 𝑃1

∗) + ⋯+              𝑛 [𝑡𝑛−1 +

𝜀𝑡∗(𝑛 − 1)𝑡𝑛−2](𝑃𝑛 − 𝑃𝑛−1) + 𝜀(𝑃𝑛
∗ − 𝑃𝑛−1

∗ ) 
 

=  𝑛[(1 − 𝑡)𝑛−1(𝑃1 − 𝑃0) + 𝜀𝑡
∗[−(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)(1 − 𝑡)𝑛−3𝑡 +

        (𝑛 − 1)(1 − 𝑡)𝑛−2(𝑃1 − 𝑃0)]] + 𝑛[(𝑛 − 1)(1 − 𝑡)
𝑛−2𝑡(𝑃2 − 𝑃1) +

 𝜀[(𝑛 − 1)(1 − 𝑡)𝑛−2𝑡(𝑃2
∗ − 𝑃1

∗)] + 𝑡∗[(𝑛 − 1)(1 − 𝑡)𝑛−2 −      (𝑛 −

1)(𝑛 − 2)(1 − 𝑡)𝑛−3](𝑃2 − 𝑃1)]  + ⋯+ 𝑛[𝑡
𝑛−1(𝑃𝑛 − 𝑃𝑛−1) +

𝜀(𝑡𝑛−1(𝑃𝑛
∗ − 𝑃𝑛−1

∗ ) + 𝑡∗(𝑛 − 1)𝑡𝑛−2(𝑃𝑛 − 𝑃𝑛−1))] 

 
= 𝑛[(1 − 𝑡)𝑛−1(𝑃1 − 𝑃0) + (𝑛 − 1)(1 − 𝑡)

𝑛−2𝑡(𝑃2 − 𝑃1) + ⋯+

 𝑡𝑛−1(𝑃𝑛 −  𝑃𝑛−1)]+𝑛𝜀 [[(1 − 𝑡)
𝑛−1(𝑃1

∗ − 𝑃0
∗) + (𝑛 − 1)(1 − 𝑡)𝑛−2𝑡(𝑃2

∗ −

𝑃1
∗) + ⋯+ 𝑡𝑛−1(𝑃𝑛

∗ − 𝑃𝑛−1
∗ )] +  𝑡∗[−(𝑛 − 1)(1 − 𝑡)𝑛−2(𝑃1 − 𝑃0) +

((𝑛 − 1)(1 − 𝑡)𝑛−2 − (𝑛 − 1)(𝑛 − 2)(1 − 𝑡)𝑛−3𝑡)(𝑃2 − 𝑃1) + ⋯+

(𝑛 − 1)𝑡𝑛−2(𝑃𝑛 − 𝑃𝑛−1)]] 

 

= [𝐵0
𝑛−1𝑃0

(1)
+ 𝐵1

𝑛−1𝑃1
(1)
+⋯+ 𝐵𝑛−1

𝑛−1𝑃𝑛−1
(1)
] 

+𝜀 [(𝐵0
𝑛−1𝑃0

∗(1)
+ 𝐵1

𝑛−1𝑃1
∗(1)

+⋯+ 𝐵𝑛−1
𝑛−1𝑃𝑛−1

∗(1)
) + 𝑡∗(𝐵0

𝑛−2𝑃0
(2)
+⋯+

𝐵𝑛−2
𝑛−2𝑃𝑛−2

(2)
)] 

 

𝐵′̂(𝑡̂) = 𝐵′(𝑡) + 𝜀 (𝐵∗′(𝑡) + 𝑡∗𝐵′′(𝑡))  

 

elde edilmiş olur. 

Teorem 13: Kontrol noktaları  𝑃̂𝑖 = 𝑃𝑖 + 𝜀𝑃𝑖
∗, (𝑖 = 0,…… . 𝑛) olan n.derece 

dual Bezier eğrisinin ikinci türevi  
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𝑑2 (𝐵̂(𝑡̂))

𝑑𝑡̂
= ∑ 𝑃̂𝑖

(2)
𝐵̂𝑖
𝑛−2(𝑡̂)

𝑛−2

𝑖=0

 

dir. Burada 

𝑃̂𝑖
(2)
= 𝑛(𝑛 − 1). (𝑃̂𝑖+2 − 2𝑃̂𝑖+1 + 𝑃̂𝑖)  

 = n(𝑛 − 1). [(𝑃̂𝑖+2 − 𝑃̂𝑖+1) − (𝑃̂𝑖+1 − 𝑃̂𝑖)] 

 = n(𝑛 − 1). [∆𝑃̂𝑖+1 − ∆𝑃̂𝑖] dir. 

(∆𝑃̂𝑗 = 𝑃̂𝑗+1 − 𝑃̂𝑗)dir.  

İspat: Reel Bezier eğrilerinde olduğu gibidir. İncesu (2003) 

Teorem 14: 𝐵̂(𝑡̂), Kontrol noktaları 𝑃̂𝑖 = 𝑃𝑖 + 𝜀𝑃𝑖
∗ olan n.nci derece dual Bezier 

eğrisi olsun. Bu takdirde  

 𝐵̂′(𝑡̂ = 𝑡 + 𝜀𝑡∗)|
𝑡=0,𝑡∗=0

= 𝑛(𝑃1 − 𝑃0) = 𝑛∆𝑃0 = 𝑃0
1 

 

 𝐵̂′(𝑡̂ = 𝑡 + 𝜀𝑡∗)|
𝑡=0,𝑡∗𝜖𝑅

= 𝑛(𝑃1 − 𝑃0) + 𝜀𝑡
∗(𝑛(𝑛 − 1)(∆𝑃2 − ∆𝑃1)) 

                                 = 𝑛∆𝑃0 + 𝜀𝑡
∗𝑃0
(2)
= 𝑃0

(1)
+ 𝜀𝑡∗𝑃0

(2)
 

 

 𝐵̂′(𝑡̂ = 𝑡 + 𝜀𝑡∗)|
𝑡=1,𝑡∗=0

= 𝑛(𝑃𝑛 − 𝑃𝑛−1) = 𝑛∆𝑃𝑛−1 = 𝑃𝑛−1
(1)

 

 

 𝐵̂′(𝑡̂ = 𝑡 + 𝜀𝑡∗)|
𝑡=1,𝑡∗𝜖𝑅

= 𝑛(𝑃𝑛 − 𝑃𝑛−1) + 𝜀𝑡
∗(𝑛(𝑛 − 1)(∆𝑃𝑛−1 − ∆𝑃𝑛−2)) 

                                = 𝑛∆𝑃𝑛−1 + 𝜀𝑡
∗𝑃𝑛−2
(2)

= 𝑃𝑛−1
(1)
+ 𝜀𝑡∗𝑃𝑛−2

(2)
 

 

Burada; ∆𝑃𝑖 = 𝑃𝑖+1 − 𝑃𝑖 , 𝑃𝑖
(1)
= 𝑛(𝑃𝑖+1 − 𝑃𝑖), 𝑃𝑖

(2)
= 𝑛(𝑛 − 1)(𝑃𝑖+2 − 2𝑃𝑖+1 + 𝑃𝑖) 

dir. 

İspat:  

 𝐵̂′(𝑡̂) = 𝐵′(𝑡) + 𝜀[𝐵∗′(𝑡) + (𝑛 − 1)𝑡∗𝐵(𝑛−2),∆(2)(𝑡)] 

olduğundan gerekli koşullar verildiğinde ispat tamamlanır.  

Sonuç 1: 𝐵̂(𝑡̂), Kontrol noktaları 𝑃̂𝑖 = 𝑃𝑖 + 𝜀𝑃𝑖
∗ olan n.nci derece dual Bezier 

eğrisi olsun. Bu takdirde  

 𝐵̂′′(𝑡̂) =  𝐵′′(𝑡) + 𝜀[𝐵∗′′(𝑡) + 𝑡∗𝐵′′′(𝑡)] 

Sonuç 2: 𝐵̂(𝑡̂), Kontrol noktaları 𝑃̂𝑖 = 𝑃𝑖 + 𝜀𝑃𝑖
∗ olan n.nci derece dual Bezier 

eğrisi olsun. Bu takdirde  

 𝐵̂(𝑛)(𝑡̂) =  𝐵𝑛(𝑡) + 𝜀[𝐵∗(𝑛)(𝑡) + 𝑡∗𝐵(𝑛+1)(𝑡)] 
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Teorem 15: 𝐵̂(𝑡̂), Kontrol noktaları 𝑃̂𝑖 = 𝑃𝑖 + 𝜀𝑃𝑖
∗ olan n.nci derece dual Bezier 

eğrisi olsun. Bu takdirde  

i)  𝐵̂′′(𝑡̂)|
𝑡=0,𝑡∗=0

= 𝑃0
(2)

 

ii) 𝐵̂′′(𝑡̂)|
𝑡=1,𝑡∗=0

= 𝑃𝑛−1
(2)

 

iii) 𝐵̂′′(𝑡̂)|
𝑡=0,𝑡∗𝜖𝑅

=  𝑃0
(2)
+ 𝜀[𝑃0

∗(2)
+ 𝑡∗𝑃0

(3)
] 

 iv) 𝐵̂′′(𝑡̂)|
𝑡=1,𝑡∗𝜖𝑅

= 𝑃𝑛−2
(2)
+ 𝜀[𝑃𝑛−2

∗(2)
+ 𝑡∗𝑃𝑛−3

(3)
] 

dir.  

İspat:  

Bezier eğrilerinin son nokta interpolasyon ve son nokta teğet özellikleri 

kullanılarak ispat kolayca görülür.  

3.2. Dual Bezier Eğrilerinde Frenet Çatısı 

 𝐵̂(𝑡̂) Kontrol noktaları 𝑃̂𝑖 = 𝑃𝑖 + 𝜀𝑃𝑖
∗ olan dual Bezier eğrisi olsun. Bu takdirde 

herhangi bir 𝑡̂ = 𝑡 + 𝜀𝑡∗ noktanında eğri üzerindeki Frenet-Seret çatısını inşa edelim.  

 𝑇,̂ 𝑁̂, Ɓ̂ dual Bezier eğrisi üzerindeki dual Frenet vektör alanları olmak üzere 

{𝑇̂, 𝑁̂, 𝐵̂} üçlüsünü oluşturalım. Bunun için  

𝑇̂ =
𝐵̂′

‖𝐵̂′‖
  

O halde  

𝑇̂ =
𝐵′+𝜀(𝐵∗

′
+𝑡∗𝐵′′)

‖𝐵′+𝜀(𝐵∗′+𝑡∗𝐵′′)‖
  

olacaktır. 

𝑇̂ =
𝐵̂′

‖𝐵̂′‖
=

𝐵̂′

‖𝐵̂′‖
+ 𝜀 [

𝐵∗
′
+𝑡∗𝐵′′

‖𝐵′‖
−
〈𝐵′,𝐵∗

′
+𝑡∗𝐵′′〉

‖𝐵′‖3
𝐵′]  

olarak ifade edilebilir. Benzer şekilde Binormal vektör alanı  

Ɓ̂ =
𝐵̂′×𝐵̂′′

‖𝐵̂′×𝐵̂′′‖
  

olacağından, binormal vektör alanı  

Ɓ̂ =
(𝐵′+𝜀(𝐵∗

′
+𝑡∗𝐵′′))×(𝐵′′+𝜀(𝐵∗

′′
+𝑡∗𝐵′′′))

‖(𝐵′+𝜀(𝐵∗′+𝑡∗𝐵′′))×(𝐵′′+𝜀(𝐵∗′′+𝑡∗𝐵′′′))‖
  

olur. Bu ifade açıldığında pay kısmı  

(𝐵′ × 𝐵′′) + 𝜀[𝐵∗′ × 𝐵′′ + 𝐵′ × 𝐵∗′′ + 𝑡∗𝐵′ × 𝐵′′′]  

 



29 

 

 

 

olacağından birnormal vektör alanı: 

Ɓ̂ =
𝐵′×𝐵′′

‖𝐵′×𝐵′′‖
 + 𝜀 [

(𝐵∗
′
+𝐵′′+ 𝐵′×𝐵∗

′′
+𝑡∗𝐵′×𝐵′′′)

‖𝐵̂′×𝐵̂′′‖

−
〈(𝐵′×𝐵′′),(𝐵∗

′
×𝐵′′+ 𝐵′×𝐵∗

′′
+𝑡∗𝐵′×𝐵′′′)〉

‖𝐵̂′×𝐵̂′′‖3
. 𝐵′ × 𝐵′′

]  

olur. İç çarpım hesaplandığında, 

〈𝐵′ × 𝐵′′, 𝐵∗′ × 𝐵′′〉  = 〈𝐵′, 𝐵∗′〉〈𝐵′′, 𝐵′′〉 − 〈𝐵′, 𝐵′′〉〈𝐵∗′, 𝐵′′〉 
〈𝐵′ × 𝐵′′, 𝐵′ × 𝐵∗′′〉  = 〈𝐵′, 𝐵′〉〈𝐵′′, 𝐵∗′′〉 − 〈𝐵′, 𝐵∗′′〉〈𝐵′, 𝐵′′〉 

𝑡∗[〈𝐵′ × 𝐵′′, 𝐵′ × 𝐵′′′〉]      = 𝑡∗ [〈𝐵′, 𝐵′〉〈𝐵′′, 𝐵′′′〉 − 〈𝐵′, 𝐵′′′〉〈𝐵′, 𝐵′′〉]  
 

eşitlikleri hesaplanır. Yerine yazıldığında binormal vektör alanı  

Ɓ̂ =
𝐵′×𝐵′′

‖𝐵′×𝐵′′‖
  

+𝜀

[
 
 
 
 
 
 
 

(𝐵∗′ × 𝐵′′ + 𝐵′ × 𝐵∗′′ + 𝑡∗𝐵′ × 𝐵′′′)

‖𝐵′ × 𝐵′′‖

−

[
 
 
 
 
[〈𝐵′, 𝐵∗′〉‖𝐵′′‖2 + 〈𝐵′′, 𝐵∗′′〉‖𝐵′‖2 − 〈𝐵′, 𝐵′′〉(〈𝐵′, 𝐵∗′′〉 + 〈𝐵∗′, 𝐵′′〉)]

‖𝐵′ × 𝐵′′‖3

+
𝑡∗(‖𝐵′‖2〈𝐵′′, 𝐵′′′〉 − 〈𝐵′, 𝐵′′〉〈𝐵′𝐵′′′〉)

‖𝐵′ × 𝐵′′‖3 ]
 
 
 
 
. 𝐵′ × 𝐵′′   

]
 
 
 
 
 
 
 

 

 

olur. 

𝑵̂ = Ɓ̂ × 𝑻̂  

    = [
𝐵̂′×𝐵̂′′

‖𝐵̂′×𝐵̂′′‖
] × [

𝐵̂′

‖𝐵̂′‖
]  

    = [
(𝐵′+𝜀(𝐵∗

′
+𝑡∗𝐵′′))×(𝐵′′+𝜀(𝐵∗

′′
+𝑡∗𝐵′′′))

‖(𝐵′+𝜀(𝐵∗′+𝑡∗𝐵′′))×(𝐵′′+𝜀(𝐵∗′′+𝑡∗𝐵′′′))‖
]   × [

(𝐵′+𝜀(𝐵∗
′
+𝑡∗𝐵′′))

‖(𝐵′+𝜀(𝐵∗′+𝑡∗𝐵′′))‖
]  

    =

[
 
 
 
 

(
𝐵′×𝐵′′

‖𝐵′×𝐵′′‖
) + 𝜀 [

   
𝐵∗
′
×𝐵′′+𝐵′×𝐵∗

′′
+𝑡∗𝐵′×𝐵′′′

‖𝐵′×𝐵′′‖

−
〈(𝐵′×𝐵′′),(𝐵∗

′
×𝐵′′+𝐵′×𝐵∗

′
+𝑡∗𝐵′×𝐵′′)〉

‖𝐵′×𝐵′′‖3
. 𝐵′ × 𝐵′′

]

]
 
 
 
 

  

            ×   [
𝐵′

‖𝐵′‖
+ 𝜀 [

𝐵∗
′
+𝑡∗𝐵′′

‖𝐵′‖
−
〈𝐵′,𝐵∗

′
+𝑡∗𝐵′′〉

‖𝐵′‖3
. 𝐵′]]  

 

 

    =  
(𝐵′×𝐵′′)×𝐵′

‖𝐵′×𝐵′′‖.‖𝐵′‖
  +     

       +𝜀

[
 
 
 
 
 
(𝐵′×𝐵′′)×(𝐵∗

′
+𝑡∗𝐵′′)

‖𝐵′×𝐵′′‖.‖𝐵′‖
−

〈𝐵′,𝐵∗
′
+𝑡∗𝐵′′〉

‖𝐵′‖3‖𝐵′×𝐵′′‖
((𝐵′ × 𝐵′′) × 𝐵′)

+
[𝐵∗

′
×𝐵′′+𝐵′×𝐵∗

′′
+𝑡∗𝐵′×𝐵′′′]×𝐵′

‖𝐵′+𝐵′′‖.‖𝐵′‖

−
〈(𝐵′×𝐵′′),(𝐵∗

′
×𝐵′′+𝐵′×𝐵∗

′
+𝑡∗𝐵′×𝐵′′)〉

‖𝐵′‖‖𝐵′×𝐵′′‖3
(𝐵′ × 𝐵′′) × 𝐵′ ]
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       =
〈𝐵′,𝐵′〉𝐵′′−〈𝐵′,𝐵′′〉𝐵′

‖𝐵′‖‖𝐵′×𝐵′′‖
  +  

+𝜀 

[
 
 
 
 
 
 
 

〈𝐵′,𝐵∗
′〉𝐵′′−〈𝐵∗

′
,𝐵′′〉𝐵′+𝑡∗[〈𝐵′,𝐵′′〉𝐵′′−〈𝐵′′,𝐵′′〉𝐵′]

‖𝐵′×𝐵′′‖.‖𝐵′‖

−
(〈𝐵′,𝐵∗

′
+𝑡∗𝐵′′〉)[〈𝐵′,𝐵′〉𝐵′′−〈𝐵′′,𝐵′〉𝐵′]

‖𝐵′‖3.‖𝐵′×𝐵′′‖

+
〈𝐵∗

′
,𝐵′〉𝐵′′−〈𝐵′′,𝐵′〉𝐵∗

′
+〈𝐵′,𝐵′〉𝐵∗

′′
−〈𝐵∗

′′
,𝐵′〉𝐵′+𝑡∗(〈𝐵′,𝐵′〉𝐵′′′−〈𝐵′′′,𝐵′〉𝐵′)

‖𝐵′×𝐵′′‖.‖𝐵′‖

−
[〈(𝐵′×𝐵′′),(𝐵∗

′
×𝐵′′+𝐵′×𝐵∗

′′
+𝑡∗𝐵′×𝐵′′′)〉]

‖𝐵′×𝐵′′‖3.‖𝐵′‖
(〈𝐵′, 𝐵′〉𝐵′′ − 〈𝐵′′, 𝐵′〉𝐵′)]

 
 
 
 
 
 
 

  

 

olarak bulunur.  

Dual eğrilik ise aşağıdaki gibi elde edilir: 

 

𝜅̂ =
‖𝐵̂′×𝐵̂′′‖

‖𝐵̂′‖3
  

𝜅̂ = [
‖[𝐵′+𝜀(𝐵∗

′
+𝑡∗𝐵′′)]×[𝐵′′+𝜀(𝐵∗

′′
+𝑡∗𝐵′′′)]‖

‖𝐵̂′‖3
]  

𝜅̂ =
‖𝐵′×𝐵′′+𝜀(𝐵′×𝐵∗

′′
+𝑡∗𝐵′×𝐵′′′+𝐵∗

′
×𝐵′′)‖

‖𝐵′‖3+3𝜀〈𝐵′,𝐵∗′+𝑡∗𝐵′′〉
  

    =
‖𝐵′×𝐵′′‖+𝜀

〈𝐵′×𝐵′′,𝐵′×𝐵∗
′′
+𝑡∗𝐵′×𝐵′′′+𝐵∗

′
×𝐵′′〉

‖𝐵′×𝐵′′‖

‖𝐵′‖3+3𝜀〈𝐵′,𝐵∗′+𝑡∗𝐵′′〉
  

    =
‖𝐵′×𝐵′′‖

2
+𝜀〈𝐵′×𝐵′′,𝐵′×𝐵∗

′′
+𝑡∗𝐵′×𝐵′′′+𝐵∗

′
×𝐵′′〉

‖𝐵′×𝐵′′‖[‖𝐵′‖3+3𝜀〈𝐵′,𝐵∗′+𝑡∗𝐵′′〉]
  

     =
1

‖𝐵′×𝐵′′‖
[

1

‖𝐵′‖3
− 𝜀

3𝜀〈𝐵′,𝐵∗
′
+𝑡∗𝐵′′〉

‖𝐵′‖6
] [‖𝐵′ × 𝐵′′‖2  + 𝜀〈𝐵′ × 𝐵′′, 𝐵′ × 𝐵∗′′ + 𝑡∗𝐵′ × 𝐵′′′ + 𝐵∗′ × 𝐵′′〉]  

 

𝜅̂ =
‖𝐵′×𝐵′′‖

‖𝐵′‖3
 +  

     +𝜀 [
〈𝐵′×𝐵′′,𝐵′×𝐵∗

′′
+𝑡∗𝐵′×𝐵′′′+𝐵∗

′
×𝐵′′〉

‖𝐵′×𝐵′′‖.‖𝐵′‖3
−
3‖𝐵′×𝐵′′‖

‖𝐵′‖6
. 〈𝐵′, 𝐵∗′ + 𝑡∗𝐵′′〉]  

 

Dual torsiyonu bulabilmek için öncelikle şu ifadeyi bulalım: 

𝑑𝑒𝑡(𝐵̂′, 𝐵̂′′, 𝐵̂′′′)  

= 𝑑𝑒𝑡 [(𝐵′ + 𝜀(𝐵∗′ + 𝑡∗𝐵′′)) , (𝐵′′ + 𝜀(𝐵∗′′ + 𝑡∗𝐵′′′)) , (𝐵′′′ + 𝜀(𝐵∗′′′ +   𝑡∗𝐵′𝑣))]  

 

= 𝑑𝑒𝑡(𝐵′, 𝐵′′, 𝐵′′′) +  

+𝜀[𝑑𝑒𝑡(𝐵∗′, 𝐵′′, 𝐵′′′) + 𝑑𝑒𝑡(𝐵′, 𝐵∗′′𝐵′′′) + 𝑑𝑒𝑡(𝐵′, 𝐵′′, 𝐵∗′′′) + 𝑡∗𝑑𝑒𝑡(𝐵′, 𝐵′′, 𝐵′𝑣)]  
 

bulunur. O halde dual torsiyon ise  

𝝉̂ =
𝑑𝑒𝑡(𝐵̂′,𝐵̂′′,𝐵̂′′′)

‖𝐵̂′×𝐵̂′′‖2
  

=
𝑑𝑒𝑡[(𝐵′,+𝜀(𝐵∗

′
+𝑡∗𝐵′′)),(𝐵′′,+𝜀(𝐵∗

′′
+𝑡∗𝐵′′′)),(𝐵′′′,+𝜀(𝐵∗

′′′
+𝑡∗𝐵′𝑣))]

‖(𝐵′,+𝜀(𝐵∗′+𝑡∗𝐵′′))×(𝐵′′,+𝜀(𝐵∗′′+𝑡∗𝐵′′′))‖
2   
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=

𝑑𝑒𝑡(𝐵′,𝐵′′,𝐵′′′)+𝜀[
𝑑𝑒𝑡(𝐵′,𝐵′′,𝐵∗

′′′
)+𝑑𝑒𝑡(𝐵′,𝐵∗

′′
,𝐵′′′)

+𝑑𝑒𝑡(𝐵∗
′
,𝐵′′,𝐵′′′)+𝑡∗𝑑𝑒𝑡(𝐵′,𝐵′′,𝐵′𝑣)

]

‖𝐵′×𝐵′′+𝜀(𝐵′×𝐵∗′′+𝐵∗′×𝐵′′+𝑡∗𝐵′×𝐵′′′)‖
2   

=

𝑑𝑒𝑡(𝐵′,𝐵′′,𝐵′′′)+𝜀[
𝑑𝑒𝑡(𝐵′,𝐵′′,𝐵∗

′′′
)+𝑑𝑒𝑡(𝐵′,𝐵∗

′′
,𝐵′′′)

+𝑑𝑒𝑡(𝐵∗
′
,𝐵′′,𝐵′′′)+𝑡∗𝑑𝑒𝑡(𝐵′,𝐵′′,𝐵′𝑣)

]

[‖𝐵′×𝐵′′‖+𝜀
〈𝐵′×𝐵′′,𝐵′×𝐵∗

′′
+𝐵∗

′
×𝐵′′+𝑡∗𝐵′×𝐵′′′〉

‖𝐵′×𝐵′′‖
]

2   

𝜏̂ =
𝑑𝑒𝑡(𝐵′,𝐵′′,𝐵′′′)

‖𝐵′×𝐵′′‖2
+  

+𝜀

[
 
 
 
 (

𝑑𝑒𝑡(𝐵′,𝐵′′,𝐵∗
′′′
)+𝑑𝑒𝑡((𝐵′,𝐵∗

′′
,𝐵′′′))

+𝑑𝑒𝑡(𝐵∗
′
,𝐵′′,𝐵′′′)+𝑡∗𝑑𝑒𝑡(𝐵′,𝐵′′,𝐵′𝑣)

)

‖𝐵′×𝐵′′‖2

−
2𝑑𝑒𝑡(𝐵′,𝐵′′,𝐵′′′)

‖𝐵′×𝐵′′‖4
〈𝐵′ × 𝐵′′, 𝐵′ × 𝐵∗′′ + 𝐵∗′ × 𝐵′′ + 𝑡∗𝐵′ × 𝐵′′′〉]

 
 
 
 

  

elde edilir. 

Bunlarla birlikte aşağıdaki teoremi verebiliriz.  

Teorem 16: 𝐵̂(𝑡̂) = 𝐵(𝑡) + 𝜀(𝐵∗(𝑡) + 𝑡∗𝐵′(𝑡)) eğrisi, kontrol noktaları 𝑃̂𝑖 =

𝑃𝑖 + 𝜀𝑃𝑖
∗     (𝑖 = 0, …𝑛) olan dual Bezier eğrisi olsun. Bu taktirde 𝑡̂ = 𝑡 + 𝜀𝑡∗ 𝜖𝐷 

noktasında eğrinin Frenet vektör alanları {𝑇̂, 𝑁̂, Ɓ̂} ve dual eğrilikleri {𝜅̂, 𝜏̂} aşağıdaki 

gibidir: 

𝑎) Dual Teğet Vektör Alanı, 

𝑻̂ =
𝐵′

‖𝐵′‖
+ 𝜀 [

𝐵∗
′
+𝑡∗𝐵′′

‖𝐵′‖
−
〈𝐵̂′,𝐵∗

′
+𝑡∗𝐵′′〉

‖𝐵′‖3
𝐵′]  

𝑏) Dual Binormal Vektör Alanı, 

Ɓ̂ =
𝐵′×𝐵′′

‖𝐵′×𝐵′′‖
  

+𝜀

[
 
 
 
 
 
 

(𝐵∗
′
×𝐵′′+ 𝐵′×𝐵∗

′′
+𝑡∗𝐵′×𝐵′′′)

‖𝐵′×𝐵′′‖

−

[
 
 
 
[〈𝐵′,𝐵∗

′〉‖𝐵′′‖
2
+〈𝐵′′,𝐵∗

′′〉‖𝐵′‖
2
−〈𝐵′,𝐵′′〉(〈𝐵′,𝐵∗

′′〉+〈𝐵∗
′
,𝐵′′〉)]

‖𝐵′×𝐵′′‖3

+
𝑡∗(‖𝐵′‖

2
〈𝐵′′,𝐵′′′〉−〈𝐵′,𝐵′′〉〈𝐵′𝐵′′′〉)

‖𝐵′×𝐵′′‖3 ]
 
 
 
. 𝐵′ × 𝐵′′        

]
 
 
 
 
 
 

  

 

𝑐) Dual Normal Vektör Alanı, 

𝑵̂ =
〈𝐵′,𝐵′〉𝐵′′−〈𝐵′,𝐵′′〉𝐵′

‖𝐵′‖‖𝐵′×𝐵′′‖
  + 
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+𝜀 

[
 
 
 
 
 
 
 

〈𝐵′,𝐵∗
′〉𝐵′′−〈𝐵∗

′
,𝐵′′〉𝐵′+𝑡∗[〈𝐵′,𝐵′′〉𝐵′′−〈𝐵′′,𝐵′′〉𝐵′]

‖𝐵′×𝐵′′‖.‖𝐵′‖

−
(〈𝐵′,𝐵∗

′
+𝑡∗𝐵′′〉)[〈𝐵′,𝐵′〉𝐵′′−〈𝐵′′,𝐵′〉𝐵′]

‖𝐵′‖3.‖𝐵′×𝐵′′‖

+
〈𝐵∗

′
,𝐵′〉𝐵′′−〈𝐵′′,𝐵′〉𝐵∗

′
+〈𝐵′,𝐵′〉𝐵∗

′′
−〈𝐵∗

′′
,𝐵′〉𝐵′+𝑡∗(〈𝐵′,𝐵′〉𝐵′′′−〈𝐵′′′,𝐵′〉𝐵′)

‖𝐵′×𝐵′′‖.‖𝐵′‖

−
[〈(𝐵′×𝐵′′),(𝐵∗

′
×𝐵′′+𝐵′×𝐵∗

′′
+𝑡∗𝐵′×𝐵′′′)〉]

‖𝐵′×𝐵′′‖3.‖𝐵′‖
(〈𝐵′, 𝐵′〉𝐵′′ − 〈𝐵′′, 𝐵′〉𝐵′)]

 
 
 
 
 
 
 

  

 

d) Dual Eğrilik Alanı 

𝜿̂ =
‖𝐵′×𝐵′′‖

‖𝐵′‖3
 + 

     +𝜀 [
〈𝐵′×𝐵′′,𝐵′×𝐵∗

′′
+𝑡∗𝐵′×𝐵′′′+𝐵∗

′
×𝐵′′〉

‖𝐵′×𝐵′′‖.‖𝐵′‖3
−
3‖𝐵′×𝐵′′‖

‖𝐵′‖6
. 〈𝐵′, 𝐵∗′ + 𝑡∗𝐵′′〉]  

 

e) Dual Torsiyon Alanı 

 

𝝉̂ =
𝑑𝑒𝑡(𝐵′,𝐵′′,𝐵′′′)

‖𝐵′×𝐵′′‖2
+  

   +𝜀

[
 
 
 
 (

𝑑𝑒𝑡(𝐵′,𝐵′′,𝐵∗
′′′
)+𝑑𝑒𝑡((𝐵′,𝐵∗

′′
,𝐵′′′))

+𝑑𝑒𝑡(𝐵∗
′
,𝐵′′,𝐵′′′)+𝑡∗𝑑𝑒𝑡(𝐵′,𝐵′′,𝐵′𝑣)

)

‖𝐵′×𝐵′′‖2

−
2𝑑𝑒𝑡(𝐵′,𝐵′′,𝐵′′′)

‖𝐵′×𝐵′′‖4
〈𝐵′ × 𝐵′′, 𝐵′ × 𝐵∗′′ + 𝐵∗′ × 𝐵′′ + 𝑡∗𝐵′ × 𝐵′′′〉]

 
 
 
 

  

dir. 

 

3.3. Dual De Casteljau Algoritması  

Reel Bezier eğrilerinde olduğu gibi dual Bezier eğrilerinde de herhangi bir 𝑡̂0 =

 𝑡0 + 𝜀𝑡0
∗ 𝜖𝐷 noktanında Del casteljau algoritması uygulanacak 𝐵̂(𝑡̂) eğrisine 

subdivision uygulanabilir. Bunun için aşağıdaki gibi bir algoritma uygulanabilir. 

𝑃̂0
0 = 𝑃̂0         𝑃̂1

0 = 𝑃̂1       𝑃̂2
0 = 𝑃̂2   ……     𝑃̂𝑛

0 = 𝑃̂𝑛  

𝑃̂0
1                   𝑃̂1

1                 𝑃̂2
1                  𝑃̂𝑛−1

1   

𝑃̂0
2                   𝑃̂1

2…            𝑃̂𝑛−1
2   

. 

. 

. 

   𝑃̂0
𝑛    

 𝑃̂𝑖
𝑗
= (1 − 𝑡̂)𝑃̂𝑖

𝑗−1
+ 𝑡̂𝑃̂𝑖+1

𝑗−1
 

şeklinde yazılabilir. Bu şekilde elde edilen kontrol noktalarını reel ve dual kısımlarına 

ayıracak olursak 

 



33 

 

 

 

 𝑃̂0
0 = 𝑃̂0        𝑃̂1

0 = 𝑃̂1       𝑃̂2
0 = 𝑃̂2   ……     𝑃̂𝑛

0 = 𝑃̂𝑛  

 

olduğu açıktır. Ayrıca  

𝑃̂0
1     = (1 − 𝑡̂)𝑃̂0

0 + 𝑡̂𝑃̂1
0 = [(1 − 𝑡) − 𝜀𝑡∗](𝑃0 + 𝜀𝑃0

∗) + (𝑡 + 𝜀𝑡∗)(𝑃1 + 𝜀𝑃1
∗)  

 = [(1 − 𝑡)𝑃0 + 𝑡𝑃1] + 𝜀[(1 − 𝑡)𝑃0
∗ + 𝑡𝑃1

∗] + 𝑡∗(𝑃1 − 𝑃0)  

 =  𝑃0
1 + 𝜀(𝑃∗0

1 + 𝑡∗∆𝑃0) 
 

Benzer şekilde  

𝑃̂1
1 =  𝑃1

1 + 𝜀(𝑃∗1
1 + 𝑡∗∆𝑃1)   

𝑃̂2
1 =  𝑃2

1 + 𝜀(𝑃∗2
1 + 𝑡∗∆𝑃2)  

𝑃̂3
1 =  𝑃3

1 + 𝜀(𝑃∗3
1 + 𝑡∗∆𝑃3)  

 . 

 . 

 . 

devam edildiğinde  

𝑃̂𝑛−1
1 = 𝑃𝑛−1

1 + 𝜀(𝑃∗𝑛−1
1 + 𝑡∗∆𝑃𝑛−1)  

olur. 

Burada kullanacağımız bazı notasyonları açıklamamız gerekecek. 

(∆𝑃)𝑗
0 = ∆𝑃𝑗 = 𝑃𝑗+𝑖 − 𝑃𝑗   

(∆𝑃)𝑗
1 = (1 − 𝑡)∆𝑃𝑗 + 𝑡𝑃𝑗+𝑖  

(∆𝑃)𝑗
1 = (1 − 𝑡)(∆𝑃)𝑗

𝑖−1 + 𝑡(∆𝑃)𝑗+𝑖
𝑖−1  

biçiminde tanımlayabiliriz. Ayrıca  

∆(𝑃𝑗
𝑖) = 𝑃𝑗+𝑖

𝑖 − 𝑃𝑗
𝑖  

olarak tanımlanır. Burada 𝑃𝑗
𝑖 noktaları, Reel Bezier eğrilerinde tanımlanan De Castaljau 

algoritması ile elde edilen kontrol noktalarıdır.  

Şimdi dual De Castalijau algoritması için ikinci basamak kontrol noktalarını 

verelim.  

𝑃̂0
2 = (1 − 𝑡̂)𝑃̂0

1 + 𝑡̂𝑃̂1
1  

      =  (1 − 𝑡 − 𝜀𝑡∗)[𝑃0
1 + 𝜀(𝑃∗0

1 + 𝑡∗∆𝑃0)] + (𝑡 + 𝜀𝑡
∗)[𝑃1

1 + 𝜀(𝑃∗1
1 + 𝑡∗∆𝑃1)]  

      = [(1 − 𝑡)𝑃0
1 + 𝑡𝑃1

1] + 𝜀[(1 − 𝑡)𝑃∗0
1 + 𝑡𝑃∗1

1] + 𝑡∗[(1 − 𝑡)∆𝑃0 − 𝑃0
1 +

                        𝑡∆𝑃1 + 𝑃1
1]  

      = 𝑃0
2 + 𝜀[𝑃∗0

2 + 𝑡∗((∆𝑃)0
1 + ∆(𝑃0

1))]  
 

𝑃̂1
2 = (1 − 𝑡̂)𝑃̂1

1 + 𝑡̂𝑃̂2
1  

      =  (1 − 𝑡 − 𝜀𝑡∗)[𝑃1
1 + 𝜀(𝑃∗1

1 + 𝑡∗∆𝑃1)] + (𝑡 + 𝜀𝑡
∗)[𝑃2

1 + 𝜀(𝑃∗2
1 + 𝑡∗∆𝑃2)]  

      = [(1 − 𝑡)𝑃1
1 + 𝑡𝑃2

1] + 𝜀[(1 − 𝑡)𝑃∗1
1 + 𝑡𝑃∗2

1] + 𝑡∗[(1 − 𝑡)∆𝑃1 + 𝑡∆𝑃2 +

                        𝑃2
1 − 𝑃1

1]   

      = 𝑃1
2 + 𝜀[𝑃∗1

2 + 𝑡∗((∆𝑃)1
1 + ∆(𝑃1

1))]  
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𝑃̂2
2 = (1 − 𝑡̂)𝑃̂2

1 + 𝑡̂𝑃̂3
1  

      = (1 − 𝑡 − 𝜀𝑡∗)[𝑃2
1 + 𝜀(𝑃∗2

1 + 𝑡∗∆𝑃2)] + (𝑡 + 𝜀𝑡
∗)[𝑃3

1 + 𝜀(𝑃∗3
1 + 𝑡∗∆𝑃3)]  

       = [(1 − 𝑡)𝑃2
1 + 𝑡𝑃3

1] + 𝜀[(1 − 𝑡)𝑃∗2
1 + 𝑡𝑃∗3

1] + 𝑡∗[(1 − 𝑡)∆𝑃2 + 𝑡∆𝑃3 +

                         𝑃3
1 − 𝑃2

1]  

       = 𝑃2
2 + 𝜀[𝑃∗2

2 + 𝑡∗((∆𝑃)2
1 + ∆(𝑃2

1))]  
 

Benzer şekilde  

𝑃̂3
2     = (1 − 𝑡̂)𝑃̂3

1 + 𝑡̂𝑃̂4
1  

 =  𝑃3
2 + 𝜀[𝑃∗3

2 + 𝑡∗((∆𝑃)3
1 + ∆(𝑃3

1))]  
 

olduğu görülür. 

Üçüncü adımdan da bir iki örnek verelim. 

𝑃̂0
3 = (1 − 𝑡̂)𝑃̂0

2 + 𝑡̂𝑃̂1
2  

      =
(1 − 𝑡 − 𝜀𝑡∗) [𝑃0

2 + 𝜀 (𝑃∗0
2 + 𝑡∗(∆P)0

1 + ∆(𝑃0
1))]

+(𝑡 + 𝜀𝑡∗) [𝑃1
2 + 𝜀 (𝑃∗1

2 + 𝑡∗((∆P)1
1 + ∆(𝑃1

1)))]
   

       =
[(1 − 𝑡)𝑃0

2 + 𝑡𝑃1
2] + 𝜀[(1 − 𝑡)𝑃∗0

2 + 𝑡𝑃∗1
2]

+𝑡∗[(1 − 𝑡)[(∆𝑃)0
1 + ∆(𝑃0

1)] + 𝑡[(∆𝑃)1
1 + ∆(𝑃1

1)] + 𝑃1
2 − 𝑃0

2]
  

       =  𝑃0
3 + 𝜀[𝑃∗0

3 + 𝑡∗((∆𝑃)0
2 + ∆(𝑃0

2))]  
 

𝑃̂1
3 = (1 − 𝑡̂)𝑃̂1

2 + 𝑡̂𝑃̂2
2  

      =
(1 − 𝑡 − 𝜀𝑡∗) [𝑃1

2 + 𝜀 (𝑃∗1
2 + 𝑡∗(∆P)1

1 + ∆(𝑃1
1))]

+(𝑡 + 𝜀𝑡∗) [𝑃2
2 + 𝜀 (𝑃∗2

2 + 𝑡∗((∆P)2
1 + ∆(𝑃2

1)))]
   

      =
[(1 − 𝑡)𝑃1

2 + 𝑡𝑃2
2] + 𝜀[(1 − 𝑡)𝑃∗1

2 + 𝑡𝑃∗2
2]

+𝑡∗[(1 − 𝑡)[(∆𝑃)1
1 + ∆(𝑃2

1)] + (1 − 𝑡)[∆(𝑃1
1) + 𝑡∆(𝑃2

1)] + 𝑃2
2 − 𝑃1

2]
  

      =  𝑃1
3 + 𝜀[𝑃∗1

3 + 𝑡∗((∆𝑃)1
2 + ∆(𝑃1

2))]  
 

elde edilir. Böylece genelleme yapabiliriz. Sonuç olarak  

𝑃̂𝑗
𝑖 = 𝑃𝑗

𝑖 + 𝜀 [𝑃∗𝑗
𝑖 + 𝑡∗ ((∆𝑃)𝑗

𝑖−1 + ∆(𝑃𝑗
𝑖−1))]  

olarak ifade edilebilir. Bu sonucu aşağıdaki teoremle ifade edebiliriz. 

Teorem 17: 𝐵̂(𝑡̂), kontrol noktaları 𝑃̂𝑖 = 𝑃𝑖 + 𝜀𝑃𝑖
∗  (𝑖 = 0,… . , 𝑛) olarak verilen 

dual bezier eğrisi olsun. Bu Bezier eğrisine 𝑡̂ = 𝑡 + 𝜀𝑡∗𝜖𝐷 noktasında (𝑡𝜖[0,1], 𝑡∗𝜖𝑅) 

dual De Casteljau algoritması uyguladığımızda  

𝑃̂𝑖
0 = 𝑃̂𝑖 ve  

𝑃̂𝑖
𝑗
= (1 − 𝑡̂)𝑃𝑖

𝑗−1
+ 𝑡̂𝑃𝑖+1

𝑗−1
  

noktaları elde edilir. Bu noktalar reel ve dual kısımlarına ayrıldığında  
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𝑃̂𝑗
𝑖 = 𝑃𝑗

𝑖 + 𝜀 (𝑃∗𝑗
𝑖 + 𝑡∗ ((∆𝑃)𝑗

𝑖−1 + ∆(𝑃𝑗
𝑖−1)))  

olarak yazılabilir. Burada 𝑃𝑗
𝑖 reel de Casteljau algoritmasının (𝑃0, … 𝑃𝑛) noktalarına 

uygulanmasıyla elde edilen kontrol noktaları; 𝑃∗𝑗
𝑖
 ler de aynı algoritmanın (𝑃0

∗, … 𝑃𝑛
∗) 

kontrol noktalarına uygulanmasıyla elde edilen kontrol noktalarıdır. Ayrıca 𝑡𝜖[0,1] 

olmak üzere 

(∆𝑃)𝑗
0 = ∆𝑃𝑗 = 𝑃𝑗+1 − 𝑃𝑗  

(∆𝑃)𝑗
1 = (1 − 𝑡)𝑃𝑗 + 𝑡𝑃𝑗+1  

(∆𝑃)𝑗
𝑖 = (1 − 𝑡)∆𝑃𝑗

𝑖−1 + 𝑡(∆𝑃)𝑗+1
𝑖−1   dir.  

ve   

∆(𝑃𝑗
𝑖) = 𝑃𝑗+1

𝑖 − 𝑃𝑗
𝑖   

dir. 

Şimdi bir 𝐵̂(𝑡̂) eğrisi verildiğinde herhangi bir 𝑡̂0 = 𝑡0 + 𝜀𝑡0
∗    (𝑡0𝜖[0,1], 𝑡0

∗𝜖𝑅) 

noktasında eğriye dual de casteljau algoritmasını uyguladığımızda şunu görürüz: 

𝐵̂(𝑡̂) eğrisi 𝑡̂0 = 𝑡0 + 𝜀𝑡
∗    𝜖[0,1] × 𝑅 ⊆ 𝐷 bölgesinde tanımlı bir eğridir. Yani 

tanım bölgesi,  

 

 

Şekil 3.2. Dual Değişkenli Bezier Eğrilerinin D deki tanım bölgesi 

 

grafiği ile verilen bölgedir. 𝑡̂0 = 𝑡0 + 𝜀𝑡
∗    noktasıdna 𝐵̂(𝑡̂) eğrisine dual de cateljau 

algoritması uygulandığında 𝐵̂(𝑡̂) eğrisi iki ayrı parçaya bölünecektir. Bunlardan biri 

𝐵̂𝑠𝑜𝑙(𝑡̂), diğeri 𝐵̂𝑠𝑎ğ(𝑡̂) eğrisidir. Bu eğriler sırasıyla [0, 𝑡0] × 𝑅 𝑣𝑒 [𝑡0, 1] × 𝑅 

bölgelerinde tanımlı olacaktır. Her iki eğriyi de [0,1] × 𝑅 aralığında yeniden 

parametrize ederek, 𝐵̂𝑠𝑜𝑙(𝑡̂), eğrisinin kontrol noktaları dual de Casteljau algoritması ile 
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elde edilen {𝑃̂0, 𝑃̂0
1, 𝑃̂0

2, … 𝑃̂0
𝑛} noktaları, 𝐵̂𝑠𝑎ğ(𝑡̂) eğrisinin kontrol noktaları da 

{𝑃̂0, 𝑃̂1
𝑛−1, … 𝑃̂𝑛} noktalarıdır.  

Teorem 18:𝐵̂(𝑡̂), kontrol noktaları {𝑃̂0, … 𝑃̂𝑛} olan dual Bezier eğrisi olsun. Bu 

eğrinin teğet vektör alanının özel konumları aşağıdaki gibidir.  

𝑎)   𝑇̂|
𝑡=0, 𝑡∗=0

=
∆𝑃0

‖∆𝑃0‖
+ 𝜀 [

∆𝑃0
∗

‖∆𝑃0‖
−
〈∆𝑃0,∆𝑃0

∗〉

‖∆𝑃0‖3
∆𝑃0]  

𝑏)  𝑇̂|
𝑡=1, 𝑡∗=0

=
∆𝑃𝑛−1

‖∆𝑃𝑛−1‖
+ 𝜀 [

∆𝑃𝑛−1
∗

‖∆𝑃𝑛−1‖
−
〈∆𝑃𝑛−1,∆𝑃 𝑛−1

∗ 〉

‖∆𝑃𝑛−1‖3
∆𝑃𝑛−1]   

𝑐)  𝑇̂|
𝑡=0, 𝑡∗𝜖𝑅

=
∆𝑃0

‖∆𝑃0‖
+ 𝜀 [

∆𝑃0
∗+𝑡∗(𝑛−1)[∆𝑃1−∆𝑃0]

‖∆𝑃0‖

−
〈∆𝑃0,∆𝑃0

∗+𝑡∗(𝑛−1)[∆𝑃1−∆𝑃0]〉

‖∆𝑃0‖3

∆𝑃0]  

𝑑)

  𝑇̂|
𝑡=1, 𝑡∗𝜖𝑅

=
∆𝑃𝑛−1

‖∆𝑃𝑛−1‖

+𝜀 [

∆𝑃𝑛−1
∗ +𝑡∗(𝑛−1)[∆𝑃𝑛−1−∆𝑃𝑛−2]

‖∆𝑃𝑛−1‖

−
〈∆𝑃𝑛−1,∆𝑃𝑛−1

∗ +𝑡∗(𝑛−1)[∆𝑃𝑛−1−∆𝑃𝑛−2](𝑛−1)〉

‖∆𝑃𝑛−1‖3

∆𝑃𝑛−1]
  

𝑒)  𝑇̂|
𝑡̂=𝑡0+𝜀𝑡0

∗ =
(∆𝑃)0

𝑛

‖(∆𝑃)0
𝑛‖

   

                             +𝜀 [

(∆𝑃∗)0
𝑛+𝑡∗(𝑛−1)[(∆𝑃)1

𝑛−1−(∆𝑃)0
𝑛]

‖(∆𝑃)0
𝑛‖

−
〈(∆𝑃)0

𝑛,(∆𝑃∗)0
𝑛+𝑡∗(𝑛−1)[(∆𝑃)1

𝑛−1−(∆𝑃)0
𝑛]〉

‖(∆𝑃)0
𝑛‖
3

. (∆𝑃)0
𝑛]  

 

dir. Burada ∆𝑃𝑖 = 𝑃𝑖+1 − 𝑃𝑖;      ∆𝑃𝑖
∗ = 𝑃𝑖+1

∗ − 𝑃𝑖
∗;      𝑃𝑖

𝑗
 𝑣𝑒 𝑃∗𝑖

𝑗
 noktaları da Kontrol 

noktaları {𝑃0, … 𝑃𝑛} 𝑣𝑒 {𝑃0
∗, … 𝑃𝑛

∗} olan Reel Bezier eğrisine uygulanan de casteljau 

algoritmasıyla elde edilen yeni kontrol noktalarıdır.  

(∆𝑃)𝑗
0 = ∆𝑃𝑗;     (∆𝑃)𝑗

1 = (1 − 𝑡)∆𝑃𝑗 + 𝑡∆𝑃𝑗+1  

(∆𝑃)𝑗
𝑖 = (1 − 𝑡)(∆𝑃)𝑗

𝑖−1 + 𝑡(∆𝑃)𝑗+1
𝑖−1 ;      ∆(𝑃𝑗

𝑖) = 𝑃𝑗+1
𝑖 − 𝑃𝑗

𝑖     (𝑖 ≠ 0)  

dır. 

İspat: Bezier eğrilerinin son nokta interpolasyon özellikleri yardımıyla kolayca 

görülür.  

Teorem 19: 𝐵̂(𝑡̂), kontrol noktaları {𝑏̂0, … 𝑏̂𝑛} olan dual Bezier eğrisi olsun. Bu 

eğrinin binormal vektör alanının özel konumları aşağıdaki gibidir.  

a) t=0, 𝑡∗=0 durumunda, 

 

Ɓ̂|
𝑡̂=0

=
∆𝑏0×∆𝑏1

‖∆𝑏0×∆𝑏1‖
+    
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            +𝜀

[
 
 
 
 
 

∆𝑏0
∗×(∆𝑏1−∆𝑏0)+∆𝑏0×(∆𝑏1

∗−∆𝑏0
∗)

‖∆𝑏0×∆𝑏1‖
−

[

〈∆𝑏0,∆𝑏0
∗〉‖∆𝑏1−∆𝑏0‖

2+〈∆𝑏1−∆𝑏0,∆𝑏1
∗−∆𝑏0

∗〉‖∆𝑏0‖
2−

‖∆𝑏0×∆𝑏1‖3

〈∆𝑏0,∆𝑏1−∆𝑏0〉[〈∆𝑏0,∆𝑏1
∗−∆𝑏0

∗〉+〈∆𝑏0
∗,∆𝑏1−∆𝑏0〉]

‖∆𝑏0×∆𝑏1‖3

] . (∆𝑏0 × ∆𝑏1)

]
 
 
 
 
 

  

 

b) 𝑡̂ = 1 ⇒  (𝑡 = 1, 𝑡∗ = 0) 

 

Ɓ̂|
𝑡̂=1

=
∆𝑏𝑛−1×∆𝑏𝑛−2

‖∆𝑏𝑛−1×∆𝑏𝑛−2‖
+  

+𝜀

[
 
 
 
 
 

∆𝑏𝑛−1
∗ ×(∆𝑏𝑛−1−∆𝑏𝑛−2)+∆𝑏𝑛−1×(∆𝑏𝑛−1

∗ −∆𝑏𝑛−2
∗ )

‖∆𝑏𝑛−1×∆𝑏𝑛−2‖
−

−[

〈∆𝑏𝑛−1,∆𝑏𝑛−1
∗ 〉‖∆𝑏𝑛−1−∆𝑏𝑛−2‖

2+〈∆𝑏𝑛−1−∆𝑏𝑛−2,∆𝑏𝑛−1
∗ −∆𝑏𝑛−2

∗ 〉‖∆𝑏𝑛−1‖
2−

‖∆𝑏𝑛−1×∆𝑏𝑛−2‖
3

〈∆𝑏𝑛−1,∆𝑏𝑛−1−∆𝑏𝑛−2〉[〈∆𝑏𝑛−1,∆𝑏𝑛−1
∗ −∆𝑏𝑛−2

∗ 〉+〈∆𝑏𝑛−1
∗ ,∆𝑏𝑛−1−∆𝑏𝑛−2〉]

‖∆𝑏𝑛−1×∆𝑏𝑛−2‖
3

] . (∆𝑏𝑛−1 × ∆𝑏𝑛−2)

]
 
 
 
 
 

  

 

c) 𝑡̂ = 𝑡0𝜖(0,1), 𝑡
∗ = 0  

 

Ɓ̂|
𝑡̂=𝑡0

=
(∆𝑏)0

𝑛×(∆𝑏)1
𝑛−1

‖(∆𝑏)0
𝑛×(∆𝑏)1

𝑛−1‖
+  

+𝜀

[
 
 
 
 
 
 
 

(∆𝑏∗)0
𝑛 × ((∆𝑏)1

𝑛−1 − (∆𝑏)0
𝑛) + (∆𝑏)0

𝑛 × ((∆𝑏∗)1
𝑛−1 − (∆𝑏∗)0

𝑛)

‖(∆𝑏)0
𝑛 × (∆𝑏)1

𝑛−1‖
−

−

[
 
 
 
 
〈(∆𝑏)0

𝑛(∆𝑏∗)0
𝑛〉‖(∆𝑏)1

𝑛−1 − (∆𝑏)0
𝑛‖2 + 〈(∆𝑏)1

𝑛−1 − (∆𝑏)0
𝑛, (∆𝑏∗)1

𝑛−1 − (∆𝑏∗)0
𝑛〉‖(∆𝑏)0

𝑛‖2 −

‖(∆𝑏)0
𝑛 × (∆𝑏)1

𝑛−1‖3

〈(∆𝑏)0
𝑛, (∆𝑏)1

𝑛−1 − (∆𝑏)0
𝑛〉[〈(∆𝑏)0

𝑛, (∆𝑏∗)1
𝑛−1 − (∆𝑏∗)0

𝑛〉 + 〈(∆𝑏∗)0
𝑛 , (∆𝑏)1

𝑛−1 − (∆𝑏)0
𝑛〉]

‖(∆𝑏)0
𝑛 × (∆𝑏)1

𝑛−1‖3 ]
 
 
 
 

. ((∆𝑏)0
𝑛 × (∆𝑏)1

𝑛−1)

]
 
 
 
 
 
 
 

   

 

d) 𝑡0=0, 𝑡0
∗𝜖𝑅  

 

Ɓ̂|
𝑡̂=𝜀𝑡0

∗ =
∆𝑏0×∆𝑏1

‖∆𝑏0×∆𝑏1‖
+  

          +𝜀

[
 
 
 
 
 
 
 
 

∆𝑏0
∗×(∆𝑏1−∆𝑏0)+∆𝑏0×(∆𝑏1

∗−∆𝑏0
∗)

‖∆𝑏0×∆𝑏1‖

− [

〈∆𝑏0,∆𝑏0
∗〉‖∆𝑏1−∆𝑏0‖

2+〈∆𝑏1−∆𝑏0,∆𝑏1
∗−∆𝑏0

∗〉‖∆𝑏0‖
2−

‖∆𝑏0×∆𝑏1‖3

〈∆𝑏0,∆𝑏1−∆𝑏0〉[〈∆𝑏0,∆𝑏1
∗−∆𝑏0

∗〉+〈∆𝑏0
∗,∆𝑏1−∆𝑏0〉]

‖∆𝑏0×∆𝑏1‖3

] . (∆𝑏0 × ∆𝑏1)

−𝑡0
∗ [

‖∆𝑏0‖
2〈(∆𝑏1−∆𝑏0),(∆𝑏2−2∆𝑏1+∆𝑏0)〉−

‖∆𝑏0×∆𝑏1‖3

〈∆𝑏0,∆𝑏1−∆𝑏0〉〈∆𝑏0,∆𝑏2−2∆𝑏1+∆𝑏0〉

‖∆𝑏0×∆𝑏1‖3

] . (∆𝑏0 × ∆𝑏1)

]
 
 
 
 
 
 
 
 

  

  

e)   𝑡̂ = 𝑡0 + 𝜀 𝑡0
∗  durumunda (𝑡0𝜖[0,1], 𝑡0

∗𝜖𝑅 ) 
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Ɓ̂|
𝑡̂=𝑡0+𝜀 𝑡0

∗ =
(∆𝑏)0

𝑛×(∆𝑏)1
𝑛−1

‖(∆𝑏)0
𝑛×(∆𝑏)1

𝑛−1‖
+  

+𝜀

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(∆𝑏∗)0
𝑛×((∆𝑏)1

𝑛−1−(∆𝑏)0
𝑛)+(∆𝑏)0

𝑛×((∆𝑏∗)1
𝑛−1−(∆𝑏∗)0

𝑛)

‖(∆𝑏)0
𝑛×(∆𝑏)1

𝑛−1‖
−

−

[
 
 
 
〈(∆𝑏)0

𝑛(∆𝑏∗)0
𝑛〉‖(∆𝑏)1

𝑛−1−(∆𝑏)0
𝑛‖
2
+〈(∆𝑏)1

𝑛−1−(∆𝑏)0
𝑛,(∆𝑏∗)1

𝑛−1−(∆𝑏∗)0
𝑛〉‖(∆𝑏)0

𝑛‖
2
−

‖(∆𝑏)0
𝑛×(∆𝑏)1

𝑛−1‖
3

〈(∆𝑏)0
𝑛,(∆𝑏)1

𝑛−1−(∆𝑏)0
𝑛〉[〈(∆𝑏)0

𝑛,(∆𝑏∗)1
𝑛−1−(∆𝑏∗)0

𝑛〉+〈(∆𝑏∗)0
𝑛,(∆𝑏)1

𝑛−1−(∆𝑏)0
𝑛〉]

‖(∆𝑏)0
𝑛×(∆𝑏)1

𝑛−1‖
3 ]

 
 
 

. ((∆𝑏)0
𝑛 × (∆𝑏)1

𝑛−1)

−𝑡0
∗

[
 
 
 
‖(∆𝑏)0

𝑛‖
2
〈((∆𝑏)1

𝑛−1−(∆𝑏)0
𝑛),((∆𝑏)2

𝑛−2−2(∆𝑏)1
𝑛−1+(∆𝑏)0

𝑛)〉

‖(∆𝑏)0
𝑛−(∆𝑏)1

𝑛−1‖
3 −

〈(∆𝑏)0
𝑛,((∆𝑏)1

𝑛−1−(∆𝑏)0
𝑛)〉〈(∆𝑏)0

𝑛,((∆𝑏)2
𝑛−2−2(∆𝑏)1

𝑛−1+(∆𝑏)0
𝑛)〉

‖(∆𝑏)0
𝑛−(∆𝑏)1

𝑛−1‖
3 ]

 
 
 

. ((∆𝑏)0
𝑛 × (∆𝑏)1

𝑛−1)

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

 

elde edilir.  

Teorem 20: 𝐵̂(𝑡̂), kontrol noktaları {𝑏̂0, … 𝑏̂𝑛} olan dual Bezier eğrisi olsun. Bu 

eğrinin asli normal vektör alanının özel konumları aşağıdaki gibidir.  

a) 𝑡̂ = 0  için  

𝑁̂ =
〈∆𝑏0,∆𝑏0〉[∆𝑏1−∆𝑏0]−〈∆𝑏0,[∆𝑏1−∆𝑏0]〉∆𝑏0

‖∆𝑏0‖‖∆𝑏0×[∆𝑏1−∆𝑏0]‖
+  

    +𝜀

[
 
 
 
 
 
 
 
 

〈∆𝑏0,∆𝑏0
∗〉[∆𝑏1−∆𝑏0]−〈∆𝑏0

∗ ,[∆𝑏1−∆𝑏0]〉∆𝑏0

‖∆𝑏0‖‖∆𝑏0×[∆𝑏1−∆𝑏0]‖

−
(〈∆𝑏0,∆𝑏0

∗〉)[〈∆𝑏0,∆𝑏0〉[∆𝑏1−∆𝑏0]−〈∆𝑏0,[∆𝑏1−∆𝑏0]〉∆𝑏0]

‖∆𝑏0‖3‖∆𝑏0×[∆𝑏1−∆𝑏0]‖

+
〈∆𝑏0,∆𝑏0

∗〉[∆𝑏1−∆𝑏0]−〈∆𝑏0,[∆𝑏1−∆𝑏0]〉∆𝑏0
∗+

‖∆𝑏0‖‖∆𝑏0×[∆𝑏1−∆𝑏0]‖

+〈∆𝑏0,∆𝑏0〉[∆𝑏1
∗−∆𝑏0

∗]−〈[∆𝑏1
∗−∆𝑏0

∗],∆𝑏0〉∆𝑏0

‖∆𝑏0‖‖∆𝑏0×[∆𝑏1−∆𝑏0]‖

−
[〈(∆𝑏0×[∆𝑏1−∆𝑏0]),(∆𝑏0

∗×[∆𝑏1−∆𝑏0]+∆𝑏0×[∆𝑏1
∗−∆𝑏0

∗])〉]

‖∆𝑏0‖‖∆𝑏0×[∆𝑏1−∆𝑏0]‖3
. 𝛽]
 
 
 
 
 
 
 
 

  

 

dir. Burada  

𝛽 = (〈∆𝑏0, ∆𝑏0〉[∆𝑏1 − ∆𝑏0] − 〈∆𝑏0, [∆𝑏1 − ∆𝑏0]〉∆𝑏0)  

biçimindedir. 

b) 𝑡̂ = 1 için  

𝑁̂|
𝑡̂=1

 = 
〈∆𝑏𝑛−1,∆𝑏𝑛−1〉[∆𝑏𝑛−1−∆𝑏𝑛−2]−〈∆𝑏𝑛−1,[∆𝑏𝑛−1−∆𝑏𝑛−2]〉𝑛∆𝑏𝑛−1

‖𝑛∆𝑏𝑛−1‖‖𝑛∆𝑏𝑛−1×𝑛(𝑛−1)[∆𝑏𝑛−1−∆𝑏𝑛−2]‖
+  

+𝜀

[
 
 
 
 
 
 
 
 

〈𝑛∆𝑏𝑛−1,𝑛∆𝑏𝑛−1
∗ 〉𝑛(𝑛−1)[∆𝑏𝑛−1−∆𝑏𝑛−2]−〈∆𝑏𝑛−1

∗ ,[∆𝑏𝑛−1−∆𝑏𝑛−2]〉∆𝑏𝑛−1

‖∆𝑏𝑛−1‖‖∆𝑏𝑛−1×[∆𝑏𝑛−1−∆𝑏𝑛−2]‖

−
(〈∆𝑏𝑛−1,∆𝑏𝑛−1

∗ 〉)[〈∆𝑏𝑛−1,∆𝑏𝑛−1〉[∆𝑏𝑛−1−∆𝑏𝑛−2]−〈∆𝑏𝑛−1,[∆𝑏𝑛−1−∆𝑏𝑛−2]〉∆𝑏𝑛−1]

‖∆𝑏𝑛−1‖3‖∆𝑏𝑛−1×[∆𝑏𝑛−1−∆𝑏𝑛−2]‖

+
〈∆𝑏𝑛−1,∆𝑏𝑛−1

∗ 〉[∆𝑏𝑛−1−∆𝑏𝑛−2]−〈∆𝑏𝑛−1,[∆𝑏𝑛−1−∆𝑏𝑛−2]〉∆𝑏𝑛−1
∗

‖∆𝑏𝑛−1‖‖∆𝑏𝑛−1×[∆𝑏𝑛−1−∆𝑏𝑛−2]‖

+〈∆𝑏𝑛−1,∆𝑏𝑛−1〉[∆𝑏𝑛−1
∗ −∆𝑏𝑛−2

∗ ]−〈[∆𝑏𝑛−1
∗ −∆𝑏𝑛−2

∗ ],∆𝑏𝑛−1〉∆𝑏𝑛−1

‖∆𝑏𝑛−1‖‖∆𝑏𝑛−1×[∆𝑏𝑛−1−∆𝑏𝑛−2]‖

−
[〈(∆𝑏𝑛−1×[∆𝑏𝑛−1−∆𝑏𝑛−2]),(∆𝑏𝑛−1

∗ ×[∆𝑏𝑛−1−∆𝑏𝑛−2]+∆𝑏𝑛−1×[∆𝑏𝑛−1
∗ −∆𝑏𝑛−2

∗ ])〉]

‖∆𝑏𝑛−1‖‖∆𝑏𝑛−1×[∆𝑏𝑛−1−∆𝑏𝑛−2]‖3
. 𝛽]
 
 
 
 
 
 
 
 

  



39 

 

 

 

 

dir. Burada,  

𝛽 = (〈∆𝑏𝑛−1, ∆𝑏𝑛−1〉[∆𝑏𝑛−1 − ∆𝑏𝑛−2] − 〈∆𝑏𝑛−1, [∆𝑏𝑛−1 − ∆𝑏𝑛−2]〉∆𝑏𝑛−1) 

biçimindedir. 

c) 𝑡̂ = 𝑡0𝜖(0,1), 𝑡
∗ = 0  için 

  

𝑁̂ =
〈(∆𝑏)0

𝑛,(∆𝑏)0
𝑛〉[(∆𝑏)1

𝑛−1−(∆𝑏)0
𝑛]−〈(∆𝑏)0

𝑛,[(∆𝑏)1
𝑛−1−(∆𝑏)0

𝑛]〉(∆𝑏)0
𝑛

‖(∆𝑏)0
𝑛‖‖(∆𝑏)0

𝑛×[(∆𝑏)1
𝑛−1−(∆𝑏)0

𝑛]‖
+  

     +𝜀

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 

〈(∆𝑏)0
𝑛,(∆𝑏∗)0

𝑛〉[(∆𝑏)1
𝑛−1−(∆𝑏)0

𝑛]−〈(∆𝑏∗)0
𝑛,[(∆𝑏)1

𝑛−1−(∆𝑏)0
𝑛]〉(∆𝑏)0

𝑛

‖(∆𝑏)0
𝑛‖‖(∆𝑏)0

𝑛×[(∆𝑏)1
𝑛−1−(∆𝑏)0

𝑛]‖

−
(〈(∆𝑏)0

𝑛,(∆𝑏∗)0
𝑛〉)[〈(∆𝑏)0

𝑛,(∆𝑏)0
𝑛〉[(∆𝑏)1

𝑛−1−(∆𝑏)0
𝑛]−〈(∆𝑏)0

𝑛,[(∆𝑏)1
𝑛−1−(∆𝑏)0

𝑛]〉(∆𝑏)0
𝑛]

‖(∆𝑏)0
𝑛‖
3
‖(∆𝑏)0

𝑛×[(∆𝑏)1
𝑛−1−(∆𝑏)0

𝑛]‖

+
〈(∆𝑏)0

𝑛,(∆𝑏∗)0
𝑛〉[(∆𝑏)1

𝑛−1−(∆𝑏)0
𝑛]−〈(∆𝑏)0

𝑛,[(∆𝑏)1
𝑛−1−(∆𝑏)0

𝑛]〉(∆𝑏∗)0
𝑛+

‖(∆𝑏)0
𝑛‖‖(∆𝑏)0

𝑛×[(∆𝑏)1
𝑛−1−(∆𝑏)0

𝑛]‖

〈(∆𝑏)0
𝑛,(∆𝑏)0

𝑛〉[∆(𝑏∗)1
𝑛−1−(𝑏∗)0

𝑛]−〈[(𝑏∗)1
𝑛−1−(𝑏∗)0

𝑛],(∆𝑏)0
𝑛〉(∆𝑏)0

𝑛

‖(∆𝑏)0
𝑛‖‖(∆𝑏)0

𝑛×[(∆𝑏)1
𝑛−1−(∆𝑏)0

𝑛]‖

−
[〈((∆𝑏)0

𝑛×[(∆𝑏)1
𝑛−1−(∆𝑏)0

𝑛]),(,(∆𝑏∗)0
𝑛×[(∆𝑏)1

𝑛−1−(∆𝑏)0
𝑛]+(∆𝑏)0

𝑛×[(∆𝑏∗)1
𝑛−1−(∆𝑏∗)0

𝑛])〉]

‖(∆𝑏)0
𝑛‖‖(∆𝑏)0

𝑛×[(∆𝑏)1
𝑛−1−(∆𝑏)0

𝑛]‖
3 . 𝛽

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   

 

dir. Burada  

𝛽 = (〈(∆𝑏)0
𝑛
, (∆𝑏)0

𝑛〉[(∆𝑏)1
𝑛−1 − (∆𝑏)0

𝑛] − 〈(∆𝑏)0
𝑛
, [(∆𝑏)1

𝑛−1 − (∆𝑏)0
𝑛]〉(∆𝑏)0

𝑛)  

biçimindedir. 

 

d) (𝑡0 = 0, 𝑡0
∗𝜖𝑅) 𝑡̂ = 𝜀𝑡0

∗ ise 

 

𝑁̂ =
〈∆𝑏0,∆𝑏0〉[∆𝑏1−∆𝑏0]−〈∆𝑏0,[∆𝑏1−∆𝑏0]〉∆𝑏0

‖∆𝑏0‖‖∆𝑏0×[∆𝑏1−∆𝑏0]‖
+    

       +𝜀

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 

〈∆𝑏0,∆𝑏0
∗〉[∆𝑏1−∆𝑏0]−〈∆𝑏0

∗ ,[∆𝑏1−∆𝑏0]〉∆𝑏0+𝑨

‖∆𝑏0‖‖∆𝑏0×[∆𝑏1−∆𝑏0]‖

−
(〈∆𝑏0,∆𝑏0

∗+
𝑛−1

𝑛
𝑡∗(∆𝑏1−∆𝑏0)〉)[〈∆𝑏0,∆𝑏0〉[∆𝑏1−∆𝑏0]−〈∆𝑏0,[∆𝑏1−∆𝑏0]〉∆𝑏0]

‖∆𝑏0‖3‖∆𝑏0×[∆𝑏1−∆𝑏0]‖

+
〈∆𝑏0,∆𝑏0

∗〉[∆𝑏1−∆𝑏0]−〈∆𝑏0,[∆𝑏1−∆𝑏0]〉∆𝑏0
∗+

‖∆𝑏0‖‖∆𝑏0×[∆𝑏1−∆𝑏0]‖

+〈∆𝑏0,∆𝑏0〉[∆𝑏1
∗−∆𝑏0

∗]−〈[∆𝑏1
∗−∆𝑏0

∗],∆𝑏0〉∆𝑏0+𝑩

‖∆𝑏0‖‖∆𝑏0×[∆𝑏1−∆𝑏0]‖

−
[〈(∆𝑏0×[∆𝑏1−∆𝑏0]),(∆𝑏0

∗×[∆𝑏1−∆𝑏0]+∆𝑏0×[∆𝑏1
∗−∆𝑏0

∗])+𝑪〉]

‖∆𝑏0‖‖∆𝑏0×[∆𝑏1−∆𝑏0]‖3
. 𝜷 ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

dir. Burada  

A= (n-1)𝑡∗[〈∆𝑏0, ∆𝑏1 − ∆𝑏0〉(∆𝑏1 − ∆𝑏0) − ‖∆𝑏1 − ∆𝑏0‖
2∆𝑏0] 

B= (n-2)𝑡∗[‖∆𝑏0‖
2[∆𝑏2 − 2∆𝑏1 + ∆𝑏0] − 〈[∆𝑏2 − 2∆𝑏1 + ∆𝑏0], ∆𝑏0〉∆𝑏0] 

C= (n-2)𝑡∗[(∆𝑏0 × ∆𝑏2) − 2(∆𝑏0 × ∆𝑏1)] 
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𝜷 = (〈∆𝑏0, ∆𝑏0〉[∆𝑏1 − ∆𝑏0] − 〈∆𝑏0, [∆𝑏1 − ∆𝑏0]〉∆𝑏0)  

biçimindedir. 

  

e) (𝑡0 = 0, 𝑡0
∗𝜖𝑅) 𝑡̂ = 𝜀𝑡0

∗ ise 

𝑁̂ =
〈(∆𝑏)0

𝑛,(∆𝑏)0
𝑛〉[(∆𝑏)1

𝑛−1−(∆𝑏)0
𝑛]−〈(∆𝑏)0

𝑛,[(∆𝑏)1
𝑛−1−(∆𝑏)0

𝑛]〉(∆𝑏)0
𝑛

‖(∆𝑏)0
𝑛‖‖(∆𝑏)0

𝑛×[(∆𝑏)1
𝑛−1−(∆𝑏)0

𝑛]‖
+     

+𝜀

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

〈(∆𝑏)0
𝑛,(∆𝑏∗)0

𝑛〉[(∆𝑏)1
𝑛−1−(∆𝑏)0

𝑛]−〈(∆𝑏∗)0
𝑛,[(∆𝑏)1

𝑛−1−(∆𝑏)0
𝑛]〉(∆𝑏)0

𝑛+𝑨

‖(∆𝑏)0
𝑛‖‖(∆𝑏)0

𝑛×[(∆𝑏)1
𝑛−1−(∆𝑏)0

𝑛]‖

−
(〈(∆𝑏)0

𝑛,(∆𝑏∗)0
𝑛+

𝑛−1

𝑛
𝑡∗((∆𝑏)1

𝑛−1−(∆𝑏)0
𝑛)〉)[〈(∆𝑏)0

𝑛,(∆𝑏)0
𝑛〉[(∆𝑏)1

𝑛−1−(∆𝑏)0
𝑛]−〈(∆𝑏)0

𝑛,[(∆𝑏)1
𝑛−1−(∆𝑏)0

𝑛]〉(∆𝑏)0
𝑛]

‖(∆𝑏)0
𝑛‖
3
‖(∆𝑏)0

𝑛×[(∆𝑏)1
𝑛−1−(∆𝑏)0

𝑛]‖

+
〈(∆𝑏)0

𝑛,(∆𝑏∗)0
𝑛〉[(∆𝑏)1

𝑛−1−(∆𝑏)0
𝑛]−〈(∆𝑏)0

𝑛,[(∆𝑏)1
𝑛−1−(∆𝑏)0

𝑛]〉(∆𝑏∗)0
𝑛+

‖(∆𝑏)0
𝑛‖‖(∆𝑏)0

𝑛×[(∆𝑏)1
𝑛−1−(∆𝑏)0

𝑛]‖

+〈(∆𝑏)0
𝑛,(∆𝑏)0

𝑛〉[(∆𝑏∗)1
𝑛−1−(∆𝑏∗)0

𝑛]−〈[(∆𝑏∗)1
𝑛−1−(∆𝑏∗)0

𝑛],(∆𝑏)0
𝑛〉(∆𝑏)0

𝑛+𝑩

‖(∆𝑏)0
𝑛‖‖(∆𝑏)0

𝑛×[(∆𝑏)1
𝑛−1−(∆𝑏)0

𝑛]‖

−
[〈((∆𝑏)0

𝑛×[(∆𝑏)1
𝑛−1−(∆𝑏)0

𝑛]),((∆𝑏∗)0
𝑛×[(∆𝑏)1

𝑛−1−(∆𝑏)0
𝑛]+(∆𝑏)0

𝑛×[(∆𝑏∗)1
𝑛−1−(∆𝑏∗)0

𝑛])+𝑪〉]

‖(∆𝑏)0
𝑛‖‖(∆𝑏)0

𝑛×[(∆𝑏)1
𝑛−1−(∆𝑏)0

𝑛]‖
3 . 𝜷

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

dir. Burada  

A= (n-1)𝑡∗[〈(∆𝑏)0
𝑛, (∆𝑏)1

𝑛−1 − (∆𝑏)0
𝑛〉((∆𝑏)1

𝑛−1 − (∆𝑏)0
𝑛) − ‖(∆𝑏)1

𝑛−1 − (∆𝑏)0
𝑛‖2(∆𝑏)0

𝑛] 
B=(n-2)𝑡∗[‖(∆𝑏)0

𝑛‖2[(∆𝑏)2
𝑛−2 − 2(∆𝑏)1

𝑛−1 + (∆𝑏)0
𝑛] − 〈[(∆𝑏)2

𝑛−2 − 2(∆𝑏)1
𝑛−1 +

(∆𝑏)0
𝑛], (∆𝑏)0

𝑛〉(∆𝑏)0
𝑛] 

C= (n-2)𝑡∗[((∆𝑏)0
𝑛 × (∆𝑏)2

𝑛−2) − 2((∆𝑏)0
𝑛 × (∆𝑏)1

𝑛−1)] 
𝜷 = (〈(∆𝑏)0

𝑛, (∆𝑏)0
𝑛〉[(∆𝑏)1

𝑛−1 − (∆𝑏)0
𝑛] − 〈(∆𝑏)0

𝑛, [(∆𝑏)1
𝑛−1 − (∆𝑏)0

𝑛]〉(∆𝑏)0
𝑛)  

 

Teorem 21: 𝐵̂(𝑡̂), kontrol noktaları {𝑏̂0, … 𝑏̂𝑛} olan dual Bezier eğrisi olsun. Bu 

eğrinin eğrilik vektör alanının özel konumları aşağıdaki gibidir. 

 

a) 𝜅̂|𝑡̂=0 =
𝑛−1

𝑛

‖∆𝑏0×∆𝑏1‖

‖∆𝑏0‖3
[1 + 𝜀 [

〈∆𝑏0×∆𝑏1,   ∆𝑏0(∆𝑏1
∗−∆𝑏0

∗)+∆𝑏0
∗×(∆𝑏1−∆𝑏0)〉

‖∆𝑏0×∆𝑏1‖2
−

                                    
3〈∆𝑏0,∆𝑏0

∗〉

𝑛‖∆𝑏0‖3
]]  

b) 𝜅̂|𝑡̂=1 =
𝑛−1

𝑛

‖∆𝑏𝑛−1×∆𝑏𝑛−2‖

‖∆𝑏𝑛−1‖3
[1 +

𝜀 [
〈∆𝑏𝑛−1×∆𝑏𝑛−2,   ∆𝑏𝑛−1(∆𝑏𝑛−2

∗ −∆𝑏𝑛−1
∗ )+∆𝑏𝑛−1

∗ ×(∆𝑏𝑛−2−∆𝑏𝑛−1)〉

‖∆𝑏𝑛−1×∆𝑏𝑛−2‖2
−

                                            
3〈∆𝑏𝑛−1,∆𝑏𝑛−1

∗ 〉

𝑛‖∆𝑏𝑛−1‖3
]]    

 

c) 𝜅̂|𝑡̂=𝜀𝑡0∗ =
𝑛−1

𝑛

‖∆𝑏0×∆𝑏1‖

‖∆𝑏0‖
3 [1 + 𝜀 [

〈∆𝑏0×∆𝑏1,   ∆𝑏0(∆𝑏1
∗−∆𝑏0

∗)+∆𝑏0
∗×(∆𝑏1−∆𝑏0)〉

‖∆𝑏0×∆𝑏1‖
2 − 

3〈∆𝑏0,∆𝑏0
∗〉

𝑛‖∆𝑏0‖
3 +

𝑡0
∗(𝑛 − 2)[∆𝑏0 × [∆𝑏2 − 2∆𝑏1]]]] 
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d) 𝜅̂|𝑡̂=𝑡0 =
𝑛−1

𝑛

‖(∆𝑏)0
𝑛×(∆𝑏)1

𝑛−1‖

‖(∆𝑏)0
𝑛‖
3 [1 +

 𝜀 [
〈(∆𝑏)0

𝑛×(∆𝑏)1
𝑛−1,   (∆𝑏)0

𝑛(∆𝑏∗)1
𝑛−1−(∆𝑏∗)0

𝑛+(∆𝑏∗)0
𝑛×((∆𝑏)1

𝑛−1−(∆𝑏)0
𝑛)〉

‖(∆𝑏)0
𝑛×(∆𝑏)1

𝑛−1‖
2 − 

3〈(∆𝑏)0
𝑛,(∆𝑏∗)0

𝑛〉

𝑛‖(∆𝑏)0
𝑛‖
3 ]] 

e) 𝜅̂|𝑡̂=𝑡0+𝜀𝑡0∗ =
𝑛−1

𝑛

‖(∆𝑏)0
𝑛×(∆𝑏)1

𝑛−1‖

‖(∆𝑏)0
𝑛‖
3 [1 +

 𝜀 [
〈(∆𝑏)0

𝑛×(∆𝑏)1
𝑛−1,   (∆𝑏)0

𝑛((∆𝑏∗)1
𝑛−1−(∆𝑏∗)0

𝑛)+(∆𝑏∗)0
𝑛×((∆𝑏)0

𝑛×(∆𝑏)1
𝑛−1)〉

‖(∆𝑏)0
𝑛×(∆𝑏)1

𝑛−1‖
2 −

                                            
3〈(∆𝑏)0

𝑛,(∆𝑏∗)0
𝑛〉

𝑛‖(∆𝑏)0
𝑛‖
3 + 𝑡0

∗(𝑛 − 2) [(∆𝑏)0
𝑛 × [(∆𝑏)2

𝑛−2 − 2(∆𝑏)1
𝑛−1]]]] 

 

Teorem 22: 𝐵̂(𝑡̂), kontrol noktaları {𝑏̂0, … 𝑏̂𝑛} olan dual Bezier eğrisi olsun. Bu 

eğrinin dual burulma vektör alanının özel konumları aşağıdaki gibidir. 

a) 𝜏̂|𝑡̂=0 =
𝑛−2

𝑛‖∆𝑏0×∆𝑏1‖2
[𝑑𝑒𝑡(∆𝑏0, ∆𝑏1, ∆𝑏2) + 𝜀 [𝑑𝑒𝑡(∆𝑏0, ∆𝑏1, ∆𝑏2

∗) +

                                      𝑑𝑒𝑡(∆𝑏0, ∆𝑏1
∗, ∆𝑏2) + 𝑑𝑒𝑡(∆𝑏0

∗, ∆𝑏1, ∆𝑏2) −
2det(∆𝑏0,∆𝑏1,∆𝑏2) 

‖∆𝑏0×∆𝑏1‖2
〈∆𝑏0 ×

                                       ∆𝑏1, ∆𝑏0 × (∆𝑏1
∗ − ∆𝑏0

∗) + ∆𝑏0
∗ × (∆𝑏1 − ∆𝑏0)〉]] 

b) 𝜏̂|𝑡̂=1 =
𝑛−2

𝑛‖∆𝑏𝑛−1×∆𝑏𝑛−2‖2
[𝑑𝑒𝑡(∆𝑏𝑛−1, ∆𝑏𝑛−2, ∆𝑏𝑛−3) +

                                    𝜀 [𝑑𝑒𝑡(∆𝑏𝑛−1, ∆𝑏𝑛−2, ∆𝑏𝑛−3
∗ ) + 𝑑𝑒𝑡(∆𝑏𝑛−1, ∆𝑏𝑛−2

∗ , ∆𝑏𝑛−3) +

                                    𝑑𝑒𝑡(∆𝑏𝑛−1
∗ , ∆𝑏𝑛−2, ∆𝑏𝑛−3) −

2det(∆𝑏𝑛−1,∆𝑏𝑛−2,∆𝑏𝑛−3)

‖∆𝑏𝑛−1×∆𝑏𝑛−2‖2
〈∆𝑏𝑛−1 ×

                                    ∆𝑏𝑛−2, ∆𝑏𝑛−1 × (∆𝑏𝑛−2
∗ − ∆𝑏𝑛−1

∗ ) + ∆𝑏𝑛−1
∗ × (∆𝑏𝑛−2 − ∆𝑏𝑛−1)〉]] 

c) 𝜏̂|𝑡̂=𝜀𝑡0∗ =
𝑛−2

𝑛‖∆𝑏0×∆𝑏1‖2
[𝑑𝑒𝑡(∆𝑏0, ∆𝑏1, ∆𝑏2) + 𝜀 [𝑑𝑒𝑡(∆𝑏0, ∆𝑏1, ∆𝑏2

∗) +

                                         𝑑𝑒𝑡(∆𝑏0, ∆𝑏1
∗, ∆𝑏2) + 𝑑𝑒𝑡(∆𝑏0

∗, ∆𝑏1, , ∆𝑏2) +

                                          𝑡∗(𝑛 − 3)[𝑑𝑒𝑡(∆𝑏0, ∆𝑏1, ∆𝑏3 − 3∆𝑏2)] −
2det(∆𝑏0,∆𝑏1,∆𝑏2) 

‖∆𝑏0×∆𝑏1‖2
〈∆𝑏0 ×

                                         ∆𝑏1, ∆𝑏0 × (∆𝑏1
∗ − ∆𝑏0

∗) + ∆𝑏0
∗ × (∆𝑏1 − ∆𝑏0)〉]] 

d) 𝜏̂|𝑡̂=𝑡0 =
𝑛−2

𝑛‖∆𝑏0×∆𝑏1‖2
[𝑑𝑒𝑡((∆𝑏)0

𝑛, (∆𝑏)1
𝑛−1, (∆𝑏)2

𝑛−2) +

                                      𝜀 [𝑑𝑒𝑡((∆𝑏)0
𝑛, (∆𝑏)1

𝑛−1, (∆𝑏∗)2
𝑛−2) +

                                      𝑑𝑒𝑡((∆𝑏)0
𝑛, (∆𝑏∗)1

𝑛−1, (∆𝑏)2
𝑛−2) +

                                       𝑑𝑒𝑡((∆𝑏∗)0
𝑛, (∆𝑏)1

𝑛−1, (∆𝑏)2
𝑛−2) −

                                     
2𝑑𝑒𝑡((∆𝑏)0

𝑛,(∆𝑏)1
𝑛−1,(∆𝑏)2

𝑛−2) 

‖(∆𝑏)0
𝑛×(∆𝑏)1

𝑛−1‖
2 〈(∆𝑏)0

𝑛 × (∆𝑏)1
𝑛−1, (∆𝑏)0

𝑛 × ((∆𝑏∗)1
𝑛−1 −

                                     (∆𝑏∗)0
𝑛) + (∆𝑏∗)0

𝑛 × ((∆𝑏)1
𝑛−1 − (∆𝑏)0

𝑛)〉]] 
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e) 𝜏̂|𝑡̂=𝑡0+𝜀𝑡0∗ =
𝑛−2

𝑛‖∆𝑏0×∆𝑏1‖2
[𝑑𝑒𝑡((∆𝑏)0

𝑛, (∆𝑏)1
𝑛−1, (∆𝑏)2

𝑛−2) +

                                            𝜀 [𝑑𝑒𝑡((∆𝑏)0
𝑛, (∆𝑏)1

𝑛−1, (∆𝑏∗)2
𝑛−2) +

                                            𝑑𝑒𝑡((∆𝑏)0
𝑛, (∆𝑏∗)1

𝑛−1, (∆𝑏)2
𝑛−2) +

                                            𝑑𝑒𝑡((∆𝑏∗)0
𝑛, (∆𝑏)1

𝑛−1, (∆𝑏)2
𝑛−2) +

                                            𝑡∗(𝑛 − 3)[𝑑𝑒𝑡((∆𝑏)0
𝑛, (∆𝑏)1

𝑛−1, (∆𝑏)3
𝑛−3 − 3(∆𝑏)2

𝑛−2)] −

                                            
2det𝑑𝑒𝑡((∆𝑏)0

𝑛,(∆𝑏)1
𝑛−1,(∆𝑏)2

𝑛−2) 

‖(∆𝑏)0
𝑛×(∆𝑏)1

𝑛−1‖
2 〈(∆𝑏)0

𝑛 × (∆𝑏)1
𝑛−1, (∆𝑏)0

𝑛 ×

                                           ((∆𝑏∗)1
𝑛−1 − (∆𝑏∗)0

𝑛) + (∆𝑏∗)0
𝑛 × ((∆𝑏)1

𝑛−1 − (∆𝑏)0
𝑛) +

                                            𝑡0
∗(𝑛 − 2)[(∆𝑏)0

𝑛 × ((∆𝑏)2
𝑛−2 − 2(∆𝑏)1

𝑛−1)]〉]] 

 

Örnek: 

𝐵̂(𝑡) eğrisi, Dual Kuartik Bezier eğrisi olsun. Kontrol noktaları 𝑃̂0 =

(1,−1,0) + (1,1,2) , 𝑃̂1 = (2,3,1)  + (−1,2,4), 𝑃̂2 = (−1,2,3) + (1,2, −2), 𝑃̂3 =

(0,1,2)  + (1, −2, −1), 𝑃̂4 = (1,−1,1)  + (0,1, −2). Then the control points 𝑃𝑖 and 

𝑃𝑖
∗ are 𝑃0 = (1,−1,0),  𝑃1 = (2,3,1) , 𝑃2 = (−1,2,3)  𝑃3 = (0,1,2) 𝑃4 = (1,−1,1) ve 

𝑃0
∗
= (1,1,2), 𝑃1

∗
= (−1,2,4 ), 𝑃2

∗
= (1,2,−2) , 𝑃3

∗
= (1,−2,−1), 𝑃4

∗
= (1,−1,1) 

sırasıyla. Bezier eğrileri için, 𝑡 ∈ [0,1]  

 

 𝐵̂(𝑡̂) = 𝐵(𝑡) + 𝜀(𝐵∗(𝑡)) + 𝑡∗𝐵′(𝑡)  dir. O halde tanıma göre 

 

 𝐵(𝑡)   = (1 − 𝑡)4𝑃0 + 4(1 − 𝑡)
3𝑡𝑃1 + 6(1 − 𝑡)

2𝑡2𝑃2 + 4(1 − 𝑡)𝑡
3𝑃3 + 𝑡

4𝑃4 
= [(1 − 𝑡)4 + 8𝑡(1 − 𝑡)3 − 6𝑡2(1 − 𝑡)2 + (𝑡)4, −(1 − 𝑡)4 +

                 12𝑡(1 − 𝑡)3 + 12𝑡2(1 − 𝑡)2 + 4𝑡3(1 − 𝑡) − 𝑡4,   4𝑡(1 − 𝑡)3 +
                 18𝑡2(1 − 𝑡)2 + 8𝑡3(1 − 𝑡) + 𝑡4]  
            = [1 + 4𝑡 − 24𝑡2 + 32𝑡3 − 12𝑡4, −116𝑡 − 30𝑡2 + 20𝑡3 − 6𝑡4, 4𝑡 +

                                6𝑡2 − 16𝑡3 + 7𝑡4]    
 

𝐵∗(𝑡)  = (1 − 𝑡)4𝑃0
∗ + 4(1 − 𝑡)3𝑡𝑃1

∗ + 6(1 − 𝑡)2𝑡2𝑃2
∗ + 4(1 − 𝑡)𝑡3𝑃3

∗ + 𝑡4𝑃4
∗  

= [(1 − 𝑡)4 + 8𝑡(1 − 𝑡)3 − 6𝑡2(1 − 𝑡)2 + (𝑡)4, −(1 − 𝑡)4 +
                 12𝑡(1 − 𝑡)3 + 12𝑡2(1 − 𝑡)2 + 4𝑡3(1 − 𝑡) − 𝑡4,   4𝑡(1 − 𝑡)3 +
                 18𝑡2(1 − 𝑡)2 + 8𝑡3(1 − 𝑡) + 𝑡4]   

 

𝐵∗(𝑡)   = ((1 − 𝑡)4 − 4𝑡(1 − 𝑡)3 + 6(1 − 𝑡)2𝑡2 + 4𝑡3(1 − 𝑡), (1 − 𝑡)4 +
                               8𝑡(1 − 𝑡)3 + 12𝑡2(1 − 𝑡)2 − 8𝑡3(1 − 𝑡) + 𝑡4, 2(1 − 𝑡)4 +
                              16𝑡(1 − 𝑡)3 − 12𝑡2(1 − 𝑡)2 − 4(1 − 𝑡)𝑡3 − 2𝑡4)   

𝐵∗(𝑡) = (1 − 8𝑡 + 24𝑡2 − 24𝑡3 + 7𝑡4, 1 + 4𝑡 − 6𝑡2 − 12𝑡3 + 14𝑡4, 2 +
                              8𝑡 − 48𝑡2 + 60𝑡3 − 24𝑡4)  
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Bu durumda dual bezier eğrisi  

 

𝐵̂(𝑡 + 𝜀𝑡∗) =  (1 + 4𝑡 − 24𝑡2 + 32𝑡3 − 12𝑡4, −1 + 16𝑡 − 30𝑡2 +
                                        20𝑡3 − 6𝑡4, 4𝑡 + 6𝑡2 − 16𝑡3 + 7𝑡4) + 𝜀[1 − 8𝑡 + 24𝑡2 −
                                        24𝑡3 + 7𝑡4 + 𝑡∗(4 − 48𝑡 + 96𝑡2 − 48𝑡3), −1 + 4𝑡 − 6𝑡2 −
                                       12𝑡3 + 14𝑡4 + 𝑡∗(16 − 60𝑡 + 60𝑡2 − 24𝑡3), 2 + 8𝑡 − 48𝑡2 +
                                       60𝑡3 − 24𝑡4 + 𝑡∗(4 + 12𝑡 − 48𝑡2 + 28𝑡3)]  

 

olarak elde edilir. 

Şimdi bu eğrinin keyfi 𝑡̂ = 𝑡 + 𝜀𝑡∗ noktasındaki teğet vektör alanını bulalım. 

𝑇̂ =
𝐵̂′

‖𝐵̂′‖
=

𝐵̂′

‖𝐵̂′‖
+ 𝜀 [

𝐵∗
′
+𝑡∗𝐵′′

‖𝐵′‖
−
〈𝐵′,𝐵∗

′
+𝑡∗𝐵′′〉

‖𝐵′‖3
𝐵′]   

olduğunda, 

𝐵′ = (4 − 48𝑡 + 96𝑡2 − 48𝑡3, 16 − 60𝑡 + 60𝑡2 − 24𝑡3, 4 + 12𝑡 − 48𝑡2 +
                        28𝑡3)  

‖𝐵′‖ = 4√229𝑡6 − 924𝑡5 + 1455𝑡4 − 1156𝑡3 + 522𝑡2 − 138𝑡 + 18  

𝐵∗′ = (−8 + 48𝑡 − 72𝑡2 + 28𝑡3, 4 − 12𝑡 − 36𝑡2 + 56𝑡3, 8 − 96𝑡 + 180𝑡2 −
                          96𝑡3)   

𝐵′′ = (48 + 192𝑡 − 144𝑡2, −60 + 120𝑡 − 72𝑡2, 12 − 96𝑡 + 84𝑡2)   
𝐵∗′ + 𝑡∗𝐵′′ = (−8 + 48𝑡 − 72𝑡2 + 28𝑡3 + 𝑡∗(−48 + 192𝑡 − 144𝑡2), 4 −

                                       12𝑡 − 36𝑡2 + 56𝑡3 + 𝑡∗(−60 + 120𝑡 − 72𝑡2), 8 − 96𝑡 +
                                       180𝑡2 − 96𝑡3 + 𝑡∗(12 − 96𝑡 + 84𝑡2))  

〈𝐵′, 𝐵∗′ + 𝑡∗𝐵′′〉 = −5376𝑡6 + 20016𝑡5 − 28272𝑡4 + 17408𝑡3 − 3792𝑡2 −
                                                 144𝑡 + 64 + 𝑡∗(10992𝑡5 − 36960𝑡4 + 46560𝑡3 −
                                                 27744𝑡2 + 8352𝑡 − 1104)  
Ve 

‖𝐵′‖3 = 64(229𝑡6 − 924𝑡5 + 1455𝑡4 − 1156𝑡3 + 522𝑡2 − 138𝑡 +

                              18)√229𝑡6 − 924𝑡5 + 1455𝑡4 − 1156𝑡3 + 522𝑡2 − 138𝑡 + 18  
〈𝐵′,𝐵∗

′
+𝑡∗𝐵′′〉

‖𝐵′‖3
= −336𝑡6 − 1251𝑡5 + 1767𝑡4 − 1088𝑡3 + 237𝑡2 + 9𝑡 − 4  

                          −
𝑡∗(−687𝑡5 + 2310𝑡4 − 2910𝑡3 + 1734𝑡2 − 522𝑡 + 69

4√(229𝑡6 − 924𝑡5 + 1455𝑡4 − 1156𝑡3 + 522𝑡2 − 138𝑡 + 18)3
= 𝐴 

 

𝑇̂ =  (1 − 12𝑡 + 24𝑡2 − 12𝑡3, 4 − 15𝑡 + 15𝑡2 − 6𝑡3, 1 + 3𝑡 − 12𝑡2 + 7𝑡3)    

+𝜀

[
 
 
 
 
 
 
(−2+12𝑡−18𝑡2+7𝑡3+𝑡∗(−12+48𝑡−36𝑡2),1−3𝑡−9𝑡2+14𝑡3+𝑡∗(−15+30𝑡−18𝑡2),

√229𝑡6−924𝑡5+1455𝑡4−1156𝑡3+522𝑡2−138𝑡+18

2−24𝑡+45𝑡2−24𝑡3+𝑡∗(3−24𝑡+21𝑡2)

√229𝑡6−924𝑡5+1455𝑡4−1156𝑡3+522𝑡2−138𝑡+18

−336𝑡6 − 1251𝑡5 + 1767𝑡4 − 1088𝑡3 + 237𝑡2 + 9𝑡 − 4

−
𝑡∗(−687𝑡5+2310𝑡4−2910𝑡3+1734𝑡2−522𝑡+69

4√(229𝑡6−924𝑡5+1455𝑡4−1156𝑡3+522𝑡2−138𝑡+18)3 ]
 
 
 
 
 
 

  

 

Şimdi bu eğrinin keyfi 𝑡̂ = 𝑡 + 𝜀𝑡∗ noktasındaki binormal vektör alanını bulalım 
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Ɓ̂ =
𝐵′×𝐵′′

‖𝐵′×𝐵′′‖
  

       +𝜺

[
 
 
 
 
 
 
 

(𝑩∗
′
×𝑩′′+ 𝑩′×𝑩∗

′′
+𝒕∗𝑩′×𝑩′′′)

‖𝑩′×𝑩′′‖

−

[
 
 
 
[〈𝑩′,𝑩∗

′
〉‖𝑩′′‖

𝟐
+〈𝑩′′,𝑩∗

′′
〉‖𝑩′‖

𝟐
−〈𝑩′,𝑩′′〉(〈𝑩′,𝑩∗

′′
〉+〈𝑩∗

′
,𝑩′′〉)]

‖𝑩′×𝑩′′‖𝟑

+
𝒕∗(‖𝑩′‖

𝟐
〈𝑩′′,𝑩′′′〉−〈𝑩′,𝑩′′〉〈𝑩′𝑩′′′〉)

‖𝑩′×𝑩′′‖𝟑 ]
 
 
 
. 𝑩′ × 𝑩′′        

]
 
 
 
 
 
 
 

   

olduğunda,  

𝐵′ = (4 − 48𝑡 + 96𝑡2 − 48𝑡3, 16 − 60𝑡 + 60𝑡2 − 24𝑡3, 4 + 12𝑡 − 48𝑡2 +
28𝑡3)  

𝐵′′ = (48 + 192𝑡 − 144𝑡2, −60 + 120𝑡 − 72𝑡2, 12 − 96𝑡 + 84𝑡2)  

𝐵′′′ = (192 − 288𝑡, 120 − 144𝑡, −96 + 168t)  

‖𝐵′ × 𝐵′′‖ =

 48√329𝑡8 − 3260𝑡7 + 15214𝑡6 − 32872𝑡5 + 35684𝑡4 − 21864𝑡3 + 9768𝑡2 − 3240𝑡 + 531  

𝐵∗′ = (−8 + 48𝑡 − 72𝑡2 + 28𝑡3, 4 − 12𝑡 − 36𝑡2 + 56𝑡3, 8 − 96𝑡 + 180𝑡2 −
                          96𝑡3)   

𝐵∗′′ = (48 − 144𝑡 + 84𝑡2, −12 − 72𝑡 + 168𝑡2, −96 + 360𝑡 − 288𝑡2)   

𝐵̂ = 𝑝(𝑡)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ +  𝜀(𝑞(𝑡, 𝑡∗) + 𝑟(𝑡, 𝑡∗))𝑚(𝑡)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  

yazılabilir. Burada  

𝑝(𝑡)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 

=

(

 
 
(528𝑡4−2784𝑡3+3792𝑡2−2016𝑡+432,−384𝑡4+4224𝑡3−6672𝑡2+2304𝑡+144,576𝑡4−1152𝑡3−864𝑡2+3168𝑡−1008)

48√329𝑡8−3260𝑡7+15214𝑡6−32872𝑡5+35684𝑡4−2186𝑡3+9768𝑡2−3240𝑡+531

)

 
 

 

𝑞(𝑡, 𝑡∗) = 

=

(

 
 
 
 

(−2208𝑡5 + 16080𝑡4 − 31152𝑡 + 23952𝑡2 − 7248𝑡 + 528, 1472𝑡5 − 35616𝑡4 + 32496𝑡 − 400𝑡2 − 4416𝑡 + 480, 6048𝑡5 − 7392𝑡4 − 11280𝑡3 + 15264𝑡2 − 4032𝑡 + 288)

48√329𝑡8 − 3260𝑡7 + 15214𝑡6 − 32872𝑡5 + 35684𝑡4 − 2186𝑡3 + 9768𝑡2 − 3240𝑡 + 531
+

(2208𝑡5 − 15840𝑡4 + 36048𝑡3 − 32352𝑡2 + 11952𝑡 − 1488,−11472𝑡5 + 36864𝑡4 − 43728𝑡3 + 23952𝑡2 − 6048𝑡 + 576,−6048𝑡5 + 11088𝑡4 + 432𝑡3 − 9888𝑡2 + 5472𝑡 − 816)

48√329𝑡8 − 3260𝑡7 + 15214𝑡6 − 32872𝑡5 + 35684𝑡4 − 2186𝑡3 + 9768𝑡2 − 3240𝑡 + 531
(2112𝑡3 − 8352𝑡2 + 7584𝑡 − 2016)𝑡∗, (−1536𝑡3 + 4608𝑡2 − 4128𝑡 + 1152)𝑡∗, (2304𝑡3 − 10368𝑡2 + 9792𝑡 − 2592)𝑡∗

48√329𝑡8 − 3260𝑡7 + 15214𝑡6 − 32872𝑡5 + 35684𝑡4 − 2186𝑡3 + 9768𝑡2 − 3240𝑡 + 531 )

 
 
 
 

 

 

𝑟(𝑡, 𝑡∗) = 

=

[
(−5376𝑡6 + 20016𝑡5 − 28272𝑡4 + 17408𝑡3 − 3792𝑡2 − 144𝑡 + 64)(144(229𝑡4 − 616𝑡3 + 398𝑡2 + 12𝑡 + 42))

+(−4838𝑡4 + 120096𝑡3 − 94464𝑡2 + 18720𝑡 + 1872)(16(229𝑡6 − 924𝑡5 + 1455𝑡4 − 1156𝑡3 + 522𝑡2 − 138𝑡 + 18))
]

48√329𝑡8 − 3260𝑡7 + 15214𝑡6 − 32872𝑡5 + 35684𝑡4 − 2186𝑡3 + 9768𝑡2 − 3240𝑡 + 531
 

−

[
(10992𝑡5 − 36960𝑡4 + 41952𝑡3 − 18528𝑡2 + 3744𝑡 − 720)(−16128𝑡5 + 50688𝑡4 − 57696𝑡3 + 25920𝑡2 − 3024𝑡 − 384)

+(−16128𝑡5 + 49392𝑡4 − 52704𝑡3 + 19392𝑡2 + 48𝑡 − 528)
]

48√329𝑡8 − 3260𝑡7 + 15214𝑡6 − 32872𝑡5 + 35684𝑡4 − 2186𝑡3 + 9768𝑡2 − 3240𝑡 + 531
 

−𝑡∗
[

(16(229𝑡6 − 924𝑡5 + 1455𝑡4 − 1156𝑡3 + 522𝑡2 − 138𝑡 + 18)). (65952𝑡3 − 133056𝑡2 + 57312𝑡 + 864)

−(〈2112𝑡3 − 835𝑡2 + 758𝑡 − 2016,−1536𝑡3 + 460𝑡2 − 4128𝑡 + 115,2304𝑡3 − 10368𝑡2 + 9792𝑡 − 2592〉(21984𝑡4 − 59136𝑡3 + 54720𝑡2 − 20352𝑡 + 2304))
]

‖(2112𝑡3 − 835𝑡2 + 7584𝑡 − 2016,−1536𝑡3 + 4608𝑡2 − 4128𝑡 + 1152, 2304𝑡3 − 10368𝑡2 + 9792𝑡 − 2592)‖3
 

 

ve 

 

𝑚(𝑡)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = (528𝑡4 − 2784𝑡3 + 3792𝑡2 − 2016𝑡 + 432,−384𝑡4 + 4224𝑡3 − 6672𝑡2 + 2304𝑡 + 144, 576𝑡4 − 1152𝑡3 − 864𝑡2

+ 3168𝑡 − 1008) 
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Buradan da görüldüğü gibi Frenet çatısına {𝑇̂, 𝑁̂, 𝐵̂} vektör alanları ve {𝜅̂, 𝜏̂} 

eğrilik alanlarının 𝑡, 𝑡∗ gibi değişkenler ile ifadeleri oldukça güç hesaplanmaktadır. 

Bunun yerine bu vektör alanlarının özel durumlarına eşit vektörleri hesaplamak daha 

kolay olacaktır.   

Teorem 23: Verilen sayısal örnekte  

a) 𝑇̂|𝑡̂=0          =
∆𝑃0

‖∆𝑃0‖
+ 𝜀 [

∆𝑃0
∗

‖∆𝑃0‖
−
〈∆𝑃0,∆𝑃0

∗〉

‖∆𝑃0‖3
]  

 

=
(1,4,1)

√18
+ 𝜀 [

(−2,1,2)

√18
−
(−2+4+2)

18√18
(1,4,1)]  

 

= 
(1,4,1)

√18
+ 𝜀 [

(−36,18,36)

18√18
−
(4,16,4)

18√18
]  

 

                        = (
1

√18
,
4

√18
,
1

√18
) + 𝜀 [(

−40

18√18
,

2

18√18
,
32

18√18
)]   

 

b) 𝑇̂|𝑡̂=1 =
∆𝑃3

‖∆𝑃3‖
+ 𝜀 [

∆𝑃3
∗

‖∆𝑃3‖
−
〈∆𝑃3,∆𝑃3

∗〉

‖∆𝑃3‖3
. ∆𝑃3]   

 

                =  
(1,−2,−1)

√6
+ 𝜀 [

(−1,3,−1)

√6
−
(−1−6+1)

6√6
(1, −2,−1)]   

   

                =
(1,−2,−1)

√6
+ 𝜀 [

(−6,18,−6)

6√6
−
(−6,12,6)

6√6
]  

                =
(1,−2,−1)

√6
+ 𝜀 [

(0,6,−12)

6√6
]  

                = (
1

√6
, −

2

√6
, −

1

√6
) + 𝜀 [0,

6

6√6
, −

12

6√6
]  

 

c) 𝑇̂|
𝑡̂=𝑡0

∗ =
∆𝑃0

‖∆𝑃0‖
+ 𝜀 [

∆𝑃0
∗+𝑡∗(𝑛−1)[∆𝑃1−∆𝑃0]

‖∆𝑃0‖
−
〈∆𝑃0,∆𝑃0

∗+𝑡∗(𝑛−1)[∆𝑃1−∆𝑃0]〉

‖∆𝑃0‖3
. ∆𝑃0]   

                   =
(1,4,1)

√18
+ 𝜀 [

(−2,1,2)+3𝑡∗[(−4,−5,1)]

√18
−

                                    
〈(1,4,1),(−2,1,2)+3𝑡∗[(−4,−5,1)]〉

18√18
. (1,4,1)]  

 

d) 𝑇̂|𝑡̂=1,𝑡∗𝜖𝑅 =
∆𝑃3

‖∆𝑃3‖
+ 𝜀 [

∆𝑃3
∗+3𝑡∗[∆𝑃3−∆𝑃2]

‖∆𝑃3‖
−
〈∆𝑃3,∆𝑃3

∗+3𝑡∗[∆𝑃3−∆𝑃2]3〉

‖∆𝑃3‖3
. ∆𝑃3]  

    =
(1,−2,−1)

√18
+ 𝜀 [

(−1,3,−1)+3𝑡∗[(1,−1,0)]

√6
−

                      
〈(1,−2,−1),(−1,3,−1)+3𝑡∗[(1,−2,−1)−(0,−1,−1)]3〉

18√18
. (1, −2,−1)]  

 

e) 𝑇̂|
𝑡̂=𝑡0+𝜀𝑡0

∗  𝑣𝑒 (𝑡0 =
1

2
, 𝑡0
∗ = 1) =

(∆𝑃)0
4

‖(∆𝑃)0
4‖
+ 𝜀 [

(∆𝑃∗)0
4+3𝑡∗[(∆𝑃)1

3−(∆𝑃)0
4]

‖(∆𝑃)0
4‖

−

                       
〈(∆𝑃)0

4,(∆𝑃∗)0
4+3𝑡∗[(∆𝑃)1

3−(∆𝑃)0
4]〉

‖(∆𝑃)0
4‖
3 . (∆𝑃)0

4]  

        =
1

√1653
(4,26,31) + 𝜀 [

1

1653√1653
(−4598, −5092,4864)]  

Teorem 24: 
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a) 𝐵̂|𝑡̂=0 =
∆𝑏0×∆𝑏1

‖∆𝑏0×∆𝑏1‖
+ 𝜀

[
 
 
 
 
 

∆𝑏0
∗×(∆𝑏1−∆𝑏0)+∆𝑏0×(∆𝑏1

∗−∆𝑏0
∗)

‖∆𝑏0×∆𝑏1‖
−

[

〈∆𝑏0,∆𝑏0
∗〉‖∆𝑏1−∆𝑏0‖

2+〈∆𝑏1−∆𝑏0,∆𝑏1
∗−∆𝑏0

∗〉‖∆𝑏0‖
2−

‖∆𝑏0×∆𝑏1‖
3

〈∆𝑏0,∆𝑏1−∆𝑏0〉[〈∆𝑏0,∆𝑏1
∗−∆𝑏0

∗〉+〈∆𝑏0
∗,∆𝑏1−∆𝑏0〉]

‖∆𝑏0×∆𝑏1‖
3

] (∆𝑏0 × ∆𝑏1)

]
 
 
 
 
 

 

= 
(9,−5,11)

√227
+ 𝜀 [

(11,−6,14)+(−31,12,−17)

√227
−

[
4(42)+(−19)(18)−(−23)(−3)

(√227)
3 ] (9, −5,11)

] 

=(
9

√227
,
−5

√227
,
11

√227
) + 𝜀 (

−512

227√227
,
1887

227√227
,
−1836

227√227
) 

 

b) 𝐵̂|𝑡̂=1 =
∆𝑏3×∆𝑏2

‖∆𝑏3×∆𝑏2‖
+ 𝜀

[
 
 
 
 
 

∆𝑏3
∗×(∆𝑏3−∆𝑏2)+∆𝑏3×(∆𝑏3

∗−∆𝑏2
∗)

‖∆𝑏3×∆𝑏2‖
−

[

〈∆𝑏3,∆𝑏3
∗〉‖∆𝑏3−∆𝑏2‖

2+〈∆𝑏3−∆𝑏2,∆𝑏3
∗−∆𝑏2

∗〉‖∆𝑏3‖
2−

‖∆𝑏3×∆𝑏2‖
3

〈∆𝑏3,∆𝑏3−∆𝑏2〉[〈∆𝑏3,∆𝑏3
∗−∆𝑏2

∗〉+〈∆𝑏3
∗ ,∆𝑏3−∆𝑏2〉]

‖∆𝑏3×∆𝑏2‖
3

] (∆𝑏3 × ∆𝑏2)

]
 
 
 
 
 

 

                  =
(1,0,1)

√2
+ 𝜀 [

(−1,0,1)+(11,3,5)

√2
−

[
(−6)(1)+(−7)(6)−(2)[(−13)+(−3)]

(√2)
3 ] (1,0,1)

]  

                  = (
1

√2
, 0,

1

√2
) + 𝜀 [

36

2√2
,
6

2√2
,
28

2√2
]  

 

c) 𝐵̂|
𝑡̂=𝑡0

=
(∆𝑏)0

4×(∆𝑏)1
3

‖(∆𝑏)0
4×(∆𝑏)1

3‖
+

 𝜀

[
 
 
 
 
 

(∆𝑏∗)0
4×[(∆𝑏)1

3−(∆𝑏)0
4]+(∆𝑏)0

4×[(∆𝑏∗)1
3−(∆𝑏∗)0

4]

‖(∆𝑏)0
4×(∆𝑏)1

3‖
−

[
 
 
 
〈(∆𝑏)0

4,(∆𝑏∗)0
4〉‖(∆𝑏)1

3−(∆𝑏)0
4‖
2
+〈(∆𝑏)1

3−(∆𝑏)0
4,(∆𝑏∗)1

3−(∆𝑏∗)0
4〉‖(∆𝑏)0

4‖
2
−

‖(∆𝑏)0
4×(∆𝑏)1

3‖
3

〈(∆𝑏)0
4,(∆𝑏)1

3−(∆𝑏)0
4〉[〈(∆𝑏)0

4,(∆𝑏∗)1
3−(∆𝑏∗)0

4〉+〈(∆𝑏∗)0
4,(∆𝑏)1

3−(∆𝑏)0
4〉]

‖(∆𝑏)0
4×(∆𝑏)1

3‖
3 ]

 
 
 
((∆𝑏)0

4 × (∆𝑏)1
3)

]
 
 
 
 
 

 

= (
101

√16761
,
−68

√16761
,

44

√16761
) + 𝜀 [

−4059308

16761√16761
,
−3701731

16761√16761
,

3597100

16761√16761
]  

 

 

 

d) 𝑡0=0, 𝑡0
∗𝜖𝑅  

 

Ɓ̂|
𝑡̂=𝜀𝑡0

∗ =
∆𝑏0 × ∆𝑏1
‖∆𝑏0 × ∆𝑏1‖

+ 
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+𝜀

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

∆𝑏0
∗ × (∆𝑏1 − ∆𝑏0) + ∆𝑏0 × (∆𝑏1

∗ − ∆𝑏0
∗)

‖∆𝑏0 × ∆𝑏1‖

−

[
 
 
 
 
〈∆𝑏0, ∆𝑏0

∗〉‖∆𝑏1 − ∆𝑏0‖
2 + 〈∆𝑏1 − ∆𝑏0, ∆𝑏1

∗ − ∆𝑏0
∗〉‖∆𝑏0‖

2 −

‖∆𝑏0 × ∆𝑏1‖
3

〈∆𝑏0, ∆𝑏1 − ∆𝑏0〉[〈∆𝑏0, ∆𝑏1
∗ − ∆𝑏0

∗〉 + 〈∆𝑏0
∗, ∆𝑏1 − ∆𝑏0〉]

‖∆𝑏0 × ∆𝑏1‖
3 ]

 
 
 
 

. (∆𝑏0 × ∆𝑏1)

−𝑡0
∗

[
 
 
 
 
‖∆𝑏0‖

2〈(∆𝑏1 − ∆𝑏0), (∆𝑏2 − 2∆𝑏1 + ∆𝑏0)〉 −

‖∆𝑏0 × ∆𝑏1‖
3

〈∆𝑏0, ∆𝑏1 − ∆𝑏0〉〈∆𝑏0, ∆𝑏2 − 2∆𝑏1 + ∆𝑏0〉

‖∆𝑏0 × ∆𝑏1‖
3 ]

 
 
 
 

. (∆𝑏0 × ∆𝑏1)

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

= (
9

√227
,
−5

√227
,
11

√227
) + 𝜀 [

−798

227√227
,
−843

227√227
,
4170

227√227
] 

 

 

e) 𝐵̂|
𝑡̂=𝑡0

=
(∆𝑏)0

4×(∆𝑏)1
3

‖(∆𝑏)0
4×(∆𝑏)1

3‖
+

                 𝜀

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(∆𝑏∗)0
4×[(∆𝑏)1

3−(∆𝑏)0
4]+(∆𝑏)0

4×[(∆𝑏∗)1
3−(∆𝑏∗)0

4]

‖(∆𝑏)0
4×(∆𝑏)1

3‖
−

[
 
 
 
〈(∆𝑏)0

4,(∆𝑏∗)0
4〉‖(∆𝑏)1

3−(∆𝑏)0
4‖
2
+〈(∆𝑏)1

3−(∆𝑏)0
4,(∆𝑏∗)1

3−(∆𝑏∗)0
4〉‖(∆𝑏)0

4‖
2
−

‖(∆𝑏)0
4×(∆𝑏)1

3‖
3

〈(∆𝑏)0
4,(∆𝑏)1

3−(∆𝑏)0
4〉[〈(∆𝑏)0

4,(∆𝑏∗)1
3−(∆𝑏∗)0

4〉+〈(∆𝑏∗)0
4,(∆𝑏)1

3−(∆𝑏)0
4〉]

‖(∆𝑏)0
4×(∆𝑏)1

3‖
3

]
 
 
 
((∆𝑏)0

4 × (∆𝑏)1
3) −

𝑡0
∗

[
 
 
 
‖(∆𝑏)0

4‖
2
〈((∆𝑏)1

3−(∆𝑏)0
4),((∆𝑏)2

2−2(∆𝑏)1
3+(∆𝑏)0

4)〉

‖(∆𝑏)0
4×(∆𝑏)1

3‖
3 −

〈(∆𝑏)0
4,((∆𝑏)1

3−(∆𝑏)0
4)〉〈((∆𝑏)0

4,(∆𝑏)2
2−2(∆𝑏)1

3+(∆𝑏)0
4)〉

‖(∆𝑏)0
4×(∆𝑏)1

3‖
3

]
 
 
 
((∆𝑏)0

4 × (∆𝑏)1
3)

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

= (
101

√16761
,
−68

√16761
,

44

√16761
) + 𝜀 (

−12803931

16761√16761
,
−1571767

16761√16761
,

2218888

16761√16761
) 

 

Teorem 25: 

a) 𝑁 ̂ = 〈∆𝑏0,∆𝑏0〉[∆𝑏1−∆𝑏0]−〈∆𝑏0,[∆𝑏1−∆𝑏0]〉∆𝑏0

‖∆𝑏0‖‖∆𝑏0×[∆𝑏1−∆𝑏0]‖
+  

+𝜀

[
 
 
 
 

〈∆𝑏0,∆𝑏0
∗〉[∆𝑏1−∆𝑏0]−〈∆𝑏0

∗,[∆𝑏1−∆𝑏0]〉∆𝑏0

‖∆𝑏0‖‖∆𝑏0×[∆𝑏1−∆𝑏0]‖
−
(〈∆𝑏0,∆𝑏0

∗〉)[〈∆𝑏0,∆𝑏0〉[∆𝑏1−∆𝑏0]−〈∆𝑏0,[∆𝑏1−∆𝑏0]〉∆𝑏0]

‖∆𝑏0‖3‖∆𝑏0×[∆𝑏1−∆𝑏0]‖

+
〈∆𝑏0,∆𝑏0

∗〉[∆𝑏1−∆𝑏0]−〈∆𝑏0,[∆𝑏1−∆𝑏0]〉∆𝑏0
∗+ 〈∆𝑏0,∆𝑏0〉[∆𝑏1

∗−∆𝑏0
∗]−〈[∆𝑏1

∗−∆𝑏0
∗],∆𝑏0〉∆𝑏0

‖∆𝑏0‖‖∆𝑏0×[∆𝑏1−∆𝑏0]‖

−
[〈(∆𝑏0×[∆𝑏1−∆𝑏0]),(∆𝑏0

∗×[∆𝑏1−∆𝑏0]+∆𝑏0×[∆𝑏1
∗−∆𝑏0

∗])〉]

‖∆𝑏0‖‖∆𝑏0×[∆𝑏1−∆𝑏0]‖3
. (〈∆𝑏0, ∆𝑏0〉[∆𝑏1 − ∆𝑏0] − 〈∆𝑏0, [∆𝑏1 − ∆𝑏0]〉∆𝑏0)]

 
 
 
 

  

= (
−49

√4086
,

2

√4086
,
41

√4086
) + 𝜀 (

−190030

4086√4086
,
−86722

4086√4086
,
−206734

4086√4086
)  

 

b) 𝑁|
𝑡̂=1

 = 
〈∆𝑏3,∆𝑏3〉[∆𝑏3−∆𝑏2]−〈∆𝑏3,[∆𝑏3−∆𝑏2]〉4∆𝑏3

‖4∆𝑏3‖‖4∆𝑏3×4.3[∆𝑏3−∆𝑏2]‖
+ 

                    +𝜀

[
 
 
 
 
 
 
〈4∆𝑏3, 4∆𝑏3

∗〉4.3[∆𝑏3 − ∆𝑏2] − 〈∆𝑏3
∗, [∆𝑏3 − ∆𝑏2]〉∆𝑏3

‖∆𝑏3‖‖∆𝑏3 × [∆𝑏3 − ∆𝑏2]‖
−
(〈∆𝑏3, ∆𝑏3

∗〉)[〈∆𝑏3, ∆𝑏3〉[∆𝑏3 − ∆𝑏2] − 〈∆𝑏3, [∆𝑏3 − ∆𝑏2]〉∆𝑏3]

‖∆𝑏3‖
3‖‖∆𝑏3 × [∆𝑏3 − ∆𝑏2]‖‖

+
〈∆𝑏3, ∆𝑏3

∗〉[∆𝑏3 − ∆𝑏2] − 〈∆𝑏3, [∆𝑏3 − ∆𝑏2]〉∆𝑏3
∗ + 〈∆𝑏3, ∆𝑏3〉[∆𝑏3

∗ − ∆𝑏2
∗] − 〈[∆𝑏3

∗ − ∆𝑏2
∗], ∆𝑏3〉∆𝑏3

‖∆𝑏3‖‖∆𝑏3 × [∆𝑏3 − ∆𝑏2]‖

−
[〈(∆𝑏3 × [∆𝑏3 − ∆𝑏2]), (∆𝑏3

∗ × [∆𝑏3 − ∆𝑏2] + ∆𝑏3 × [∆𝑏3
∗ − ∆𝑏2

∗])〉]

‖∆𝑏3‖‖∆𝑏3 × [∆𝑏3 − ∆𝑏2]‖
3

. (〈∆𝑏3, ∆𝑏3〉[∆𝑏3 − ∆𝑏2] − 〈∆𝑏3, [∆𝑏3 − ∆𝑏2]〉∆𝑏3)]
 
 
 
 
 
 

 

= (
−𝟖

𝟒𝟖
,
𝟏𝟎

𝟒𝟖
,
𝟖

𝟒𝟖
) + 𝜺 [

−𝟒𝟒

𝟏𝟐√𝟐
,
𝟏𝟑𝟑𝟕𝟐

𝟏𝟐√𝟐
,
−𝟐𝟖

𝟏𝟐√𝟐
]  

 

c) 𝑁̂|
𝑡̂=𝑡0𝜖(0,1),𝑡

∗=0
  =

〈(∆𝑏)0
4,(∆𝑏)0

4〉[(∆𝑏)1
3−(∆𝑏)0

4]−〈(∆𝑏)0
4,[(∆𝑏)1

3−(∆𝑏)0
4]〉(∆𝑏)0

4

‖(∆𝑏)0
4‖‖(∆𝑏)0

4×[(∆𝑏)1
3−(∆𝑏)0

4]‖
+ 
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+𝜀

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

〈(∆𝑏)0
4, (∆𝑏∗)0

4〉[(∆𝑏)1
3 − (∆𝑏)0

4] − 〈(∆𝑏∗)0
4, [(∆𝑏)1

3 − (∆𝑏)0
4]〉(∆𝑏)0

4

‖(∆𝑏)0
4‖‖(∆𝑏)0

4 × [(∆𝑏)1
3 − (∆𝑏)0

4]‖

−
(〈(∆𝑏)0

4, (∆𝑏∗)0
4〉)[〈(∆𝑏)0

4, (∆𝑏)0
4〉[(∆𝑏)1

3 − (∆𝑏)0
4] − 〈(∆𝑏)0

4, [(∆𝑏)1
3 − (∆𝑏)0

4]〉(∆𝑏)0
4]

‖(∆𝑏)0
4‖3‖(∆𝑏)0

4 × [(∆𝑏)1
3 − (∆𝑏)0

4]‖

+
〈(∆𝑏)0

4, (∆𝑏∗)0
4〉[(∆𝑏)1

3 − (∆𝑏)0
4] − 〈(∆𝑏)0

4, [(∆𝑏)1
3 − (∆𝑏)0

4]〉(∆𝑏∗)0
4 +

‖(∆𝑏)0
4‖‖(∆𝑏)0

4 × [(∆𝑏)1
3 − (∆𝑏)0

4]‖

〈(∆𝑏)0
4, (∆𝑏)0

4〉[, (∆𝑏∗)1
3 − (∆𝑏∗)0

4] − 〈[(∆𝑏∗)1
3 − (∆𝑏∗)0

4], (∆𝑏)0
4〉(∆𝑏)0

4

‖(∆𝑏)0
4‖‖(∆𝑏)0

4 × [(∆𝑏)1
3 − (∆𝑏)0

4]‖

−
[〈((∆𝑏)0

4 × [(∆𝑏)1
3 − (∆𝑏)0

4]), ((∆𝑏∗)0
4 × [(∆𝑏)1

3 − (∆𝑏)0
4] + (∆𝑏)0

4 × [(∆𝑏∗)1
3 − (∆𝑏∗)0

4])〉]

‖(∆𝑏)0
4‖‖(∆𝑏)0

4 × [(∆𝑏)1
3 − (∆𝑏)0

4]‖3
. 𝛽
]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

dir. Burada  

 

𝛽 = (〈(∆𝑏)0
4, (∆𝑏)0

4〉[(∆𝑏)1
3 − (∆𝑏)0

4] − 〈(∆𝑏)0
4, [(∆𝑏)1

3 − (∆𝑏)0
4]〉(∆𝑏)0

4) 

 

biçimindedir. 

 

=  
𝟏

𝟐𝟓𝟔
[
−𝟔𝟓𝟎𝟒

𝟏𝟔
,
−𝟓𝟗𝟏𝟎

𝟏𝟔
,
𝟓𝟕𝟗𝟔

𝟏𝟔
] + 𝜺 [

𝟐𝟎𝟖𝟕𝟑𝟒𝟓𝟔𝟏𝟐𝟒

𝟏𝟔𝟕𝟔𝟏√𝟐𝟕𝟔𝟐𝟏𝟔𝟑
,
𝟏𝟒𝟎𝟗𝟏𝟑𝟐𝟗𝟏𝟎𝟑

𝟏𝟔𝟕𝟔𝟏√𝟐𝟕𝟔𝟐𝟏𝟔𝟑
,
𝟐𝟔𝟕𝟒𝟎𝟕𝟒𝟑𝟎𝟐𝟒

𝟏𝟔𝟕𝟔𝟏√𝟐𝟕𝟔𝟐𝟏𝟔𝟑
] 

 

d) 𝑁̂|
𝑡̂=𝜀𝑡0

∗ ,( 𝑡0=0,𝑡0
∗𝜖𝑅)

 =
〈∆𝑏0,∆𝑏0〉[∆𝑏1−∆𝑏0]−〈∆𝑏0,[∆𝑏1−∆𝑏0]〉∆𝑏0

‖∆𝑏0‖‖∆𝑏0×[∆𝑏1−∆𝑏0]‖
+  

             +𝜀

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

〈∆𝑏0, ∆𝑏0
∗〉[∆𝑏1 − ∆𝑏0] − 〈∆𝑏0

∗, [∆𝑏1 − ∆𝑏0]〉∆𝑏0 + 𝑨

‖∆𝑏0‖‖∆𝑏0 × [∆𝑏1 − ∆𝑏0]‖

−
(〈∆𝑏0, ∆𝑏0

∗ +
3
4
𝑡∗(∆𝑏1 − ∆𝑏0)〉) [〈∆𝑏0, ∆𝑏0〉[∆𝑏1 − ∆𝑏0] − 〈∆𝑏0, [∆𝑏1 − ∆𝑏0]〉∆𝑏0]

‖∆𝑏0‖
3‖∆𝑏0 × [∆𝑏1 − ∆𝑏0]‖

+
〈∆𝑏0, ∆𝑏0

∗〉[∆𝑏1 − ∆𝑏0] − 〈∆𝑏0, [∆𝑏1 − ∆𝑏0]〉∆𝑏0
∗ +

‖∆𝑏0‖‖∆𝑏0 × [∆𝑏1 − ∆𝑏0]‖

+〈∆𝑏0, ∆𝑏0〉[∆𝑏1
∗ − ∆𝑏0

∗] − 〈[∆𝑏1
∗ − ∆𝑏0

∗], ∆𝑏0〉∆𝑏0 +𝑩

‖∆𝑏0‖‖∆𝑏0 × [∆𝑏1 − ∆𝑏0]‖

−
[〈(∆𝑏0 × [∆𝑏1 − ∆𝑏0]), (∆𝑏0

∗ × [∆𝑏1 − ∆𝑏0] + ∆𝑏0 × [∆𝑏1
∗ − ∆𝑏0

∗]) + 𝑪〉]

‖∆𝑏0‖‖∆𝑏0 × [∆𝑏1 − ∆𝑏0]‖
3

. 𝜷
]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

dir. Burada  

A= (3)𝑡∗[〈∆𝑏0, ∆𝑏1 − ∆𝑏0〉(∆𝑏1 − ∆𝑏0) − ‖∆𝑏1 − ∆𝑏0‖
2∆𝑏0] 

B=(2)𝑡∗[‖∆𝑏0‖
2[∆𝑏2 − 2∆𝑏1 + ∆𝑏0] − 〈[∆𝑏2 − 2∆𝑏1 +                   ∆𝑏0], ∆𝑏0〉∆𝑏0] 

C= (2)𝑡∗[(∆𝑏0 × ∆𝑏2) − 2(∆𝑏0 × ∆𝑏1)] 

𝜷 = (〈∆𝑏0, ∆𝑏0〉[∆𝑏1 − ∆𝑏0] − 〈∆𝑏0, [∆𝑏1 − ∆𝑏0]〉∆𝑏0)  

biçimindedir. 

= (
−49

√4086
,

2

√4086
,
41

√4086
) + 𝜀 [

−3155743

16344√4086
,
−3183782

16344√4086
,
1201247

16344√4086
]  
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e) 𝑁̂|
𝑡̂=𝜀𝑡0

∗ ,( 𝑡0=0,𝑡0
∗𝜖𝑅)

= 
〈(∆𝑏)0

4,(∆𝑏)0
4〉[(∆𝑏)1

3−(∆𝑏)0
4]−〈(∆𝑏)0

4,[(∆𝑏)1
3−(∆𝑏)0

4]〉(∆𝑏)0
4

‖(∆𝑏)0
4‖‖(∆𝑏)0

4×[(∆𝑏)1
3−(∆𝑏)0

4]‖
+    

   +𝜀

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 

〈(∆𝑏)0
4,(∆𝑏∗)0

4〉[(∆𝑏)1
3−(∆𝑏)0

4]−〈(∆𝑏∗)0
4,[(∆𝑏)1

3−(∆𝑏)0
4]〉(∆𝑏)0

4+𝑨

‖(∆𝑏)0
4‖‖(∆𝑏)0

4×[(∆𝑏)1
3−(∆𝑏)0

4]‖

−
(〈(∆𝑏)0

4 ,(∆𝑏∗)0
4+

3

4
𝑡∗((∆𝑏)1

3−(∆𝑏)0
4)〉)[〈(∆𝑏)0

4,(∆𝑏)0
4〉[(∆𝑏)1

3−(∆𝑏)0
4]−〈(∆𝑏)0

4,[(∆𝑏)1
3−(∆𝑏)0

4]〉(∆𝑏)0
4]

‖(∆𝑏)0
4‖3‖(∆𝑏)0

4×[(∆𝑏)1
3−(∆𝑏)0

4]‖

+
〈(∆𝑏)0

4,(∆𝑏∗)0
4〉[(∆𝑏)1

3−(∆𝑏)0
4]−〈(∆𝑏)0

4,[(∆𝑏)1
3−(∆𝑏)0

4]〉(∆𝑏∗)0
4+

‖(∆𝑏)0
4‖‖(∆𝑏)0

4×[(∆𝑏)1
3−(∆𝑏)0

4]‖

+〈(∆𝑏)0
4,(∆𝑏)0

4〉[(∆𝑏∗)1
3−(∆𝑏∗)0

4]−〈[(∆𝑏∗)1
3−(∆𝑏∗)0

4],(∆𝑏)0
4〉(∆𝑏)0

4+𝑩

‖(∆𝑏)0
4‖‖(∆𝑏)0

4×[(∆𝑏)1
3−(∆𝑏)0

4]‖

−
[〈((∆𝑏)0

4×[(∆𝑏)1
3−(∆𝑏)0

4]),((∆𝑏∗)0
4×[(∆𝑏)1

3−(∆𝑏)0
4]+(∆𝑏)0

4×[(∆𝑏∗)1
3−(∆𝑏∗)0

4])+𝑪〉]

‖(∆𝑏)0
4‖‖(∆𝑏)0

4×[(∆𝑏)1
3−(∆𝑏)0

4]‖
3 . 𝜷

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

dir. Burada  

A= (3)𝑡∗[〈(∆𝑏)0
4, (∆𝑏)1

3 − (∆𝑏)0
4〉((∆𝑏)1

3 − (∆𝑏)0
4) − ‖(∆𝑏)1

3 − (∆𝑏)0
4‖2(∆𝑏)0

4] 
B=(2)𝑡∗[‖(∆𝑏)0

4‖2[(∆𝑏)2
2 − 2(∆𝑏)1

3 − (∆𝑏)0
4] − 〈[(∆𝑏)2

2 − 2(∆𝑏)1
3 +

(∆𝑏)0
4], (∆𝑏)0

4〉(∆𝑏)0
4] 

C= (2)𝑡∗[((∆𝑏)0
4 × (∆𝑏)2

2) − 2((∆𝑏)0
4 × (∆𝑏)1

3)] 
𝜷 = (〈(∆𝑏)0

4, (∆𝑏)0
4〉[(∆𝑏)1

3 − (∆𝑏)0
4] − 〈(∆𝑏)0

4, [(∆𝑏)1
3 − (∆𝑏)0

4]〉(∆𝑏)0
4)  

 

= (
−3252

√27705933
,

−2955

√27705933
,

2898

√27705933
) + 𝜀 [

−6758,38367

√27705933
,
−7514,0498

√27705933
,
−20496,5372

√27705933
] 

 

Teorem 26: 𝐵̂(𝑡̂), kontrol noktaları {𝑏̂0, … 𝑏̂𝑛} olan dual Bezier eğrisi olsun. Bu 

eğrinin eğrilik vektör alanının özel konumları aşağıdaki gibidir. 

 

a)  𝜅̂|𝑡̂=0 =
3

4

‖∆𝑏0×∆𝑏1‖

‖∆𝑏0‖3
[1 + 𝜀 [

〈∆𝑏0×∆𝑏1,   ∆𝑏0(∆𝑏1
∗−∆𝑏0

∗)+∆𝑏0
∗×(∆𝑏1−∆𝑏0)〉

‖∆𝑏0×∆𝑏1‖2
−

                                        
3〈∆𝑏0,∆𝑏0

∗〉

4‖∆𝑏0‖3
]] 

𝜅̂|𝑡̂=0 =
√227

24√18
[1 + 𝜀 [

−243

227
−

1

6√18
]]   

 

b) 𝜅̂|𝑡̂=1 =
3

4

‖∆𝑏3×∆𝑏2‖

‖∆𝑏3‖3
[1 + 𝜀 [

〈∆𝑏3×∆𝑏2,   ∆𝑏3(∆𝑏2
∗−∆𝑏3

∗)+∆𝑏3
∗×(∆𝑏2−∆𝑏3)〉

‖∆𝑏3×∆𝑏2‖2
−

                                     
3〈∆𝑏3,∆𝑏3

∗〉

4‖∆𝑏3‖3
]] 

𝜅̂|𝑡̂=1 =
√3

24
[1 + 𝜀 [−8 +

√6

8
]]  

 

c) 𝜅̂|𝑡̂=𝜀𝑡0∗ =
3

4

‖∆𝑏0×∆𝑏1‖

‖∆𝑏0‖3
[1 + 𝜀 [

〈∆𝑏0×∆𝑏1,   ∆𝑏0(∆𝑏1
∗−∆𝑏0

∗)+∆𝑏0
∗×(∆𝑏1−∆𝑏0)〉

‖∆𝑏0×∆𝑏1‖2
−

                                         
3〈∆𝑏0,∆𝑏0

∗〉

4‖∆𝑏0‖3
+ 𝑡0

∗(2)[∆𝑏0 × [∆𝑏2 − 2∆𝑏1]]]]  

𝜅̂|𝑡̂=𝜀𝑡0∗ = 
√227

24√18
[1 + 𝜀 [−

252

227
−

1

6√18
+ 𝑡0

∗(−42,20,−38)]]  
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d)  𝜅̂|𝑡̂=𝑡0 =
3

4

‖(∆𝑏)0
4×(∆𝑏)1

3‖

‖(∆𝑏)0
4‖
3 [1 +

                                        𝜀 [
〈(∆𝑏)0

4×(∆𝑏)1
3,   (∆𝑏)0

4(∆𝑏∗)1
3−(∆𝑏∗)0

4+(∆𝑏∗)0
4×((∆𝑏)1

3−(∆𝑏)0
4)〉

‖(∆𝑏)1
3×(∆𝑏)0

4‖
2 −

                                       
3〈(∆𝑏)0

4 ,(∆𝑏∗)0
4〉

4‖(∆𝑏)0
4‖
3 ]] 

𝜅̂|𝑡̂=𝑡0 =
8√16761

551√1653
[1 + 𝜀 [

34051

16761
]]  

 

e) 𝜅̂|𝑡̂=𝑡0+𝜀𝑡0∗ =
3

4

‖(∆𝑏)0
4×(∆𝑏)1

3‖

‖(∆𝑏)0
4‖
3 [1 +

                                            𝜀 [
〈(∆𝑏)0

4×(∆𝑏)1
3,   (∆𝑏)0

4(∆𝑏∗)1
3−(∆𝑏∗)0

4+(∆𝑏∗)0
4×((∆𝑏)0

4×(∆𝑏)1
3)〉

‖(∆𝑏)0
𝑛×(∆𝑏)1

𝑛−1‖
2 −

                                               
3〈(∆𝑏)0

4 ,(∆𝑏∗)0
4〉

4‖(∆𝑏)0
4‖
3 + 𝑡0

∗(2)[(∆𝑏)0
4 × [(∆𝑏)2

2 − 2(∆𝑏)1
3]]]] 

𝜅̂|𝑡̂=𝑡0+𝜀𝑡0∗ =
8√16761

551√1653
[1+ 𝜀 [34051

16761
+ 𝑡0

∗ [
7

16
, 9
8
, −1]]]  

 

 

 

 

Teorem 27: 

a) 𝜏̂|𝑡̂=0 =
2

4‖∆𝑏0×∆𝑏1‖2
[𝑑𝑒𝑡(∆𝑏0, ∆𝑏1, ∆𝑏2) + 𝜀 [𝑑𝑒𝑡(∆𝑏0, ∆𝑏1, ∆𝑏2

∗) +

                                     𝑑𝑒𝑡(∆𝑏0, ∆𝑏1
∗, ∆𝑏2) + 𝑑𝑒𝑡(∆𝑏0

∗, ∆𝑏1, ∆𝑏2) −
2det(∆𝑏0,∆𝑏1,∆𝑏2) 

‖∆𝑏0×∆𝑏1‖2
〈∆𝑏0 ×

                                     ∆𝑏1, ∆𝑏0 × (∆𝑏1
∗ − ∆𝑏0

∗) + ∆𝑏0
∗ × (∆𝑏1 − ∆𝑏0)〉]] 

𝜏̂|𝑡̂=0 = 
1

454
[3 + 𝜀 [

3274

227
]]  

 

b) 𝜏̂|𝑡̂=1 =
2

4‖∆𝑏3×∆𝑏2‖2
[𝑑𝑒𝑡(∆𝑏3, ∆𝑏2, ∆𝑏1) + 𝜀 [𝑑𝑒𝑡(∆𝑏3, ∆𝑏2, ∆𝑏1

∗) +

                                       𝑑𝑒𝑡(∆𝑏3, ∆𝑏2
∗, ∆𝑏1) + 𝑑𝑒𝑡(∆𝑏3

∗, ∆𝑏2, ∆𝑏1) −

                                      
2det(∆𝑏3,∆𝑏2,∆𝑏1)

‖∆𝑏3×∆𝑏2‖2
〈∆𝑏3 × ∆𝑏2, ∆𝑏3 × (∆𝑏2

∗ − ∆𝑏3
∗) + ∆𝑏3

∗ ×

                                      (∆𝑏2 − ∆𝑏3)〉]]  

𝜏̂|𝑡̂=1 = 
1

4
[−1 + 𝜀[33]]  
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c) 𝜏̂|𝑡̂=𝜀𝑡0∗ =
2

4‖∆𝑏0×∆𝑏1‖2
[𝑑𝑒𝑡(∆𝑏0, ∆𝑏1, ∆𝑏2) + 𝜀 [𝑑𝑒𝑡(∆𝑏0, ∆𝑏1, ∆𝑏2

∗) +

                                         𝑑𝑒𝑡(∆𝑏0, ∆𝑏1
∗, ∆𝑏2) + 𝑑𝑒𝑡(∆𝑏0

∗, ∆𝑏1, , ∆𝑏2) +

                                         𝑡∗(1)[𝑑𝑒𝑡(∆𝑏0, ∆𝑏1, ∆𝑏3 − 3∆𝑏2)] −
2det(∆𝑏0,∆𝑏1,∆𝑏2) 

‖∆𝑏0×∆𝑏1‖2
〈∆𝑏0 ×

                                         ∆𝑏1, ∆𝑏0 × (∆𝑏1
∗ − ∆𝑏0

∗) + ∆𝑏0
∗ × (∆𝑏1 − ∆𝑏0)〉]] 

𝜏̂|𝑡̂=𝜀𝑡0∗ = 
1

227
[3 + 𝜀 [

3047

227
]]  

 

d) 𝜏̂|𝑡̂=𝑡0 =
2

4‖(∆𝑏)0
4×(∆𝑏)1

3‖
2 [𝑑𝑒𝑡((∆𝑏)0

4, (∆𝑏)1
3, (∆𝑏)2

2) +

                                      𝜀 [𝑑𝑒𝑡((∆𝑏)0
4, (∆𝑏)1

3, (∆𝑏∗)2
2) + 𝑑𝑒𝑡((∆𝑏)0

4, (∆𝑏∗)1
3, (∆𝑏)2

2) +

                                      𝑑𝑒𝑡((∆𝑏∗)0
4, (∆𝑏)1

3, (∆𝑏)2
2) −

2𝑑𝑒𝑡((∆𝑏)0
4,(∆𝑏)1

3,(∆𝑏)2
2) 

‖(∆𝑏)0
4×(∆𝑏)1

3‖
2 〈(∆𝑏)0

4 ×

                                    (∆𝑏)1
3, (∆𝑏)0

4 × ((∆𝑏∗)1
3 − (∆𝑏∗)0

4) + (∆𝑏∗)0
4 × ((∆𝑏)1

3 − (∆𝑏)0
4)〉]] 

𝜏̂|𝑡̂=𝑡0 =
8192

16761
[
37

128
+ 𝜀 [−

1746299

231936
]]  

 

e) 𝜏̂|𝑡̂=𝑡0+𝜀𝑡0∗ =
2

4‖(∆𝑏)0
4×(∆𝑏)1

3‖
2 [𝑑𝑒𝑡((∆𝑏)0

4, (∆𝑏)1
3, (∆𝑏)2

2) +

                      𝜀 [𝑑𝑒𝑡((∆𝑏)0
4, (∆𝑏)1

3, (∆𝑏∗)2
2) + 𝑑𝑒𝑡((∆𝑏)0

4, (∆𝑏∗)1
3, (∆𝑏)2

2) +

                     𝑑𝑒𝑡((∆𝑏∗)0
4, (∆𝑏)1

3, (∆𝑏)2
2) + 𝑡∗(1)[𝑑𝑒𝑡((∆𝑏)0

4, (∆𝑏)1
3, (∆𝑏)3

4 −

                     3(∆𝑏)2
2)] −

2det((∆𝑏)0
4,(∆𝑏)1

3,(∆𝑏)2
2) 

‖(∆𝑏)0
4×(∆𝑏)1

3‖
2 〈(∆𝑏)0

4 × (∆𝑏)1
3, (∆𝑏)0

4 ×

                     ((∆𝑏∗)1
3 − (∆𝑏∗)0

4) + (∆𝑏∗)0
4 × ((∆𝑏)1

3 − (∆𝑏)0
4) +

                     𝑡0
∗(2)[(∆𝑏)0

4 × ((∆𝑏)2
2 − 2(∆𝑏)1

3)]〉]]    

𝜏̂|𝑡̂=𝑡0+𝜀𝑡0∗ = 
8192

16761
[
37

128
+ 𝜀 [−

215555

231936
]]  

 

3.4. Dual Küresel Bezier Eğrileri ve Regle Yüzey Kompleksler  

Kontrol noktaları {𝑃̂𝑖} 𝑖 = 0,… . 𝑛 olan 𝑃̂𝑖 = 𝑃𝑖 + 𝜀𝑃𝑖
∗ dual Bezier eğrisi verilsin. 

Bu eğri de gördük ki  

 

𝐵̂(𝑡̂) = 𝐵 + 𝜀(𝐵∗ + 𝑡∗𝐵′)                                                                (46) 
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dir. Burada B, kontrol noktaları  {𝑃̂𝑖} olan reel Bezier eğrisi, 𝐵∗ da kontrol noktaları 

{𝑃𝑖
∗} olan reel Bezier eğrisidir. Bu eğrinin küresel izdüşüm eğrisi yani, birim dual küre 

üzerine olan izdüşüm eğrisi  

𝐵̅(𝑡̂) =
𝐵̂

‖𝐵̂‖
=

𝐵

‖𝐵‖
+ 𝜀 [

𝐵∗+𝑡∗𝐵′

‖𝐵‖
−
〈𝐵,𝐵∗+𝑡∗𝐵′〉

‖𝐵‖3
𝐵]  

olarak yazılabilir. Bu eğri 

𝐵̅(𝑡̂) =
𝐵

‖𝐵‖
+ 𝜀 [

𝐵∗

‖𝐵‖
−
〈𝐵,𝐵∗〉

‖𝐵‖
𝐵 + 𝑡∗ (

𝐵′

‖𝐵‖
−
〈𝐵,𝐵′〉

‖𝐵‖3
)𝐵]                      (47) 

biçimindede yazılabilir. (47) eğrisinde 𝑡∗ = 0 seçildiğinde reel parametreli İncesu 

(2022) deki eğriyle çakışır.  

Şimdi bu (47) eğrisinin reel karşılığı olan Regle yüzeyler sistemi (ışın 

kompleksi) 

𝓧(𝑡, 𝑡∗, 𝜇) = 𝛼(𝑡, 𝑡∗) + 𝜇𝛽(𝑡, 𝑡∗)       (48) 

Biçiminde yazılabilir. Bu ifadede α, komplesin dayanak yüzeyi, β ise 

doğrultmanıdır. Doğrultman küresel Bezier eğrisinin reel vektörü olacağından 

ℬ(𝑡, 𝑡∗) =
𝐵

‖𝐵‖
        (49) 

dir. Görüleceği gibi ℬ yalnızca t parametresine bağlıdır. O halde 

 ℬ(𝑡) =
𝐵

‖𝐵‖
 dir.        (50) 

α, dayanak yüzeyini bulmak için İncesu (2022) deki gibi süreç işletildiğinde  

α(𝑡, 𝑡∗) =
𝐵

‖𝐵‖
× [

𝐵∗

‖𝐵‖
−
〈𝐵,𝐵∗〉

‖𝐵‖3
𝐵 + 𝑡∗ (

𝐵′

‖𝐵‖
−
〈𝐵,𝐵′〉

‖𝐵‖3
𝐵)] 

α(𝑡, 𝑡∗) =
𝐵×𝐵∗

‖𝐵‖2
× 𝑡∗

𝐵×𝐵′

‖𝐵‖2
        (51) 

olarak elde edilir. Buna göre (47) küresel izdüşüm Bezier eğrisine karşılık gelen Regle 

yüzeyler sistemi (kompleksi)  

𝒳(𝑡, 𝑡∗, 𝜇) = 𝛼(𝑡, 𝑡∗) + 𝜇𝛽(𝑡)  

          =  [
𝐵×𝐵∗

‖𝐵‖2
+ 𝑡∗

𝐵×𝐵′

‖𝐵‖2
+ 𝜇

𝐵

‖𝐵‖
]     (52) 

biçiminde ifade edilebilir. 

Teorem 28: Kontrol noktaları {𝑃̂𝑖}   𝑖 = 0,… , 𝑛 olan dual parametreli dual 

Bezier eğrisi verilsin. Bu eğriye karşılık gelen regle yüzey kompleks: 

𝒳(𝑡, 𝑡∗, 𝜗) =
𝐵×𝐵∗

‖𝐵‖2
+ 𝑡∗

𝐵×𝐵′

‖𝐵‖2
+ 𝜗

𝐵

‖𝐵‖
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dir. Burada 𝐵 = 𝐵(𝑡), kontrol noktaları {𝑃𝑖} olan reel Bezier eğrisi, 𝐵∗ = 𝐵∗(𝑡) kontrol 

noktaları {𝑃𝑖
∗} olan reel Bezier eğrisidir. Bu regle yüzey kompleksinin dayanak yüzeyi 

𝛼(𝑡, 𝑡∗) =
𝐵×𝐵∗

‖𝐵‖2
+ 𝑡∗

𝐵×𝐵′

‖𝐵‖2
 dir. Doğrultmanı ise 

𝐵

‖𝐵‖
dir.  

Teorem 29: Kontrol noktaları {𝑃̂𝑖} olan dual parametreli dual Bezier eğrisi 

verilsin. Bu eğrinin karşılık geldiği regle yüzey kompleksi 𝒳(𝑡, 𝑡∗, 𝜗) olsun. Buna göre  

𝑎) 𝒳(0, 𝑡∗, 𝜗) =
𝑃0×𝑃0

∗

‖𝑃0‖2
+ 𝑡∗𝑛

𝑃0×𝑃1

‖𝑃0‖2
+ 𝜗

𝑃0

‖𝑃0‖
 dir. 

b) 𝒳(0,0, 𝜗) =
𝑃0×𝑃0

∗

‖𝑃0‖2
+ 𝜗

𝑃0

‖𝑃0‖
 

c) 𝒳(1, 𝑡∗, 𝜗) =
𝑃𝑛×𝑃𝑛

∗

‖𝑃𝑛‖2
− 𝑡∗𝑛

𝑃𝑛×𝑃𝑛−1

‖𝑃𝑛‖2
+ 𝜗

𝑃𝑛

‖𝑃𝑛‖
 

d) 𝒳(0, 𝑡∗, 0) =
𝑃0×𝑃0

∗

‖𝑃0‖2
+ 𝑡∗

𝑃0×𝑃1

‖𝑃0‖2
 

e) 𝒳(1, 𝑡∗, 0) =
𝑃𝑛×𝑃𝑛

∗

‖𝑃𝑛‖2
− 𝑡∗𝑛

𝑃𝑛−1×𝑃𝑛

‖𝑃𝑛‖2
 

olarak ifade edilir. 

 

3.5. Dual Değişkenli Bezier Eğrilerinde Blashke Çatı  

Dual değişkenli ve kontrol noktaları 𝑃̂𝑖 = 𝑃𝑖 + 𝜀𝑃𝑖
∗ olan bir Bezier eğrisi,  

𝐵̂(𝑡 + 𝜀𝑡∗) = 𝐵(𝑡) + 𝜀(𝐵∗(𝑡) + 𝑡∗𝐵′(𝑡))  

olarak tanımlanmıştı. Bu eğrinin dual birim küre üzerine izdüşümü eğrisi;  

𝐵̅(𝑡 + 𝜀𝑡∗) =
𝐵̂

‖𝐵̂‖
  

𝐵̅(𝑡̂) =
𝐵(𝑡)

‖𝐵(𝑡)‖
+ 𝜀 [

𝐵∗(𝑡)

‖𝐵(𝑡)‖
−
〈𝐵(𝑡),𝐵′(𝑡)〉

‖𝐵(𝑡)‖3
𝐵(𝑡) + 𝑡∗ [

𝐵′(𝑡)

‖𝐵(𝑡)‖
−
〈𝐵(𝑡),𝐵′(𝑡)〉

‖𝐵(𝑡)‖3
𝐵(𝑡)]]  

olduğu ifade edilmişti.  

Şimdi bu eğri üzerinde Blashke Çatısını ifade edelim; 

𝐴1 = 𝐵̅  

𝐴2 =
𝐴1

′

‖𝐴1
′‖

  

𝐴3 = 𝐴1 × 𝐴2  

olarak tanımlanmıştır. O halde eğriyi hatırlayarak başlayalım: 

𝐵̂ = 𝐵 + 𝜀(𝐵∗ + 𝑡∗𝐵′)  

𝐵̂′ = 𝐵′ + 𝜀(𝐵∗′ + 𝑡∗𝐵′′)  

𝐵̂′′ = 𝐵′′ + 𝜀(𝐵∗′′ + 𝑡∗𝐵′′′)  
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𝐵̂′′′ = 𝐵′′′ + 𝜀(𝐵∗′′′ + 𝑡∗𝐵′𝜗)  

dir. O halde Blashke çatıyı oluşturalım: 

Önce ‖𝐵̂‖
′
ifadesini bulalım; 

‖𝐵̂‖
′
= (√〈𝐵̂, 𝐵̂〉)

′

=
〈𝐵̂,𝐵̂〉′

2√〈𝐵̂,𝐵̂〉
=
2〈𝐵̂,𝐵̂′〉

2‖𝐵̂‖
=
〈𝐵̂,𝐵̂′〉

‖𝐵̂‖
  

olduğu görülür. O halde 𝐵̅′ ifadesi: 

𝐵̅′ = [
𝐵̂

‖𝐵̂‖
]
′

=
𝐵̂′.‖𝐵̂‖−𝐵.̂‖𝐵̂‖′

‖𝐵̂‖2
  

           = 
𝐵̂′

‖𝐵̂‖
-
〈𝐵̂,𝐵̂′〉

‖𝐵̂‖3
𝐵̂  

           = 
𝐵̂′‖𝐵̂‖2−〈𝐵̂,𝐵̂′〉𝐵̂

‖𝐵̂‖3
 

bulunur. O halde 

𝐵̅′ =
[𝐵′+𝜀(𝐵∗

′
+𝑡∗𝐵′′)].[‖𝐵‖+𝜀

〈𝐵,𝐵∗+𝑡∗𝐵′〉

‖𝐵‖
]−〈[𝐵+𝜀(𝐵∗+𝑡∗𝐵′)],[𝐵′+𝜀(𝐵∗

′
+𝑡∗𝐵′′)]〉𝐵̂

[‖𝐵‖+𝜀
〈𝐵,𝐵∗+𝑡∗𝐵′〉

‖𝐵‖
]
3   

     = 

[𝐵′+𝜀(𝐵∗
′
+𝑡∗𝐵′′)].[‖𝐵‖2+2𝜀〈𝐵,𝐵∗+𝑡∗𝐵′〉]−[〈𝐵,𝐵′〉+𝜀(〈𝐵,𝐵∗

′
+𝑡∗𝐵′′〉+〈𝐵∗+𝑡∗𝐵′,𝐵′〉)].[𝐵+𝜀( 𝐵∗+𝑡∗𝐵′)]

‖𝐵‖3+3‖𝐵‖𝜀〈𝐵,𝐵∗+𝑡∗𝐵′〉
  

= 

 [𝐵′‖𝐵‖2−𝐵〈𝐵,𝐵′〉]+𝜀[
2〈𝐵,𝐵∗〉𝐵′+‖𝐵‖2𝐵∗

′
−〈𝐵,𝐵′〉𝐵′−(〈𝐵,𝐵∗

′〉+〈𝐵∗,𝐵′〉)𝐵

+𝑡∗[2〈𝐵′,𝐵〉𝐵′+‖𝐵‖2𝐵′′−〈𝐵,𝐵′〉𝐵′−(〈𝐵,𝐵′′〉+‖𝐵′‖
2
)𝐵]

]

‖𝐵‖[‖𝐵‖2+3𝜀〈𝐵,𝐵∗+𝑡∗𝐵′〉]
  

=[
𝐵′

‖𝐵‖
−
〈𝐵,𝐵′〉𝐵

‖𝐵‖3
] + 𝜀 [

−
〈𝐵,𝐵∗〉𝐵′

‖𝐵‖3
+

𝐵∗
′

‖𝐵‖
−
〈𝐵,𝐵′〉𝐵∗

‖𝐵‖3
+ (

3〈𝐵,𝐵∗〉〈𝐵,𝐵′〉

‖𝐵‖5
−
〈𝐵,𝐵∗

′〉+〈𝐵∗,𝐵′〉

‖𝐵‖3
)𝐵

+𝑡∗ [
−2〈𝐵,𝐵′〉𝐵′

‖𝐵‖3
+

𝐵′′

‖𝐵‖
+ (

3〈𝐵,𝐵′〉2

‖𝐵‖5
−
〈𝐵,𝐵′′〉+‖𝐵′‖

2

‖𝐵‖3
)𝐵]

] 

 

Bu ifade normuna bölünürse Blashke Çatısının ikinci birim vektörü 

𝐴2 = [
𝐵′‖𝐵‖2−〈𝐵,𝐵′〉𝐵

‖𝐵×(𝐵′×𝐵)‖
] +

𝜀

‖𝐵×(𝐵′×𝐵)‖

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 −〈𝐵, 𝐵

∗〉𝐵′ + ‖𝐵‖2𝐵∗′ − 〈𝐵, 𝐵′〉𝐵∗ + (
3〈𝐵,𝐵∗〉〈𝐵,𝐵′〉

‖𝐵‖2
− 〈𝐵, 𝐵∗〉′ − 〈𝐵∗, 𝐵′〉) 𝐵

+𝑡∗ (−2〈𝐵, 𝐵′〉𝐵′ + ‖𝐵‖2𝐵′′ + (
3〈𝐵,𝐵′〉2

‖𝐵‖2
− 〈𝐵, 𝐵′′〉 − ‖𝐵′‖2))𝐵

+
1

‖𝐵×(𝐵′×𝐵)‖3

[
 
 
 
 
‖𝐵‖5‖𝐵′‖2〈𝐵, 𝐵′〉 − ‖𝐵‖7〈𝐵′, 𝐵∗′〉 + ‖𝐵‖5〈𝐵, 𝐵′〉〈𝐵∗, 𝐵′〉

−2‖𝐵‖3〈𝐵, 𝐵′〉2〈𝐵, 𝐵′〉 + ‖𝐵‖5〈𝐵, 𝐵′〉〈𝐵, 𝐵∗′〉

+𝑡∗[2〈𝐵, 𝐵′〉‖𝐵′‖2‖𝐵‖5 − ‖𝐵‖7〈𝐵′, 𝐵′′〉 − 2〈𝐵, 𝐵′〉3‖𝐵‖3

+‖𝐵‖5〈𝐵, 𝐵′〉〈𝐵, 𝐵∗〉] [
‖𝐵‖2𝐵′−〈𝐵,𝐵′〉𝐵

‖𝐵‖3
] ]

 
 
 
 

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

 

olur. Sadeleştirirsek ; 
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𝐴2 = [
𝐵′‖𝐵‖2−〈𝐵,𝐵′〉𝐵

‖𝐵×(𝐵′×𝐵)‖
] +

                    
𝜀

‖𝐵×(𝐵′×𝐵)‖

[
 
 
 
 
 
 
 
 −〈𝐵,𝐵∗〉𝐵′ + ‖𝐵‖2𝐵∗′ − 〈𝐵, 𝐵′〉𝐵∗ + (

3〈𝐵,𝐵∗〉〈𝐵,𝐵′〉

‖𝐵‖2
− 〈𝐵, 𝐵∗〉′ − 〈𝐵∗, 𝐵′〉) 𝐵

‖𝐵‖2

‖𝐵×(𝐵′×𝐵)‖2
[
‖𝐵′‖2〈𝐵, 𝐵∗〉 − ‖𝐵‖2〈𝐵′, 𝐵∗′〉 + 〈𝐵, 𝐵′〉〈𝐵∗, 𝐵′〉

−
2〈𝐵,𝐵′〉2〈𝐵,𝐵∗〉

‖𝐵‖2
+ 〈𝐵, 𝐵′〉〈𝐵, 𝐵∗′〉

] ‖𝐵‖2𝐵′ − 〈𝐵, 𝐵′〉𝐵

+𝑡∗ [
−2〈𝐵, 𝐵′〉𝐵′ + ‖𝐵‖2𝐵′′ + (

3〈𝐵,𝐵′〉2

‖𝐵‖2
− 〈𝐵, 𝐵′′〉 − ‖𝐵′‖2) 𝐵

+
‖𝐵‖2

‖𝐵×(𝐵′×𝐵)‖2
[2〈𝐵, 𝐵′〉‖𝐵′‖2 − ‖𝐵‖2〈𝐵′, 𝐵′′〉 −

2〈𝐵,𝐵′〉3

‖𝐵‖2
+ 〈𝐵, 𝐵′〉〈𝐵, 𝐵′′〉] ‖𝐵‖2𝐵′ − 〈𝐵, 𝐵′〉𝐵

]

]
 
 
 
 
 
 
 
 

  

 

olur. Böylece 

𝐴3 = 𝐴1 × 𝐴2  

olacağından, 

= 
‖𝐵‖

‖𝐵×(𝐵′×𝐵)‖
(𝐵 × 𝐵′) +  

𝜀

‖𝐵×(𝐵′×𝐵)‖

[
 
 
 
 
 
 
 [

−2〈𝐵,𝐵∗〉

‖𝐵‖
+

‖𝐵‖3

‖𝐵×(𝐵′×𝐵)‖2
(
‖𝐵′‖〈𝐵, 𝐵∗〉 − ‖𝐵‖2〈𝐵′, 𝐵∗′〉 + 〈𝐵, 𝐵′〉〈𝐵∗, 𝐵′〉

+〈𝐵, 𝐵′〉〈𝐵, 𝐵∗′〉 −
2〈𝐵,𝐵′〉2〈𝐵,𝐵∗〉

‖𝐵‖2

)]𝐵 × 𝐵′

‖𝐵‖(𝐵 × 𝐵∗′) + ‖𝐵‖(𝐵∗ × 𝐵′)

+𝑡∗ [‖𝐵‖(𝐵 × 𝐵′′) + [
−2〈𝐵,𝐵′〉

‖𝐵‖
+

‖𝐵‖3

‖𝐵×(𝐵′×𝐵)‖2
(
2〈𝐵, 𝐵′〉‖𝐵′‖2 − ‖𝐵‖2〈𝐵′, 𝐵′′〉

−
2〈𝐵,𝐵′〉3

‖𝐵‖2
+ 〈𝐵, 𝐵′〉〈𝐵, 𝐵′′〉

)]] 𝐵 × 𝐵′

]
 
 
 
 
 
 
 

   

olur.  

3.6. Türev Denklemleri 

𝐴1
′ = 𝐵

′
=

𝐵̂′

‖𝐵̂‖
−
〈𝐵̂,𝐵̂′〉

‖𝐵̂‖3
𝐵̂  

                = [
𝐵′

‖𝐵‖
−
〈𝐵,𝐵′〉

‖𝐵‖3
]+𝜀

[
 
 
 
 
 

−〈𝐵,𝐵∗〉

‖𝐵‖3
𝐵′ +

𝐵∗
′

‖𝐵‖
−
〈𝐵,𝐵′〉

‖𝐵‖3
𝐵∗

+(
3〈𝐵,𝐵∗〉〈𝐵,𝐵′〉

‖𝐵‖5
−
〈𝐵,𝐵∗

′〉+〈𝐵∗,𝐵′〉

‖𝐵‖3
)𝐵

+𝑡∗ [
−2〈𝐵,𝐵′〉𝐵′

‖𝐵‖3
+

𝐵′′

‖𝐵‖
+ (

3〈𝐵,𝐵′〉2

‖𝐵‖5
−
〈𝐵,𝐵′′〉+‖𝐵‖2

‖𝐵‖3
)𝐵]]

 
 
 
 
 

 

                 = 𝑝𝐴1𝐴1 + 𝑞𝐴1𝐴2 + 𝑟𝐴1𝐴3   

 

Yazıldığında  

𝑝𝐴1=〈𝐴1′ ,𝐴1〉   

𝑞𝐴1=〈𝐴1′ ,𝐴2〉  

𝑟𝐴1=〈𝐴1′ ,𝐴3〉  

olur.  O halde; 

𝑝𝐴1 = 〈
𝐵̂′

‖𝐵̂‖
−
〈𝐵̂,𝐵̂′〉

‖𝐵̂‖3
𝐵̂,

𝐵̂′

‖𝐵̂‖
〉  

        =
〈𝐵̂,𝐵̂′〉

‖𝐵̂‖2
− 

〈𝐵̂,𝐵̂′〉‖𝐵̂‖2

‖𝐵̂‖4
  

        =
〈𝐵̂,𝐵̂

′
〉

‖𝐵̂‖
2 −

〈𝐵̂,𝐵̂
′
〉

‖𝐵̂‖
2   

        = 0  
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𝑞𝐴1    = 〈𝐴1
′ , 𝐴2〉  

 = 〈
𝐵̂
′

‖𝐵̂‖
−
〈𝐵̂,𝐵̂

′
〉

‖𝐵̂‖
3 𝐵, (

𝐵̂
′

‖𝐵̂‖
−
〈𝐵̂,𝐵̂

′
〉𝐵̂

‖𝐵̂‖
3 )

1

‖
𝐵̂
′

‖𝐴̂‖
−
〈𝐵̂,𝐵̂

′
〉𝐵̂

‖𝐵̂‖
3 ‖

〉 

 = 

‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖
2

‖𝐵̂‖
4

‖
𝐵̂′

‖𝐵̂′‖
−
〈𝐵̂,𝐵̂′〉

‖𝐵̂‖
3 𝐵̂‖

=

‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖
2

‖𝐵̂‖
4

‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖

‖𝐵̂‖
2

 

 

𝑞𝐴1    = 
‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖

‖𝐵̂‖2
  

 = 
‖(𝐵𝑥𝐵′)+𝜀((𝐵𝑥𝐵∗

′
)+(𝐵∗𝑥𝐵′)+𝑡∗(𝐵𝑥𝐵′′))‖

‖𝐵‖+〈𝑙𝐵,𝐵∗+𝑡∗𝐵′〉
 

          = ‖𝐵𝑥𝐵′‖ + 𝜀 [
〈𝐵𝑥𝐵′,𝐵𝑥𝐵∗

′
+𝐵∗×𝐵′+𝑡∗(𝐵×𝐵′′)〉

‖𝐵×𝐵′‖
] 

          = ‖𝐵𝑥𝐵′‖ + 𝜀 (
〈𝐵𝑥𝐵′,𝐵𝑥𝐵∗

′
+𝐵∗𝑥𝐵′+𝑡∗(𝐵𝑥𝐵′′)〉

‖𝐵𝑥𝐵′‖
) 

 

𝑞𝐴1 =

‖𝐵𝑥𝐵′‖+
𝜀

‖𝐵𝑥𝐵′‖
[
‖𝐵′‖

2
〈𝐵,𝐵∗〉+‖𝐵′‖

2
〈𝐵′,𝐵∗

′〉−〈𝐵,𝐵′〉(〈𝐵,𝐵∗
′〉+〈𝐵′,𝐵∗〉)

+𝑡∗[‖𝐵‖2〈𝐵′,𝐵′′〉−〈𝐵,𝐵′〉〈𝐵,𝐵′′〉]
]

‖𝐵‖+𝜀〈𝐵,𝐵∗+𝑡∗𝐵′〉
       

olur. 

𝑞𝐴1 =
‖𝐵𝑥𝐵′‖

‖𝐵‖
+ 𝜀

[
 
 
 
 
 
‖𝐵′‖

2

‖𝐵‖
〈𝐵, 𝐵∗〉 + ‖𝐵‖〈𝐵′, 𝐵∗′〉 −

〈𝐵,𝐵′〉

‖𝐵‖
(〈𝐵, 𝐵∗′〉 + 〈𝐵′, 𝐵∗〉)

+𝑡∗ [
‖𝐵‖〈𝐵′, 𝐵′′〉 −

〈𝐵,𝐵′〉〈𝐵,𝐵′′〉

‖𝐵‖

−
‖𝐵𝑥𝐵′‖

‖𝐵‖2
〈𝐵, 𝐵′〉

] −
‖𝐵𝑥𝐵′‖

‖𝐵‖2
〈𝐵, 𝐵∗〉

]
 
 
 
 
 

  

 

𝑟𝐴1       = 〈𝐴1
′ , 𝐴3〉 = 〈𝐴1

′ , 𝐴1𝑥𝐴2〉   

 = 〈
𝐵̂′

‖𝐵̂‖
−
〈𝐵̂,𝐵̂′〉𝐵̂

‖𝐵̂‖3
,
𝐵̂

‖𝐵̂‖
𝑥
(
𝐵̂′

‖𝐵̂‖
−
〈𝐵̂,𝐵̂′〉𝐵̂

‖𝐵̂‖
3 )

‖
𝐵̂

‖𝐵̂‖
−
〈𝐵̂,𝐵̂′〉𝐵̂

‖𝐵̂‖
3 ‖

〉 

 = [
𝐵̂𝑥𝐵̂′

‖𝐵̂‖2
]
—1

〈
𝐵̂′

‖𝐵̂‖
−
〈𝐵̂,𝐵̂′〉𝐵̂

‖𝐵̂‖3
,
𝐵̂′

‖𝐵̂‖
𝑥 (

𝐵̂′

‖𝐵̂‖
−
〈𝐵̂,𝐵̂′〉𝐵̂

‖𝐵̂‖3
) 〉  

 =
‖𝐵̂‖2

 𝐵̂𝑥𝐵̂′
1

‖𝐵̂‖3
〈𝐵̂′ −

〈𝐵̂,𝐵̂′〉𝐵̂

‖𝐵̂‖2
, 𝐵̂𝑥 (𝐵̂′ −

〈𝐵̂,𝐵̂′〉𝐵̂

‖𝐵̂‖2
) 〉 

 = 
1

‖𝐵̂‖‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖
[𝐵̂′ −

〈𝐵̂,𝐵̂′〉𝐵̂

‖𝐵̂‖2
, 𝐵̂𝑥𝐵̂′ −

〈𝐵̂,𝐵̂′〉

‖𝐵̂‖2
𝐵̂𝑥𝐵̂] 

 = 0     

bulunur.  

Şimdi ; 

𝐴2
′ = [

𝐵̂′

‖𝐵̂‖
−
〈𝐵̂,𝐵̂′〉

‖𝐵̂‖
3

‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖

‖𝐵̂‖
2

]

′

 =[
𝐵̂′‖𝐵̂‖

‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖
−

〈𝐵̂,𝐵̂′〉𝐵̂

‖𝐵̂‖‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖
]
′
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yazılabilir. Burada öncelikle bazı türevleri alalım. 

‖𝐵̂‖
′
=
〈𝐵̂,𝐵̂′〉

‖𝐵̂‖
     idi.  

‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖
′
=
〈𝐵̂𝑥𝐵̂′,(𝐵̂𝑥𝐵̂′)

′
〉

‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖
=
〈𝐵̂𝑥𝐵̂′,𝐵̂′𝑥𝐵̂′+𝐵̂𝑥𝐵̂′′〉

‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖
   

 =
〈𝐵̂𝑥𝐵̂′,𝐵̂𝑥𝐵̂′′〉

‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖
=
〈𝐵̂,𝐵̂〉〈𝐵̂′,𝐵̂′′〉−〈𝐵̂,𝐵̂′′〉〈𝐵̂,𝐵̂′〉

‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖
   olur. O halde; 

 

𝐴2
′ =

(𝐵̂′′.‖𝐵̂‖+𝐵̂′.
〈𝐵̂,𝐵̂′〉

‖𝐵̂‖
)‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖−𝐵̂′‖𝐵̂‖.[

‖𝐵̂‖
2
〈𝐵̂′,𝐵̂′′〉−〈𝐵̂,𝐵̂′〉〈𝐵̂,𝐵̂′′〉

‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖
]

‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖2
  

           −
[(‖𝐵̂′‖

2
+〈𝐵̂,𝐵̂′′〉)𝐵̂+〈𝐵̂,𝐵̂′〉𝐵̂′]‖𝐵̂‖.‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖

‖𝐵̂‖2.‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖2
+

〈𝐵̂,𝐵̂′〉𝐵̂

‖𝐵̂‖2.‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖2
. 𝑘 

 

olur.  Burada        𝑘 = [
〈𝐵̂,𝐵̂′〉

‖𝐵̂‖
‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖ + ‖𝐵̂‖.

‖𝐵̂‖2〈𝐵̂′,𝐵̂′′〉−〈𝐵̂,𝐵̂′′〉〈𝐵̂,𝐵̂′〉

‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖
] dır. Sadeleştirirsek; 

 

 

𝐴2
′ =

𝐵̂′′‖𝐵̂‖+
𝐵̂′〈𝐵̂,𝐵̂′〉

‖𝐵̂‖

‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖
−
𝐵̂′‖𝐵̂‖〈𝐵̂′,𝐵̂′′〉

‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖3
+
𝐵̂′‖𝐵̂‖〈𝐵̂,𝐵̂′〉〈𝐵̂,𝐵̂′′〉

‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖3
  

        −
(‖𝐵̂‖2+〈𝐵̂,𝐵̂′′〉)𝐵̂+〈𝐵̂,𝐵̂′〉𝐵̂′

‖𝐵̂‖‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖
+

〈𝐵̂,𝐵̂′〉2𝐵̂

‖𝐵̂‖3‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖
 

         +(
‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖[‖𝐵̂‖〈𝐵̂,𝐵̂′′〉]

‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖3
−
〈𝐵̂,𝐵̂′′〉〈𝐵̂,𝐵̂′〉2

‖𝐵̂‖‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖3
) 𝐵̂ 

 = 
‖𝐵̂‖𝐵̂′′

‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖
+ [

〈𝐵̂,𝐵̂′〉

‖𝐵̂‖‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖
−
‖𝐵̂‖3〈𝐵̂′,𝐵̂′′〉

‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖3
+
‖𝐵̂‖〈𝐵̂,𝐵̂′〉〈𝐵̂,𝐵̂′′〉

‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖3
−

〈𝐵̂,𝐵̂′〉

‖𝐵̂‖‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖
] . 𝐵̂′ 

 +[
〈𝐵̂,𝐵̂′〉〈𝐵̂,𝐵̂′′〉‖𝐵̂‖

‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖3
−
〈𝐵̂,𝐵̂′′〉〈𝐵̂,𝐵̂′〉2

‖𝐵̂‖‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖3
−
(‖𝐵̂‖2+〈𝐵̂,𝐵̂′′〉)

‖𝐵̂‖‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖
+

〈𝐵̂,𝐵̂′〉2

‖𝐵̂‖3‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖
] 𝐵̂ 

 

yazılır. Buradan, 

𝐴2
′ = 𝑝𝐴2𝐴1 + 𝑞𝐴2𝐴2 + 𝑟𝐴2𝐴3      

yazdığımızda; 

 

𝑝𝐴2 = 〈𝐴2
′ , 𝐴1〉

𝑞𝐴2 = 〈𝐴2
′ , 𝐴2〉

𝑟𝐴2 = 〈𝐴2
′ , 𝐴3〉

} 

olur. Buna göre,  

𝑝𝐴2=〈𝐴2
′ , 𝐴1〉 = 〈𝐴2

′ ,
𝐵̂

‖𝐵̂‖
〉=

〈𝐵̂,𝐵̂′′〉

‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖
+

〈𝐵̂,𝐵̂′〉2

‖𝐵̂‖2‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖
−
‖𝐵̂‖2〈𝐵̂,𝐵̂′′〉〈𝐵̂,𝐵̂′〉

‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖3
+
〈𝐵̂,𝐵̂′〉2〈𝐵̂,𝐵̂′′〉

‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖3
−

                      
〈𝐵̂,𝐵̂′〉2

‖𝐵̂‖2‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖
+
‖𝐵̂‖2〈𝐵̂,𝐵̂′〉〈𝐵̂,𝐵̂′′〉

‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖3
−
〈𝐵̂,𝐵̂′′〉〈𝐵̂,𝐵̂′〉2

‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖3
−
(‖𝐵̂‖2+〈𝐵̂,𝐵̂′′〉)

‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖
+

〈𝐵̂,𝐵̂′〉2

‖𝐵̂‖2‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖
  

     = 
〈𝐵̂,𝐵̂′′〉

‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖
−
‖𝐵̂‖2〈𝐵̂,𝐵̂′〉

‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖3
(〈𝐵̂′, 𝐵̂′′〉 − 〈𝐵̂, 𝐵̂′′〉) −

‖𝐵̂‖2+〈𝐵̂,𝐵̂′′〉

‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖
+

〈𝐵̂,𝐵̂′〉2

‖𝐵̂‖2‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖
 

     = 
−‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖

4
−‖𝐵̂‖4〈𝐵̂,𝐵̂′〉〈𝐵̂′−𝐵̂,𝐵̂′′〉

‖𝐵̂‖2‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖3
=
−‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖

‖𝐵̂‖2
−
‖𝐵̂‖2〈𝐵̂,𝐵̂′〉〈𝐵̂′,𝐵̂′′〉

‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖3
+
‖𝐵̂‖2〈𝐵̂,𝐵̂′〉〈𝐵̂′,𝐵̂′′〉

‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖3
 

 

𝑝𝐴2 =
−‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖

‖𝐵̂‖2
+
〈𝐵̂,𝐵̂′〉‖𝐵̂‖2

‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖3
(〈𝐵̂ − 𝐵̂′, 𝐵̂′′〉) bulunur. 

0 
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Şimdi 𝑞𝐴2
′  𝑦𝑖 𝑏𝑢𝑙𝑎𝑙𝚤𝑚: 

𝑞𝐴2 = 〈𝐴2
′ , 𝐴2〉 =〈𝐴2

′ ,
‖𝐵̂‖

‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖
𝐵̂ −

〈𝐵̂,𝐵̂′〉

‖𝐵̂‖‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖
𝐵̂〉      

       = 
‖𝐵̂‖2

‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖2
〈𝐵̂′′, 𝐵̂′〉 +

〈𝐵̂,𝐵̂′〉‖𝐵̂′‖
2

‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖2
−
‖𝐵̂‖4〈𝐵̂′,𝐵̂′′〉‖𝐵̂′‖

2

‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖4
+
‖𝐵̂‖2〈𝐵̂,𝐵̂′〉〈𝐵̂′,𝐵̂′′〉‖𝐵̂′‖

2

‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖4
−

                        
〈𝐵̂,𝐵̂′〉‖𝐵̂′‖

2

‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖2
+
〈𝐵̂,𝐵̂′〉2〈𝐵̂,𝐵̂′′〉‖𝐵̂‖2

‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖4
−
〈𝐵̂,𝐵̂′′〉〈𝐵̂,𝐵̂′〉3

‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖4
−
(‖𝐵̂′‖

2
+〈𝐵̂,𝐵̂′′〉)

‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖2
〈𝐵̂, 𝐵̂′〉 +

                        
〈𝐵̂,𝐵̂′〉3

‖𝐵̂‖2‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖2
−
〈𝐵̂,𝐵̂′〉〈𝐵̂,𝐵̂′′〉

‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖2
 −

〈𝐵̂,𝐵̂′〉3

‖𝐵̂‖2‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖2
+
‖𝐵̂‖2〈𝐵̂′,𝐵̂′′〉〈𝐵̂,𝐵̂′〉2

‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖4
−
〈𝐵̂,𝐵̂′〉3〈𝐵̂,𝐵̂′′〉

‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖4
+

                        
〈𝐵̂,𝐵̂′〉3

‖𝐵̂‖2‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖2
−
〈𝐵̂,𝐵̂′〉2〈𝐵̂,𝐵̂′′〉‖𝐵̂‖2

‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖4
+
〈𝐵̂,𝐵̂′′〉〈𝐵̂,𝐵̂′〉3

‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖4
+
(‖𝐵̂′‖

2
+〈𝐵̂,𝐵̂′′〉)

‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖2
〈𝐵̂, 𝐵̂′〉2 −

                        
〈𝐵̂,𝐵̂′〉3

‖𝐵̂‖2‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖2
    

       = − 
〈𝐵̂,𝐵̂′〉3〈𝐵̂,𝐵̂′′〉

‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖4
−
〈𝐵̂,𝐵̂′〉〈𝐵̂,𝐵̂′′〉

‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖2
+
‖𝐵̂‖2〈𝐵̂′,𝐵̂′′〉〈𝐵̂,𝐵̂′〉2

‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖4
+
‖𝐵̂‖2〈𝐵̂′,𝐵̂′′〉

‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖2
 

        −
‖𝐵̂‖4〈𝐵̂′,𝐵̂′′〉‖𝐵̂′‖

2

‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖4
+
‖𝐵̂‖2‖𝐵̂′‖

2
〈𝐵̂,𝐵̂′〉〈𝐵̂,𝐵̂′′〉

‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖4
  

       = 
〈𝐵̂,𝐵̂′′〉〈𝐵̂,𝐵̂′〉

‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖4
[
‖𝐵̂‖2‖𝐵̂′‖

2
−〈𝐵̂,𝐵̂′〉2

‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖2
] −

〈𝐵̂,𝐵̂′〉〈𝐵̂,𝐵̂′′〉

‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖2
 

           +
〈𝐵̂′,𝐵̂′′〉‖𝐵̂‖2

‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖4
[
〈𝐵̂,𝐵̂′〉2−‖𝐵̂‖2‖𝐵̂′‖

2

−‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖2
] +

〈𝐵̂′,𝐵̂′′〉‖𝐵̂‖2

‖𝐵̂𝑥𝐵̂′‖2
  

 

       = 0 bulunur. 

O halde 𝑞𝐴2 = 0 𝑑𝚤𝑟.  Şimdi 𝑟𝐴2 𝑦𝑖 𝑏𝑢𝑙𝑎𝑙𝚤𝑚. 

𝑟𝐴2 = 〈𝐴2
′ , 𝐴3〉=〈𝐴1

′ , 𝐴1𝑥𝐴2〉  

         = 〈𝐴2
′ , [

𝐵̂

‖𝐵̂‖
× (

𝐵̂′

‖𝐵̂‖
−
〈𝐵̂,𝐵̂′〉𝐵̂

‖𝐵̂‖
3

‖
𝐵̂′

‖𝐵̂‖
−
〈𝐵̂,𝐵̂′〉𝐵̂

‖𝐵̂‖
3 ‖

)]〉  

 = 〈𝐴2
′ ,

𝐵̂

‖𝐵̂‖
× (

‖𝐵̂‖2𝐵̂′−〈𝐵̂,𝐵̂′〉𝐵̂

‖‖𝐵̂‖2𝐵̂′−〈𝐵̂,𝐵̂′〉𝐵̂‖
)〉  

 = 〈𝐴2
′ ,

𝐵̂

‖𝐵̂‖
× (

‖𝐵̂‖2𝐵̂′−〈𝐵̂,𝐵̂′〉𝐵̂

‖𝐵̂‖‖𝐵̂×𝐵̂′‖
)〉  

 = 〈𝐴2
′ ,

𝐵̂×𝐵̂′

‖𝐵̂×𝐵̂′‖
〉 

 =
‖𝐵̂‖

‖𝐵̂×𝐵̂′‖2
𝑑𝑒𝑡[𝐵̂, 𝐵̂′, 𝐵̂′′]  

 

bulunur. Şimdi 𝑝𝐴3 , 𝑞𝐴3 ve 𝑟𝐴3 katsayılarını bulalım. Bunun için 𝐴3
′  elde etmeliyiz 

 

𝐴3
′     =  𝐴1

′ × 𝐴2 + 𝐴1 × 𝐴2
′    

    = (
𝐵̂′

‖𝐵̂‖
−
〈𝐵̂,𝐵̂′〉

‖𝐵̂‖3
𝐵̂) × (

‖𝐵̂‖2𝐵̂′−〈𝐵̂,𝐵̂′〉𝐵̂

‖𝐵̂‖‖𝐵̂×𝐵̂′‖
) +

𝐵̂

‖𝐵̂‖
× 𝐴2

′  

 =
〈𝐵̂,𝐵̂′〉𝐵̂×𝐵̂′

‖𝐵̂‖2‖𝐵̂×𝐵̂′‖
−

〈𝐵̂,𝐵̂′〉

‖𝐵̂‖2‖𝐵̂×𝐵̂′‖
𝐵̂ × 𝐵̂′ +

𝐵̂×𝐵̂′′

‖𝐵̂×𝐵̂′‖
  

              +[
〈𝐵̂,𝐵̂′〉

‖𝐵̂‖2‖𝐵̂×𝐵̂′‖
−
‖𝐵̂‖2〈𝐵̂′,𝐵̂′′〉

‖𝐵̂×𝐵̂′‖3
+
〈𝐵̂,𝐵̂′〉〈𝐵̂,𝐵̂′′〉

‖𝐵̂×𝐵̂′‖3
−

〈𝐵̂,𝐵̂′〉

‖𝐵̂‖2‖𝐵̂×𝐵̂′‖
] 𝐵̂ × 𝐵̂′  

 =
〈𝐵̂×𝐵̂′,𝐵̂′×𝐵̂〉

‖𝐵̂×𝐵̂′‖3
𝐵̂ × 𝐵̂′ =

〈𝐵̂,𝐵̂′〉〈𝐵̂,𝐵̂′′〉−‖𝐵̂‖2〈𝐵̂,𝐵̂′′〉

‖𝐵̂×𝐵̂′‖3
𝐵̂ × 𝐵̂′  
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elde edilir. Buna göre katsayılar 

𝑝𝐴3=〈𝐴3′ ,𝐴1〉  

𝑞𝐴3=〈𝐴3′ ,𝐴2〉  

           𝑟𝐴3=〈𝐴3′ ,𝐴3〉  

olacağından  

𝑝𝐴3 =
〈𝐵̂×𝐵̂∗,𝐵̂′×𝐵̂〉

‖𝐵‖‖𝐵̂×𝐵̂′‖3
〈𝐵̂ × 𝐵̂′, 𝐵̂〉 = 0   

bulunur. O halde;  𝑝𝐴3 = 0 olur. 

 𝑞𝐴3 = 〈𝐴3
′ , 𝐴2〉  

    =
〈𝐵̂×𝐵̂′′,𝐵̂′×𝐵̂〉

‖𝐵̂×𝐵̂′‖3
〈𝐵̂ × 𝐵̂′, [

‖𝐵‖2𝐵̂′−〈𝐵̂,𝐵̂′〉𝐵̂

‖𝐵̂×𝐵̂′‖2‖𝐵̂‖
]〉  

    = 0  
 

bulunur ve son olarak ; 

𝑟𝐴3     = 〈𝐴3
′ , 𝐴3〉 = 〈𝐴3

′ , 𝐴1 × 𝐴1〉   

 =
〈𝐵̂×𝐵̂′′,𝐵̂′×𝐵̂〉

‖𝐵̂×𝐵̂′‖3
〈𝐵̂ × 𝐵̂′,

𝐵̂

‖𝐵̂‖
×
‖𝐵̂‖2𝐵̂′−〈𝐵̂,𝐵̂′〉𝐵̂

‖𝐵̂‖‖𝐵̂×𝐵̂′‖
〉  

 = 
〈𝐵̂×𝐵̂′′,𝐵̂′×𝐵̂〉

‖𝐵̂×𝐵̂′‖4
〈𝐵̂ × 𝐵̂′, 𝐵̂ × 𝐵̂′〉  

 = 
〈𝐵̂×𝐵̂′′,𝐵̂′×𝐵̂〉

‖𝐵̂×𝐵̂′‖2
 

 

bulunur. O halde matris ile gösterelim: 

[

𝐴1
′

𝐴2
′

𝐴3
′
] = [

𝑝𝐴1 𝑞𝐴1 𝑟𝐴1
𝑝𝐴2 𝑞𝐴2 𝑟𝐴2
𝑝𝐴3 𝑞𝐴3 𝑟𝐴3

] [

𝐴1
𝐴2
𝐴3

]  

yazıldığında; 

[
𝐴1
𝐴2
𝐴3

]

′

=

[
 
 
 
 
 0

‖𝐵̂×𝐵̂′‖

‖𝐵̂‖2
0

−‖𝐵̂×𝐵̂′‖

‖𝐵̂‖2
+
〈𝐵̂×𝐵̂′〉‖𝐵̂‖2

‖𝐵̂‖3
〈𝐵̂ − 𝐵̂′, 𝐵̂′′〉 0

‖𝐵̂‖ 𝑑𝑒𝑡[𝐵̂,𝐵̂′,𝐵̂′′]

‖𝐵̂×𝐵̂′‖2

0 0
〈𝐵̂×𝐵̂′′,𝐵̂′×𝐵̂〉

‖𝐵̂×𝐵̂′‖2 ]
 
 
 
 
 

[
𝐴1
𝐴2
𝐴3

]  

yazılabilir.  
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4. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

4.1. Sonuçlar  

Bu tezde alınan özgün sonuçlar aşağıda  özet olarak verilmiştir: 

1) Bu tez çalışmasında dual uzayda tanımlı dual değişkenli bir Bezier eğrisinin 

denklemleri verilmiş ve bu eğrinin son nokta interpolasyon özellikleri Teorem 10 ile 

ifade edilmiştir.  

2) Teorem 11 ile bir dual Bezier eğrisinin türev denkleminin yine bir Bezier 

eğrisi olduğu ve buna ait kontrol noktaları verilmiş, Teorem 12 ile de bu türev eğrisinin 

reel ve dual kısımları verilmiştir. 

3) Bir dual Bezier eğrisinin ikinci türevinin de yine bir Bezier eğrisi olduğu ve 

kontrol noktalarının ilk dual eğrinin kontrol noktaları cinsinden ifadesi Teorem 13 ile 

verilmiş, bu eğrinin özel durumlarda değerlerinin kontrol noktaları ile ifadesi (son nokta 

interpolasyonu) Teorem 14 ile verilmiştir.  

4) Tezde sonuç 1 ve sonuç 2 ile bir dual Bezier eğrisinin n. nci dereceden türevi 

ifade edilerek genelleştirilmiştir. 

5) Teorem 15 ile bir dual Bezier eğrisinin ikinci türevlerinin interpolasyonu 

verilmiştir.  

6)  Tezin 3.2 bölümünde bir dual Bezier eğrisi üzerinde Frenet vektör alanları ve 

bunların dual ifadeleri hesaplanmış ve bunlar Teorem 16 ile özetlenmiştir. 

7) Tezin 3.3. bölümünde dual Bezier eğrisinin herhangi bir noktasındaki vektörel 

değeri  hesaplayabilmek ve dual eğriyi verilen noktadan ikiye ayırabilmek  ve ayrılan bu 

eğrilerin kontrol noktalarını bulabilmek için dual de Casteljau algoritması verilerek 

Teorem 17 ile bu algoritma ifade edilmiştir.  

8) Teorem 18, 19, 20, 21, 22 ile  Frenet vektör alanlarının ve eğriliklerin belirli 

noktalardaki interpolasyonu ile keyfi bir dual büyüklük için karşılık geldiği değerleri, 

tezde elde edilen dual de Casteljau algoritmasıyla bulunan kontrol noktaları cinsinden 

ifade edilmiştir. 

9) Tezde elde ettiğimiz sonuçları bir sayısal örnek üzerinde görebilmek adına 

verilen örnek üzerinde alınan sonuçlar Teorem 23, 24, 25, 26, 27  ile  verilmiştir.  

10) Tezin 3.4. bölümünde dual uzayda verilen bir Bezier eğrisinin birim dual 

küre üzerine izdüşüm eğrisi verilmiş ve bu eğriye karşılık gelen reel regle yüzey 
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kompleksleri ifade edilmiştir. Buradaki sonuçlar Teorem 28 ve Teorem 29 ile 

verilmiştir. 

11)  Tezin 3.5 bölümünde bir dual Bezier eğrisi üzerinde alınacak olan Blashke 

çatı vektör alanları {A1, A2, A3} ifade edilmiştir. 

12)  Tezin 3.6 bölümünde ise bir dual Bezier eğrisi üzerinde alınacak olan 

Blashke çatı vektör alanlarına {A1, A2, A3}  ait türev denklemleri ifade edilmiştir.  

 

4.2.Öneriler 

Bu tezde alınan özgün sonuçlar ışığında bir sonraki çalışmalar için aşağıdaki 

öneriler yapılmıştır: 

1) Dual değişkenli Bezier eğrileri yardımıyla bu eğrilere karşılık gelen ışın 

kongrüansları ve regle yüzey kompleksleri tam olarak incelenebilir. 

2) Verilen dual Bezier eğrisinin kapalı bir eğri olması durumunda karşılık 

gelecek olan yürünge yüzey konpleksleri incelenebilir.  

3) Yörünge yüzey komplekslerine ait drall, dağılma parametreleri, Gauss ve 

ortlalma eğrilikler, açılım açıları, açılım uzunlukları hesaplanabilir. 

4) Dual Bezier eğrileri üzerinde Bishop türü çatılar inşa edilip eğrilikler 

karşılaştırılabilir. 
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