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Dual uzayda Bernstein taban polinomlarimin ifadesini Samanci (2015, 2017) vermistir. Incesu
(2022) de Dual uzayda Bezier egrileri ve birim dual kiire iizerine projeksiyon egrileri, reel parametreye
baglt olarak yani t* = 0 durumunda verilmistir. Bu ¢alismada parametre keyfi dual degisken alinarak
Bezier egrileri ve bu egrilerin birim dual kiire {izerine projeksiyonlar1 ¢alisgilmistir. Ayrica dual kiiresel
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1. GIRIS ve KAYNAK ARASTIRMASI

Bilgisayar destekli tasarimlarin (CAD) temelini parametrik egriler ve parametrik
yiizeyler olusturmaktadir. Bilgisayar destekli geometrik tasarimda (CAGD) siiphesiz
ki en 6nemli buluslar, Bezier Egrileri ve ylizeyleri, Coons yamalar1 (patch) ve daha
sonra da B- spline metodlaridir. Bezier egrileri ve yiizeyleri ilk defa 1958-1960
yillarinda otomotiv sektdriinde, Citroen ve Renault firmalarinda miihendis olarak goérev
yapan Paul de Casteljau ve Pierre Bezier tarafindan birbirlerinden bagimsiz olarak
gelistirilmistir. De Casteljau, P. Bezier’den az bir zaman 6nce gelistirmis, ancak yaptigi
caligmalar1 herhangi bir yerde yayinlamamistir. Boylece, polinom egri ve yiizeylerin
Bernstein formunda ifadesiyle tamamen gelisen Bezier egri ve ylizeyleri teorisi,
P.Bezier’in ismiyle anilir hale gelmistir. Bezier egri ve yiizeyleri otomotiv sanayiinden
ucak sanayiine kadar cok genis bir yelpazede kullanilmaktadir (Incesu,2003).

Bilgisayar destekli geometrik tasarim, 1974 yilinda Amerika’da Utah
Universitesinde yapilan konferansin ardindan, Barnhill ve Riesenfeld’ in onderliginde
kendi icinde bir disiplin i¢ine girmistir. (Barnhill ve Riesenfeld ,1974; Incesu, 2003)

Son zamanlarda kullanilan CAD sistemleri i¢inde en kararli sayisal ¢oziimleri
veren egrilerin Bezier ve rasyonel Bezier egrileri olduklari da Farouki ve Rajan
tarafindan gosterilmistir (Farouki ve Rajan, 1987).

Bezier egrileri ile ilgili pek cok ¢aligmalar yapilmistir. Bunlara 6rnek olarak G.
Farin (1990), R. Farouki (1985), J.Hoschek (1985), H. Potmann (1995), Incesu (2003,
2004), Samanci H,, Celik S, Incesu M (2015), Samanc1 H (2018, 2021), Samanc1 H ve
Incesu M (2020) calismalar1 verilebilir.

Bu tez calismasinda dual uzayda tanimli dual degiskenli bir Bezier egrisinin
denklemleri verilmis ve bu egrinin son nokta interpolasyon 6zellikleri ifade edilmistir.
Bir dual Bezier egrisinin tlirev denkleminin yine bir Bezier egrisi oldugu ve buna ait
kontrol noktalar1 verilmistir. Ayrica tlirev egrisinin reel ve dual kisimlar1 verilmistir. Bir
dual Bezier egrisinin ikinci tiirevinin de yine bir Bezier egrisi oldugu ve kontrol
noktalarinin ilk dual egrinin kontrol noktalar1 cinsinden ifadesi verilmis, bu egrinin 6zel
durumlarda degerlerinin kontrol noktalar1 ile ifadesi (son nokta interpolasyonu)
verilmistir. Tezde bir dual Bezier egrisinin n. nci dereceden tiirevi ifade edilerek
genellestirilmistir. Bir  dual Bezier egrisinin ikinci tiirevlerinin interpolasyonu
verilmistir. Tezin 3.2 boliimiinde bir dual Bezier egrisinin herhangi bir noktada Frenet

vektor alanlar1 ve egrilikleri verilmistir.



Tezin 3.3. boliimiinde dual Bezier egrisinin herhangi bir noktasindaki vektorel
degeri hesaplayabilmek ve dual egriyi verilen noktadan ikiye ayirabilmek ve ayrilan bu
egrilerin kontrol noktalarini bulabilmek i¢in dual de Casteljau algoritmasi verilerek bu
algoritma ile ifade edilmistir.

Frenet vektor alanlarinin ve egriliklerin belirli noktalardaki interpolasyonu ile
keyfi bir dual biiyiiklik i¢in karsilik geldigi degerleri, tezde elde edilen dual de
Casteljau algoritmasiyla bulunan kontrol noktalari cinsinden ifade edilmistir.

Tezde elde ettigimiz sonuglar1 bir sayisal O6rnek lizerinde gorebilmek adina
verilen 6rnek lizerinde alinan sonuglar gosterilmistir.

Tezin 3.4. boliimiinde dual uzayda verilen bir Bezier egrisinin birim dual kiire
lizerine izdigim egrisi verilmis ve bu egriye karsilik gelen reel regle ylizey
kompleksleri ifade edilmistir.

Tezin 3.5 boliimiinde bir dual Bezier egrisi lizerinde alinacak olan Blashke c¢ati
vektor alanlar1 {A1, Az, Az} ifade edilmistir.

Tezin 3.6 boliimiinde ise bir dual Bezier egrisi iizerinde alinacak olan Blashke

catr vektor alanlarina {A1, A2, Az} ait tiirev denklemleri ifade edilmistir.



2. MATERYAL VE YONTEM

2.1. Bezier Egrileri

Bezier egrileri, 6zellikle mekanikte ¢ok 6nemli bir yeri olan polinom egrilerdir.
Bilgisayar destekli tasarimda (CAD) ve bilgisayar grafiklerinde kullanilan egri ve
ylizeylerin en 6nemli gosterimlerinden biri de Bezier formlaridir. n. dereceden bir
Bezier egrisi; kontrol noktalart adi verilen, n +1 tane nokta ile belirlenen ve n.
dereceden Bernstein taban fonksiyonlar ile lineer sekilde ifade edilen polinom egri

parcalaridir.

2.1.1 Genel bezier egrileri

Tamm 1: Genel Bezier egrisi, Kontrol noktalari bo , b1, b2, ..., bn olarak verilen
ve baslangi¢ noktasi bo , bitim noktasi by olan n. dereceden bir polinom egridir. Genel

Bezier egrisi, vektorel formda,
B()=)bB}(t)  te[0]] (1)
i=0
olarak tanimlanir. Burada B?(t) fonksiyonlar1

n! n-i i -
B (1) = —i!(n—i)!(l_t) t', 0<i<n @

0,diger durumlarda

bicimde verilen Bernstein taban fonksiyonlar: (ya da Bernstein taban polinomlari) dir.

i!(n;i)!

Teorem 1: Bernstein taban polinomlar1 asagidaki 6zellikleri saglar.

ifadeleri de Binom katsayilaridir ve ( ! ) yada "C, ile gosterilir.

1) z B'(t)=1,te [O,l] (Toplamin birim olmast) (3)
=0

2) Bi(t)>0, t[0,1] (Pozitiflik) 4)



3) B.(t)=B'(l-t), i=0,1,..,n (Simetri) (5)

4) B'(t)=(1-t)B(t)+t B (1) (indirgeme) (6)
(incesu,2003)

2.1.2. Bezier egrilerinin ozellikleri

Teorem 2: Kontrol noktalar1 b , b1 , b2, ..., by olarak verilen n. dereceden bir

B = B(t) Bezier egrisi asagidaki 6zellikleri saglar:

1)B(0)=bo , B(1)=bn (Son nokta interpolasyon 6zelligi) (7)
2) B(0) = c:j_?|t_0 = n(b1—bo) (Son nokta teget 6zelligi)

B'(1)=‘i'j—'t3|t_1: n( bn —bn-1) (8)
3) vte[0,1] icin, B(t) € CH({b,,b,,...,b,}) 9)

(Bezier egrisinin tamami, kontrol noktalarinin konvex alani iginde kalmaktadir.)

4) F, bir Afin doniisimii olmak tizere,

F(B(O) = F(XbB{ (1) = Y F(6)BI() (10

dir. (Kontrol noktalar1 bj, 1 =0,1,...,n olan Bezier egrisinin bir Afin doniisiimii altindaki
goriintiisii, kontrol noktalar1 F(bi), 1=0,1,...,n olan Bezier egrisidir.)

5) Bir d dogrusu ile B(t) diizlemsel Bezier egrisinin arakesit noktalarinin sayisi
m, B(t) Bezier egrisinin kontrol poligonunun arakesit noktalarinin sayisi s ise

m<s dir. ( Varyasyon Azaltma Ozelligi )

Not: Varyasyon azaltma ozelligi ilk kez I. Schoenberg (1953) tarafindan
verilmistir. Bu konuda daha genis bilgi Farin (1990) de mevcuttur.

Arakesit Noktalariin Sayist

DOGRU |BEZIER |POLIGON
d-1 0 2

7 N\, T

Sekil 2.1. Bir Bezier egrisi i¢in Varyasyon Azaltma Ozelligi




2.1.3. Kontrol poligonu

Tammm 2: Kontrol noktalar1 bo , b1 , b2, ..., bn olarak verilen n. dereceden bir
Bezier egrisinin kontrol noktalarini sira korumak kaydiyla birlestiren dogru pargalarinin
olusturdugu geometrik sekle Bezier egrisinin kontrol poligonu ad1 verilir.

Ornek 1: Kontrol noktalar1 bo = (1,-2,0), by = (2,0,1), b2 = (3,1,1), b3 = (-1,2,-1)

olan Bezier egrisinin kontrol poligonu Sekil 2.2 de gosterilmistir.

Sekil 2.2. Kontrol noktalar1 b = (1,-2,0), b1 = (2,0,1), b = (3,1,1), bs = (-1,2,-1) olan bezier egrisinin
kontrol poligonu

2.1.4. Konveks hullar (convex hull)

Tamm 3: X ={X,X,,..X,} ©0° sonlu noktalar sisteminin konveks hullunun

vektorel ifadesi:

CH(X) :{a0x0+a1x1+...+anxn pxeX, > a=1,a20,i :0,1,...,n} (11)

i=0
olarak tanimlanir. Yani uzayda X;,X;,...X;, noktalarin1 birlestirmek suretiyle elde

edilen en genis bolgeye X ={Xg,X,,..X,} sisteminin konveks hulu denir. (Marsh,

1999)

2.2. Bezir Egrilerinde Tiirev Kavramm

Bezier egrilerinde tiirevler, Bernstein polinomlarmin tiirevlerinden elde

edilmektedir.



Teorem 3: 0<t<n i¢in B'(t)= (I” )(1— t)"'t' Bernstein taban fonksiyonlarmin

birinci ve ikinci tiirevleri

1) B () =n(B{;(1)-B/ (1) ya da (12)
Bl (1) = t'(l__”:) B/ (1) (13)
2) Bl "()=n(n-D[BI*()-2B] /() +B ()| yada (14)
R e e 10 (15)

bigimindedir (Incesu,2003).

Yukarida verilen teoremin bir sonucu olarak asagidaki teoremi verebiliriz.
Teorem 4: Kontrol noktalar1 bi, i = 0,1,...,n olan ve B(t) = ZbiB{1 (t) biciminde
i—0
verilen bir Bezier egrisinin tiirevi, kontrol noktalar1 bi(l) =n(b,,-b;),i=001..n1

olan (n-1). dereceden bir Bezier egrisidir. Yani,

n—

B'(t) = bi(l)BiM(t) ; bi(l) = n(bi+1 - bi) (16)

1
i=0

dir (Incesu, 2003).

n
Sonuc 1: Kontrol noktalar1 bi, i =0,1,...,n olan ve B(t) = ZbiB? (t) biciminde

i—0
verilen bir Bezier egrisinin ikinci tiirevi, kontrol noktalari

b® =n(n-1)(b,,-2b,,+b), i = 01,..n-1 olan (n-2). dereceden bir Bezier

egrisidir. Yani,
n-2

B*(t)= bi"B{*(t) | b® =n(n-1)(b

i=0

220, b)) (17)

dir (Incesu, 2003).



Sonug¢ 2: Kontrol noktalar1 bj, i =0,1,...,n olan n. dereceden bir B(t) Bezier egri
fonksiyonu igin r. tiirev fonksiyonu, kontrol noktalar1 1 = 0,1,..., n-r olmak {izere
b =n(n —1)...(n—r+1)2(—1)r“'(j.)bi+j olan (n-r).dereceden bir Bezier egrisi temsil

=0

eder. Yani,
BY(t) = fbi‘”BF*’ (1) b =n(n-1)..(n —r+1)i(—1)“"(;)bi+,- (18)
i=0 j=0

dir (Incesu, 2003).

2.3. Rasyonel Bezier Egrileri

Konikler, genel olarak ii¢ tip olarak siniflandirilir: Paraboller, hiperboller ve
elipsler. Paraboller polinom fonksiyonlarla parametrelenebilir. Ancak, hiperbol ve elips
ancak rasyonel fonksiyonlarla parametrelenebildiginden hiperbol ve elips igin bezier
formlar1 ancak rasyonel bigimde verilebilmektedir. Bu nedenle rasyonel bezier
egrilerinin ortaya konulmasinda, bilgisayar destekli tasarimlarda koniklerin bezier
formunda ifade edilebilme problemi 6nemli rol oynamistir.

Bugiin koniklerin, ugak endiistrisinden bilgisayar destekli matbaacilik alanlarina
kadar pek cok alanda 6nemli 6lclide kullanim alani vardir. Koniklerle ilgili yapilan
algoritmik caligmalar 1940’11 yillarda gelismeye baslamistir. Bu konuda R. Liming
(1944) 6rnek olarak verilebilir. Koniklerin rasyonel bezier formlarini veren E. Lee’ dir
(Incesu, 2003).

2.4. Bezier Egrileri I¢in Algoritmalar

2.4.1. Bezier egrileri icin de casteljau algoritmasi

De Casteljau Algoritmasi, bir Bezier egrisinin t, € [0,1] noktasindaki B(t;)
degerini hesaplamak igin gelistirilmis bir algoritmadir. Ayrica verilen bir Bezier
egrisinin iki ayr1 parcaya ayrilmasinda da yine siklikla bu algoritma kullanilmaktadir.
Kontrol noktalari by, by, by, ..., b, olarak verilen n. dereceden bir B = B(t) Bezier
egrisi i¢in t = t, noktasindaki degerini bulmak icin De Casteljau algoritmasinin

ifadesi asagidaki teoremle verilebilir:



Teorem 5: (Marsh, 1999) Kontrol noktalar1 by, by, by, ..., b, olarak verilen n.
dereceden bir B = B(t) Bézier egrisinin, t = t, noktasindaki degeri B(t,) = by dir.
Buradaj =0,1,..,n,i=1,..,n —j igin,

b = b,

b] = (1 — to)b! ™ + tob] (19)

dir.

2.4.2. Bezier egrileri icin bolme (subdivision) algoritmasi

Kontrol noktalar1 by, by, b, ..., b, 0lan n.dereceden bir B(t) Bézier egrisi [0,1]
kapali araliginda tanimlanmaktadir. [0,1] araligi bir o € [0,1] noktasindan ikiye
ayrildiginda, B(t) Bézier egrisi de B(a) noktasindan ikiye ayrilacaktir. Boylece elde
edilen iki ayr1 egri par¢asindan B (a) noktasinin solunda kalan kismi1 B,;, saginda kalan
kismi da By, olarak ifade edilecek olursa, bu iki egrinin tanim araliklari sirasiyla [0, a]
ve [a, 1] kapali araliklar1 olur. Her iki egri pargasi da, parametre doniisiimii yapilarak
[0,1] araliginda tanimli Bézier egrisi formunda ifade edilebilir. Boylece, elde edilen
yeni Bézier egrilerinin dereceleri de, ilk egrinin derecesi ile ayni olacaktir. Kontrol
noktalar1 da degisecek ve toplam 2n + 2 tane olacaktir. Yani n. dereceden bir Bézier

egrisi, yine dereceleri n olan iki ayr1 pargaya ayrilmaktadir. (Bakiniz, Sekil 2.3.)

Sekil 2.3. Bir bezier egrisinin ayrilmasi

Elde edilen yeni Bezier egrilerinin kontrol noktalar1 bolme algoritmasi ile
bulunmaktadir. Bu algoritmada De Casteljau algoritmasi kullanilir. Bu algoritma ile

elde edilen B, Ve Bgqy Bezier egrilerinin kontrol noktalari su sekilde bulunur.



by bY  .. bpibg
1 1 .. pl
0 1 n—1
I i P
bg)l—l bil—].

' bg)]_

Sekil 2.4. Bir bezier egrisi igin bolme algoritmast

Sekil 2.4. incelendiginde I oku yoniindeki noktalar, yukaridan asagiya dogru
sirastyla b, bg,...b% 1, b¥ noktalari, B, Bézier egrisinin kontrol noktalari; II oku
yoniindeki noktalar, asagidan yukarrya dogru sirastyla b¥, b?~1,...bL_,, b2 noktalari,
Bgqy Bézier egrisinin kontrol noktalaridir. Bu durum bir teorem olarak asagidaki sekilde
verilebilir.

Teorem 6: (Marsh, 1999) Kontrol noktalar1 by, by, b, ..., b,, 0lan n. dereceden
bir B(t) Bézier egrisini ikiye bolmek suretiyle elde edilen Bg, Ve Bg,s Bézier
egrilerinin  kontrol noktalari; Bso i¢in  bg,bg,...b5 "', by Ve Bgg igin ise

nobR1,...b}_,, b noktalaridir. Burada bij , (Sekil 2.4.) de verildigi gibidir.

2.5. Dual Sayilar

2.5.1 Dual sayilar ve D-modiilii
Iki boyutlu Oklid uzaylari E? iizerinde toplama ve skaler ile carpma olarak
adlandirilan iki islem asagidaki gibi tanimlansin:

+:E? X E2 - E?

(A,B) —)A+B = (a1+b1,a2 +b2)
E?XE? > E?

(4,B) » A.B = (a1by,a1b, + a;b,)

burada A = (ay,a,) ve B = (by, b,) dir. Bu islemler altinda E? kiimesi bir halkadir ve
dual sayilar olarak adlandirilir. Bu kiime D ile gosterilir. D'nin herhangi bir A = (a,a*)

elemani su sekilde yazilabilir:

(20)
A =a(1,0)+a*(0,1)
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(1,0) elemanina gergek birim, (0,1) elemanina dual birim ad1 verilir ve € ile gosterilir.
€2 = 0 oldugu acik¢a goriilmektedir. Bu nedenle & elementi nilpotent bir elementtir.
Herhangi bir (r, 0) eleman1 r € R ile izomorfiktir. Dolayisiyla herhangi bir A = (a, a*)
dual sayis1 A = a + €a” olarak yazilabilir, burada a, a* € R. Eger bir A = a + €a* dual
sayisi verilirse, o zaman a gergek sayisina A dual sayisinin ger¢ek kismi denir ve a*
gercek sayisina A dual sayisinin dual kismi denir. Bir dual A = a + €a” saymnin eslenik
sayist A = a — ea*'dir (Hacisalihoglu, 1983).

A = a+ ea” dual sayisinin A nin reel kismi olan, sifir olmayan a gercek sayisi

icin carpma operatorii tarafindan ters ¢evrilmesi su sekilde tanimlanir:

—=-—g— (21)

Eger a =0 ise A = ea” sayisinin tersi yoktur. Boylece, dual sayilar kiimesi

cebirsel olarak bir halka olusturur, ancak bir cisim olusturmaz.

A =a+ea* sayismin mutlak degeri |A| =+ A.A = |a| dir. Herhangi bir

a a

0 a] biciminde bir matris gosterimine sahiptir. Bu

A =a+ea” dual sayis1 A = [

formda reel ve dual birimler sirasiyla; 1 = [(1) (1)] Ve € = [8 (1)] dir (Hacisalihoglu,

1983).

D3'teki herhangi bir dual U vektorii U = (ﬁl, L_iz, 173) olarak yazilabilir, burada
i=123 i¢in Uy=u;+eu; €D dir. Aym U vektori U =U +eU* olarak da
yazilabilir, burada U= (uy, up,uz), U* = (u*,uy*,uz*) € R? diir. Bu nedenle D x
D x D = D3 kiimesi bir D-modiildiir (Hacisalihoglu, 1983).

iki dual U ve V vektérleri 0 = U +€U* ve V =V + eV* olarak verilsin. O
zaman iki dual U ve 7 vektoriin ig garpumi (T, ) = (U, V) + e((U*, V) + (U, V*)) olur.

Bir U = U + €U"* dual vektdriiniin normu, dual vektoriin reel kismi sifirdan farkliysa

Ul =+(U,0) = ((7,(7)+2€((7,(7*)= U +£@=u+eu*eD (22)
1]

bi¢iminde bir dual sayidir.
Bir dual U vektoriiniin normu 1 + €0 = 1 ise, 0 zaman U vektoriine dual birim

vektor denir (Hacisalihoglu, 1983).
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Onerme 1: U = U + eU* dual vektdrii verilsin. Eger ||T]| = 1 ise ||U|| = 1 ve
(U,U*) = 0 dir (Hacisalihoglu, 1983).

Onerme 2: U = U + £U* dual vektérii verilsin. Eger ||ﬁ|| #1veU #0ise

I U o
g0 _ U 10], U, (U* (23)(U,U*)U>
== — & e == € = - .3
1ol ol U]l ol o~ 17|’

=U+eU*

vektorii U yoniindeki birim dual vektordiir (Hacisalihoglu, 1983).
Tamm 4: D3 teki D-modul iizerindeki dual vektorlerin kiimesi birim dual kiire

diye adlandirilir. Yani birim dual kiire
(U =0 +eU" € D% ||U]| = 1) (24)

olarak tanimlanir (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 7 (E. Study): U = U + eU* (U # 0) birim dual kiire iizerindeki her bir
vektor R te yonlendirilmis bir dogruya bire bir olarak karsilik gelir (Hacisalihoglu,
1983).

Bu teoreme gore, U = U + eU* (17 * O) birim dual vektoriine yalnizca bir yonlii
dogru karsilik gelir. Burada U reel vektorii karsilik gelen vektoriin yoniinii gosterir ve
U* vektorii de U nun orjine gore vektorel momentini ifade eder. U nun vektdrel
momenti U* = OM A U ile verilir. Burada M, U-yonlii dogrusunun iizerinde bir nokta

ve A sembolii de R3 deki vektorlerin dis ¢arpimini ifade eder (Giirsoy, 1990).

Ur=Mxir

Sekil 2.5. U = U + €U" vektoriine karsilik gelen yonlii L dogrusu



12

2.5.2. Regle yiizeyler

1-parametreli K/K’ dual kiiresel hareketinde, K da tesbit edilmis bir X dual
noktasi, K’ sabit dual kiiresi lizerinde t € R parametresine bagl bir,

Xx=x@®), lxl=1
egrisi ¢izer. t parametresine gore diferansiyellenebilen bu dual kiiresel egriye bir regle
yiizey olarak bakabiliriz. Ciinkii E. Study doniisiimiine gore, bu egriye ¢izgiler uzayinda
bir 1-parametreli bir dogru ailesi (Regle yiizey) karsilik gelir. Eger dual kiiresel egri
kapali ise, karsilik gelen regle yiizey de kapalidir.

X(t)  X(t+dt) 20\ X(t +dt)

n

d
L 4P

i\\

Sekil 2.6. Regle yiizey

X = %(t), t € R dual kiiresel egrisine, gizgiler uzaymdaki (x)-regle yiizeyinin

dual kiiresel resmi de denir.

X = %(t) dual kiiresel egrisinin d® = do + ed@* dual yay elementi igin,

dd? = (dX,dX)
= (X, X)dt?

yazilabilir. Buradan,

de? = (dZ, d¥)
do - do* = (dZ, d¥")

elde edilir.
X(t) ve X(t + dt) dual birim vektorleri arasindaki d® dual agis1, ayn1 zamanda

bu dual vektorlerin u¢ noktalar: arasindaki dual kiiresel uzaklik olarak da alinabilir.
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de ve do* reel biyiklikleri ise, ¢izgiler uzayinda regle yiizeyin X(t) ve
X(t + dt) ana dogrular1 arasinda, sirasiyla, ag1 ve en kisa uzakliga karsilik gelirler.

Ortogonal koordinat doniisiimlerinde i¢ ¢arpim korundugu (degismez kaldigr)
igin,;

(dX,dX) = (d%, dX) + 2e(d%, dZ*)

ifadesindeki,
(dx,dx) ve (dX,dx*)

i¢ carpimlar1 da, koordinat dontistimlerine kars1 degismezdir. O halde, bunlarin orani,
regle yiizeyin en basit birer diferansiyel degismezidir (Hacisalihoglu, 1983).
Tamm 5: X = ¥(t), ||X]| = 1, t € R regle yiizeyinde, X(t) ve X(t + dt) komsu

ana dogrulari arasindaki dual ac1, d® = d¢ + ed@” olmak lizere,

biyiikliigiine bu yiizeyin X(t) ana dogrusu boyunca dagitma parametresi veya drall’1
denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tammm 6: Komsu ana dogrulart kesisen regle yiizeylere torslar veya acilabilir
yiizeyler denir.

Torslar i¢in drall’in sifir olmasi bir karakteristiktir. Zira,

d de*

L-% _ 9 5 de' =0

dir. Bu ise, X(t) ve ¥(t + dt) ana dogrularinin kesismesi demektir. Drall’in bu tanimi
silindirler icin gecerli degildir. Drall’1 sifir olmayan bir regle yiizeyde komsu ana
dogrular aykiridir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 7: X = X(t), ||X]| = 1, t € R regle yiizeyinde, X(t) ve X(t + dt) komsu
ana dogrularin ortak dikmesinin, X(t) ana dogrusu iizerindeki ayagina, merkez noktasi
veya bogaz noktasi veya sitriksiyon noktasi denir. Bu noktalarin geometrik yerine ise

bogaz cizgisi veya sitriksiyon ¢izgisi denir (Hacisalihoglu, 1983).
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Verilen bir regle yiizeyde, biitiin ana dogrular1 kesen bir (C) egrisi yiizeyin
dayanak egrisi (Referans egrisi) olarak anilabilir.

Tamm 8: ¥ = X(t), ||X]| = 1, t € R regle yiizeyinde, X¥(t) ve X(t + dt) komsu
ana dogrularin1 dik kesen egriye, regle yiizeyin ortogonal ydriinge egrisi denir

(Hacisalihoglu, 1983).

2.5.3. Kapali regle yiizey ve integral invaryantlar

Bir H/H’ kapali uzay hareketinde, hareketli uzay1 temsil eden {P; vy, v, v3} ii¢
ayaklisinin bir,

7 =7(), 7({t+2m)=7(t), teR

kapali egrisi lizerinde hareket ettigini varsayarsak, H uzaymin tespit edilmis bir
dogrusu, H' - uzayinda bir kapal regle yiizey gizer. Ornegin, ¥; — dogrusunun ¢izdigi
kapali regle ylizey lizerindeki bir noktanin yer vektoriinii X ile gosterirsek, bu ylizeyin
denklemini,

x(t,v) =7(t) +vv,(t), t€ER

X(t + 2m,v) = x(t,v)

S (25)

vl =1
ile verebiliriz. ¥; vektoriine bu kapali regle yiizeyin doguram denir (Hacisalihoglu,
1983).

Sekil 2.7. Kapali r(t) egrisi boyunca olusan V,-kapal regle yoriinge yiizeyi
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Burada v;- dogrusu, kapali regle yiizeyin ana dogrusunu, 7 = 7(t) kapal1 egrisi
de dayanak egrisini gostermektedir. ¥;- dogrusunun ¢izdigi kapal regle yiizeyi (v,) ile
gosterirsek, (¥;)- kapali regle yiizeyinin bir P; noktasindan gegen ortogonal

yoriingesinin diferansiyel denklemi;
(dx,7,) =0, |1l =1

dir. Burada (25) ifadesi kullanilarak,
dv = —(d7, V,)

bulunur.

Tamm 9: Bir X(t, v) = 7(t) + v, (t) kapali regle yiizeyi i¢in,

e:f@: —3€<df,51>

biiyiikliigiine bu kapali regle yiizeyin agilim uzunlugu denir (Giirsoy, 1990).

Bu tamim bize, v;- ana dogrusunun, 7 = #(t) kapali egrisine dayanarak kapali
regle yiizeyi gizdiginden, kendi dogrultusunda ¢ = ¢ dv kadar ilerleyerek ilk konumu
ile ¢akistigin1 gosterir. Bu nedenle, v;- ana dogrusunun bir P; noktasindan baslayan
ortogonal yoriinge, bir periyot sonra ayni v;- ana dogrusunu P; den farkli bir P,
noktasinda keser. Ortogonal yoriingeler, ¢ikis noktasindan bagimsiz oldugundan, £
acilim uzunlugu kapali regle yiizeyler i¢in bir integral invaryantidir (Gtirsoy,1990).

Simdi (v,)- kapali regle yiizeyi i¢in, ikinci bir integral invaryanti olan agilim
acis1 tanimlansin.

Tamm 10: (¥,,73)- diizleminde bir birim vektorti,

My, = cosQU, + SinQvs,
olarak secelim.n; dogrusu, kapali hareket esnasinda yilizeyin P noktasindan gegen

ortogonal yoriingesi boyunca bir tors (agilabilir yiizey) ¢izsin. Yani torsun denklemi,

T=%+oi, weR
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Sekil 2.8. Kapali Regle yiizeyin bogaz ¢izgisi ve a¢ilim uzunlugu ve agilim agisi

olsun. Ayrica bu torsun dayanak egrisi X(t) igin ortogonal yoriinge olma sarti,

(di,v1) =0
saglansin. n;- dogrusu bu kosullar1 saglamak tizere kapali hareketi esnasinda, hareketin
bir fonksiyonu olarak degisen ¢ agisinin bir periyotluk siiredeki toplam degisme
miktarina (¥;)- kapali regle ylizeyinin agilim agis1 denir ve,

Ap, = $dv
egrisel integrali ile belirtilir (Giirsoy,1990).

)

Sekil 2.9. B(t) Bezier egrisinin birim dual kiire iizerine projeksiyonu olan B(t) egrisi



17

2.6. Egri ve Yiizeyler Icin Egrilikler

2.6.1. Diizlem egrilerde egrilik

Tamm 11: a(t), I = [a,b] araliginda tanimli, istenilen mertebeden tiirevlenebilir
bir parametrik egri olsun. Eger, her t € [a,b] i¢in o (t) #0 ise a(t) parametrik egrisine
regiilerdir denir. Eger her t € [a,b] i¢cin Hoc'(t)H =1 ise a- ya birim hizh denir.

Tammim 12: I = [a,b] araliginda taniml, siirekli ve tiirevlenebilir bir  oft)

parametrik egrisi i¢in, yay uzunlugu,
b
/() = j Jox' (1)) ot

ile tanimlanir. to € [a,b] olmak ilizere, to dan itibaren t nin artan degerlerine karsin, o

parametrik egrisinin yay uzunlugu fonksiyonu u € [a,b] olmak iizere,

s, (t) = j”a(u)udu (26)

ile tanimlidir. Sa(t) - nin aldig1 degerler [0, Sa(t)] araliginda degismektedir.
Acikca goriilebilir ki,

d . .
£SO =5.0 =[a'®]

dir. [o'(t)|=0  oldugundan S,(f) fonksiyonu monoton artan bir fonksiyondur.
Dolayisiyla tersi mevcuttur. Bu  ters fonksiyon, ou(t)  parametrik egrisi i¢in

s€]0, Sy ()]  elemanm t= t, (s)e[a,b]  elemanina doniistiiren bir parametre
doniigiimiidiir. Boylece, S, (t) ve t_(S) ters fonksiyonlar olduklarindan, t,(S,(t))=t

ve S, (t,(S))=S elde edilir. Bu sekilde elde edilen t= t (S) parametresine yay
uzunlugu parametresi denir. Bir o(t) parametrik egrisi, s yay uzunlugu parametresine
gore B(s)=al(t,(s)) bi¢iminde yeniden parametrize edilebilir [28, p.11-12].

Bir a(t) parametrik egrisi iizerinde Frenet catis1 denilen { T, N, B } catis1 insa

edilebilir. T(s) ve N(s) vektorleri, sirasiyla ot) nin birim teget ve birim asal normal
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d
vektorleri  olsun. <T(S),T(S)> =1 oldugundan tiirev alinirsa, <T(S),£T(S)> =0 elde
edileceginden diT(s) , T(s) vektoriine dik ve N(s) vektoriine paralel olur. Boylece,
s
d
ET(S) = k(S)N(s) (27)

1
yazilirsa, «(s) Ye, o nin verilen s(t) noktasindaki egriligi denir. —— ifadesine de o nin

K(s)
s noktasindaki egrilik yarigap: denir. Bir parametrik egrinin herhangi bir noktasindaki
egriligi, egrinin yay uzunluguna gore o noktadaki tegetinin donme hizidir. T(s) birim
teget vektoriliniin t parametresine gore tiirevi alinirsa, zincir kuralina gore,

d d d d
5 T(5(0) =T (3(0) -5() = (1) - S(ON (s(1) (28)

dir. o egrisi, a(t)= (x(t),y(t)) olarak alindiginda t ye gore tiirevi o (t) = (X'(t),y' (t))

olur. Boylece,

d : . .
250 = @] =|(x )"+ (y O
dir. Bu ifadeye v(t) denilirse ve (28) ifadesinde yerine yazilirsa,

ST (1) = k(OVON(Y)

elde edilir.
Teorem 8: C(t) = (X(t), y(t)) regiiler diizlem egrisinin egriligi,
dx(t) d®y(t) _ d*x(t) dy(t)
k(1) =0t d  d  dt
]

dir (Incesu, 2003).

2.6.2. Uzay egrilerinde egrilik ve torsiyon

C(t)= (X(t), y(t), Z(t)) , 1 =[a,b] araliginda taniml1, regiiler bir parametrik uzay

egrisi olsun. Diizlem egrilerde oldugu gibi C(t) egrisi, C(t(s)) bigiminde yay uzunlugu
parametresine gore parametrelenip birim hizli yapilir ve C(t(s)) Tlzerinde {T,N,B}

catisi insa edilirse,
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e

()=

ds
d d
=T el
ds ©) _Gds
d K
—T

as (s)

C(s)

T(s)

N(s) =

B(s) = T(s) x N(s)
biciminde ifade edilebilir. Burada, B(s), egrinin binormalidir ve <T(S), B(S)> =0
oldugundan s ye gore tiirev alinirsa,

(T'(5),B(s))+(T(s),B(5)) =0
dir. (27) ifadesinden

(k(S)N(s), B(s)) +(T(5), B'(s)) =0
ve <N(S), B(S)> =0 oldugundan,

(T(s),B(5))=0
elde edilir. Boylece, B (s), T(s) ye dik olur. Ayrica B (), B(s) ye de dik olacagindan

B (S), N(s) yéniinde olacaktir. Bu durumda,

9 B(s) = (s)N(s)
ds

oldugu goriiliir. Burada (-) isareti s nin artan degerlerinde binormalin dénme yoniinden

kaynaklanmaktadir. Yani, dEB(S) , N(s) vektoriiniin ters yoniindedir. Boylece,
S

() = H% B(s)

ifadesine C(t) parametrik egrisinin bir s(t) noktasindaki torsiyonu (burulmasi) denir.

Bu ifade ile de anlasilacagi gibi, bir parametrik egrinin herhangi bir noktasindaki

burulmasi, egrinin yay uzunluguna gore o noktadaki binormalinin dénme hizidir.
Boylece toparlarsak, T, N ve B vektorlerinin s parametresine gore

tiirevlerini formiillestirirsek,
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T =xN
N =tB—«T
B =—N

bigiminde ifade edebiliriz. Bu formiillere Frenet- Serret formiilleri denir. Bu formiiller,
1851 de Serret, 1852 de de Frenet tarafindan verilmistir (Weathernburn, 1984).
Teorem 9: C(t) regiiler bir parametrik egri olsun. Bu takdirde,

9ot C(t)H <(dtca)x 4 e )j & c<t)>
T=

H | |

d d2
aC(t) —C(t) 2 CO
T= H ., B= ve N=BxT

d
—C(t L
m (t) dtC(t) e C(t)H

HC(t) —C(t)

dir.
Ispat: Marsh (1999).

2.6.3. Dual kiiresel egriler

X (t,v) regle yiizeyi

X(t,v) = x(t) + vy(t)
bi¢iminde verilmis olsun. Eger y(t),R3 de herhangi bir sabit vektdr ise bu durumda
X(t,v) yiizeyi bir silindir ifade eder. Genel anlamda eger y(t) sabit olmayan bir vektdr
ise bu durumda X(t,v) yiizeyi bir regle yiizeyidir. Burada y(t) egrisi X(t,v)regle
yiizeyinin direktor egrisi olarak verilsin. Boylece her t € R i¢in regle yiizeyi olusturan
hareketli dogru y(t) ile ayni1 yone sahip olur.

Buna gore X(t,v) regle yiizeyine E.Study teoreminin ters karsihigi olarak

y(t)
ly @Il

karsilik gelen U(t) kiiresel egrisinin reel kismi dir. Eger X(t, v)regle yiizeyine

E.Study teoreminin ters karsilig1 gelen U(t) kiiresel egrisini

U(t) = u(t) + eu*(t)
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y(t)
ly @Il

teoremine gére u*(t) vektorii regle yiizeyin dayanak egrisi olan x(t) ile reel kisim

bi¢iminde ifade etmis olsaydik hi¢ siiphesiz ki u(t) = olurdu. Ayrica E.Study

u(t)nin vektorel carpimi olacagindan kiiresel egri

7 _ y(t) y(t)
U =0 Te (x OrZon )

bigimindedir (Incesu, 2022).
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3. ARASTIRMA SONUCLARI VE TARTISMA

3.1. Dual Uzayda Bezier Egrileri

Dual uzayda Bernstein taban polinomlarinin ifadesini Samanci (2015, 2017)
vermistir. Incesu (2022) de Dual uzayda Bezier egrileri ve birim dual kiire iizerine
projeksiyon egrileri, reel parametreye bagli olarak yani t* = 0 durumunda verilmistir.
Bu c¢alismada parametre keyfi dual degisken alinarak Bezier egrileri ve bu egrilerin
birim dual kiire lizerine projeksiyonlar1 ¢alisilacaktir. Ayrica kiiresel Bezier egrilerinde

Blashke cat1 da ifade edilecektir.

3.1.1. Lineer Dual Bezier Egrisi

Kontrol noktalar1 Py = P, + eP; ve P, = P, + €P; olan (P;eR3,i = 0,1) lineer

Bezier egrisini géz Oniine alalim.

Py, = P, + €P;

t =t + et*eD olmak iizere te[0,1] ve t*eR anindaki Bezier egrisinin vektorel

ifadesi
B(t) = Py + tPo Py
olur. Dual degisken acildiginda bu ifade

B(t +et*) = By + (t + et*)PyP,
Py + (t + et™) [P, — By
Po[1—(t+et)] + (t+et*).P; (29)
=Py(1—t—et)+ (t+et*).P;
B B!

olarak tamimlanir. Eger £ = Oise B(t) = B(0) =P, ve t = 1ise B(t) = B(1) = P,

B(®

oldugu goriiliir. (29) ifadesi agildiginda
B(®) = (1 —(t+ et*))(Po +ePy) + (t + et™)(Py + €P;)
=[(1 =Py + tPy] + [((1 — )P§ + tPy) + t* (P, — Py)]
=B(t) + &(B () + t*(P, — Py)) (30)
seklinde oldugu goriiliir. Burada B(t), kontrol noktalari P, ve P; olan lineer Bezier

egrisi, B*(t) ise kontrol noktalar1 P; ve P; olan bir lineer Bezier egrisi olur. Ayrica
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1—t=(—-t—et") ile t +et* =t ifadeleri de swrastyla Bi(£) ve Bi(f) ile ifade
edilen dual Bernstein taban polinomlaridir.
3.1.2. Dual Kuadratik Bezier Egrileri

Kontrol noktalar1 Py = Py + €P; , P, = P, + €P;, P, = P, + €P; olan Kuadratik

Bezier Egrisini elde edelim

Sekil 3.1. Kuadratik Dual Bezier Egrisi

t = t + et*eD olmak iizere (te[0,1] ve t*eR) bir t aninda bir 6nceki boliimden,

Qo=(1—f)ﬁ0+£ﬁ1

(31)
Q1= (1-£)P, + P,
yazilabilir. O halde Kuadratik Bezier egrisi t aninda
é(f) =(1- f)Qo + £Q1 (32)
yazilir. Agildiginda ise
B(t) = (1 —-10)%P, +2(1 - DtP, + £2P, (33)

yazilir. Bu ifadeler Reel ve Dual kisimlarina ayrildiginda,
B(®) = B(t + t*)

=(1-1£)2?P, +2(1 - O)tP, + t%P,

=[(1—-8)? +e(—=2(1 = Ot)](Py + ePy) + [2(1 — )t + e(2(1 — O)t* —
2tt)(Py + ePy) + [t? + e2tt*]|(P, + €Py)

=[(1 = )Py + 2(1 — DEP, + £2P,] + e[((1 — £)?P5 + 2(1 — )P} +
t2Py) + t*(—2(1 — t)Py + (2 — 4t)P; + 2tP,)]

= [(1—t)2Py +2(1 — )tP, + t2P,] +

e [((1 = 0)2P; +2(1 = O)tP; +t2P5) + 26" (P = Po) +t((P, = P) — (P - P)))|  (34)

oldugu goriiliir.
Dikkat edildiginde bu ifade
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B(®) =B(t) + ¢[B*(t) + 2t* (AP, + t(AP, — APy))] (35)
olarak degerlenebilir. Burada B(t), Kontrol noktalar1 Py, P;, P, olan B*(t), Kontrol
noktalar1 P, P{, P, olan reel Bezier egrileri AP; = P;,; — P; dir.

Burada (35) ifadesinde gegcen AP, + t(AP; — AP,) ifadesi kontrol noktalari
APy ve AP; olan bir lineer Bezier egrisidir ve B;,(t) ile gosterilirse Kuadratik dual

Bezier egrisi
B(8) = B(t) + & (B"(t) + 2t'B1(1)) (36)

ile ifade edilebilir.

3.1.3. Kiibik Dual Bezier Egrisi

Kontrol noktalar1 Py = Py + &P , P, = P, + eP;, P, = P, + eP; ve P; = P; +

€P; olan kiibik dual bezier egrisi yukarida oldugu gibi
B(t) = (1—-1)3P, +3(1 — £)%tP, + 3(1 — D)t?P, + t3P;, (37)

biciminde yazabiliriz. Bu ifade a¢ildiginda,
B(®) =B(t+et”) =[(1—-1t)3Py +3(1 — t)?tP; + 3(1 — t)t?P, + t3P5] +
e|[(1— 3P +3(1 — 2P +3(1— )2P; + £3P5] +

3¢°[(1 = 02[P, = Po] +2t(1—0)[P, = P+ [P, = Po]]]  (38)

olarak yazilabilir. Yine dikkat edildiginde (38) ifadesi
B(H) =B +¢ [B*(t) +3t* (BZ,A(t))] (39)
bi¢ciminde yazilabilir. Buna gore kiibik dual Bezier egrisi, dual ve reel kisimlarma
ayrildiginda B(t), kontrol noktalart Py, P;, P,, P; olan ve B*(t), kontrol noktalari
Py, P{, P;, P3 olan kiibik reel Bezier egrileridir. B, 5(t) ise kontrol noktalar1 APy, AP; ve

AP, olan (AP; = P;,, — P;) Kuadratik Bezier egrisidir.

3.1.4. Genel Bezier Egrisi

Yukaridaki metod genisletildiginde kontrol noktalar1 Py = Py + P , P, = P, +
eP;, P, =P, +¢€P;,........ , B, = P, + £P; olan dual n.nci derece Bezier egrisi
B(® = XL, B (DP; (40)

bi¢iminde ifade edilebilir. Burada Ein (f), dual Berstein taban polinomlaridir.
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BME) = (Ma-omit, o0<i<n
l 0, diger
bi¢imindedir. Bu ifadeler (40) ifadesi agildiginda ve reel ve dual kisimlara ayrildiginda

B(t) = X" BMD)P; + e[Y o BM)P; + nt* Y4 B 1 (t)AP;]

= B(t) + €[B*(£) + nt*Bir_1)a(t)] (41)
seklinde yazilabilir. Burada
B(E) = (Ha -t 0<i<n
' 0, diger

bigimindeki Bernstein taban polinomlari, P;, P/eR3, te[0,1],t*¢R AP, = Pi; — P;
dir.

Bn-1)a(t) de kontrol noktalart AP,, ... ... AP,_; olan (n-1). dereceden Reel
Bezier egrisidir.

Teorem 10: B(f) = B(t + €t*) egrisi n.dereceden Dual Bezier egrisi olsun.

(Kontrol noktalart Py = Py + eP; , P, = P, + €P;, ...........P, = P, + €P; olan) Bu
takdirde
i) B|,_, =Po+eP;s =Py (42)
i) B|,._, = B(t) + eB*(¢) (43)
iii) B|t=1 =P, +e(P; +nt*AP,_,) = P, + ent*AP,_, (44)

dir. Burada AP,,_, = B, — P,_, dir.

Ispat: Bezier egrilerinin son nokta interpolasyon ozellikleri dikkate alindiginda
yukaridaki esitlikle ¢ok kolayca goriiliir.

Burada dikkat edilmesi gereken bir husus ii) sikkinda verilen ifadeyle t*=0
durumunda Dual Bezier egrisinin Incesu (2022) de verilen reel degiskenli dual Bezier
egrisiyle cakistigidir.

Teorem 11: B(f) n.dereceden dual Bezier egrisi olsun. Kontrol noktalar1 da

P, =P, + &P}, (i =0,.......n) olarak verilsin. Bu takdirde

dir. Burada 13i(1) =n(P;, — B dir.

Ispat: Reel Bezier egrilerinde oldugu gibidir.
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Teorem 12: B(f) , kontrol noktalari P; = P; + &P (i =0,.....,n) olan n

derece dua Bezier egrisi olsun. Bu takdirde
B'(&)= B'(t) + (B (&) + 'B"(1)) (45)
dir. Burada B(t), kontrol noktalari P;ler olan, B*(t)de kontrol noktalar:t P;" olan

n.derece Reel Bezier egrisidir.

n-—1
B'(H) = ) BrAY
=0 1 1 1
=B @RV +BITORY + B ORD
=[1 =" n(P, - B) + (n— DA - D" 2)n(P, — Py) + -+
i in(B, — Py_q)
=n[(1 = )" '+ (=&t (n — DA - )" H](P, — Py) + e(P; — Py)
tnf(n— DA - )" 2t + et [-(n— D —-2)(A - )" 3¢+

n—1D)A-6)"2]|(P,—P) +eP; —P))+ -+ n[t"t+
et’(n— D" 2](B, — Poy) + (B — Ppy)

=n[(1-)" P, —Py) + et [-(n—1D(n—-2)(1— )" 3t +

(n— 1A -2, — P)]] +nl(n — DA — )" 2e(P, — Py) +
e[(n—DA - 2t(P; = PO+t [((n-DA-)"*- (n—
Dn—2)A - 0" 3P, = P)] + - +n[t" (B, — Pyoy) +
S(tn_l(Pﬁk —Pi_ )+t (n—Dt"3(B, - Pn—l))]

= n[(1 = " (P, — Po) + (n = (1 = " 2t(P, — Py) + -+
(" (B = Po-p)lne [[(1 = 0" (P = P3) + (n = 1D(A — 0" 2P —

PP+ -+ t" (B — Pi_ D]+ t[—(n— DA — )" 2(P, — Py) +
(n—-DA-)"2—m—DMn—-2)A—6)"3t)(P, — P) + -+

(n—Dt"2(P, - Pn—l)]]
= [B(r)l_lpo(l) + B{l_lpl(l) + -+ BTTZ—:%PTSi)l]
+& [(Bg—lpo*(l) + B?—lpl*(l) + ot Brrll:llpggll)) + t*(Bg_ZPO(Z) 4t
- 2
B3R
B({®)=B'"(t)+¢ (B*’(t) + t*B”(t))

elde edilmis olur.
Teorem 13: Kontrol noktalar1 P; = P; + &P}, (i =0, .......n) olan n.derece

dual Bezier egrisinin ikinci tiirevi
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@ (B@®) &
_\ 5@ pn-2.7
—ar z PV BI2(1)
=0
dir. Burada
131(2) == n(n - 1). (ﬁl’_l_z - Zﬁl’+1 + ﬁl)
=n(n—1). [(}}2 - Pitl) — (Piy1 = P)]
=n(n — 1).[AP;, — AP dir,
(8, = Bys — By
Ispat: Reel Bezier egrilerinde oldugu gibidir. Incesu (2003)
Teorem 14: B(f), Kontrol noktalar1 P; = P; + £P; olan n.nci derece dual Bezier

egrisi olsun. Bu takdirde

B'(t=t+et?)

t=0,t'=0 n(P; — Py) = nAP, = P;

=n(P, — Py) + et*(n(n — 1)(AP, — AP)))
=nAP, + et*PO(Z) = Po(l) + et*PO(Z)

B'(t=t+et?)

t=0,t"eR

B'(t=t+et") = n(P, — Py_1) = AP,y = P

t=1,t"=0

= n(Pn g Pn—l) + Et*(n(n = 1)(Apn—1 - APn—Z))
=nAP,_; + et*P?), = P + et P?),

B'(t=t+et?)

t=1,t*eR

Burada; AP, =Py — Py, P =n(Puy—P), PP =n—1)(Puz — 2Piss + P)
dir.

Ispat:

B'(®) = B'(t) + €[B*'(t) + (n — Dt*B ,_ s (1]
oldugundan gerekli kosullar verildiginde ispat tamamlanir.

Sonu¢ 1: B(£), Kontrol noktalar1 P; = P; + P} olan n.nci derece dual Bezier
egrisi olsun. Bu takdirde

B"(t) = B"(t) + ¢[B*"'(t) + t*B""(t)]

Sonug¢ 2: B(f), Kontrol noktalar1 P; = P; + P} olan n.nci derece dual Bezier
egrisi olsun. Bu takdirde

B™(#) = B(t) + £[B* () + t*B™@D(1)]
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Teorem 15: B(f), Kontrol noktalar1 P; = P; + £P; olan n.nci derece dual Bezier

egrisi olsun. Bu takdirde

P 2

i) B"®I,_, .o = B

o A n 2

i) B"®),_, . = B

ann Srrre _ 2 *(2 * 3

i) B ()|, _ -en™ P + e[PO( )+ t°P )]

- 5117 2 *(2 * 3

V) B"®,_, jocn = P® + e[Pnfz) +t Pn(_)3]
dir.

Ispat:

Bezier egrilerinin son nokta interpolasyon ve son nokta teget ozellikleri

kullanilarak ispat kolayca goriiliir.

3.2. Dual Bezier Egrilerinde Frenet Catisi

B (%) Kontrol noktalar1 P; = P; + eP;* olan dual Bezier egrisi olsun. Bu takdirde
herhangi bir £ = t + et* noktaninda egri iizerindeki Frenet-Seret ¢atisini insa edelim.
T,N,B dual Bezier egrisi iizerindeki dual Frenet vektor alanlari olmak iizere

{T, N, l?} ticllistinii olusturalim. Bunun i¢in

- B’

T =—
18|

O halde

N B’+s(B*'+t*B”)

T= [] ! 17
|B' +e(B*' +t*B")||

olacaktir.

P = B B 4 [B*'+t*B” (B' B* +t*B'") ,]

871 1Bl 1B IIB"]3

olarak ifade edilebilir. Benzer sekilde Binormal vektor alani

B'xB"

f/B YN
1B">B"|

olacagindan, binormal vektor alani
(B’+s(3*’+t*B”))x(B”+s(B*”+t*B”’))

|(B"+2(B*" +t°B'"))x(B"+&(B*"" +t*B"") |

=)

olur. Bu ifade acildiginda pay kismi
(B'xB")+¢[B*' xB" + B'xB*" +t*B' x B""]



olacagindan birnormal vektor alani:

(B*’+B”+ B’xB*”+t*B’><B”’)

B BB 188"
||B,><B”|| ((B’XB”),(B*’XB”+ B'XB*”+t*B'><B”’))
- —— .B" x B"
1B"xB" I3
olur. I¢ ¢arpim hesaplandiginda,
(BI X B”,B*I X BII> — (BI’B*’)<BH’BH> _ <B,,B”)<B*I,B”)
(BI X B”,BI X B*”) — (B’,BI)<B”,B*”> _ (BI,B*,,><B’,B,’)
t*[(BI X BII’BI % BIII)] = t* [(BI,BI><BII'BIII> _ (BI'BIII><BI’BII>]

esitlikleri hesaplanir. Yerine yazildiginda binormal vektor alani

~ B'xB'’
B = e
(B*' xB" + B'xB*" +t*B' xB"")
IB" x B"||
[(B",B*)IB"|I* + (B",B*")IB'|I> — (B',B")({B", B*"") + (B*", B""))]
+¢ B 1B’ x B"||3 .B' x
I t*(II1B'II*(B",B"") — (B",B"}B'B"")) I
| 1B % B"||? |
olur.
N=BxT

B'xB" B
= Bl DI X [ Y ]
LIB"xB"|| 1Bl
(B’+8(B*’+t*B”)>X<B"+8 B*”+t BIII

__H(B’+s(B*'+t*B”)) (B"+s(B*”+t B”') ||] [”

B +£ B "yt B")) ]

B +e(B*' +t* B"))”

B*'xB" +B'xB*"' +t*B'xB'"!
( B'xB"! ) n IB'xB""||
= e —— &
IB'xB"|| ((B’xB”),(B*’xB”+B’xB*’+t*B’><B”))
_ Bl X BII
IB'xB""||3 '
% BI + c [B*’+t*BII (B’,B*"Ft*B”) B,]
1Bl 1Bl [1B']13 '
(B'xB'")xB'
I1B"<B"||.IIB"|l
[(B'xB")x(B*'+t'B")  (8',5*'+¢"B") ((B' x B") x B’)-
(1B <B""||.IIB'|l IB'II31IB"<B"||
te [B*’xB”+B’><B*”+t*B’><B”’]><B’

IB"+B""|.IIB']|

((B'xB""),(B*'xB" +B'xB*"+t'B'xB""))
IB'IlIB"xB""||3

(B'xB")x B'|

BII




_ (B,,B’)B”—<B,,B”)B,
~ lIB'IB'*B" |
(BI,B*’)BII_(B*”BII)BI_'_t*[(BI‘BII>BII_(BII‘BII)BI] R
IB"<B"|I.IIB|
((BI’B*’+t*BII))[(BI‘BI)BII_(BII‘BI)BI]
a 1B/ 111" xB"|
te «I I\l 11 plyp*! I p\p*!! PN I AT I pI\pl!! 1" !
+(B ,B"\B"—(B"' B")B*"+(B',B")B*""—(B*",B")B"+t*((B',B")B""'—(B""",B")B")
IB'<B"|I.IIB |
[(B'xB"),(B*'xB" +B'xB*"" +t'B'xB"" )| = I
| IB'xB""|I3.IIB'|I ((B ,B >B - (B ,B )B )_

olarak bulunur.

Dual egrilik ise asagidaki gibi elde edilir:

~ _ ||B"'<B"|
AT
X ||[B’+e(B*’+t*B”)]><[B”+e(B*”+t*B”’)]||
K= .

B3
. ||B"xB"+e(B'xB*"" +t*B'xB""+B* xB" ||
K =

&(B' B*' +

IB"(13+3&(B',B*' +t*B'")

(B'xB"" B'xB*'' +t*B'xB""" +B*'xB'")
|[B"xB""]|
|B'||3+3&(B',B*' +t*B'")

2
__|IB'xB"||" +&(B"xB"" ,B'xB*"" +t*B'xB""' +B*'xB'")
IB"xB""||[|IB']I3+3&(B’,B*' +t*B'")]|

1 pxl | oxplr
=L [”;”3 — e XETE PN [|IB X B |17 + (B’ x B",B' x B + t'B' x B" + B X B")]

|B'xB"||+&

~ _ |IB"’xB"||
B3
(B'xB"" B'xB*"" +t*B'xB"""+B*'xB"")y  3||B'xB"|| B B g
+ IB"xB""|LIIB"||3 TG (B',B™ + t"B")

Dual torsiyonu bulabilmek i¢in 6ncelikle su ifadeyi bulalim:

det(ﬁ’, BIIIEIII)

= det|(B' + (B +¢'B")),(B" + (B +¢*B™)),(B" + (B + t'B"))|

— det(B’,B”,B,”) +

+ée[det(B*',B",B"") + det(B',B*"B"") + det(B’,B",B*"") + t*det(B’,B", B'")]
bulunur. O halde dual torsiyon ise

det(]?',t?”,ﬁ'”)
1B'xB""||?

det[(B’,+s(B*’+t*B”)).(B”,+e(B*"+t*B”’)),<B”’,+e(B*”’+t*B"’))]

- (8 +e(B +e25"))x(B" e +25") |

T=

30
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[ det(8',8" """ )+det(B' B*"" B""") |
det(B',B"",B""")+¢ ,
+det(B*' B B""")+t"det(B' B" BV

1B/ xB"" +2(B'xB*""+B*' xB!"+tB'xB"") ||
( 1 pr! u/) det(B"B”;B*,”)+det(B B*”BHI)
det(B ,B"",B +&

+det(B*' B B""")+t"det(B' B" BV

2
(8'xB"" ,B'xB*'" +B*'xB'" +t*B'xB'"")

[[B"<B'"||+& [B"B""]|
f _ det(BI’BII'BIII) +
©IB'xB"||2
[ det(B’,B”,B*”’)+det<(B’,B*”,B”’)) ]
| +det(B*' B B""")+t"det(B' B" BV |
te| EECHE |
Zdet(B B”B”’) ’ " opt *I1 *! 17 * 177 J
l TR ————— 2(B"XB",B"XB*" +B* XB" +t*B' xB'"")
elde edilir.

Bunlarla birlikte asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 16: B(f) = B(t) + S(B*(t) + t*B’(t)) egrisi, kontrol noktalar1 P; =
P;+¢eP; (i=0,..n) olan dual Bezier egrisi olsun. Bu taktirde { =t + et* eD
noktasinda egrinin Frenet vektor alanlari {'T", N, ’E} ve dual egrilikleri {&, 7} asagidaki
gibidir:

a) Dual Teget Vektor Alan,

_ B B +t*B"” (B’ B* +t*B") _,
T = + — — =B
(] 1B/l 1B/l

b) Dual Binormal Vektor Alani,

_ BxB
15 >5"]|
[ (B*'xB"+B'xB*"' +t*B'xB"") 1
1B"<B"||
)”B’||2—(B’,B”)((B/,B*”)+(B*’,B”))]

N

[(B’,B*’)||B”||2+<B”,B

|
te IB"<B" | |
t*(”BI||2(BII'BIII)_(BI'BII>(B/BIII)) Jl

IB"xB" |3

I
e

¢) Dual Normal Vektor Alani,

_ (B’,B,)B”_(B’,B”)B’
~ IB'lIB"xB"||

=)
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- (BI'B*’)BII_<B*”BII)BI+t*[(BI‘BII>BII_<BII’BII)BI] R
1B xB"|.IIB||
((BI’B*’+t*BH))[(BI‘BI)BII_<BII‘BI)BI]
te IB"II3.IB"<B""||
+ (B*”BI)BII_(BII,BI)B*’+<BI‘BI)B*”_(B*”’BI>BI+t*((BI‘BI)BIII_(BIII’BI>BI)
1B xB""|L.I|B|l
[(B'xB"),(B*'xB"+B'xB*""+¢'B'xB"" )| Yo
L 1B'<B" %1 (B',B)B" = (B", B)B")]
d) Dual Egrilik Alan1
/ r
o _ l'xe"]
B ,
te (B'xB"',B'xB*""+t*B'xB"""+B*'xB'")y  3||B'xB"!|| (B’ B*'+t*B”)
I1B"xB""|.IIB"|I3 B’ ¥’
e) Dual Torsiyon Alani
% _ det(BI'BII,BIH) i
~ lIB'xB"|I2
det(B’,B”,B*”’)+det((3’,3*”,3”’))
+det(B*' B B""")+t"det(B' B B'")
+

2det(B’,B”.B'”) (BI % BII’BI X B*” + B*’ x B" + t*B’ X BIII)
I1B"<B'" ||

| |
| |
EI CECHE I
- |

dir.

3.3. Dual De Casteljau Algoritmasi

Reel Bezier egrilerinde oldugu gibi dual Bezier egrilerinde de herhangi bir £, =
to + ct; eD noktaninda Del casteljau algoritmast uygulanacak B(f) egrisine

subdivision uygulanabilir. Bunun i¢in agsagidaki gibi bir algoritma uygulanabilir.

PO=P, PY=P, PBY=P, .. P = B,
P P P; Pr s
p? p?.. P2,
P
pJ — Npi-1 4 ppi-t
Fr=0-0F " +th,

seklinde yazilabilir. Bu sekilde elde edilen kontrol noktalarini reel ve dual kisimlarina

ayiracak olursak
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oldugu aciktir. Ayrica
Pt =@ -0P+tPY = [(1—1t) —et*](Py + eP}) + (t + et™)(Py + €Py)
=[(1—t)Py + tP] + e[(1 — )Py + tP] + t* (P — Py)
= P} +&(P*5 + t"APy)

Benzer sekilde

Pl = Pl + (P11 +t°AP)
P} = P} +&(P} +t*AP,)
P} = P} +e(P'3 +t*AP;)

devam edildiginde

Pl =Pl +e(Ph i +tAP, ;)
olur.

Burada kullanacagimiz bazi notasyonlari agiklamamiz gerekecek.

0 _ —

(AP); = AP, = P — P

(AP)} = (1 — t)AP; + tP;y;

(AP)} = (1 = (AP + t(AP)3
biciminde tanimlayabiliriz. Ayrica

A(P) = Py — P

Jj+i
olarak tanimlanir. Burada Pji noktalari, Reel Bezier egrilerinde tanimlanan De Castaljau

algoritmasi ile elde edilen kontrol noktalaridir.
Simdi dual De Castalijau algoritmas: i¢in ikinci basamak kontrol noktalarini
verelim.
P = (1— )P} + P}
= (1—t—et)[PE+e(P*o +t"APy)] + (t + et)[PL + e(P*1 + t*AP))]
=[(1 — )P + tP] + e[(1 — )P*g + tP 1] + t*[(1 — )APy — PE +
tAP; + P}]
=P +e[P*§ + t*((AP)} + A(PY))]
P2 = (1— £)B! + tP}
= (1—t—et)[PL+ (P +t"AP)] + (t + et)[P} + e(P*3 + t*AP,)]
=[(1 — )P} + tP}] + e[(1 — OP*] + tP*3] + t'[(1 — O)AP, + tAP, +
P; — P{]
= P2 +e[P*% + t*((AP)1 + A(PD))]
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P} =(1-1D)P} +tP}
= (1—t—et)[P}+e(P;+tAP,)] + (t + et)[P} + e(P*5 + t"AP;)]
=[(1 — )P} +tPi] + e[(1 — )P*; + tP*3] + t*[(1 — )AP, + tAP; +
Pl —p})
= PZ + ¢[P*5 + t*((AP)} + A(PY))]

Benzer sekilde
P2 =(1-D)P} +1tP}
= PZ +¢[P*; + t*((AP)} + A(PD))]
oldugu gortiliir.
Uciincii adimdan da bir iki 6rnek verelim.
P = (1— D)B2 + tP?
(1—t—et") [POZ +e (P*?, + t*(AP)S + A(Pg))]
4 (t+et) [Pf +e (P*f +t*((AP)] + A(Pll)))]
[(1— )P + tP?] + e[(1 — t)P*§ + tP*]]

T [0 = [P + ACPD] + t[(AP)! + APL)] + PZ — PE]
= P3 +e[P§ + t*((AP)2 + A(PD))]

P3 = (1—1)P? + P2
(1 —t—et)[PE+e(P]+ ¢t (AP +APD)]
(et er) [P2 e (PR (@R +APD))|
_ [(1— )P + tPZ] + e[(1 — t)P*] + tP*5]
+°[(1 = O[(AP)1 + A(P)] + (1 — O[AP) + tA(P;)] + P§ — PY]
= P} +¢[P*] + t*((AP)? + A(PD))]
elde edilir. Boylece genelleme yapabiliriz. Sonug olarak

Bl =P +e|P+tr (@) +A(RY))]
olarak ifade edilebilir. Bu sonucu asagidaki teoremle ifade edebiliriz.

Teorem 17: B(f), kontrol noktalar1 P, = P, + eP;* (i = 0, ....,n) olarak verilen
dual bezier egrisi olsun. Bu Bezier egrisine £ = t + et*eD noktasinda (te[0,1], t*€R)
dual De Casteljau algoritmas1 uyguladigimizda

PO = P, ve

Pl =a-Hp "t +tpl)!

i+1
noktalari elde edilir. Bu noktalar reel ve dual kisimlarina ayrildiginda
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SO g - 1
P{ =P +e (P i+t ((AP);. +A(P )))
olarak yazilabilir. Burada Pji reel de Casteljau algoritmasinin (P, ... B,) noktalarina

uygulanmasiyla elde edilen kontrol noktalart; P*Jl: ler de ayn1 algoritmanin (P, ... B;)
kontrol noktalarina uygulanmasiyla elde edilen kontrol noktalaridir. Ayrica te[0,1]
olmak iizere

0 _ -
(AP)} = AF; = Py — F,
(AP)j = A—OP +1tPyy
(AP), = (1 — )AP~' + t(AP)%] dir.
ve

A(P}) = Bl = Bf
dir.

Simdi bir B(£) egrisi verildiginde herhangi bir £, = t, + et; (to€[0,1], t;€R)
noktasinda egriye dual de casteljau algoritmasini uyguladigimizda sunu goriiriiz:

B(t) egrisi £y = to + et* €[0,1] x R S D bolgesinde tanimli bir egridir. Yani

tanim bolgesi,

Sekil 3.2. Dual Degiskenli Bezier Egrilerinin D deki tanim bolgesi

grafigi ile verilen bolgedir. £, = to, + et* noktasidna B(f) egrisine dual de cateljau
algoritmas1 uygulandiginda B(f) egrisi iki ayr1 parcaya béliinecektir. Bunlardan biri
Bsoi(), digeri Bggs(f) egrisidir. Bu egriler swrasiyla [0,t0] X R ve [to, 1] X R
bolgelerinde tanimli olacaktir. Her iki egriyi de [0,1] X R araliginda yeniden

parametrize ederek, B,,;(£), egrisinin kontrol noktalar1 dual de Casteljau algoritmast ile
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elde edilen {P,,Pg,P¢,...Py'} noktalari, Bg.s(f) egrisinin kontrol noktalari da

{130, 13{1_1, Isn} noktalaridir.
Teorem 18:B(t), kontrol noktalar {PO, pn} olan dual Bezier egrisi olsun. Bu

egrinin teget vektor alaninin 6zel konumlart agsagidaki gibidir.

- AP, AP (APy,APE)
a) T . = +e[ - AP
) |r=o,r =0~ [1APll NN
~ APy, _ AP} _ (APy_1,AP_1)
B) T|,_, oy = it g [ 2oL ConcnfPumi) pp ]
t=1,t"=0  |[|[APp_4]| (AP 1]l |AP,_1]|
AP6‘+t*(n—1)[AP1—AP0]
A AP lAPo ||
T = . AP
c) |1:=0, t'eR  ||AP|| te (AP, APg+t* (n—=1)[AP;—APy]) O
lAPy |3
Ty _ APp_q

t=1,t*e€R  ||APp_1]l
APy _1+t*(n—1)[APy_1 —APy 5]

d)
APyl
R _ (APn_l,AP,’fL_l+t*(n—l)[APn_l—APn_z](n—l))APn_l
. lAPL_4]13
N _ (aP)}
€) T|f=t0+et;; BNTTONSH
APHF+t*(n-D)[(AP)F1-(aP)}]
[[GYH] n
i _{@P)3,(AP)F+t" (n-1)[(AP)} T = (AP)E])’ (AP)s
[[EHE

dir. Burada AP, =P;,4 —P; AP/ =P’ ,—P}; Pij ve P{ noktalar1 da Kontrol

L

noktalar1 {Py, ... B,} ve {P], ... B;} olan Reel Bezier egrisine uygulanan de casteljau
algoritmasiyla elde edilen yeni kontrol noktalaridir.

(AP)} = AP; (AP} = (1 — t)AP; + tAP;4

(AP)j = (1= )(AP); +t(AP)3L;  A(P) = Py =P} (i #0)
dir.

Ispat: Bezier egrilerinin son nokta interpolasyon &zellikleri yardimiyla kolayca
gortliir.

Teorem 19: B(%), kontrol noktalart {by, ... b, } olan dual Bezier egrisi olsun. Bu
egrinin binormal vektdr alaninin 6zel konumlar1 agagidaki gibidir.

a) t=0, t*=0 durumunda,

| _ AbyxAbg

Bl. =
t=0 “AboXAblll
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B AbéX(Abl—Ab0)+Ab0X(AbI—AbS) ]
[1AboXAb ||
(Abo,Abg)||Aby —Abg |2 +(Aby —Abo,AbT —Abg)||Abg |12 —
+& [lAbgxAby |3
(Abg,Aby—Abg)[(Abg,Ab] —AbG§)+{Abg,Aby—Abg)]
|Abg xAby |3

.(Aby X Aby)

by t=1=> (t=1,t*=0)

| _ Abp_yXAbp_,
t=1 [|1Aby— 1 xAby_ |l

=s)

[ Abjy 1 X(Abp—1—Aby—2)+Abn_1X(Aby_—Abp_5) ]
l1Aby—1XAby |l
(Abp_1,Aby; 3 )|Abp_1 —Abp || +(Abp_1 —Aby_3,Aby,_ —Aby,_y)||Abp_q |12 -
[1Aby—1 XAby_5 I3
(Abp—1,Aby—1—Aby_3)[(Aby—1,Aby 1 —Aby,_5)+{Aby,_1,Aby_1—Aby_5)]
lAby—q XAby_5 |3

te - . (Abn—l X Abn—Z)

c) t=1tye(0,1), t*=0

Bl = @b)x(@b)i " |
t=ty  ||@b)Ex@An)TY
(Ab)g x ((Ab)T™" — (Ab)§) + (Ab)§ x ((Ab*)F™! — (AbY)F)

I(Ab)g x (Ab)T~* I

((Ab)F (AL IDI(AB)T ™" — (Ab)GII + ((AB)T ™" — (Ab), (Ab)T™* — (AbT))II(Ab)5II* —
1(ab)g x (AbL)T I

((Ab)§, (Ab)T~H — (AB)IK(AD)G, (Ab)T™1 — (Ab)E) + ((Ab")E, (AD)T ™ — (AB)F)]

I(Ab)g x (Ab)T I

-((Ab)g x (Ab)T™H)

d) t,=0, t;eR

AbyxAby

Bl, . =—"—
|t=€t8 ||Ab0><Ab1||

Abyx(Aby—Abg)+AbyX(Ab}—Ab}) .
[[AbgXAb ||
(Abo,Abg)|Ab; —Abg ||2+(Aby —Aby,Aby —Abg) || Abg |12 —
[lAbgxAb4 |3
(Abg,Aby —Abg)[(Abg,Ab% —AbE)+(AbS,Aby —Abg)] - (Aby X Ab,)
+S 0 1 0 0 1 0 0 1 0
|AboxAb4 |3
|1Abg112((Aby —Abg),(Aby—2Ab1 +Aby) ) —
* [|AbgxAb4||3
to (Abg,Abq —Abo)Y{Aby,Aby —2Ab, +Abg) -(Aby % Aby)
| l|AbgxAb, ||3 i

e) t=ty+ ety durumunda (tye[0,1],t5€R)




P _ @p)§x(an)i?
B|f:t0+s t5 lapEx@n) 1 +
r (Ab)Ex (@D =(ab)F)+@b)gx (AT -(ab™)F)
[|@p)gx(@p)F ™|
(DY (Ab))]|(AB) P~ (AB)R | *+((aD) P (AR (A 21— (ab") )| (AR~
llapygxap)z=1|®

((Ab)3.(AB) = (ALY [((AB)F.(AD™)F~ —(Ab")B)+((Ab™)§ (Ab) ™ = (AD)

e l@bgx @i
[ lan)]* (@0 -@b)3) (a0 2-2n)F +@b)g) |
| [laby2—(ap)yr=1|? | -
-ty ((AD)? x (AD) 1
°|((Ab)g,((Ab);l-l—(Ab){}))((Ab)g,((Ab)z-Z—z(Ab);l-1+(Ab)g))| ((Ab)y x (Ab);™)
| | [[ab)2-apyp=1| |
elde edilir.

- 5 |c@pix @niy
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Teorem 20: B(£), kontrol noktalar: {BO, Bn} olan dual Bezier egrisi olsun. Bu

egrinin asli normal vektor alaninin 6zel konumlar1 asagidaki gibidir.

a) £=0 igin
N — (Abo,Abo)[Abl—Abo]—(Abo,[Abl—Abo])Abo +

1AboI[|Abo X [Aby —Abo] ||
i (Abo,AbS)[Abl —Abg] —(Abé,[Abl —Abg])Abg b
1Abo [Il|Abo X [Aby —Abo ]|l
({Abg,Abg)) [{(Abg,Abg)[Aby —Abo]—(Abg,[Aby —Abg])Aby ]
1Abg I3 [|Abo X[Aby —Abo]|
g I (Abo,AbS)[Abl —Abg]—(Abg,[Aby —Abd)AbS +
[1AboI1|Abo X [Aby —Abo]||
+(Abgy,Abg)[Ab] —AbS] —([Ab] —Abé],Ab())Abo
[1Abo [Il|Abo X [Aby —Aby] ||
[{((Abgx[Aby —Abg]),(Abg X [Aby —Abg]+Aby X[AbT —Abg]))]

- |Abg |[|Abg X [Aby —Abg]||3 ) '8—
dir. Burada
B = ((AbO' Abo)[Abl - Abo] - <Ab0' [Abl - Abo])Abo)
bigimindedir.
b) £ =1i¢in
Nl - (Abn—lebn—l)[Abn—l_Abn—z]_<Abn—1r[Abn—1_Abn—2]>nAbn—1 +
B=1 IAbr—1 I1Abn—1 X1(n—1)[Aby—1 —Abp |
[ (nAby_1,nAby_1)n(n—1)[Aby_1—Abyn_3]=(Aby_4,[Aby—1 —Aby_5])Abp—q
1Ay 1 [[|Abyp—1 X[Aby_q —Aby ]|
_ ((Abn—erb;:L—ﬂ)[(Abn—llAbn—l)[Abn—l_Abn—z]_<Abn—1'[Abn—1_Abn—z])Abn—l]
1Aby—1 [13|Aby— 1 X[Aby_1 —Aby ]|l
te + (Abp—1,Abgy_1)[Aby—1—Abyp_5]—(Abp_1,[Aby—_1 —Aby_3])Aby_4

1Ay 1 [[|Aby 1 X[Aby_q —Aby ]|
+{Abp_1,Abn—1)[Abp_1 —Abp_5]1—{[Abjy_1—Abp_5],Abn—1)Aby—g
1Ay 1 [|Aby 1 X[Aby_q —Aby ]|

_ K(@bn—y X[Abp_; ~Abp_5]),(Ab—y X[Abn—y ~Abp_5]+Aby_1 X[Abj_y —Abjy_5])]

- |1Aby_1 [|Aby—q X[Aby_q —Aby_,]]3

B




dir. Burada,

bigimindedir.
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ﬁ = ((Abn—l'Abn—1>[Abn—1 - Abn—z] - <Abn—1' [Abn—l - Abn—2]>Abn—1)

c) t=tye(0,1), t* =0 igin

N =

(ALY, (A (AB)F = (Ab)F]—((AD)F,[(AD) 2= (AD)F]) (AD)

+&

dir. Burada

Tan) T Ex (@b ~@b ] *
((Ab)G(AD ) (AB) ™ = (Ab)§]—((Ab™) [ (AB) ' —(AB)])(Ab)
@b [[@p)g=[@p)F~ - ab)E]|
_ (@b)E,@p)EN[(b)E, D)) [(Ab)T ' ~(Ab)F]—((Ab)g,[(AD)T~ ~(Ab)F])(Ab)G ]
lan)2 || abyax[ @)z -@n)g]|
((Ab)§, (AP [(AB)T 1= (Ab)§ |- ((Ab)G,[(AB)T 1 —(AB)G ) (AD™) G +
@b [[[@p)g=[ap)F~ - (b3 ]|
((Ab)g,(AD)YD[AB M=) |- ([(b)T - (b")5].(Ab)§)(Ab)T
@b [ @p)g=[@p)TF~ - b3 ]|
_ [((@p)gx[@an)E~* - @ab)g]),(Ab")E x[Ab)T " —(Ab)§]+(Ab)§x[ (AT —(Ab")E]))] i
Ian) | ab)Ex[ @bt~ @b a

+

B = (((Ab)5, (Ab)§)[(Ab)F~" — (Ab)§] - ((Ab)G, [(Ab)T~" — (Ab)§])(AD)})

bigimindedir.

d) (to =0,t3€R) t = et] ise

{(Abg,Abo)[Aby —Aby]—{Abg,[Ab; —Abg])Abg

N =

+& +

dir. Burada

+
[|1Abg [[|Abo X [Aby —Abg]||

(Abo,Abg)[Aby—Aby]—(Abg,[Aby —Abo])Aby+A
[[Abo ||[[Abg X [Aby —Aby ]|
(4o AbG+™2t" (Aby ~Abo)) ) (Abo Abo) [Abs ~Abo]~{Abo,[Abs ~Abo 1) Abo]
|Abg |[3]|Abo % [Ab1 —Abq ]|
(Dbg,Ab)[Aby—Abg]—(Abg,[Aby —Aby])Ab+
[[Abo ||[|Abg X[Aby —Abg ]|
+(Abg,Abo)[Ab% —Abg]—([Ab% —Ab}),Abg)Aby +B
[[Abo ||[[Abg X [Aby —Aby ]|
__ [{(Abgx[Aby ~Abq]),(Abg X [Aby —Abg]+Abe X [AbT —Abg])+C)]
[1Abo [l|Abo X [Aby —Abo] I3 ﬁ

A= (n'l)t*[(Abo,Alh - Abo)(Ab1 - Abo) - ||Ab1 - Abo”ZAbo]
B= (n-2)t*[||Abg|I>[Ab, — 2Aby + Abg] — {[Aby — 2Ab; + Aby], Aby)Ab,]
C= (n-2)t*[(Aby X Aby) — 2(Aby X Ab,)]
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B = ((Abg, Aby)[Aby — Aby] — {(Aby, [Ab; — Aby])Aby)

bi¢imindedir.

e) (to =0,t3eR) t = st ise

((AB)F,(ADYH[(AD) T~ —(Ab) }]—((AB) [ (AD) T~ —(Ab)F|)(AB) n
[abn)glllap)g>[an)F~~@b)g ]|l
((AD)3,(Ab"))[(Ab) T~ —(Ab)F]—((Ab™)G[(AD)} "~ (Ab)}])(Ab)G +A
@)l (ap)g x[(ab)E~ - (ab)F ]|
((@p)3,(ab")F+"—=t* (D)7 (Ab)n)>)[<(Ab)“ @b} [(Ab)T~*—(Ab)F]—((Ab)5 [ (D) - (Ab)3])(Ab)F]
l@abE| | ap)zx[(ab)F—2 - (ab)g]|
((Ab)3,(Ab"))[(Ab)T " = (Ab)F|—((AD)§,[(AD)T ' =(Ab)§])(Ab™)G +
[[@b)g ||l ap)g x[(ab) T~ ~(ab)E ]|
+((Ab)g, (D)) [(Ab") T~ = (Ab")§ ]| =([(Ab*)F = (Ab*)§],(Ab)) (Ab)5 +B
[[@ab)g ||l ap)g x[(ab)F~*~(ab)g]|
[(((Ab)"x[(Ab)" 1—(abn)2]),((Ab™)Ex[(AD)E 1—(Ab)”]+(Ab)” [Ab") " 1-(ab")E])+0)]
lab)E|ll|ab)zx[ab)= - ab)E]|

N

+& +

i B
dir. Burada
A= (n-1)t*[{(ab);, (ab)7" = (ab)§)((a0)1™" = (ab)y) — |[(ab)1™* — (ab)3lI* (ab);]
B=(n-2)t* [l (an)51I*[(ab)3* — 2(ab);™ + (ab)j] — ([(an);> — 2(an)1™"
(ab)], (ab)3)(an)g]
C=(n-2)¢*[((an)§ X (ab);7) — 2((an)§ X (ab)i™)]
B = (((ab)g, (ab)5)[(ab)i™" — (ab)g] - ((ab)g, [(ab)7™ - (ab)5])(ab)F)

Teorem 21: B(%), kontrol noktalari {bo, } olan dual Bezier egrisi olsun. Bu

egrinin egrilik vektor alaninin 6zel konumlari asagidaki gibidir.

. _ n=1 |Aboxaby | (AboxAby, Abg(Ab;—Abd)+AbEx(Aby—Abg))
8)  Rlpng = MoRIAbXADIy -
n lAbo |3 lAboxAby ||2
3(Abo, Abo)]
n||Abg||3
~ n 1 ||Ab XAb I
b)  Rlemy = Mot labncxtncal |y

n lAby—1113
[(Abn 1XAbp—p, Abp—1(Aby_5—Aby_1)+Abp_ X(Aby_p—Aby— 1))
|Aby—1 XAby, 5|2

3(Aby_1 Abjy_ a”

nllAbp_4]13

n—1[|[AbgxAby ||
n |lAbo|I®

n [(AbOXAbl, Abg(Abi—Abg)+Abgx(Aby—Abg)) _ 3(Abg,Abg)

C }%IAz * =
) t=eto lAboxAb, ||2 n|Abo||3

ts(n — 2)[Ab, X [Ab, — 2Ab1]]”
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N ~1|[(ap)Bx(ab)F1
d)  Rle, = o2 IEDEXCOTTN,

n g’

. [((Ab)gx(Ab)’f‘l, (Ab)gAbHT - (ab)F+@BNEX((AD)T - b))y 3((Ab)3.(Ab*)3)]
@)= @by1 |7 nll@n)g|?

A -1 ]|(ap)Exan)FY|
) Rle=tgrer; = ERT '

c ((Ab)gx(AD)T™Y, (Ab)F((Ab)T 1 =(Ab")F)+(Ab)Ex((AD)Fx(AD)T ™))
llcabygx@p)r=)*

ACOBLEID + 50— 2) [ @0 x [Ab)52 - 2(8b)3 1]
lonyg]

Teorem 22: B(£), kontrol noktalar: {BO, Bn} olan dual Bezier egrisi olsun. Bu
egrinin dual burulma vektér alaninin 6zel konumlar1 asagidaki gibidir.

8)  tlimg =
HE=0 = LabxAb, |12

det(Aby, Ab], Ab,) + det(Ab;, Ab,, Ab,) —

ldet(Abo,Abl,Abz) +e [det(Abo,Abl, AbY) +

2det(Abg,Abq,Aby)

l|AboxAby |2 (Aby x

Aby,Aby X (Ab; — AbY) + Abg X (Aby — Abo))”

n-2
n||Aby 1 XAby 5|2

b) le=1 =
£ |det(Ab,_y, Aby_y, Abjy_5) + det(Aby_y, Aby_5, Aby,_s) +

. 2 det(Abp—1,Abp—2,Aby_3)
det(Abn—lfAbn—Z'Abn—3) - ”Ab:_ij;ln_Zz”Zn 3 (Abn—l X

Aby,_3,Aby_y X (Aby_y — Aby ) + Abp_y X (Aby—p — Abn—l))”

[det(Abn_l, Abn—Z: Abn—3) +

n-2

C) %lfzeta = m ldet(Abo, Abl,Abz) + & [det(Abo,Abl, Ab’zk) +

det(Aby, A, Ab,) + det(Ab, Abs,, Aby) +

* 2det(Abg,Abq,Ab5)
t*(n — 3)[det(Aby, Aby, Abs — 3Ab,)] — e”AbOi—Abl”

(Aby %

~ -2 — -
d)  #lie, :mldet(wb)n' (AB)FL, (AB)372) +

e [det((Ab)", (MDY, (AB)B2) +

det((AD), (Ab*)™1, (Ab)D2) +
det((AD)T, (AD)?1, (Ab)12) —

2det((AD)Y,(AD)T1,(Ab)52) n n—1 n n—1 _
l@b)Ex@p) 1| ((Ab)g x (Ab)T™, (Ab)g X ((Ab™)T

(Ab)3) + (Ab)F X (Ab)I" - (Ab)z}»”
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N -2 — —
) i=torer; = mldet((ﬂb)gl (AD)T™1, (Ab)37%) +

e [det((Ab)", (Ab)™1, (Ab*)22) +

det((Ab), (Ab*)T71, (Ab)37%) +

det((Ab*)g, (Ab)T71, (Ab)37%) +

t*(n — 3)[det((Ab)g, (Ab)T71, (Ab)5 3 = 3(Ab)3™%)] -

2detdet((AD)R,(AD)F~1,(AD)E2) n n-1 n
TSk ((Ab)g x (Ab)1 ™7, (Ab)g X

((Ab)T™ = (Ab)P) + (Ab")§ X ((Ab)T™ = (Ab)7) +

t5(n — 2)[(Ab)2 x ((AB)E~2 — zmb);l-lm”

Ornek:

B(t) egrisi, Dual Kuartik Bezier egrisi olsun. Kontrol noktalar1 P, =
(1,-1,0) +£(1,1,2), P, = (2,3,1) +&(-1,24), P, =(-1,23) +¢(1,2,-2), P; =
(0,1,2) +&(1,-2,—1), P, = (1,—1,1) +¢(0,1,—2). Then the control points P; and
P are Py =(1,-1,0), P, =(231),P,=(-1,23) P;=(0,1,2) P, =(1,—-1,1) ve
Py'=(1,1,2), P{=(-124) P, =(12,-2), P3;y=(1,-2,-1), P, =(1,-11)

sirastyla. Bezier egrileri igin, t € [0,1]
B(®) = B(t) + e(B*(t)) + t*B'(t) dir. O halde tanima gore

B(t) =1 —-t)*Py +4(1 —t)3tP; + 6(1 — t)?t?P, + 4(1 — t)t3P; + t*P,
=[1-*+8t(1—-t) —6t2(1-0)>+ (O)* -1 —-t)*+
12t(1— )3 + 12t2(1 — )2 + 431 —t) — t*, 4t(1—0t)3 +
18t2(1 —t)?2 +8t3(1 — t) + t*]
= [1+ 4t — 24t + 32t3 — 12t*, —116t — 30t? + 20t3 — 6t*, 4t +
6t2 — 16t3 + 7t*]

B*(t) = (1 —0)*P; +4(1 —t)3tP; + 6(1 — t)?t?P; + 4(1 — O)t3P; + t*P;
=[1-*+8t(1—-t) —6t2(1—-0)*+ (O)* -1 —-t)*+
12te(1— )3 + 12t2(1 — )2 + 431 —t) — t*, 4t(1—0t)3 +
18t2(1 — )2 +8t3(1 — ¢t) + t*]

B*(t) =((1-t)*—4t(1-0)3+6(1—-t)?t2+4t3(1—-1t),Q1—-0)*+
8t(1—t)3+12t2(1—0)?>—-8t3(1—-t) +t4,2(1 —)* +
16t(1—t)% —12t2(1 —t)?2 —4(1 — O)t3 — 2tY)

B*(t) = (1 — 8t + 24t% — 24t3 + 7t*, 1 + 4t — 6t% — 12t3 + 14t*,2 +
8t — 48t% + 60t3 — 24t*)
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Bu durumda dual bezier egrisi

B(t +et*) = (1+ 4t — 24t + 32t3 — 12t*,—1 + 16t — 30t% +

20t3 — 6t%, 4t + 6t% — 16t3 + 7t*) + £[1 — 8t + 24t? —
24t3 + 7t* + t*(4 — 48t + 9612 — 48t3), —1 + 4t — 6t —
1263 + 14t* + t*(16 — 60t + 60t? — 24t3),2 + 8t — 48t% +
60t3 — 24t* + t*(4 + 12t — 48t% + 28t3)]

olarak elde edilir.

oldugunda,

Ve

Simdi bu egrinin keyfi £ = t + t* noktasindaki teget vektdr alanini bulalim.

7=

~ ~ !
! _ B’ B*’+t*B” (BI'B* +t*BII) ,
m - g’ t+ e ’ - i

172381 IV | 1Bl IB"1I3

B' = (4 — 48t + 96t% — 48t3,16 — 60t + 60t% — 24t3,4 + 12t — 48t% +

28t3)

IB'|| = 4V229t6 — 924t5 + 1455t* — 1156t3 + 522t2 — 138t + 18
B*' = (—8+ 48t — 72t% + 28t3,4 — 12t — 36t% + 56t3,8 — 96t + 180t% —

96t3)

B" = (48 + 192t — 144t?,—60 + 120t — 72t?,12 — 96t + 84t?)
B* +t*B"” = (—8 + 48t — 72t% + 28t3 + t*(—48 + 192t — 144t?),4 —

12t — 36t2 + 56t3 + t*(—60 + 120t — 72t%),8 — 96t +
180t% — 96t3 + t*(12 — 96t + 84t2))

(B',B* +t*B"") = —5376t° + 20016t°> — 28272t* + 17408t3 — 3792t —

144t + 64 + t*(10992t°> — 36960t* + 46560t3 —
27744t% + 8352t — 1104)

IIB'|I? = 64(229t° — 9245 + 1455t* — 1156t3 + 522t% — 138t +

(BI'B*’+t*BII) _
1B 13

18)V229t6 — 924t5 + 1455t* — 1156t3 + 522t2 — 138t + 18
= —336t°% — 1251t> + 1767t* — 1088¢t3 + 237t? + 9t — 4
t*(—687t° + 2310t* — 2910t3 + 1734t% — 522t + 69

_ =A
4J(229t6 — 924t5 + 1455t* — 1156t3 + 522t2 — 138t + 18)3

T = (1—12t+ 24t> —12t3,4 — 15t + 15t> — 6t3,1 + 3t — 12t% + 7t3)

+¢&

[(—2+12t—18t%+7t3+t*(—12+48t—36t2),1-3t—9t2+14t3+t*(—=15+30t—18t?2),]
V229t6-924t5+1455t%—1156t3+522t2—138t+18
2—24t+45t2-24t3+t*(3-24t+21t?)
V229t6-924t5+1455t%—1156t3+522t2—138t+18
—336t° — 1251t> + 1767t* — 1088t3 + 237t + 9t — 4

t*(—687t>+2310t*—2910t3+1734t%-522t+69

| 4,/(229t6-924t5+1455t4—1156t3+522t2—138t+18)3 i

Simdi bu egrinin keyfi £ = t + et* noktasindaki binormal vektor alanini bulalim
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~ _ BxB
B=—F—7
(R
r I pll I p*!! | xpt mnr b
(B*'xB"+B'xB*" +t'B'xB"")
1B"xB" ||
[(B',B*’)”B”||Z+<B”,B*”)||B’||Z—(B’,B”)((B',B*”)+(B*’,B”))]
+& IB'B" |3 .B"xB"
| t*(”B!||2<BH‘BHI)_<B!‘BH)(BIBHI)) |
| IB'xB'"||3 |
oldugunda,

(4 — 48t + 96t — 48t3,16 — 60t + 60t% — 24t3,4 + 12t — 48t% +
28t3)
B"” = (48 + 192t — 144t?,—60 + 120t — 72t%,12 — 96t + 84t?)

B'" = (192 — 288t,120 — 144t,—96 + 168t)

IB" x B"|| =
48+/329t8 — 3260t7 + 15214t° — 32872t5 + 35684t* — 21864t3 + 9768t2 — 3240t + 531
B* = (-8 + 48t — 72t + 28t3,4 — 12t — 36t + 56t3,8 — 96t + 180t? —
96t3)
B*" = (48 — 144t + 84t?,—12 — 72t + 168t?%, —96 + 360t — 288t?)

B =p(®)+ e(qt,t*) +r(t,t))m(t)

yazilabilir. Burada

p(t) =
/(szst4 278413 +3792t% — 2016t + 432, —384t* + 4224t> — 6672t + 2304t + 144,576t* — 1152t — 864t + 3168t — 1008)\
k 48]329t8 3260t” + 15214t° —32872¢° + 35684t* — 2186¢° + 97681” — 3240t + 531 )
q(t,t") =

48v/329t% — 3260t7 + 15214t° — 32872¢5 + 35684t* — 2186¢3 + 9768t2 — 3240t + 531
i« t5 — 15840t* + 36048t — 32352t% 4+ 11952t — 1488, —11472¢t° + 36864t* — 43728t> + 23952t% — 6048t + 576, —6048t° + 11088¢* + 432¢° — 9888t2 + 5472t — 816) |

k 48/329t8 —3260t7 + 15214t6 — 32872t° + 35684t* — 2186t% + 9768t% — 3240t + 531 )

( (—2208¢t° +16080t* — 31152t 4+ 23952t% — 7248t + 528,1472t° — 35616t* 4+ 32496t — 400t* — 4416t + 480,6048t° — 7392t* — 11280t> + 15264t — 4032t + 288) + \

(2112¢3 — 8352t% + 7584t — 2016)t",(—1536t> + 4608t — 4128t + 1152)t", (2304t* — 10368t2 + 9792t — 2592)t*
48v/329t® — 3260t7 + 15214t° — 32872¢° + 35684t* — 2186¢° + 9768t> — 3240t + 531

r(t, t*) =

(=5376t° + 200165 — 28272t + 17408t> — 3792t — 144t + 64)(144(229¢* — 6163 + 398t2 + 12¢ + 42))
B [+(—4838t4 +120096¢% — 9446412 + 18720t + 1872)(16(229¢° — 9245 + 1455¢* — 11563 + 522¢2 — 138¢ + 18))
- 48v329¢t8 — 3260t7 + 15214t6 — 32872t° + 35684t* — 2186¢3 + 9768t2 — 3240t + 531
[(10992t5 — 36960t* + 41952t% — 18528t2 + 3744t — 720)(—16128¢5 + 50688t* — 57696t + 25920¢2 — 3024t — 384)]
+(—16128t5 + 49392t — 52704t3 + 19392t2 + 48t — 528)

48v329t8 — 3260¢t7 + 15214t5 — 328725 + 35684t* — 2186t3 + 9768t — 3240t + 531
(16(229t° — 924t5 + 1455t* — 1156t + 522t? — 138t + 18)). (65952¢* — 133056t + 57312t + 864)

. [—((2112t3 — 835t2 + 758t — 2016, —1536t> + 460t? — 4128t + 115,2304t> — 10368t% + 9792t — 2592)(21984t* — 59136t° + 54720t? — 20352t + 2304))]
[[(2112¢3 — 835¢2 + 7584t — 2016, —1536t3 + 4608t — 4128t + 1152, 23043 — 10368t2 + 9792t — 2592)|3

ve

m(t) = (528t* — 2784t3 + 3792t? — 2016t + 432, —384t* + 42243 — 6672t% + 2304t + 144,576t* — 1152¢% — 864t?
+ 3168t — 1008)
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Buradan da goriildiigii gibi Frenet ¢atisina {T,N, B} vektor alanlart ve {g,%}
egrilik alanlarinin ¢,t* gibi degiskenler ile ifadeleri olduk¢a giic hesaplanmaktadir.

Bunun yerine bu vektor alanlarinin 6zel durumlarina esit vektorleri hesaplamak daha

kolay olacaktir.

Teorem 23: Verilen sayisal 6rnekte

Al __ APy APg _ (AP, APG)
8 Tlico =gy [MAPOM ITNE ]
_ (1,4-,1) (—2,1,2) ( 2+4+2)
~ V18 [ Vis 18V18 (141)]
_ (1,4,1) [(—36,18,36) _ (4,16,4)
- V18 18vV18 18vV18
1 4 1 —40 2 32
- (\/T_s’x/T_s’\/?s) te [(18\/1_8' 18v18’ 18\/1_8)]
Al _ AP AP;  (AP3,AP3)
b) Tle=1 = 1anj [||AP3|| INE 3]
- (1,-2,-1) (—1,3,—1) (-1-6+1)
=~ T [ 6v6 1,-2, 1)]
_@,-2-1) (-6,18,-6)  (-6,12,6)
_( NG )+€ ( 6\/_) 6v6
1,-2,—1 0,6,—12
e TE [
1 2 6 12
= (ﬁ"ﬁ"ﬁ)“[oﬁ"e—@
) Tliey = Tang + ¢ [ 2P, ] TENE AP 0]
(141)+ [( 2,1,2)+3t*[(—4,— 51)]
(1,4,1),(~2,1,2)+3¢*[(— N D)
( 141 2,1,2)+3t* 4,-5,1
o 2 (1,41)]
Al AP AP3+3t*[AP;—AP]  (AP3,AP;+3t*[AP;—AP,]3)
d) Tlt:l’t*fR_||AP3||+ [ llAPs || llaP;]|3 AP 3]
_@-2-y [(—1,3,—1)+3t*[(1,—1,0)] _
_< e ) J ) [(@ )—( )]
( 1,-2,-1),(-1,3,-1)+3t*[(1,-2,-1)-(0,—-1,—-1 3)
18\/@ . (1' _2' _1)]
~ _ aP)¢ (AP*)§+3t*[(AP);-(AP)E] _
€) T|f=t0+£t3 ve (tO 2t = 1) TP 5[ Tl
<<AP)‘5,(AP )é+3t*[(AP); - (aP)E]) 4]
(AP
T (AP)g
= = (42631 +¢ [1653m( 4598, —5092 4864)]

Teorem 24:
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Abyx(Aby—Abg)+Abyx (Ab; —Abg) 1
[[AbogxAby ||
a) Blieg = AbgxAby (Abg,Ab)||Aby —Abyg ||? +(Aby —Abg,Ab} —Abg) || Abg ||% —
£=0 7 ||aboxAb, | [lAboxAb; |13 (Aby X Aby)|
(Abg,Aby —Abg)[(Abg,AbT —Abg)+(Abg,Aby —Aby)] 0 L
[[AbgxAb4 |3
(11,-6,14)+(-31,12,—17)
_(9,—5,11)+€ V227
T V227 4(42)+(-19)(18)—(-23)(-3) 5
3 (9,-5,11)
(vV227)

_( 9 -5 11 )+s( -512 1887 —1836)
’ ’\227 227227 227V227 " 227227

i Ab3X(Abg—Ab,)+Abs X (Ab3—Ab3) 1
| [[Ab3XAb, || |
b) Bliey = AbsxAb, (Ab3,Ab3)||Abs—Ab, ||2+(Abs —Aby,Ab—Ab3)||Abs || —
=1 = flabyxab,| 1Ab3x b, 1P (Ab, X Ab )|
(Abs,Abs—Ab,)[(Abg,Abs—Abs)+(Ab3,Abs —Ab,)] 3 2
l |1Abs xAb, |3 J
(-1,01)+(113,5) _
(1,0,1) V2
G e (—6)(1)+(—7)(6)—(2)[(—13)+(—3)]] (1,0,1)
(v2)° h
1 1 36 6 28
= (5 05) te[opveap)
5 _ _(ab)gx(ab)3
©) B|f=t0 — l@b)Ex@b)i d
i (Ap")§x[(Ab)3-(Ab)§]+(Ab)5x[(Ab)I-(AbT)g]
[[@ab)gx@ap)i||
[(@b)E.ab ) @b)F - (@bYS " +((AbYi -8 (8 )i~ (b)) | Ab3| -]
lan)gx @)’ 4 3
((Ab)3,(Ab)3 —(Ab))[((A)3,(Ab™)T —(Ab")5)+{(Ab "), (Ab)T —(Ab)g)] ((AbYs x (Ab)3)
| | ab)ix(ab)3||®
_( 101 -68 44 —-4059308 -3701731 3597100
- (\/16761 '\/16761'\/16761) € [16761@’ 1676116761’ 1676116761

d) t,=0, tjeR

Bl =

Aby X Ab,
ety ||Aby X Abq||
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Abg X (Aby — Aby) + Aby X (Ab; — ABY)
[[Aby x Ab, ||
<Ab0;Ab6>”Ab1 - Abo“2 + (Ab1 - Abo: Ab; - Ab8>”Ab0”2 -
[[Aby x Aby |3
- N y . .(Aby X Ab
7| (@b 8b, — by ab, ab; — Ab) + (b, aby — by | (P AP
[[Aby x Ab, |3
|Ab |I2((Aby — Aby), (Ab, — 2Aby + Aby)) —
s l1Aby % Aby |
51 (Aby, Aby — Ab,)Aby, Ab, — 28b, + Abyy | AP0 X Ab1)
|Aby X Ab, |3

( 9 -5 11 )+£[ —-798 —843 4170
T \V227’ V227’ V227 227227 227227 227227

5 _ _(ab)gx(ab)}
€) Blf:to T l@piéx@b)i||
i (Ap")5x[(Ab)3-(Ab)g]+(AB)gx[(Ab)I—(Ab")5]
[|@p)gx@p)i||

[((@b)3,ab")D)]|(Ab)3 —(Bb)E|*+((Ab): ~(AbYE. (A1) - (ab )| Ab)E|*]
llab)gx@n)|’ | 4 3
Ab)g X (Ab —
| ((AD)§,(AD)3—(AD)B)[((AD)E,(Ab)3 - (Ab)E)+((Ab)E,(AD) - (Ab) )] ((ab)g x (Ab)1)
lab)gx@an)3|’
[ 1@n)E|I*(@n)i-(an)8).((Ab)3~2(ab)3+(AbYE)) ]
I Iab)gx(an)3 | I 4 3
Ab)E x (Ab

|<(Ab)‘*,((Ab)i—(Ab)‘é))(((Ab)a*,(Ab)%—2(Ab)i+(Ab)‘é)>|(( Jo X (4b)1)
i l[ab)ix@ab)3|® |

( 101 —68 44 >+ (—12803931 —1571767 2218888 )
= &

V16761 V16761 V16761 16761V16761 16761V16761 16761V16761

to

Teorem 25:

a) 7= {Abo,Abo)[Aby —Abo]—{Abo,[Aby —Abo])Abg i
[1AbollllAbo X [Aby —Abo]ll
(Abg Abg)[Aby ~Abo]—(Abg,[Aby —Abo1)Abg  ({Abo,Abg))[(Abo,Abo)[Aby —Abo]—(Abo,[Aby —Abo])Abo]
[1AbollllAbo x[Aby —Abo]ll [1abg [I3]1abo x[Ab1 ~Abo ]l
te " (Abo,Ab)[Aby —Abg | —(Abg,[Aby —Abo1)Abg+ (Abg,Abg)[Ab} —Abg]—([Ab; —Abg]Abg)Abg
[1AbollllAbox[Aby —Abo]ll
_ [{(aboX[Ab1 ~Abo]),(Abg X [Aby ~Abg | +Abo X [Abi ~Abg])] _ _ _
[1Abol1Abo X [Aby —Abo] I3 - ({Abg, Aby)[Aby — Aby] — (Aby, [Ab; — Aby])Ab,)
_ ( —49 2 41 ( —190030 —86722 —206734 )

V4086’ V4086’ V4086 € 408614086’ 408614086 408614086,
b) ﬁl — {8b3,Abs)[Abs—Ab,]—(Abs,[Ab3—Ab,])4Abs
t=1 |[4Ab3 |[|4Ab3 x4.3[Abs—Ab, ||
(4Abs, 4Ab3)4.3[Abs — Ab,] — (Ab3, [Aby — Ab,])Abs — ({Abs, Ab3))[(Abs, Abs)[Abs — Ab,] — (Ab, [Ab; — Ab,])Ab;]
[1Abs][l|Abs X [Abs — Ab,]|| lAbs |13 ||lAbs x [Abs — Ab,]II||

+ (Abs, Ab3)[Ab; — Ab,] — (Abs, [Ab; — Ab,])AbS + (Abs, Ab3)[Ab; — Abj] — ([Ab3 — Abj], Ab;)Abs
[1Abs|[|Ab; X [Abs — Ab,]||
__[{(Abs X [Abs — Ab,]), (Ab3 X [Abs — Ab,] + Aby X [Abs — Ab;]))]

[1Abs||[|Abs X [Aby — Ab,]||?
-8 10 8 -44 13372 -28

= (E'E'E)Jre[ﬁ' 122 'Tﬁ]

. ((Ab3,Ab3)[Ab3 - Abz] - (Ab3' [Aba - Abz])Ab3)

_ {(ab)§,(ab)5)[(ab)3 - (Ab)E]—((Ab)E,[(AB)3 - (Ab)§])(Ab)E n

N|. =
©) |t:t0<—:(0,1),t*:0 lcap)g|l|ap)gx[(ab)3-(ab)E]||
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((Ab)g, (Ab)5)[(Ab)T — (Ab)g] — ((Ab*)5, [(Ab)§ — (Ab)5])(Ab)g
1(AbY5 NI (Ab)g x [(Ab)§ — (Ab)g]ll
_ (((@b)g, (Ab7)gWK(Ab)5, (Ab))[(Ab)F — (Ab)g] — ((Ab)g, [(Ab)] — (Ab)g])(Ab)5]
1(AbY5I1311(Ab)g x [(Ab)F — (Ab)glI
e N {(Ab)g, (Ab)H(Ab)T — (Ab)g] — ((Ab)5, [(Ab): — (Ab)GI)(Ab™)g +
1(AbY5 NI (Ab)g x [(Ab)§ — (Ab)g]ll
{(Ab)g, (Ab)H)L, (Ab™)T — (Ab7)g] — ([(Ab™)F — (Ab*)gl, (Ab)5)(Ab)g
1(AbY5 NI (Ab)g x [(Ab)§ — (Ab)g]ll
_ [{(@b)g x [(Ab): — (Ab)g]), ((Ab7)g X [(Ab)T — (Ab)g] + (Ab)g X [
1(Ab)5 I (Ab)g x [(Ab)§ — (Ab)5]II®

(Ab7)F — (Ab")g)] 8

dir. Burada

B = (((ab)5, (ab)5)[(ab)] — (ab)g] = ((ab)s, [(ab)] — (ab)g])(ab)y)

bi¢imindedir.
1 [—6504 —5910 5796] [20873456124 14091329103 26740743024]
T 256l 16 ' 16 ’ 16 167612762163’ 167612762163’ 16761/2762163

) | e {(Abg,Abg)[Aby —Abg]—(Abg,[Aby —Abg])Abg +
t=et5,(to=0,t5€R) [1Abg [[l|Abo X [Aby —Abo ]|

(Bbo, Ab3)[Ab, — Abo] — (Abg, [Ab, — Abo])Ab, + A
|Abo|[l|Abg X [Aby — Abo]ll
oy 3k
((Abo'Abo +zt (Ab; — Abo))) [(Abg, Abo)[Aby — Abg] — (Aby, [Aby — Aby])Aby]
|Abo|I3[|Abg X [Aby — Abg]||
. (Abo, Ab)[Ab, — Aby] — (Aby, [Ab, — Aby])Ab +
|Abo|[l|Abg X [Aby — Abo]l
+(Aby, Aby)[Ab] — Abg]| — ([Ab; — Abg], Aby)Aby + B
[|Abg|[[|Abg X [Aby — Aby]||
[((Abg X [Aby — Abq)), (Abg X [Aby — Abg] + Aby X [Ab; — Abg]) + C)] 8
|Abo|[||Abg X [Aby — Abo]|I3 .

dir. Burada
A= (3)t"[(Abg, Aby — Abo)(Aby — Abg) — [|Aby — Abg||*Abg]
B=2)t*[||Aby||*[Ab, — 2Aby + Aby] — ([Ab, — 2Ab; +
C= (2)t*"[(Aby X Aby) — 2(Aby X Aby)]
B = ({Abg, Abg)[Aby — Abg] — (Aby, [Aby — Aby])Aby)

Abo], Abg)Abo]

bi¢imindedir.
_( —49 2 41 ) [ —3155743  —3183782 1201247
V4086’ /4086’ /4086 16344/4086’ 1634414086’ 16344/4086
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&) N| _ {(@b)g,(Ap))[(Ab)§ - (Ab)5]—((Ab)5 [(Ab)T - (Ab)G])(AD)G
t=ctg,(to=0,t3€R) [[ab)E |l ab)Ex[(ap)3-(ab)E]||
i ((Ab)§,(Ab)H(AB)F-(Ab)§1—((Ab")E,[(A)] —(Ab)E1)(AD)§+A
Iab)3Il||ab)gx[(ab)3—(ab)e]|
((@b)§ (8b")E+3t" ((AD)3-(8D)3)) ) ((AD)E, (ALY (MDY~ (A —((ABYE [(AD)E —(ABY D) (AB)E]
1AB)§1I3[|ap)Ex[(Ab)3—(ab)E]||
<(Ab)4 (Ab")$)[(Ab)3-(Ab)51=((Ab)§,[(Ab) - (AD)E1N(AD)E+

+

te b3 @b)3x[(Ab); ~@b3]]
+((Ab)3,(Ab)§)[(Ab")3-(Ab")§]1—([(Ab*)3 - (Ab*)E],(Ab)§)(Ab)§+B
@bl ab)gx[ab)3-@b)5]||
_ K(@b)§x[(ab)i-(ab)g]),((Ab)§x[(Ab)F-(Ab) ]+(Ab)ox[(Ab*)i—(Ab*)Sl)w)] B
] l@p) 3l @byéx[ani-@abil|’ '
dir. Burada

A= (3)t"[{(Ab)g, (Ab); — (Ab)5)((AD)F — (Ab)g) — |I(Ab): — (Ab)5lI*(Ab)g]
B=(2)t"[I(Ab)5lI[(Ab)3 — 2(Ab)F — (Ab)g] — ([(Ab)3 — 2(AD)F +
(Ab)gl, (Ab)g)(Ab);]
C= (2)t"[((Ab)g x (Ab)3) — 2((Ab)g X (Ab)7)]
B = (((Ab)5, (Ab)5)[(Ab)T — (Ab)5] — {(Ab)g, [(Ab)F — (Ab)g1)(Ab)g)

_( —3252 —2955 2898 ) [—6758,38367 —7514,0498 —20496,5372]
V27705933’ /27705933’ /27705933 V27705933 ' /27705933’ /27705933

Teorem 26: B(%), kontrol noktalari {bo, } olan dual Bezier egrisi olsun. Bu

egrinin egrilik vektor alaninin 6zel konumlari asagidaki gibidir.

) 7] 3||Ab0><Ab1|| ¢ [(AboxAbl, Aby(Ab; —AbY)+AbE X (Aby—Abg))
a £ _— —
£=0""4 a3 l|AboxAby ||2
3(Abo,Ab0)]
4]|Abo|I3
2l _ V227 14+ [243_ ]
t=0 7 7418 227  6V18
Kl|f=1 = ~——————— —
=174 |abs3 l|Ab3xAb, |12
3(Abs, Ab3)]
4||Abs I3

;ef=1_f[1+e[—8+

0 i = 3 [|AboxAb4 || te (AbgXxAby, Abg(Ab]—Abg)+Abgx(Aby—Abg))
t=eto ™ 4 ||Ab,lP3 l|Abo X Ab4 |2

3(Abg,Abg)
W + t5(2)[Aby X [Ab, — zAbl]]l
Kli=ety = zw—[l E w—+ ty(—42,20, 38)”
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[[ab)5x@b)3]|
llanys”
c [((Ab)‘éxmb)i, (Ab)§(Ab")3-(Ab")§+(Ab )G ((AD)F-(Ab)E))
lap)3x@by|”

A 3
d) Kle=t, = " 1+

3((Ab)S (8b*)E) ”

Aol
2l = 8V16761 1+e [34051]
t=to ~ 55141653 16761

. _ 3
e) K|£=t0+€té - Z ”(Ab)g”S

¢ |{@BYSx(@b), (AbY3(Ab7)I-(Ab)5+(AbD5x((Ab)gx (b)) _
llcabygxanyz=||°

|M%nmm[

Ab 4', Ab* F *
W +t3(2)[(AB)E x [(Ab)3 — Z(Ab)f]]”

. 816761 34051
Kli=to+ets = 551@[1 i [16761 +1to [16 '8’ 1”]

Teorem 27:

2

a) %|f=0 = m ldet(Abo, Abl,Abz) + & [det(Abo,Abl, Ab;) +

2det(Abg,Aby,Aby)
lAboxAb4 |2

A —— 3274
tle=o = 353 +€[227”
2 *
T [det(Ab3,Ab2,Ab1) +e [det(Ab3,Abz, AbY) +
det(Abs, Abs, Aby) + det(Ab3, Ab,, Aby) —

2 det(Ab3,Ab2,Ab1) N . .
lAb3 xAb, |2 (Abs X Ab,, Abs X (Ab; — Abgz) + Abz X

mm—Am»ﬂ

tlee = [—1 +2[33]]

det(Aby, Ab;, Ab,) + det(Ab;, Ab,, Ab,) — (Aby X

b) tle=r =




o1

A 2 *
Tlf:st(’; = W [det(Abo,Abl,Abz) + & [det(AbO,Abl,Abz) +

det(Aby, Ab;, Aby) + det(Abg, Aby,,Ab,) +
* Zdet(Abo,Abl,Abz)
t*(1)[det(Aby, Aby, Abs — 3Aby)] — T lboxdballz

Aby, Aby X (Ab; — AbY) + Abg X (Aby — Abo))”

A 1 3047
Hi=eto = 327 [3 te [227 ”

(Ab, X

d)  Flizy, = - ”2 [det((Ab)‘*.(Ab)i(Ab)%H

4{|(Ab)Ex(Ab)3

e [det((Ab)“, (Ab)3, (AB)2) + det((Ab)E, (Ab™)3, (Ab)2) +
2det((Ab)&,(Ab)3,(Ab)3

l@ab)ax@b)3||*

(0033 00§ (8] ~ 4+ (@8 ) x (82 - )|

o 8192 [ 37 [ 174-6299”

Ty = ——
t=to — 16761128 231936

det((Ab")}, (A3, (Ab)Z) — ) ((ab) %

det((Ab)E, (Ab)3, (AD)2) +

A 2
e) Tl 3 = —

e [det((Ab)“‘, (Ab)3, (Ab™)3) + det((Ab)E, (Ab*)3, (A)3) +
det((Ab")g, (Ab)3, (Ab)3) + t" (1) [det((Ab)g, (Ab)3, (Ab)5 —

4 3 2
AD)2 __ 2det((4b)5,(Ab)3,(Ab)3) 4 3 4
3(a)3)] 2 ERE R (b} X (Ab)}, (AB)§ X

((Ab")3 — (Ab)E) + (Ab")4 x ((Ab)} — (AbYE) +
t5(2)[(Ab)E x ((Ab)2 — zmb)im]]

A 8192 [37 [ 215555”

. . = —
t=totely ~ 16761 [128 231936

3.4. Dual Kiiresel Bezier Egrileri ve Regle Yiizey Kompleksler

Kontrol noktalar1 {pi} i =0,...no0lan P; = P; + eP; dual Bezier egrisi verilsin.

Bu egri de gordiik ki

B(t) =B+ e(B*+ t*B") (46)
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dir. Burada B, kontrol noktalar1 {ﬁi} olan reel Bezier egrisi, B* da kontrol noktalar
{P;} olan reel Bezier egrisidir. Bu egrinin kiiresel izdiigiim egrisi yani, birim dual kiire
izerine olan izdiigiim egrisi

2 B _ B
[1: I I:11

B*+t*B'  (B,B*+t*B’) ]

£
+ [ Bl Bl3

olarak yazﬂabilir. Bu egri

(BE) p o 4 (B _(BE)
IBII [IIBII IBII +t (IIBII IIBII3)B] (47)

bicimindede yazilabilir. (47) egrisinde t* = 0 secildiginde reel parametreli Incesu
(2022) deki egriyle cakisir.

Simdi bu (47) egrisinin reel karsiligi olan Regle ylizeyler sistemi (1sin
kompleksi)

X(t, t5u) = a(t, t*) + up(t,t*) (48)

Bigiminde yazilabilir. Bu ifadede o, komplesin dayanak yiizeyi, B ise

dogrultmanidir. Dogrultman kiiresel Bezier egrisinin reel vektorii olacagindan

Bt t) = (49)

dir. Goriilecegi gibi & yalnizca t parametresine baghdir. O halde

B(t) = m dir. (50)

0, dayanak yiizeyini bulmak icin Incesu (2022) deki gibi siirec isletildiginde

B B* (B,B*) B' (B,B")
t,t")=—X [———B +t*(———B)]
o ) 1Bl Bl 18l3 Bl 1BI3
BxB* « BxB'

o, t) =I5z BE

(51)
olarak elde edilir. Buna gore (47) kiiresel izdiisiim Bezier egrisine karsilik gelen Regle
yiizeyler sistemi (kompleksi)

Xt t5u) = a(tt) +up(t)

BxB* Lt B><B’ ]
[IBII2 IIBII2 IIBII

(52)
bi¢iminde ifade edilebilir.
Teorem 28: Kontrol noktalart {P;} i=0,..,n olan dual parametreli dual

Bezier egrisi verilsin. Bu egriye karslllk gelen regle ylizey kompleks:

BxB*
+t* 19—
IBIIZ IIBII2 1Bl

X(t,t59) =
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dir. Burada B = B(t), kontrol noktalar1 {P;} olan reel Bezier egrisi, B* = B*(t) kontrol

noktalar1 {P;'} olan reel Bezier egrisidir. Bu regle yiizey kompleksinin dayanak yiizeyi

BXB* « BxB' . g . B .
e +t e dir. Dogrultmani ise ||B”dlr.

a(t,t*) =

Teorem 29: Kontrol noktalar1 {ﬁi} olan dual parametreli dual Bezier egrisi

verilsin. Bu egrinin karsilik geldigi regle yiizey kompleksi X (¢, t*,9) olsun. Buna gore

PoXPy Py XP. P, .
a) X(0,t*,9) = =2+ t'n—>— + 9 —=dir.
) X( ) 1P 1% 1P 1% [1Poll
PoxP§ P
b) X(0,0,9) = —2+ 9 —
) X( ) [1Poll2 + [1Poll
PpXPp PpXPp_ P,
CXl,t*,ﬁ —n n_t*nn n—1 19 n
) X ( ) 1Py 12 (1P I2 + 1Pl
PyxPg Py XP
dx 0,t*,0) = 070 * 071
) X( ) [1Poll2 [1Po 12
PpXPp, Pp_1XP,
e x 1' t*,O — n no__ gk n—1 n
) X ( ) 1Py 12 1Py 12

olarak ifade edilir.

3.5. Dual Degiskenli Bezier Egrilerinde Blashke Cati

Dual degiskenli ve kontrol noktalar1 P; = P; + €P;” olan bir Bezier egrisi,
B(t+et’)=B@®) +&(B*(t) + t'B'(1))

olarak tanimlanmisti. Bu egrinin dual birim kiire iizerine izdiisiimii egrisi;

_ “ i
B(t + et*) = 1Bl
seay _ B@® B*(t) _ (B(®),B' (1) «[B'®)  (B®)B'(®)
B = IB@II te IB@I IB@I3 B+t [IIB(t)II IB@I3 B(t)]l
oldugu ifade edilmisti.
Simdi bu egri lizerinde Blashke Catisini ifade edelim;
Al = E
A !
A, =
27 Jlayl
A3 = Al X AZ

olarak tanimlanmistir. O halde egriyi hatirlayarak baslayalim:
B=B+¢&(B*+t'B")
B'=B"+¢e(B" +tB")
B"=B"+&B*" +t*B"")
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BIII — BIII + E(B*I” + t*Bn‘))
dir. O halde Blashke catiy1 olugturalim:

Once ||§||’ifadesini bulalim;

18] = (V8. By) = 228 — 2820 _ (68

2./(B,B) 2Bl 1Bl

oldugu goriiliir. O halde B’ ifadesi:

5 !

ol [ B ] _ BLIBII-BBI

T
_ B" (BB") 5
EINE
_ B'|IBlI>-(B,B")B
13113

bulunur. O halde

(B,B*+t*B')
IBIl

[1B11+2

[B'+£(B*’+t*B”)].[I|B|I+£ —([B+£(B*+t*B')],[B'+£(B*’+t*B”)])§

B =

(B,B*+t*B' )]
1Bl

[B"+e(B* +t*B"" )| [IIBI2 +22(B,B*+t*B")]-[(B,B")+£((B,B* +t*B"")+(B*+t"B' B'))| [B+&( B*+t"B")]
[IBII3+3]|Blle(B,B*+t*B')
2(B.B*)B’+IIB||ZB*’—<B,B’)B’—((B,B*’)+(B*,B'))B l

B'||B||?-B(B,B")|+¢
[ | +t*[2(8 B)B +|BI*B" ~(B,B")B' ~((B,B"")+|B'|*)B]

IBII[IIBIIZ+3(B,B*+t*B")]
(8B")B' B (BB')B (3(3,3*)(3,3’) _ (B,B*’)+(B*,B’)>B

_[B_'_(B,B’)B] TR IBI| B3 I1BII> B3
Ll 1Bl13 [—Z(BB')B' B (3(33’)2 (BB")+||B’||2) ]
[ + (T - B
18113 IBII IBII> B3

Bu ifade normuna bdéliiniirse Blashke Catisinin ikinci birim vektori

_ [BlBIZ- <BB>B]+

L IBx(B'%B)Il )
~(B,B")B' +|IBII*B" — (B, B")B" + (X252 — (B,B") —(B",B")) B
2
+t* <—2(B,B’)B’ +1BI2B" + (2= — (B,B") - ||B’||2)> B
& ! ! * !

BT [IBIIBI1%(B, B) — |BI"(B', B*') + | BII*(B, B')(B", B")]
.| —20BIFB.BYAB,B) + IBISB, BB, B |

+ x|+t 268, B)IBIZIBIS — IBI7(B",B") — 2(8, BB

, " B 2p!_ ; 4

| | +IBI (B, B')(B, B)] |2 28] |

olur. Sadelestirirsek ;
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_ [B/IBIZ~(B.B")B
Az = I1Bx (BB ] N
—(B,B")B’ +|IBII2B" — (B, B)B" + (X202 — (B, B"Y — (B",B")) B
e [IBIP(B.BY) — IBIP(B', By + (B,B'NB" BY] ,
R m _Z(B,B’)Z(ZB,B*)_l_(B'B,XB'B*,) [IBII*B" — (B,B")B
I1Bx(B'xB)|| 1811 ;)
—~2(B, BB’ + IBI12B" + (X252~ (B,B") ~ IB'II?) B
+t*
||B||2 ’ "z _ 2 1 " _2<B‘B’)3 ’ " 2p! _ 1
+ s |2(8, BO B = 1BIIX(B, B) — 2220 + (B, B')(B, B")]| | BII*B' — (B, B")B |
olur. Boylece
A3 - Al X AZ
olacagindan,
111 ,
= Taxem B X B+ ,
[ [—2ms 1BI° IB'I{B, B*) — ||BII*(B', B*") + (B, B')(B", B') 5B
f , "2 * X B’
1Bl 18X xB)I2 +(B,B’)(B,B*)—%
— WL IIBII(B x B*") + ||B||(B* X B")
[IBx(B'xB)|| ’ 2 2/p! DI
- 121 2(B, B)|B'|I* — IBII*(B", B")
* X n ” "3 X !
T IBIGE X BY) + 1705 foxwrmre —Zmz) +(B,B'XB,B") B s
olur.
3.6. Tiirev Denklemleri
= B' (BB') 4
A ! = B Shew - :
1 IBI 183
[ ~(BB") ny , B (BB') . ]
| B3 Bl 1IBI3 |
- [B_ _(BE)], L+ (3BBNBEY (BB BB
REE TEE TR |
« [-2(B,B"YB" B" 3(B,B')? B,B'")+||B||?
tr [ (5.5 _+(< 02 _ BB ||)B]J
1Bl 1Bl 1Bl B
= pAlAl + quAZ + 7"A1‘43
Yazildiginda

pA1=(A’1:A1)
qa,=(4,4)

Ta,=(A},45)

olur. O halde;

_ B (BB) 4 B
Pay =51~ e P
_(BB") _ (BB"IBI?
R [
_(BB)_ (BB)
B> 1BI°

=0



<A’ IAZ)
(BB) B
—= B, =7
R <IIBI
2
__lal*

‘ NEZH
=12
18]

QAl

:(W

3=

=4
18]

B' (BB'),
B y3)°

855

B2

||(BxB’)+e((BxB*’)+(B*xB’)+t*(BxB”))||

- [IBl|+{IB,B*+t*B')

= ||BxB'|| + (BxB',BxB*' +B*xB'+t*(BxB'"))

ChExElTe 185

(BxB',BxB*'+B*xB'+t*(BxB'"))
[1BxB||

QAl =

:quBwy+e(

1811 B.5%)+ 18" B".8*")~(B.8")((B.E*")+(8" B")
+t*[11BI1>(B’,B"")—(B,B')(B,B"")]
||B||+&{B,B*+t*B')

&
1BxB"]|

|BxB'||+

qa, =
olur.
(B,B")
181l
(B,B"Y(B,B"")
Bl

(B,B")

A&

1Bl ——=((B,B*') + (B, B* ))]

(B,B") + |IBI(B',B*") —

|[
vl IBIE, B -
[ e

IBII>

_ lBxE’]|
18112

(B,B") J

= (AI,A3> = (AI,Ale2>

( B _(E,E’)B)
__(BB)B B 1Bl

PTE]
1Bl A)
1815 "Bl || B _(BB")B
I8l 5
(B,8")B B’
—ans o nan X
IBI% “IBI
(BB"B 5 (o
Bx(B
8112’

_ (BB")B BB’
isnz  BXB =

él
O

_ Bxé’]_l(
IB]|2

IBIE 1 g
~ BxB’ ||B||3

=

BI
1]

B’ (B,B")B
HRNEE )>
(B,B")B
B ))
<§,B’) D ’\:I
1512 BXB

IIBIIIIBxB I [

bulunur.
Simdi ;

BBl

(B,B")B

7| 4

|BxB' ||

IBIIlIBxB' ||
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yazilabilir. Burada oncelikle baz: tiirevleri alalim.

IBIl
1Bx B’||' _ (BxB',(BxB')') _ (BxB'B'xB'+BxB")
o IBxBI IBxB'|
BxB'BxB') _ (BB)B'B'")—(BB")BB
=58 — ) = BB B f, NEE) olur. O halde;
BBl BBl

55 a2 5! _iB alva B!l
AT B "I(BVB,)) a.all_aa |[1BI(B.B)—(BB'XB,B")
(8" 131+5" o) 18815 ||B||.[ bt

A, =

] I1BxB'|I?
(181" +5.8")8+5.8"8'|I81.18xB" (8,85
IBIZ.1BxB' |1 IBIZIBxB'I2"

(B,B")
Bl

1BII*(B",B"")~(B,B
1BxB'||

olur. Burada k= [ |BxB’|| + ||B]|- ”><1§,§')] dir. Sadelestirirsek;

[B] B'|\|BII(B",B"") , B'lBII(B,B"){B,B"")
2 1BxB'|| 1BxB'||3 1BxB'||3
(IBII>+(B,8""))B+(B,B")B’ (B,B")*B
~_IBIIBxB| I1BII31|BxB" |
+(IIBxB’II[IIBII(B.B”)] _ <B,B”><B.B’)2) A
. AIIBxE"II3 . IIEIIIIABxl§‘1||3A . W .
_ lIBlIB" (B,B") IBI*(B",B") | |IBI(B,B')B,B"")  (B,B') ] A

B"IBII+
r_

IBxBll * LIBIIIBxB'|l lBxB'||3 1BxB"||3 IBIIIIBxBl
[(Eﬁ’)(ﬁﬁ”)llﬁll (8,8")B,8")2 _ (IIBII*+(B,B")) (B,B")? ] A
1BxB'||® IBIllIBxB'||3 IBIlIBxB]| IBII®1BxB]|

yazilir. Buradan,
2 = DayAr + qayAz + 74,43
yazdigimizda;
pAZ = <A, ) Al)

qu = (AI'A2>
TAZ = (A’,A3)

olur. Buna gore,

o =(Ah, AL = (A! ,i :(1?,5’:') A(§.§A')2A _ IIBIIZ(?ﬁ:')(ﬁ,E") (E.BI)ZSB.B”) _
2 IBI" 11BxB'|l ~ lIBII?lIBxB| IBxB'||3 1BxB'||3
(B,B")? IBII>(B,B"XB,B") _(B,B")B,B")* (IBII*+(B,B"")) (B,B')?
1BII2|BxB|| I1BxB'||3 IBxB'||3 1BxB'| 1B|I2|BxB||
- (B,B") _ IB|1%(B,B") ((BI BH) _ <B Bu)) _ lBII+(B,B"") (B,B')?
IBxB'|| IBxB'||3 ’ ’ IBxB'|| I1BII21BxB|
_ —||I§xl§'||4—||l§|I4(}§,}§’)(l§’—l§,l§") _ —|BxB'||  11B81*8,8")(B",B"") , |IBI*(B,B')B'B")
B IBII211BxB'||3 IR IBxB'||3 IBxB'||3

_ —lIBxB"|| | (B.BHIBI?
Pa = 71z T x|

((B — B',B")) bulunur.
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Simdi q,;, yi bulalim:

_ A o Bl 5 (BB 4
2 = (A2 A2) =425 B~ TEiazs B
_lIBIZ _IBIZ_ g pry 4 BBHB'I°  na1%s B B'” | 1BIXB.8')8' 88|’
IBxB"||2 IBxB'|I2 IBxB|* IBxB||*
@B | B82@EM8I1E _ B8"E8)  (I8] +<BB”>)
|BxB'||? |BxB'||* © T IBxB'I1* |IBxB'|? B') +
(B.B')®  (BB'NBB") _ (BB ||B||2<é'.é”><é.é’>2_<B,B (BB
IBIZIBxB'IZ  |IBxB'|? IBIZBxB |12 IBxB|* IBxB|[*
BB (BEYEAMIBE | 38" eEY | (IBIP+BE") o <.,
IBIZIBxB'IZ —  1BxBI|I* IBxB'||4 iaEe BB -
(8,8')?
IBI1Z1BxB’ |12
(E,E’)3(E,B”) ( E)(BB”) ”§”2<EI‘BII><B‘§I)2 I|EI|2(§’,§”)
T BxB|* IBxB'||2 IBxB|[* IBxB |12
IBI+B" B"||B'||>  1BI2|B"||*(B.B'}B,B")
T 1BxB* [BxB'|[*
_(BB"XBB") [I1BI12|B'|°~(B,B")2] (BB')B,B")
~ |IBxB'||* [ 1BxB'||? ]_ |BxB'||2
L (BLBMIBI [(é.é')Z—néuzné'nz L (BLBMIBI?
I1BxB'||* ~||BxB’||? |BxB'||2
=0 bulunur.

O halde q,, = 0 dur. Simdi 7, yi bulalim.

T, 2 = (AI,A3>:(AI,A1XA2>

B' (BB")B
_ TR
=42 ||B|| ‘B ] ||!
EINTR
— (Al ( IB|I2B'—(B,B")B ))
2181l |B|| ||||Bg23'—<BB Bl
' IIBlI2B"—(B,B")B
= i % (Ciamiza )
= I8l IBIIBXB | )
BxB'
= o)
IBIl "
= sz et|B,B',B"|

bulunur. Simdi py,, g4, Ve 74, katsayilarim bulalm. Bunun igin A3 elde etmeliyiz

Ay = Ay XAy + A, X A}
B/ BBl BI2B!_(B BI\D 5
_ (B _ (BB )B) % (IIBIIAB A<BA,B )B) 4+ 5 x Al

Alll?ll R ﬂﬁll3 N IBlBxB'I /Bl
(B,B"YBxB' (B,B") Y BxB'"
= BlI2IIBw D! - B2 D Dl B XB + Dy D!
IBIIZIIB=B Il |IBII*[IBXB"|| [I1BxB'||
(8,8 _lIBI*B'B") , (BB'NBB") (B,B’) 5O B
2 5] B3 + D B3 - BlI2IDB B/ B X B
1BII2||BxB| [1BxB|| [I1BxB|| IBI[lIBXB"||

(§,1§')(§,§”>—I|l§|I2(§,§”>E < B’

BXB XB =
= BB gy pr = -
EE 1BxB'?



elde edilir. Buna gore katsayilar
Pas=(ay,a,)
qa3=(45,A4;)

Ta3=(A%,43)
olacagindan

Pas = ||BIIII§x§’||3( xB',B)=0

bulunur. O halde; p,, = 0 olur.

Az = (A’ 2)
_ __ (BxB"".B xB) [||B||2 B' (BB)B])
IBxB'||3 1BxB'||2|1B]|
=0

bulunur ve son olarak ;

rA3 = (AIJA3> = <A,31A1 X A1>
_(ExB”,E’xE)< B B ||l§||21§’—(l§,l§’)l§)
||1§><,1,§'||,3 IIBII IBINBxB'|l
_(BxB"',B'xB) , 5 PPN ~
= axgmi (Bx BB xB)
_(BxB'",B'xB)
T |IBxB|12

bulunur. O halde matris ile gosterelim:

A’1 Pa; 94, Aq
AIZ = |:pAz qu AZ
AIS pAg qA3 A3
yazildiginda;
U
. 0 ”ﬁ;ﬁ;” 0 ]
A
1 . 1
A, :|—IIBAXB’|| BBV 5 piopny o 1B detlBE B | A,
A 18112 113 |BxB'||2
3 [ 0 0 (BXB"B xB) J
CUBxB'I2

yazilabilir.
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4. SONUCLAR VE ONERILER

4.1. Sonuclar

Bu tezde alinan 6zgiin sonuclar asagida 6zet olarak verilmistir:

1) Bu tez ¢alismasinda dual uzayda tanimli dual degiskenli bir Bezier egrisinin
denklemleri verilmis ve bu egrinin son nokta interpolasyon 6zellikleri Teorem 10 ile
ifade edilmistir.

2) Teorem 11 ile bir dual Bezier egrisinin tiirev denkleminin yine bir Bezier
egrisi oldugu ve buna ait kontrol noktalar1 verilmis, Teorem 12 ile de bu tiirev egrisinin
reel ve dual kisimlar1 verilmistir.

3) Bir dual Bezier egrisinin ikinci tiirevinin de yine bir Bezier egrisi oldugu ve
kontrol noktalarinin ilk dual egrinin kontrol noktalari cinsinden ifadesi Teorem 13 ile
verilmis, bu egrinin 6zel durumlarda degerlerinin kontrol noktalar1 ile ifadesi (son nokta
interpolasyonu) Teorem 14 ile verilmistir.

4) Tezde sonug 1 ve sonug 2 ile bir dual Bezier egrisinin n. nci dereceden tiirevi
ifade edilerek genellestirilmistir.

5) Teorem 15 ile bir dual Bezier egrisinin ikinci tiirevlerinin interpolasyonu
verilmistir.

6) Tezin 3.2 bolimiinde bir dual Bezier egrisi iizerinde Frenet vektor alanlart ve
bunlarin dual ifadeleri hesaplanmig ve bunlar Teorem 16 ile 6zetlenmistir.

7) Tezin 3.3. bolimiinde dual Bezier egrisinin herhangi bir noktasindaki vektorel
degeri hesaplayabilmek ve dual egriyi verilen noktadan ikiye ayirabilmek ve ayrilan bu
egrilerin kontrol noktalarin1 bulabilmek i¢in dual de Casteljau algoritmasi verilerek
Teorem 17 ile bu algoritma ifade edilmistir.

8) Teorem 18, 19, 20, 21, 22 ile Frenet vektor alanlarinin ve egriliklerin belirli
noktalardaki interpolasyonu ile keyfi bir dual biiyiikliik i¢in karsilik geldigi degerleri,
tezde elde edilen dual de Casteljau algoritmasiyla bulunan kontrol noktalari cinsinden
ifade edilmistir.

9) Tezde elde ettigimiz sonuglar1 bir sayisal ornek tlizerinde gorebilmek adina
verilen Ornek {izerinde alinan sonuglar Teorem 23, 24, 25, 26, 27 ile verilmistir.

10) Tezin 3.4. boliimiinde dual uzayda verilen bir Bezier egrisinin birim dual

kiire iizerine izdiisim egrisi verilmis ve bu egriye karsilik gelen reel regle yiizey
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kompleksleri ifade edilmistir. Buradaki sonuglar Teorem 28 ve Teorem 29 ile
verilmisgtir.

11) Tezin 3.5 boliimiinde bir dual Bezier egrisi lizerinde alinacak olan Blashke
cat1 vektor alanlar1 {A1, Az, As} ifade edilmistir.

12) Tezin 3.6 bolimiinde ise bir dual Bezier egrisi iizerinde alinacak olan

Blashke cat1 vektor alanlarina {A1, Az, Az} ait tiirev denklemleri ifade edilmistir.

4.2.0neriler

Bu tezde alinan 6zgiin sonug¢lar 1s1ginda bir sonraki ¢alismalar i¢in asagidaki
Oneriler yapilmistir:

1) Dual degiskenli Bezier egrileri yardimiyla bu egrilere karsilik gelen 1sin
kongriianslar1 ve regle yiizey kompleksleri tam olarak incelenebilir.

2) Verilen dual Bezier egrisinin kapali bir egri olmasi durumunda karsilik
gelecek olan yiiriinge yiizey konpleksleri incelenebilir.

3) Yoriinge yilizey komplekslerine ait drall, dagilma parametreleri, Gauss ve
ortlalma egrilikler, agilim agilari, agilim uzunluklar1 hesaplanabilir.

4) Dual Bezier egrileri lizerinde Bishop tiirii catilar insa edilip egrilikler

karsilastirilabilir.
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