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Bu tez ¢alismasinda, Smirnov uzaylarinda Dirichlet serileri igin yaklasim teorisinin diiz ve ters
yaklagim teoremleri konveks c¢okgenler iizerinden incelenmistir. Fonksiyonlarin yakinsakliginin ve
diizglinliigiiniin derecesi k. mertebeden modiile gére degerlendirilmistir. Ayrica, diferansiyellenebilirlik
sartinin yaklasim hizina olan etkisi ve ters durum incelenir. Bu g¢alisma Yu. I. Mel’nikin sonuglarini
genisletir ve elde edilen sonucun iyi olmast ile ilgili 6rnek verilmistir.

Ayrica, bu tez ¢aligmasinda kompleks diizlemin Dini —diizgiin egri ile simnirlanan bogelerinde
Smirnov-Orlicz siniflarinin belirli alt siniflarinda fonksiyonlarin polinomlarla yaklagimi ile ilgili yaklasim

teorisinin ters teoremi ispat edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Dirichlet Serileri, Diiz ve Ters Teoremler, Fourier ve Leont’ev
Katsayilari, Smirnov uzayi, Smirnov-Orlicz uzay1.
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1. GIRIS

Yaklasim teorisi matematik analizin boliimlerinden biridir. Yaklasim teorisinde
belli 6zelliklere sahip fonksiyon uzaylarinin elemanlarina, bu uzaym bir alt uzayidan
olup daha iyi Ozelliklere sahip olan fonksiyonlarla yaklagim problemleri incelenir.
Genellikle bu alt uzay olarak, 6zellikleri ¢ok iyi bilinen, polinomlar yada rasyonel
fonksiyonlar ailesi alinmaktadir. Temel problemlerden biri, verilen fonksiyona alt
uzaydan en iyi yaklasan elemanin varligi problemidir. Ozel halde, alt uzay olarak
cebirsel polinomlar veya (periyodik halde) trigonometrik polinomlar kiimesi alindiginda
Banach uzaylarinda en iyi yaklagim elemaninin varligi iyi bilinmektedir. Yaklasim
teorisinde verilen fonksiyonla buna en iyi yaklasan eleman arasindaki hatanin,
fonksiyonunun belli karakteristikleri (6rnegin, diizgiinlik modiili) yardimiyla
degerlendirilmesi probleminin ¢éziimii 6nem arz etmektedir. En iyi yaklasim hatasinin
istten degerlendirilmesi ile ilgili problemlere yaklasim teorisinin diiz problemleri, elde
edilen teoremlere ise diiz teoremler denir. Bunun tam zitt1 olan problemler ise yaklagim
teorisinin ters problemleri olarak bilinmektedir. Bu durumda, diizgiinliik modiilii {istten
en iyi yaklagim sayisi yardimiyla degerlendirilir ve fonksiyonun yaklagim o6zelliklerine
gore hangi sinifa ait oldugu hakkinda bilgi edinme amaci glidiiliir. En ideal durum, belli
bir sinifta elde edilen diiz ve ters yaklasim teoremlerinin bir birini karsilamasidir. Yani,
yaklasim hizina dayanarak bu fonksiyonun hangi siniftan olduguna kesin karar
verilmesidir. Bu durumda verilen fonksiyonlar sinifinin yapisal karakterizasyonu elde

edilebilir denir.

C kompleks diizlemde, N >2 olacak sekilde a,,a,,a,...a, koseli bir D agik

konveks(dis biikey) ¢okgenini goz oniine alalm. Orjin noktasin D ’ye ait oldugunu

kabul edelim. D "nin a; koselerini dikkata alarak,

L(2)=Y de"
j=1
bigiminde L kvazipolinomu tamimlayalim, burada d; e C\{0}, j=1,..N’ ve L(z)ise
siniis tipinde bir tam fonksiyondur (Lewin ve Ljubarskii 1975). A ile L(z)tam
fonksiyonunun  koklerinin  dizisini  gosterelim. Ep(D), 1< p<oo  Smirnov
fonksiyomlar smifi olmak iizere f € E”(D)fonksiyonlarini, &(A):= (e’lz )kl\ kompleks

iisteller ailesine gore genisletebiliriz. Yukaridaki gosterimlerden yararlanarak,
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Dirichlet serisini goz Oniine alalim, burada,

N a;
ke (2) =Zdjea”j f (n)e*dn
=1 a

biciminde ifade edilen Leont’ev katsayilaridir. Burada, a, tepe noktasi keyfi secilmistir,

fakat sabittir.
~(J)

Yeteri kadar biiyik C icin|A!"|>C olmak iizere L'nmn 4" kéklerizV =4 +80)
. . -0) 27ni i8] (i) —an i
seklindedir, burada A4 :a " +0Q,e ve ‘in ‘Se . Burada 0<aj=sab|t,

I
J=L..N,n>n,, ve a,,=adir.B; ve q; parametreleri d, ,:=d, olmak iizere

e (B )gisi :—% sartin1 saglamaktadirlar. Bu yiizden bu A" kokleri tektir. A
j+l

koklerinin kiimesi

biciminde gosterilebilir.

Agirlikl genellestirilmis Jackson ¢ekirdegi yardimiyla

o e N . " ot @)
Sus (F)(2) ::;kf (Am).m+§m§j)(1— Xeim i (A )m (1.1)

bi¢iminde Dirichlet serilerinin kismi toplamlarini tanimlayalim. Burada,

k k
Xn,k,m = Z(_l)k ( j‘]n,k,mp,
p=0 p
dir, J

nimp 1€ NeN,k>2,M :=[n/k]+1 olmak iizere

sinMt/2\ J o
K =1 =124y J . coslt,
nk(t) n,k( t/2 j 2 ; nk,l

genellestirilmis Jackson ¢ekirdeginin katsayilarini belirtir ve 4, dyle secilir ki,



sart1 saglansmn. K  ise derecesi n’yi asmayan cift negatif olmayan trigonometrik

polinomdur (De Vore ve Lorentz, 1993).

YOI AR 3 S 12
n Z)= Xm,n ' + X',m,n [} '
m=0 L (//Lm) =1 m=n(j) J L (ﬂm)

sekilinde kvazipolinomu gozoniine alalim.

Bu tez caligmasinin ikinci boliimiinde yaklasim teorisi ve lizerinde calisilan
problemle ilgili kaynak arastirmasi incelenmektedir. Bu tez ¢aligmasinin Material ve
Yontem diye adlandirilan tiglincii boliimiinde Kompleks Fonksiyonlarin Teorisi ile ilgili
bazi temel tanimlar ve teoremler ve esas sonuglarin ispati i¢in gerekli tanimlar ve
yardimci sonuglar verilecektir. Ayrica, Fourier ve Leont’ev katsayilari arasindaki

bagint1 ile ilgili sonuglar ifade edilmistir. Tez ¢alismasinin dordiincli boliimiinde tezin
esas sonuglari ifade edilmektedir. Ayrica, D konveks ¢okgenlerde E(D) Smirnov
smiflarma ait fonksiyonlarin Dirichlet serilerinin (1.1) bigiminde kismi toplamlar ile
yaklagimi ilizerine yaklasim teorisinin diiz problemleri incelenmektedir. Daha sonra ise
D konveks ¢okgenlerde EP ( D) Smirnov siniflarina ait fonksiyonlarin (1.2) bigiminde
kvazipolinomlarla yaklasima ile ilgili yaklasim teorisinin ters teoreleri verlecektir.

Bu tez calismasinda dordiincii boliimiinde ilave olarak, Dini-diizglin egri ile

siirlanmig bolgelerde tanimlanmis E,, (G) Smirnov-Orlicz siniflarinda, yaklasim

teorisinin ters teoremi ispatlanmaktadir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Yaklasim teorisinin temeli Chebyshev (1854) tarafindan atilmistir. Daha sonra
alman matematik¢i Weirstrass'in sonucu (1885) yaklasim teorisinde Oonemli bir yer
edinmistir.

Yaklasim teorisi (Lebesgue, 1898; Vallée-Poussin, 1910, 1911; Jackson, 1911,
1912, 1924; Bernstein, 1912; Favard, 1936, 1937, 1949; Kolmogorov, 1935; Nikolski,
1946; Timan, 1950) ve daha bir¢ok bilim adami tarafindan ¢alisilmustir.

Trigonometrik fonksiyonlar i¢in Lebesgue uzaylarinda polinomlarla yaklagimin
hiz1 pek ¢ok matematik¢i tarafindan arastirilmistir. Stechkin (1951) yaklasim teorisinin
diiz teoremini ispatlanmig. Timan (1966) tarafindan bu teoremin iyilestirmesi
yapilmistir. Bu uzayda ters teorem Timan (1950) tarafindan verilmisdir. Timan (1958)
tarafindan bu ters teoremin iyilestirmesi ispatlanmistir.

Cebirsel polinomlar yaklagim teorisinin temel taglarindan birisidir ve bu teorinin
gelismesinde 6nemli yere sahiptir. Bunun en giizel 6rnegi, reel eksenin herhangi bir
sonlu ve kapali alt kiimesi {izerinde tanimli, siirekli fonksiyonlarin veya kompakt kiime
tizerinde tanimli analitiik fonksiyonlarin polinomlarla en iyi yaklasmanin miimkiin
olmasi ile ilgili Weierstrass ve Runge teoremleridir. Bu ise bir yandan verilmis
fonksiyonun analitik seklinin belirlenmesi, diger yandan bu fonksiyonun polinomlar
dizisinin diizgiin limiti seklinde gosterilmesi demektir.

Farkli normlarda periyodik ve periyodik olmayan fonksiyonlar sinifinda
fonksiyonlarin yakinlagimi ile ilgili arastirmalar (La Vallée-Poussin, 1919; Jackson,
1930, 1941; Natanson, 1949; Zygmund, 1959; Timan, 1994; Bary, 1964; Akhiezer,
1965; Lorentz, 1966) ve buna benzer bilim adamlarinin Kitaplarinda mevcuttur. Klasik
ve son on yillarda elde edilen sonuglar (De Vore ve Lorentz, 1993; Stepanets, 1995;
Mhaskar, 1996; Trigub ve Belisky, 2004; Dzyadyk ve Shevchuk, 2009; Andrievskii ve
ark., 1995; Andrievskii ve Blatt, 2002) kitaplarinda yer almaktadir.

Agirlikli ve agirliksiz Smirnov uzaylarda yaklagim teoprisinin diiz problemleri
bir ¢ok yazar tarafindan incelenmistir. Omegin, (Al’per, 1960; Andersson, 1977,
Andrasko, 1963; Ibragimov ve Mamedhanov, 1976; Kokilashvili, 1969; Dyn’kin,
1979,1980; Israfilov, 1987; Israfilov, 2001; Israfilov, 2004; Israfilov ve Guven, 2005).

Dzjadyk (1974) calismasinda (1.1) Dirichlet serilerinin noktasal ve diizgiin

yakinsamas igin sartlar verilmistir. Lewin ve Ljubarskii (1975) calismasinda &(A)



ailesinin E*(D)’min (p=2 hali igin) bir Riesz bazimi olusturdugu ispatlamis ve
boylece, bu seriler Hilbert uzaymdaki norma gére yakmsaktir. £(A), EP(D)’de bir

Schauder bazi olusturdugundan, Sedletskii’nin (1979) ¢alismasinda keyfi 1< p <ooigin
(3.1) Dirichlet serilerinin diizgiin yakinsaklig ispatlanmistir.

Bu serilerin yakinsaklik oranini degerlendirmek icin, Yu. I. Mel’nik Fourier
katsayilar1 ve Leont’ev katsayilar1 arasindaki baglanti iizerinde calisti. Onun diisiincesi,
Jackson ve Bernstein’nin Fourier serilerinin yakinsaklik orani ve yaklasimai ile ilgili 1yi
bilinen sonuglarindan faydalanmaktir (Timan, 1994; Mel’nik, 1985; Mel’nik, 1988)

calismalarinda gdsteriyor ki, belli kosullar altinda f € E” (D) nin Leont’ev katsayilari,
baz1 F el’ ([0, 27[]) fonksiyonlarinin Fourier katsayilaridir. Bu ¢alismalarda, birinci

stireklilik modiilii teriminin de F ’in diizgiinliigi degerlendirilmektedir. Birinci modiil
icin Smirnov uzaylarinda Dirichlet serileri i¢in diiz ve ters yaklasim teoremlerini

ispatlamak i¢cin Mel’nik (1988) kendi ¢aligmalarindaki verilen sonuglar1 kullanmistir.

Bu tez ¢aligmasinda yukaridaki ¢aligmalardan esinlenerek, E° (D) Smirnov

smiflarinda tanimlanmis fonksiyonlarin Dirichlet serilerini  kullanarak, yaklasim
teorisinin diiz ve ters teoremleri konveks cokgenler iizerinde incelenmektedir.
Fonksiyonlarin yakinsakliginin ve diizglinliigliniin derecesi k mertebeden modiile gore
degerlendirilmektedir. Ayrica, diferensiyellenebilirlik sartinin yaklasim hizina olan
etkisi ve bu durumun tersi incelenmektedir. Elde edilen sonuglarin, sadece birinci
modiilii kullanarak, Mel’nik (1988)’deki sonugtan, yaklasim orani ile ilgili daha iyi bir
degerlendirme verdigi bir Ornek ile gosterilir. Forster (2004) caligmasinda keyfi
mertebeden modiil i¢cin Leont’ev ve Fourier katsayilari arasindaki degerlendirilme
genellestirilmistir. Forster (2004) c¢alismasindaki sonuglar kullanilarak, bu tez
calismasinda Dirichlet serileri i¢in diiz ve ters yaklasim teoremlerinin, keyfi ke N
mertebeden modiil’e genellestirilmesi ile ilgili sonuglar elde edilmistir. Boylece,
fonksiyonlarin Dirichlet serilerinin yaklasim oranindan yaralanarak, bir f € E”(D)
fonksiyonun diferansiyellenebilirligi ile ilgili bilgi elde etmis oluruz. Elde edilen
sonuclar, Mel’nik (1988) sonuglarini genellestirmektedir.

Orlicz uzaylar1 Bimbaum ve Orlicz (1931) tarafindan tanimlanmistir. Orlicz

uzaylarn klasik L ,p>1 Lebesgue uzaylarmin genellestirilmesidir. Orlicz uzayimnin

tamminda M (x) konveks fonksiyonu M (x)=M (x, p):=x",1< p <o olarak alinirsa,



bu durumda Orlicz uzay1, L, p>1 Lebesgue uzay: ile cakigmaktadir. Orlic uzay1 ve

ozelliklerile ilgili bilgiler bir ¢ok yazar tarafindan incelenmistir (Bimbaum ve Orlicz,
1931; Orlicz, 1931; Krasnoselskii ve Rutickii, 1961; Rao ve Ren, 1991; Rao ve Ren,
2002; Karlovich, 1996, 2002; Boyd, 1967, 1969, 1971; Bennett ve Sharpley, 1988;
Maligranda, 1985; Béttcher ve Karlovich, 1997; Matuszewska ve Orlicz, 1960).

Orlicz uzaymin gorintii islemlerinde, akiskan dinamiginde, diferansiyel
denklemlerde bir ¢ok uygulamalar1 bulunmaktadir (Alaouia ve ark., 2014; Chen ve ark.,
2006; Colombo ve Mingione, 2015; Giannetti ve ark., 2013; Harjulehto ve ark., 2013;
Swierczewska Gwiazda, 2014; Wréoblews- Kamifiska, 2014).

Smirnov-Orlicz smiflart Smirnov siniflarmin genellesmesi olarak Kokilashvili

(1968) tarafindan tanmimlanmistir. G, kompleks diizlemde bir bdlge olmak iizere

Ew(G) Smimov-Orlicz  smifinin  tammuinda M (x)  konveks  fonksiyonu
M (X) =M (X, p):: xP, 1< p <o olarak alinirsa, bu durumda E,, (G) Smirnov-Orlicz

smift E,, (G) Smirnov sinifi ile cakismaktadir.

Agirlikly, agirliksiz Orlicz uzaylarinda ve agirlikli, agirliksiz Smirnov-Orlicz
smiflarinda yaklasim teorisinin diiz ve ters problemleri bir ¢ok yazar tarafindan
incelenmistir (Ramazanov, 1984; Wu, 1991; Ponomarenko, 1966; Gavrilyuk, 1963;
Israfilov ve Guven, 2006; Guven ve Israfilov, 2011; Akgiin ve Israfilov, 2006, 2008,
2010, 2011; Khabazi, 2002; Runovski, 2001; Guven ve lIsrafilov, 2002; Israfilov ve
Akgiin, 2006; Israfilov ve ark., 2005; Jafarov, 2011, 2012, 2013, 2018; Jafarov ve
Mamedhanov, 2012).

Ayrica, bu tez ¢alismasinda, agirlikli ve agirliksiz Smirnov-Orlicz siiflarinda

fonksiyonlarin yaklasimu ile ilgili yukaridaki ¢alismalardan esinlenerek, C kompleks

diizlemde bulunan G bdlgesinin sinirt Dini-diizdiin egri oldugunda E,, (G) Smirnov-
Orlicz siniflarinda, yaklagim teorisinin ters teoremi ispatlanmaktadir. Bagka deyisle, f
fonksiyonunun tiirevinin siireklilik modiili ile ilgili degerlendirme elde edilmistir. Elde

edilen sonug, Alper (1960) sonucunun E, (G) Smirnov-Orlicz smiflarina

genellestirilmesidir.



3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Temel kavramlar
Biz bu béliimde temel tanimlari teoremleri verecegiz. C ile kompleks diizlemi

gosterecegiz.
Tamm 3.1 a) [8,b]c R olmak iizere siirekli bir

y:[ab]—>C
fonksiyonuna C diizlemde bir egri denir. Burada 7(a) ve 7(b) noktalarina sirasiyla
egrinin baslangi¢ ve bitim noktalar1 denir.
b) Bir y egrisi verildiginde 7(a)=y(b) ise, y’ya kapal: egridir, denir.
c) Bir y egrisi sadece t, =t, i¢in j/(tl) = 7/('[2) oluyorsa basit egridir, denir. Bazen basit
egrilere Jordan egrisi de denir. y basit bir egri ve }/(a) = V(b) ise basit kapali egri
(kapal1 Jordan egrisi) denir.
d) Bir y egrisi verildiginde 7' tiirevi var ve siirekli ise 7 diferansiyellenebilir egri
(yay) diye, adlandirilir.
e) y diferansiyellenebilir bir egri olsun. Eger ¥ '(t) #0 ise, y’ya diizgiin egri (regiiler
egri) denir.
f) [a, b] araligiin sonlu tane noktasi hari¢ , 7 egrisi diferansiyellenebiliyorsa ve bu soz
konusu noktalarda y’min sagdan ve soldan tiirevleri var ve bunlar 7' ’niin bu
noktalardaki sag ve sol limitlerine esitse ¥ pargali diferansiyellenebilir egridir, denir.
g) 7 parcali diferansiyellenebilir egri olsun. Eger her tE[a,b] icin )/'(t);tO ise, 7
pargali diizgiin egridir, denir (Baskan, 1998).
Tamm 32  y:z(t), (a<t<b)  komleks diizlemde  bir egri ve
Pi={(t,t, b, t ) s a=t, <t <..<t_, <t =b}, [a,b] kapali araliginn bir bdliintiisii

olsun. Eger

sup Y [2(t,) - 2(t, )| <0
v=1

ise 7 egrisine sonlu uzunluklu egri denir. Burada supremum P kiimesi iizerinden alinir

(Markushevich, 1985).



Tamm 3.3 G = C kiimesi igin

a) G agik bir kiime;

b) vz,z, G icin bu noktalar: birlestiren ve ¥ cG olacak sekilde bir 7= 7/(21, Zz)
egrisi varsa, G kiimesine kompleks diizlemde bir boélge denir ( Zill ve Shanahan,
2003).

Tammm 3.4 Eger bir G bolgesinin smirt olan I' baglantili ise G bolgesine basit
baglantili bolge denir (Markushevich, 1985).

Tanmm 3.5 Her G agik kiimesi

G =(JG,. G, ayrik bdlgeler oG, = oG
k

seklinde yazilabilir. Bu sayilabilir G, bolgelerine G "nin bilesenleri denir(Mel’nik,
1988).

Tanim 3.6 D,D" —C ve f:D— D" tammli bir fonksiyon ve z, € D olsun.

a) f(ZO) tanimli,

b) lim f (z) var ve

77,

C) lim f(z)=f(z,)

77,
sartlar saglanirsa, bu durumda f fonksiyonuna z = z, noktasinda siireklidir, denir

(Wunsch, 2005).
Fonksiyonun siirekliligi ile ilgili tamim &—¢ teknigiyle, asagidaki sekilde de
verilebilir:

f  fonksiyonu z, noktasinda siireklidir demek, &>0 verildiginde,

0
0<|z—2z,| <5 iken | f(z)-f (ZO)| <& olacak sekilde bir 6 =5(Z,¢)>0 sayisinm
bulunmasi demektir. Eger f fonksiyonu bir D kiimesindeki her bir noktada siirekli ise
f ’ye D lizerinde siireklidir denir.
L egrisi iizerinde siirekli fonksiyonlarm kiimesini C ( L) ile gOsterecegiz.

Tamm 3.7 L C bir kiime ve f :L — C bir fonksiyon olsun. vt,,t, e Ligin, 0<a <1
olmak tizere,

[f(t)—f(t,)|<Al,—t,|", A=sabit>0



sartt saglanirsa, f fonksiyonu Holder (Lipshitz) « smifi’na aittir denir ve
f e H*(L)(f e Lipa(L)) ile gosterilir (Rudin, 1974).

L egrisi iizerinde siirekli fonksiyonlarin kiimesini C ( L) ile gosterecegiz.
Asagidaki 6zellikler verilebilir:
1) feH(L)=feC(L);
2) f<a olmakiizere f eH* = f e H”dir. Yani H* c H” dir;

3) feH(L), geH(L) olmak iizere,
frgeH (L), fgeH (L), éeH(L)(giO)

dir (Rudin, 1974).

Tanm 3.8 W= f (Z) bir E kiimesinden F kiimesine bire-bir siirekli bir doniisiim

olsun. f (Z) nin tersi (W) fonksiyonu F kiimesi iizerinde siirekli ise 0 zaman bu
dontisiime bir homeomorfizm denir (Baskan, 1998).

Aralarinda bir homeomorfizma bulunan topolojik uzaylara “ birbirine
hemeomorfiktir’” denir. Eger f:X —Y fonksiyonu homeomorfizm ise X uzay: Y
uzayina homeomorfiktir denir ve X =Y gosterilir (Baskan, 1998).

Tanmm 3.9 Kompleks diizlemde birim ¢emberin homeomorfik bir doniisiim altindaki
goriintiisiine Jordan egrisi denir (Karlovich ve Boéttcher, 1997).
Tamm 3.10 Kabul edelim ki, f, z, noktasmnin belli bir komsulugunda tanimlanan

kompleks degerli bir fonksiyondur. Eger

f'(Zo)=li”}) f (ZO+AAZZ)_ f(z)

limiti var ve sonlu ise, bu durumda f'(Z;)’a f in z, noktasindaki tiirevi denir.
G c Colsun. Eger, f fonksiyonu her z,eG noktasinda tiirevlenebilirse o

zaman f fonksiyonuna G ’de tiirevlenebilirdir, denir (Baskan,1998).

of of

Tamm 3.11 f fonksiyonun z,€G noktasinda a—(zo), (z,) kismi tirevleri
X

o
of of . . C
mevcut olsun. Bu durumda 8_(20) ve ?(zo) tiirevleri asagidaki gibi tanimlanir:
Z z
of 1( of . of
—(z,)==| —(z,)-1—(z,)|=f (z,),
T (ORI TR FIACS
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1

of of .
L (w)=3 S D)= 16w
Eger, 6zel olarak f (Z) =u (X, Y) + iV(X, Y) alinirsa,

1 :
f, :E(ux+vy)+|§(vx—uy),

elde edilir (Ahlfors, 1979).
Tamm 3.12 Eger f fonksiyonu z,noktasinda tiirevlenebilirse,

of of
f’ =— — =0
() =2(2). +=(z)
olur (Ahlfors, 1979).

Teorem 3.13 f fonksiyonu z, e G noktasinda tiirevlenebilirse,

2 @)l ()

kismi tlirevleri mevcut olup bu kismi tiirevler,

£'(20) =2 (2)-

kosulunu saglar (Ahlfors, 1979).

. of
_I_

6y(zo)

Tamm 3.14 Eger f fonksiyonu verilmis bir z, noktasimin herhangi bir

komsulugundaki biitiin noktalarda tiirevlenebiliyorsa, f fonksiyonuna z, noktasinda
analiktir, denir (Zill ve Shanahan, 2003).
Eger f fonksiyonu her zeG noktasinda analitik ise, f fonksiyonuna G de

analitiktir denir.

G ’de analitik tiim fonksiyonlarin kiimesini A(G) ile, G de analitik ve G ’da
stirekli olan fonksiyonlarin kiimesini ise A(é) ile gosterecegiz.

v , G bolgesinde yerlesen kapali dlgiilebilir Jordon egrisi olsun. y egrisini igi
Inty ile, y egrisinin dis1ise EXty ile gosterilir.
Teorem 3.15 (Cauchy Teoremi) G < C bir bolge, feA(G) olsun. y ise G de

yerlesen kapali Olgiilebilir Jordon egrisi ise,
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If(z)dz=0

4

dir (Saff ve Snider, 1993).
Teorem 3.16 (Cauchy Integral Formiilii) G — C bir bolge, f € A(G) olsun. yise
G ’de yerlesen kapali 6l¢iilebilir Jordon egrisi ise Vz € Inty igin,
1 f
f(2)=5- { gd ¢
dir (Saff ve Snider, 1993).
Teorem 3.17 (Cauchy Tiirev Formiilii) G — C sonlu sayida parcali diizgiin egri ile

siirht bolge olsun. Kabul edelim ki G D ve f fonksiyonu ise D de analitik

fonksiyondur. Bu durumda VzeG ve her n=0,1,2,...i¢in

1 L f
£0)(2)= 2;5[3(5_(5))“1“’ £ edG

dir (Saff ve Snider, 1993).
Teorem 3.18 (Maksimum-Modiiliis Prensibi) G C, L:=0GJordon egrisiyle

stirl sonlu bir bélge olsun. Eger f,G de analitik ve G da siirekli ise |f | , maksimum

degerini 0G de alir (Saff ve Snider, 1993).

Tammm 3.19 X bos olmayan bir kiime ve d:XxX —R" bir fonksiyon olsun.

VX, Y,z € X i¢in,
d(x,y)=0;

d(x,y)=0ex=y;

d(xy)=d(y.x);

d(x,y)<d(x,z)+d(zy)
sartim1 saglayan d fonksiyonuna X {izerinde bir metrik veya uzaklik fonksiyonu,
(X , d) ikilisine ise metrik uzay denir (Kreyszig, 1978).
Tanmm 3.20 L bos olmayan bir kiime ve F bir cisim olsun. +:LxL—>L ve
-:FxL—L islemleri tanimlansin. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa L’ye F cismi
tizerinde lineer uzay (vektor uzayi) denir.

A) L, + islemine gore degismeli bir gruptur. Yani,

vx,yel i¢in X+Yyel;



12

VvX,y,z e L i¢in x+(y+z):(x+y)+z :
vx e L i¢in X+68 =60+ X=X olacak sekilde, 8 € L vardir;
vx e L igin X+(=X)=(-X)+X=8 olacak sekilde, (—X) € L vardir;
vXx,yel i¢cin X+Y=Yy+X;
B) X,yeLvea, f €F olmak iizere asagidaki sartlar saglanir;
a-Xel ;
a(x+y)=ax+ay;
(a+pB)-x=a-x+f-X ;
(a-p)x=a(p-x)
- X=X .

F =R ise L ye reel lineer uzay, F=C ise, L ye kompleks lineer uzay
denir (Maddox, 1970).

Tanim 321 L bir lineer uzay ve AcL olsun. Vx,yeA igin,
B={Z€LIZ=(ZX+(1—(Z)Y,OS(ZSl}CA ise, A kiimesine konveks kiime denir
(Kreyszig, 1978).

Tamm 3.22 X bir lineer uzay olsun ve F cismi R olmak iizere,

|| : X = F fonksiyonu asagidaki sartlar1 saglarsa,

||| fonksiyonuna X iizerinde bir
norm, (X.[{) ikilisine ise bir normlu uzay denir (Kreyszig, 1978).

vX,ye X Ve Va eF i¢in,
X|=0<x=0;
x| =]
[+ i<+l
Tanim 3.23 X bir normlu lineer uzay olsun. Eger X uzays,
d(xy)=[x=y] (xyeX)

ile verilen norm metrigine gore tam ise, bu durumda X uzayima Banach uzayi denir.

X uzayinin kompleks veya reel lineer uzay olusuna gore, Banach uzay1 kompleks veya

reel Banach uzayi olarak adlandirilir (Kreyszig, 1978).
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Tamm 3.24 G ,C kompleks diizlemde bir bdlge ve z, G olsun. Ayrica, W= f (Z) ise

G bolgesinde tanimli kompleks bir doniisiim olsun. Eger G bdlgesinin i¢inde de olan ve

z, dakesisen her C, ve C, diizgiin egri ¢ifti i¢in z, da C, ve C, egrileri arasindaki
act, T(z,) da bu egrilerin goriintiileri olan C;=f(C,) ve C,=f(C,) egrileri

arasindaki aciyla ayn1 biiyiikliikte ve yondeyse W= f (Z), Z, noktasinda da konform bir
donisimdiir, denir (Zill ve Shanahan, 2003).

Teorem 3.25 f, z,’1 iceren D bolgesinde analitik bir fonksiyon ve f'(Z,)#0

olsun. Bu durumdaWw = f (Z), Z, da konform bir doniistimdiir (Zill ve Shanahan, 2003).

Teorem 3.26 (Riemann Déniisiim Teoremi) G c Chbasit baglantili bir bolge ve

z,eG tespit edilmis bir nokta olsun. G bdlgesini D = {W:|W|<1} birim dairesine

dontistiiren ve (0(20) =0, (0'(20) >0 kosullarini saglayan bir tek W= (0( Z) konform
doniistimii vardir (Goluzin, 1968).

Teorem 3.27 Q:=C\G ve A:={w:|w|>1} olmak iizere

D(0) =0 velimmw

Z—0 Z

olacak sekilde bir tek @ : €2 — A konform doniisiimii vardir (Markushevich, 1985).
Teorem 3.26 daki ® fonksiyonu Q bolgesinde oo noktasi diginda analitiktir ve oo

noktas1 @ nin basit kutup noktasidir. Bu durimda

IimM:a

Z—0 Z

olmak iizere,
a, a
O(z)=az+a,+—=+—2+..
z z
bi¢iminde olur. ® fonksiyonunun tersi ¥ olsun. Bu durumda ¥ fonksiyonu A

bolgesinde oo noktasi diginda analitik olur. Bu duriimda ¥ fonksiyonunun oo noktasi

) . 1 ..
disindaki Laurent seri acilimi1 b == olmak {izere,
a

¥ (w)=bw-+h, +b—v‘vl+£+...

W

bi¢imindedir, burada b sayisina G bdélgesinin kapasitesi denir ( Gaier, 1987).
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C kompleks diizlemde G bdlgesi verilmis olsun. ¢ fonksiyonu G bélgesini

birim ¢emberine konform doniistlirsiin. G bolgesinin dis kismin1 Qile gosterelim. @
fonksiyonu ise Q bolgesini birim ¢gemberinin dig kismina konform doniistiirsiin.

Tamm 3.28 0<r <1< R <+ olsun.
L, ={zeG:|p(z) =1}, Ly ZZ{ZEQZ‘(D(Z)‘:R}, L=L

egrilerine sirasiyla i¢ ve dis seviye egrileri denir (Markushevich, 1967).

3.2. Baz1 Analitik Fonksiyonlar sinifi

Tammm 3.29 G sonlu uzunluklu bir L Jordon egrisiyle sinirli bolge ve 1< p<oo
olsun. L’de Lebesgue 6lgiilebilir ve |f|pnin yay uzunluguna gore Lebesgue
integrallenebilir oldugu komleks degerli f fonksiyonlarin kiimesine Lebesgue Uzay:
denir. L (L) ile gsterilir (Andrievskii ve Pritsker, 2000).

Tanm 3.30 gel’=L" [0,277], 1< p<w,igin

o (3,6):= 5up {T‘g(x+t)—9(x)‘pdx}%

0<h<o

fonksiyonuna g ’nin p.dereceden integral siireklilik modili denir (Andrievskii ve
Pritsker, 2000).

Tamm 3.31 T',, o<r<1, D diskinin G bélgesi tizerine konform déniisiimii altinda
{wiw|=r,0<r <1} cemberinin goriintiisii ve 1< p<oo olsun. G bolgesinde analitik
olan ve

sup _Hf (Z)|p|d2|<oo
O<r<1rr

kosulunu saglayan f fonksiyonlarinin kiimesine E” (G) Smirnov smifi denir (Timan,
1963).

Her fe Ep(G) fonksiyonu I' iizerinde hemen hemen (h.h.) her yerde agisal
limit degerine sahiptir ve eger f ‘nin agisal limiti igin aym notasyon kullamilirsa,
f e L’(T)dir. Ayrica G=D oldugu durumda, H”(D):=E"(D)olarak tanimlanan

uzaya Hardy uzayi denir (Timan, 1963).

Uyar: L*(L) ve E?(G) uzaylani p>1 oldugunda,
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1

p
[ene =l (I It (2)f |dz|]

L
normuna gore Banach uzayidirlar.

I', C komleks diizleminde sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi olsun. Bu egri,
diizlemi G :=IntI" ve G~ = EXtI" seklinde iki bolgeye ayirir. Genelligi bozmadan 0 G

oldugunu kabul edelim. D birim dairesi, T:=0D , D :=extT olsun. ¢ ise,

¢()=o0 ve limg(z)/z>0 sart1 alinda, G nin D~ ye konform déniisiimii olsun.

1//(W) ise ¢(Z) ’nin tersi olsun. h, [0,27[] araliginda bir siirekli fonksiyon olsun ve

onun sureklilik modiili

o(t,h)=sup{|h(t,)-h(t,):t.t, €[0,27], |t -t,|<t}, t=0
seklinde tanimlanir.
Tamim 3.32 T' < C egrisinin parametrik denklemi

I:4y(s), 0<s<2rx

seklinde olsun. Eger ¢, (S) #=0ve ¢, (S) fonksiyonu Dini-siireklilik sartini, yani,

<o,

T t, !

[ ot h )y,
0 t
sartin1 sagliyorsa, bu durumda I egrisi Dini-diizgiin egri adlandirilir (Pommerenke,
1992).

I' Dini-diizdiin egri oldugunda, agagidaki esitsizlikler saglanir,

¢ <p/(w)<c,  |w=>1

c, <|#'(z)| <c,, 2eG, (3.1)

burada ¢, c, ve C;, C, sabitleri sirastyla w ve Zz’den bagimsizdirlar (Warschawski,
1932).
Konveks ve siirekli bir M :[0,00) —[0,0) fonksiyonu i¢in M (0)=0, x>0

icin M (x)>0 ve

Iimm=0, im M) _

x—0 X X—»00 X

sartlar1 saglanirsa, M fonksiyonu N - fonksiyon olarak adlandirilir. M fonksiyonunun

tamamlayici1 fonksiyonu
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N (y):=max(xy-M(x)), y=0.

x>0
seklinde tanimlanir.

M bir N - fonksiyon ve N ise onun tamamlayici fonksiyonu olsun. & >0 i¢in
[ o] (2 <=

Kosulunu saglayan, Lebesgue Olgiilebilir f:I"— C fonksiyonlarinin dogrusal uzayini
Ly (T) ile gdsterelim. Ly, (I') de f fonksiyonunun donatilmis normu

[l 1=SUP{Hf (2)9(2)]ldz]: g € L (1), (o N)él}

r

seklinde tanimlanir, burada

p(9.N):=[N(|g(2)])lcz],

r

dir, Ly, (T') uzay1 bir Banach uzayidir (Rao ve Ren, 1991).

||.||LM (r normu, Orlicz normu, L,, (I') Banach uzay: da Orlicz uzayi olarak adlandirilir.
Bilindigi gibi L, (I') uzayindaki her fonksiyon I" de integrallenebilir, yani,

Ly (M) L (T).
dir.

: . M (2x . .
M bir N fonksiyon olmak tizere lim Supﬁ< o ise, M fonksiyonu A,-
X—>00 X

kosulunu saglar denir.

Ly (F) Orlicz uzayinin yansimali (refleksif) olmasi icin gerekli ve yeterli kosulun M ve

onun tamamlayici fonksiyonu N in, her ikisinin de birlikte A,- kosulunu saglamasidir

(Rao ve Ren, 1991).
Orlicz uzayr hakkindaki dnceki bilgiler Krasnoselskii ve Rutickii (1961) ve Rao ve Ren
(1991) kaynaklarinda bulunabilir.

M bir N - fonksiyon ve M ™:[0,50) —[0,%0)ise M nin ters fonksiyonu olsun.

h:(0,0) > (0,0],  h(x )_!Lrgsupw, x>0
at

fonksiyonunu tanimlayalim. L,, (I') Orlicz uzaymnin ¢,, alt indisi ve f,, iist indisi
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logh
o, = lim 29" B, =lim
x—0 |Og X X—>00 |Og X

seklinde tamimlanir (Karlovich, 1996). Bu indisler ilk kez Matuszewska ve Orlicz

(1960) tarafindan diistinilmiistir ve L,, (F) Orlicz uzayinin Boyd indisleri olarak

adlandirilmigtir. Bilindigi gibi

ve
ay + By =1 oy + B =1.

Eger O<¢,, ve B, <1 ise «a,, P, Body indisleri, trivial (asikar) degildir
denir. L, (F) Orlicz uzaymin yansimali olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosulun
0<ay, < B, <1 sartinin saglanmasidir, yani, eger Body indisleri trivial degil ise, bu
durumda L, (T") uzay: yansimalidir.

Tamim 3.33 M bir N —fonksiyonu, f ise G bolgesinde analitik fonksiyon olsun.

j M (|f (z)|)|dz|<oo [

L,

sartt saglanirsa, bu durumda f :G — C fonksiyonlarmin sinifi E,, (G) ile gosterilir,
burada T,, |w/<1l dairesinin G bolgesine konform doniisimii altinda,
{W eC: |W| = r}, 0 < r <1¢emberinin goriintiistidiir (Kokilashvili, 1968).
Tamim 3.34 E,, (G) sinift Smirnov-Orlicz sinifi olarak adlandirilir.
Eger M (u)=|u|® (1< p<o), ise Ey (G) smifi iyi tammlanmus E,(G) Smirnov sinifi
ile cakisir.

Aciktir ki, E,, (G) sinifina ait herhangi bir f(Z) analitik fonksiyonu, ayni

zamanda E, (G) simifina da ait olacaktir, yani,

Hf(z)‘|dz|£c<oo,
Iy

yakinsamasi, r, (0<r<1) ye gore diizgin yakinsamadir. Ey, (G)cE(G)
oldugundan, E, (G) smifindaki her fonksiyon, I iizerindeki (h.h.) her yerde agisal

yollar boyunca simir degerlerine sahiptir ve smir deger fonksiyonu L, (I') ye aittir

(Kokilashvili, 1968).
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Bu yiizden E,, (G) de norm

” f ”EM © ” f ”LM ()

olarak tanimlanabilir.

Tamm 3.35 gel,, (T) olsun. g nin siireklilik modiilii

o (5,9) —supHg ) —g(e”)

LM(T)
olarak tanimlanir.
f.(w)=f"[y(w)] seklinde gosterelim. ' ( Je J(T) icin sireklilik

moduliini

fr (ei(9+h) ) _ fr (em )

y (5, f(r))::(ar'M (5, f.)=sup

[hj<s

M(T)

seklinde tanimlayalim

3.3. Dirichlet Serileri ve Ozellikleri

C kompleks diizlemde, N >2 olacak sekilde a,a,,a,...a, koseli bir D agik

konveks(dis biikey) ¢okgenini gbz oniine alalim. D ise D nin kapanis1 ve 0D = %

ise D ’nin simirini gosterir. Orjin noktasinin D ’ye ait oldugunu kabul edelim.

D ’nina ; koselerini dikkata alarak,

N )
=>de"

=1
bigiminde L kvazipolinomu tanimlayalim, burada d; e C\{0}, j =1,...N "dir. Buradan
L(z) siniis tipinde bir tam fonksiyondur (Lewin, Ljubarskii, 1975). Aile L(z)tam
fonksiyonunun  koklerinin  dizisini  gdsterelim.  f e E"(D)  fonksiyonlarin,
e(A)= (e’lZ )ieA kompleks iisteller ailesine gore genisletebiliriz. Bu aile, aslinda
EP(D), 1< p <o mn Jchauder temelini olusturur. Bu

o

;k ( 3 (3.2)

Dirichlet serisini verir, burada,
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ki ()= d;e™ [ f(n)e""dn (3.3)
j=1 a

bigiminde ifade edilen Leont’ev katsayilaridir. Burada, a, tepe noktas1 keyfi se¢ilmistir,

fakat sabittir. Bu serilerle ilgili bir ¢ok sonuglar Leont’ev (1967) tarafindan elde

edilmistir ve bu sonuglar onun kitabinda bulunabilir. Ozellikle, Leont’ev (1967) bu

Kitapta bizim ispatlarimiz i¢in ¢ok 6nemli olan A kokler kiimesinin ve &(A) kompleks
usteller ailesinin 6zelliklerini incelemistir.

(A) Yeterli kadar Dbiyik C igin‘ﬂrsj)‘>C0|mak lizere L’ nm lrfj)

kokleri 2" =2 +6,") seklindedir, burada 2 =— d —+ae”! e A0 <em.
i
Burada O<a; =sabit, j=1..,N,n>n,, ve a,,:=adir.3, ve q; parametreleri

d,., :=d,olmak iizere gl giri —C% sartin1 saglamaktadirlar. Bu ylizden bu

j+1

A kokleri tektir. A koklerinin kiimesi

biciminde gosterilebilir.
Kolaylik olsun diye L’nin tiim koklerinin tek oldugunu kabul edelim.

(B) A, ve C, pozitif sabitleri vardir 6yle ki tim n>n(j) ve &e [aj,ak] icin

g6 _ g (ea| < p goan

esitsizligi elde edilir. Burada, [a;,a, |[kompleks diizlemde a; ve a,  koseleri
arasindaki dogru pargasini gosterir.
(C) Asagidaki esitsizlik tim ze D icin dogrudur. Bir c, pozitif sabiti vardir, dyle ki

her k e N, ve tim n>n, i¢in

(A )k et

n

k
i ()
_(_1)n Bj [laJ)J e/ln (z—(amﬁ-aj)lz) < A(k)e_czn
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esitsizligini saglayan bir A(k)>0 sabiti vardir, burada tim B;#0 j=1..,N,
sabitlerdirler.

f eL”(oD) fonksiyonu ve | <0D yayr verilmis olsun. k e N, i¢in | yay

tizerinde cebirsel en iyi yaklasim,

£, (1,1)=inf | ~R]L, )

bi¢iminde tamimlanir. Burada infimum derecesi k’ni agmayan tim P, cebirsel

polinomlari tizerinden alinmaktadir. k. mertebeden modiil asagidaki sekilde tanimlanir.

Daordiincii boliimde asagidaki sekilde tanimlanan K. c1 mertebeden modiilii kullanacagiz.

Tanim 3.36 h>0igin h/2< ‘I ‘< h olmak tizere oD =" tiim parcalart g6z oniine

Jli

alalm. f e EP(D), 1< p<oo fonksiyonunun K. metrik diizgiinliik modiili,
o (f.h) =ao(f.h) :=sup[2inf |f-R| Lp(lj)]
=
:sup[ZEk(f,lj)J

=1
bi¢iminde tanimlanir, burada supremum tiim parg¢alar iizerinden alinmaktadir
Bu modiillerin, sonlu aralikta tanimli diizgiinlik modiillerine denk oldugu

gosterilebilir (Brudnyi, 1976).

3.4. Yardimci sonuglar
Biz bu béliimde dordiincii boliimde esas sonuglarin ispatinda kullanilan temel

lemmalar, 6nermeler ve teoremleri verecgiz.

my N Zmz
Onerme 3.37 P (z)=>x, + > z mn T (3.4)
m=0 =1 m=n(j) (ﬂm )

seklindeki her P, kvazipolinomu ve her 1< p<oo igin asagidaki esitsizlik EP (D)

normunda gegerlidir:

P

» <¢(P)-n-[Po],

burada c(p), sadece P ’ye bagimh bir pozitif sabittir (Mel’nik, 1988).

Lemma 3.38 feE"(D), 1<p<w Ve 1< j<N sabit olsun. Bu durumda
( (j)) m>n(j) Leont’ev katsayilari, bir F, €L’ ([0,27r]) fonksiyonun Fourier

katsayilaridir:
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(Fj ) ’nin k. c1 modiilii asagidaki gibi majorik edilebilir;

a)k(Fj,h)pgconst (a)k(f,h)p+5k(f,h)p), 3.5)

f 81— 8 ' 4o ’ T 81— 8
|~ + J' fla;—
27 0 27

S ( f,h)p fonksiyonu, 0<h<2/27 igin siirekli, azalmayandir ve lim ¢, (f,h) =0

h—0* p

burada,

j=1 n=1 0

5k(f,h)p :izk:(:j (T

sart1 saglanir. (3.5)’deki sabit sadece p, k ’ya ve a,,...,a, koselerine baglidur.
Bu lemma, Mel’nik (1988)’deki sonucunu genisletmektedir. Bu lemma Forster

(2004)’de ¢alismasinda ispat edilmistir. Dikkat edelim Ki é‘k(f,h)p terimi (3.2)’den

c¢ikarilamaz. Bu nedenle Forster (2004)’de bir 6rnek vermistir.

Lemma 3.38 den (3.2) Dirichlet serilerindeki (3.3) Leont’ev katsayilarinin, belli
F fonksiyonlarinin Fourier katsayilarina doniistiirmesini saglar. Lemma 3.38 de
F ’nin diizgiinligi ile ilgili bilgi verildigine gore klassik Jackson ve Bernstein
teoremleri uygun Fourier serilerine uygulanabilir. Bu teoremleri asagidaki boliimlerde
diiz ve ters yaklasim teoremlerini ispatlamak i¢in uygulayacagiz.

D’nin siurlarinda diferansiyellenebilen f € E’(D) fonksiyonlari igin
yaklasim tertibi yiikseltilebilir. Bunu gdstermek i¢in, kismi integrasyon metodu ile
ispatlanabilen asagidaki lemmadan yararlanilacaktir (Mel’nik, 1985).

Lemma 3.39 f eAC’([_)), reN, ve s=0,..,r—1 icin
N
>d f(a)=0
k=1

olsun. Bu durumda (3.1) Dirichlet serilerinin katsayilari i¢in asagidaki dogrudur:

()R]

Tamim 3.40 T diizeltilebilir Jordan egrisi olsun. f € Ll(r) fonksiyonun bir zeT

noktasindaki Cauchy singiiler integrali,
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olarak tanimlanir, buradaki D(Z,{;‘), z merkezli ¢ yarigaph disktir. S.:f —>S.f

lineer operatoriine Cauchy singiiler operatorii denir (Bottcher ve Karlovich, 1997).

Kabul edelim ki, T diizeltilebilir Jordan egrisi ve G:=Intl', G™ = ExtI" dir.

f eL () olsun.

f*(z):i_ wds, zeG
2riy. s—1
ve
- (2) =L [ Clys 1eG
2riy. s—1

seklinde tammlanan f* ve f~ fonksiyonlar, sirasiyla G ve G ’de analitiktirler ve
f~ (oo) =0dur.
Privalov’un teoremine gére f*(z) ve f~(z) fonksiyonlarindan her hangi biri,

[' iizerinde hemen hemen her yerde agisal yollar boyunca sinir degere sahipse, bu

durumda T iizerinde hemen hemen her yerde S, f(z) vardir ve ayni zamanda f*(z)
yada f~(z) fonksiyonlarindan digerinin de T iizerinde h.h. her yerde agisal yollar
boyunca sinir degeri vardir. Tersine, eger, I iizerinde hemen hemen her yerde S, f (z)

mevcutsa, bu durumda f*(z) ve f7(z) fonksiyonlarmin da T fiizerinde hemen

hemen her yerde agisal yollar boyunca smir degeri vardir. Her iki durumda da T

tizerinde hemen hemen her yerde

(2)=5,(N(2)+ 21 (2). (2)=5, (1)) 21 (2)
formiilleri gegerlidir (Goluzin, 1968).

', C komleks diizleminde sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi olsun. Bu egri,
dizlemi G =intI" ve G~ =extI" seklinde iki bolgeye ayirir. Genelligi bozmadan 0 G
oldugunu kabul edelim. D birim dairesi, T:=0D , D :=extT olsun. ¢ ise,

¢(0)=00 ve limp(z)/z>0 sarti alinda, G"nin D~ ye konform doniisiimii olsun.

w (W) ise ¢(z) nin tersi olsun.
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Asagidaki lemmalar, temel sonuglarin ispatlanmasinda biiyiik rol oynayacaktir.

Lemma 3.41 L, (T') bir yansimali Orlicz uzay: ve M ise bir N fonksiyon olsun. Bu
durumda n .dereceden her bir T, trigonometrik polinomu i¢in,

[Tl iy < CnlTall, ) (3.6)
esitsizligi gecerlidir, burada C; sabiti n’ den bagimsizdir (Israfilov ve Giiven, 2006).
Lemma 3.42 T bir Dini-diizdiin egri olsun ve L,, (F) ise I' lizerinde yansimali Orlicz
uzay1 olsun. Bu durumda n. dereceden bir P, (Z) polinomu i¢in n den bagimsiz dyle

bir ¢, sabiti var ki,

Pn’(z)HLM ) SGN z)HLM(r) (3.7)

esitsizligi saglanir.
Ispat: T trigonometrik polinomu igin bu esitsizlik (Israfilov ve Guven, 2006)
calismasinda elde edilmistir. z =¢€" i¢in

P(2)=T,(0) ve  P/(z)ie"=T,(0).

elde edilir. P,(z) polinomu igin Faber polinomlara gére

n

z@ zak [#(2)] +

acilimi gecerlidir. Bu durumda z € ExtI” i¢in sunu elde ederiz:

Zkak [#(2)] % (2) 95 Sva [4(c)] 0 (¢ (3.9)

rg Z—O

27rlrg zko a[¢(s)], zeexr  (38)

P,(7)=P, [z//(r)] e L, (T) fonksiyonunu dikkate alalim.

n,0

ij P”’O (T)dl'
2y T—W

Cauchy tipi integrali, D ve D™ ’de sirasiyla Py ve P analitik fonksiyonlarini

aciklar. weT igin,
P (w)=> aw"
esitsizligini elde ederiz. (3.1) geregince,

AZG) W

@l (310

olur. (3.10) ve singiiler integralin sinirli olmasini kullanilirsa, sunu elde ederiz:
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HST (Pn'o)(W)HLM(T) SC”I:)"l”LM(l") (311)
(3.10), (3.11) ve Minkowski esitsizligi geregince

P (W)HLM M- HST (P“'O )(W)HLM (1)

< HST (P”O )(W)HLM (T) +%

LY D

bulunur.

Bu durumda T iizerindeki agisal yollar boyunca limitler i¢in (3.6) ve

(3.12)’den
‘ (PnJ,rO (W)),

elde edilir. (3.1) yardimiyla,

SClanHP(z)

L (T)

L (T)

[¢(Z)]k4 ¢'(2) kznzl:kakwk !

< Cy

Lw (T)

¥ (Z)HLM(F) (3.13)

L (T)

elde ederiz.

(3.13)’u, Minkowski esitsizligini ve Orlicz uzaymnda S, singiiler operatoriin
smirlihgmi kullanarak, (3.9) deki sag taraftaki integralin I' {izerindeki agisal yollar

boyunca limitleri igin

(3.14)

b (Salo] o) o5 [ S o)) o)

Lu (T)

< Cp

- Y17

Ya[o(0)] 62 <enlr()

bulunur. (3.9), (3.13) ve (3.14)’den (3.7) esitsizligi elde edililir.

Lw (T)
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4. ARASTIRMA SONUCLARI VE TARTISMA

4.1. Konveks cokgenler iizerinde tanimlanmis Smirnov siniflarinda fonksiyonlarin
yaklasimi (Diiz ve Ters Teoremler)

Tim f e E"(D), 1< p < igin,

(i)
e)me g’

+zm; (gng )L’(/I(”) (4.1)

] m

f):=> "k (4,)
m=1
Dirichlet serilerinin kismi toplamlarinin yaklasim oranini géz Oniine alalim. Bilindigi
gibi S :E"(D)— EP(D) operatorii asagidaki ozelliklere sahiptir (Leont’ev, 1976;
Mel’nik, 1983, 1988; Sedletskii, 1979).
. p - .. L) . b b —
(i) S,(f), EP(D) dekinorma gére f ’ye yaklasir: n — ooigin Hf Sn(f)Hp —0.

(ii) S, kvazipolinomlara gore degismezdir, yani,

Ny i e/lm

z):=Z:ym’n X Z z yjmn(/lm ) Tt (4.2)
m=1 ( j=1 m=n(j) ! )

icin S (P,)=P,, neNdir, burada y,, ., y; ., €C dir.

(iii) Pozitif bir C, sabiti vardir, 6yle ki tim ne N igin ||Sn||p <C, dir.

(iv) P,, (4.2) seklinde kvazipolinomlar olmak iizere f e E”(D)fonksiyonunun en iyi

yaklasmi E, (f) :=inf, |f - Pn||p olarak tanimlanir. Bu durumda,

[£-5, (1), <(L+]s],)-E.(), <(1+C,)E, (),

Boylece, Fourier serilerinin kismi toplamlari ile ilgili esas 6zellikler, Dirichlet
serilerin kismi toplamlar1 i¢inde gegerlidir. Bu nedenle sunu sormamiz dogaldir.

Fourier serileri i¢in Jackson tipli teoremlerde oldugu gibi, (i)’de keyfi modiil igin
yaklasim hizi ile ilgili degerlendirme yazmak miimkiin mii?

Fourier serileri durumunda oldugu gibi, yakinsama hizini yiikseltmek i¢in (4.1)

de uygun toplam ¢ekirdegine ihtiya¢ vardir. Agirlikli genellestirilmis Jackson cekirdegi

yardimiyla,
()¢
S, (D)(2) =Sk, (A) 23 3 (1o, K, (w)ﬂ, 4.3)
e () e T e (AD)

bigiminde Dirichlet serilerinin kismi toplamlarini tanimlayalim. Burada,
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dir, J ise neN,k>2,M :=[n/k]+1 olmak iizere

n,k,mp

_ sinMt /2 Joko <&
Kn,k(t)'zﬂ’n,k( D j == +§Jn‘k',coslt,

genellestirilmis Jackson ¢ekirdeginin katsayilarini belirtir ve 4, Oyle segilir ki,

sart1 saglansin. K, ise derecesi n’yi asmayan ¢ift negatif olmayan trigonometrik

polinomdur (De Vore ve Lorentz, 1993).

Teorem 41 feEP(D), 1<p<oo olsun. Bu durumda Dirichlet serilerinin (4.3)

esitligindeki S, , , (f ) kismi toplamlari ile f fonksiyonu arasinda

|t —Sn’k’()(f)Hp Sconst{a)w(f,%j +5k(f,%j }
p p

degerlendirilmesi gegerlidir. Bu sonug, Mel’nik (1988)’deki sonucu kapsar ve onu
genisletir.

Ispat: Boliim 3’de verilen L nin koklerinin (C) &zelligini kullanarak, f ’nin Dirichlet

serilerine acilimini yazalim:

f(z)=®(z)+ZCDj(z), (4.4)

burada

2o e z N 2 i en () (z—(a;.,+a;)/2
o(z)=Sk. (4 k. (A00) (<) B, e a5
(Z) ; f( m) L'(lm)+§m§1) f( m ) L,(;%j)) ( ) 8 (

ve
- j m ZH) z—-{aj,1+a;
@,(2)=8, 3 ki (A)-(2)" e S (4.6)
m=n( j
J=1..,N

Ayntislemi S, ,(f)(z) kismi toplamlari i¢in de yapabiliriz:
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1 (F)(2)= 8010 (@)(2) + 2800 () (2),

j=t

burada, S,,,(®) (4.5) serisinin n. kismi toplamim ve Sn’kyo(CDj) (4.6)‘1n uygun

toplamini belirtir. Baz1 pozitif C sabitleri ve tim z € D ’ler i¢in Dirichlet serilerle ilgili

Boliim 3 deki (C) 6zelliginden yararlanarak, sunu elde ederiz:

[©(2)= 8,0 (®)(2)

AT+ Y

j=1 m=n+1

K, (im(j))‘A(O)e‘Cm

\@(z)-sn,k,0(¢)(z)\sc(nik+e-mj:cmk(f,%) . @7)

p

dz]

Ajy

<const- I
a;

o0

B, 3 ()" k, (40) " o)

m

m=n+1

&y~ aj‘
27

£const-‘Bj‘.

o _ D (a +T(a —a. )22 10-(a. +a. P
S (1) ok, (20) bl

am - aj ‘ i (aj-aj+1)12]

27

=const-‘Bj‘. e

p

do

i e—i;zm . kf (2(1) ) . e—iﬂmeqjeiﬂj[(ajﬂfaj)/Zn}e . eim@

m=n+1
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p

dé, (4.8)

ZOO: K (lﬁj))'eimg

m=n+1

2r
< const - J'
0

burada biz tekrar Dirichlet serileri ile ilgil Bolim 3 deki (A), (B) ve (C) 6zelliklerini

kullandik (Mel’nik, 1981, 1988). Lemma 3.38 geregince

F,(0)= i K, (ﬂm“)).ei’”’

m=n(i)

fonksiyonu L° ([0, 27z]) ’nin bir elemanidir ve onun k. siireklilik modiilii igin

o, (F.h). sconst-((wkp(f,h))pwk(f,h)p)
esitsizligi gecerlidir.
Boylece, Jackson’un ve Stechkin’in Fourier serileri i¢in diiz yaklasim teorimi
(De Vore ve Lorentz, 1993; Timan, 1994) bizim ifademizin dogru oldugunu gosterir.
Yani,

HCDJ' =Sk (q)j )Hp <const - @, [Fj ,%j

p
SConst-(a)k’D(f,%j +§k(f,%n.
p

D ’nin smirlarinda diferansiyellenebilen f e E’(D) fonksiyonlar1 igin

olur.

yaklagim tertibinin yiikseltilmesini inceliyelim. Bununla ilgili olarak asagidaki teoremi
ifade edebiliriz:

Teorem4.2 seN ve 1< p<w. igin ¥ € E?(D) olsun ve tim ¢ =0,1,...,s -1 i¢in
N
> d f(a;)=0 (4.9)
j=1

sart1 saglansin. Bu durumda tiim 0 <o <s igin

1,2zl 127) a7
p p

<const.
degerlendirilmesi dogrudur.

ispat: ) eE"(D)igin ) tirevieri o=0,1,..,s-ligin D ’de siireklidir ve bu

durumda (4.9) formiiliinun anlami vardir (Golusin, 1968). f ®) (Z) yi
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B No e/lmz N 0 (i) eir(nl)z L, 7$n)(2—(aj+1—aj)/2)
(Ds (Z) - ;kﬂs) (lm) L,(ﬂm) +;m;j)kf(5) (lm ) [L,(ﬂr(nj)) ( 1) i

ve

dir. (4.4), (4.5) ve (4.6) ile karsilastirildiginda biz sadece f *yi f®) seklinde degistirdik.

sconst-{a)k(f(s),lj +5k(f(s),lj }
p n), nj,

degerlendirilmesini verir. Simdi 0<o <s igin serilerin kismi toplamlarini g6z 6niine

o =s ic¢in Teorem 4.1 geregince

HCDLS —Sn,k’s(q%s)

alalm. f integrallenebilir oldugundan, Lemma 3.39 geregince
: 1 :
K o (A= ———k (A
f()( ) (ﬂ(l) s—o f()( m )

olur. Teorem 4.1’in ispatindaki (4.8)’den, biliyoruz ki,
P e (i) | 4imo
< c! m:zn;-lkf(g} (/’Lm )e
esitsizligi gecerlidir. Simdi sag tarafdaki integrale daha ayrintili bakalim.

Fio(0)= Y ko (A0)e™

m=n(j)

do.

HCDLG _Sn,k,a(q)i,a)

ve

o0

S,(Fi.)(0)= > kf(a)(,zrg”)eim@.

m=n( j)

gosterelim. Bu durumda tiim Q e N i¢in

n+Q 1
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'(Fi~5(z)_8“(FJv5)(z))_ -1 (FJ,S(Z)_SMQ(FLS)(Z))

(4)
& 1 1

+m_zn+1((,un )S“’ _(g(n)“’)'(F‘”s (2)=5, (F"s)(z))

olur. Boylece, L nin sifirlari ile ilgili 6zellikleri kullanarak ve Teorem 4.1 ve (4.9) dan

yararlanarak,

n+Q _ pIeY
2 K () L'zzfn"’)
p

n+Q _ 1o
2 k(%) L'zﬁn&”)
p
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sconst{ Sla(a)k(f(s),ij +5k(f(s),£] J
n nj, nj,
+ a)k(f(S)’lj +5k(f(5)’lJ i 3-—0'_ 1 s—o
nJj, N/, ) menu|l M (m+1)
sconst-%(wk(f(s),l) +5k(f(s),1j }
n nj, nJ,

bulunur. (4.7) esitsizligi @ i¢in gz oniine alindiginda, istenen sonug elde edilir.

Biz keyfi mertebeden modiiller i¢in su genellestirilmis diiz yaklasim teoremleri
ile Dirichlet serilerinin kismi toplamlarinin yaklasim hizi ile ilgili daha net bilgi elde
edebiliyoruz. Bunu asagidaki drnekle agiklayabiliriz.

Koseleri —1+1i,—-1—1i,1—i ve 1+iolan D Kkaresi tizerinde

fonksiyonunu goz oniine alalim. § fonksiyonunun 1. tirevi Z=-1"de bir logaritmik dal

noktasima sahiptir. Boylece, diferensiyellenebilme sartlari, yaklasimin daha iyi bir

derecesini  saglayamaz. Burada h—0 icin @ 5(9,h)=0 (h In %) olarak

tanimlanmustir. Fakat, h—0 igin a’z,B(g’h)z:O(h) ve 6,(g,h),=0(h) olur. Bu

dogrudan hesaplama ile gosterilebilir. Goriildiigii gibi, s6z konusu fonksiyon i¢in

1.modiiliin  degerlendirilmesinde sag tarafta In(%) var. Fakat 2.modiiliin

degerlendirilmesinde ise sag tarafta In(%) bulunmamaktadir. Dolayistyla, 1.siireklilik

modiilii i¢in Mel’nik (1988)‘deki bilinen sonugla kiyaslandiginda, Teorem 4.2 geregince
daha yiiksek mertebeden modiil, E? (D) de Dirichlet serilerinin uygun S (g)
kismi1 toplamlariin yakinsaklik hizinin degeri i¢in daha iy1 sonu¢ vermektedir. Yiiksek

mertebeden modiil In (n) katsayisinin iyilesmesini saglamaktadir.

Simdi konveks cokgenlerde EP(D)Simirnov fonksiyonlar simfi igin ters

teoremleri inceliyelim.
Mel’nik (1988) ¢aligmasinda 1.siireklilik modiilii i¢in, diiz teoremin ters analogu

ispat edilmigtir. Bu ¢aligmada, modiilii degerlendirmek igin, normal baskilar
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kullamlmigtir, yani 6 >0, t>1, sabit o>1 ve y >0 istii i¢gin ¢(t5)<ot” (5) olmak
lizere siirly, azalmayan ¢ :]0,00[—]0,0[ fonksiyonunu goz éniine alinmistir.

Ters teoremin ispatinda kvazipolinomlar i¢in Bernstein tipinde bir esitsizlikle
ilgili Onerme 3.37 kullanilmaktadir.

Brigitte Forster (2006) ve Mel’nik (1988)‘deki ters yaklasim teoremleri, k € N
keyfi modiil i¢in genisletilebilir (Forster, 2007).

Teorem 4.3 o, (h) , k dstli ile birlikte normal bir baski (mojarant) olsun.

f eEP(D),1<p<oo. ve {P }  ise(3.3) seklinde kvazipolinomlar dizisi olsun, dyle

ki:
£ P, | <const-a, (%} (4.10)

sarti saglanir. Bu durumda f ’in, o, (f, h)p k. siireklilik modiilii igin,

k+1
u

1
o (fh), SConst~h"ja)k (u)du.
h

esitsizligi dogrudur.
Ispat: h>0icin, Af ile
AF=f(+h)—f() ve AFf=A, (AKT).
seklinde ardigik olarak tanimlanan K. fark operatoriinii gosterelim. Timevarim metodu

ile kolayca gostermek olur ki, (Timan, 1994).

h h

A (x) = J'J' O (x4, +... 41, ) dt,..dt, (4.11)
0 0
ktane

esitsizligi gecerlidir, burada f, k defa tiirevlienebilirdir
Simdi |h|>0 olsun ve bir Q e N Syle segelim ki, 27 < |h| <279 sarti saglansin.

Bu durumda
Q
AT (U)=ARP (U)+ D AN (P =P o ) (u)+AK (=P )(u). (4.12)
g=1
olur. (4.10) esitsizligi ve e, 'nin normallik sart1 geregince,

HP P

<[P 1]+ £ -

q q-1
2 2 p
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<const - [a)k [2%] + o, (%j} <const - @, (%) (4.13)

oD smirinin parametrik denklemini

T,,<u<T,, j=1..,N,i¢inz:0D —-[0,T],

sonucu elde edilir.

e (u-T)

z(u)=a,+ .
8., -3

]

j N
ile gosterelim, burada T, =0, T, = ZJ:|a|+1 —a|ve T=T, =) |a,,—a] dir.
1=1 1=1

(4.11) esitligi, (4.13) degerlendirilmesi ve Onerme 3.37 kullanilirsa, su sekilde devam
ederiz:

HAﬁ (P, —P,.) p

N
dxj

h h
II(P(;) —Piﬁl)(z(xﬂl okt )2 (Xt )t
0 0

() _p(k) o VP
(Pl —qu,l)(z(x+t1+...+tk))‘ dxj dt, - dt,

IA
— =
— =

VR

< const -|h[‘ HP(Z‘;) —p®

20t

k
< const|n[-2-|P,, —P,,,

p
o~(a-1)

<const-|h[ 2° ¥2) (2%) <const-2-|h[*- J’ ai: (u)du .
2

k+1

Burada, biz ek olarak, [a,b]x[c,d] = R? kompakt karesi iizerinden tanimlanan g (x,y)

fonksiyonlart i¢in,

b p %’ d/b %
{I dx} sj(.ﬂg(x,y)‘pdxj dy, 1<p<oo,

Genisletilmis Minkowski esitsizligi kullanilmistir (Zygmund,1988). (4.12) esitligi

jg(x,y),dy

kullanilirsa, h >0 i¢in,

1
o, (), <const -(hk b “Ek(ff) du+ o, (h)]
h

o, (u)du,

1
Sconst-h"j .
) u
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elde edilir. Su ise istenen sonugtur.
Diferensiyellenebilir f € E°(D) fonksiyonlar igin yaklagim hizi ile ilgili
degerlendirmeni daha da iyilestirebiliriz.

Teorem 4.4 o, e'([0,1]) k istelli bir normal baski (majorant) olsun. f e E®(D),

1<p<oo. ve{P }  ise(3.3) bigiminde kvazipolinomlarmin bir dizisi olsun, dyle ki

1T =P, =< Const-is-a)k (l) (4.14)
n n

Sart1 saglansin. Bu durumda f(U)(Z),O'zo,...,S—l, tirevleri D ’de siireklidir,

f*) cE"(D) ve

N
>d f(a)=0  o=0..s+k-1 (4.15)

k=1

dir. f fonksiyonunun ) tiirevinin a)k(f(s),h) , k. modiilii i¢in
p

. ", (U to (u
a)k(f(),h)pswnst.{'([ klf )du+hk£ ljk(ﬂ)du}

degerlendirilmesi gecerlidir.

Ispat: zeD icin

00

f(2)=P,(2)+ > (P, (2)-P,.(2)) (4.16)

g=1

esitligi yazilabilir. (4.14) geregince, seriler, E” (D) normuna gore yakinsaktir. a>0 ve

weD olsun, dyle ki, Ze€D igin |z—w|>a sart1 saglansin. (4.16)’yi s!/ 27i(z —W)S+l

ile ¢arpalim. 0D simir1 boyunca integral alinirsa,

oG

27i i _W)S+1
= m(pl(z)+i(1>2q (2)-P,. (z))}.%dw.
i ¥ = (z-w)
elde edilir. Boylece, tim we D “ler icin
£ (w) =B () + (P (w) - B, (w)). (4.17)

g=1
sonucuna ulagiriz.

Boylece, Onerme 3.37 ve (4.14) esitsizligi geregince:
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P(S) _ P(S)

20 20t

P, —P

20t

< const - 2%, < const - @, (ij (4.18)
p p 2¢

2D @ (U
3const~J.27q Ldu.
u

elde edilir.

Me Ll([O,l]) oldugundan dolayi, (4.17) serileri E?(D) de yakinsaktir. Boylece,
u

f*) ¢ E"(D) olur. Q e Nigin (4.18) ve (4.18) geregince asagidakini elde ederiz:

el 3 [P Pt
q=Q+1

201

p

0 —(q-1)
<const- Y’ rq Mdu Sconstfowk—(u)du.
zs u oy
4=Q+1

Teorem 4.3 den

mdvd

£
O, (f(s), h)p < const-th:L

uk+1

u

bulunur. Modiil ve normal baskilar i¢in standart hesaplamalar

s o \u 1o, (U
o, (' >,h)p sconst-{#du+h"jh%du}.

degerlendirilmesini vermektedir (Timan, 1994).

Diferansiyellenebilme ve (4.15) esitliklerini ispatlamak i¢in, tiim z € 0D igin

[

esitsizligini kullaniriz, burada integralleme [0, z] dogru pargasi lizerinden almmaktadir

) _pk) [°
Py PR

P (u)-PY, (u)‘p |du| < const‘

24

(4.18) ve Onerme 3.37 kullanilirsa, tim z € 0D igin
P(s—l) (Z) _ P(s—l) ( Z)‘

20 20t
z
<
0
1

P(;)(u)—P(;q),l(u)Hp oy

20 201 P

P (u)-PY) (u)‘|du|+

P (0)- P52 (0)

ped (u)—P(S‘ ) (u)|

24 201
p )

< const‘

[dul

.

~(a-1)
éconst{j;q wk—(u)du +‘

peY _p-Y)
- u 24

20t
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2 u PARYA u

() (a1
swnst-[jz Mdu+i ’ Mduj.

degerlendirilmesi elde edilir.

o (1) e L' ([0,1]) olduguna gore
u

£ (2) =P (2)+ g(ng;l) P (2))
serisi, D iizerinde mutlak ve diizgiin yakimsaktir. Ayrica, 0< o <s—1 i¢in
(19(2) =B (2)+ (P (2) P2 (2)
=
serisinin mutlak ve diizgiin yakinsakligini tespit edebiliriz. (3.3) seklinde verilen

kvazipolinomlarin (3.4) bigimi nedeniyle

esitsizligi yazilabilir. Burada n — wolimit alinirsa, (4.15) esitliginin  dogrulugu

ispatlanmis olur.

4.2. Smirnov-Orlhicz Simiflarinda Yaklasma Teorisinin Ters Teoremi

Teorem 4.5 T bir Dini-diizgiin egri olsun, L,, (I') ise I' de yansimali bir Orlicz uzay1
olsun. Her n dogal sayist igin, n. dereceden &yle bir P,(z) polinomu vardir ki,

[f(s)-R.(s)

G

< ,
Ly (r) nr+a

(4.19)
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sart1 saglanir, burada, O<a <1 ve r ise bir negatif olmayan tamsayidir. Bu durumda
feEy(G) dir ve 'y, (5,f") sireklilik modili igin, asagidaki esitsizlikler

gegcerlidir (Jafarov, 2012).

' (6, 10) e, O<a<l, (4.20)

o' (0, f0)<co(1+Ing]),  a=1 (4.21)

ispat:

P, i <IR (€)= T, i I T (O ) <o (4.22)
esitsizligi gegerlidir, burada Cgsabiti n’den bagimsizdur.

{P,(c)} dizisi L, (T) de yakinsar. Buna bagl olarak, {P, (<)} dizisi belli bir
Olgliye gore yakinsar. (4.22) esitsizligi saglandigindan (Israfilov ve Akgun, 2006),
(Kokilashvili, 1968) a gire {P, (<)} dizisi, bolgenin iginde f(z)<E,, (G)
fonksiyonuna diizdiin yakimnsar ve agisal yollar boyunca f(z)’nin sinir degerleri

(T ’nin iginden) T iizerinde hemen hemen her yerde f (¢) ile cakisir.

Asagidaki bigimde polinomlar dizisini tanimlayalim:

To(2)=PR(2), T (2)=P, (2)-P..(z) (k=12..)

[e¢}

T (z) serileri, G nin iginde f(z) fonksiyonuna diizgiin yakmsar. Bu durumda
k=0

Tk(r) serileri, G nin i¢inde f(r)(Z) fonksiyonuna diizgiin yakinsar.

s

=~
Il

,(5)= 2T (5)

seklinde dizi tammlayahm. Simdi K, (s) dizisinin L, (I') de yakisadigini gdsterelim.

(4.19) geregince

”Tk (g)”LM (™) = Hf (g)_ PZK (g) Lw () +Hf (g)_ PZH (g)HLM(r) = Zk%ia) (4.23)
esitsizligi elde edlir. (4.23) ve (3.7) ye gore
) <om (4.24)

() 2™
bnulunur. (4.24) kullanilirsa, asagidaki elde edilir:
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r C
ﬂ>@mwmg2$, (m>n). (4.25)

”Km (g)_ K, (g)

<
i = 2,
Bu durumda (4.25) esitsizligine gore, K, (s) dizisi bir Cauchy dizisidir. L, (I') bir
Banach uzay1 oldugundan, {K,(¢)} dizisi, L, (') de yakinsaktr. Boylece, K, (s)

dizisi belli bir 6l¢iiye gore yakinsaktir.

fonksiyonunun f(r)(g) agisal yollar boyunca smir degerlerine yakmsar. K, (s)

Kn(g)HLM(F)SCZZ oldugundan, K, (s) dizisi, belli bir olgiiye gore f(r)(z)

dizisinin 6yle bir K (s) alt dizisi vardir ki, I" iizerinde h.h. her yerde,
Kni (S) — f v (S)
dir. Buradan T iizerinde hemen hemen her yerde sunu elde ederiz:

Ky (€)=K, ()] = (6) =Ky (5)

Fatou lemmasi ve (4.25) e gore

[7(5)-Ka(5)

C
< Z22 4.26
w(r) 2™ ( )

elde edilir, burada K, (¢)polinomu 2". dereceden bir polinomdur. 0<5£% sartini

saglayan & sayisim secelim ve meN sayisim dyle segelim ki, 2™* S%<2m sart1

saglansin.

Eger (W) komleks diizlemine gegis yapilirsa, bu durumda (4.26) esitsizliginden

< C23
Lu(m) 2™

f, (we")— 1, (w) Ko [y (") J=Kos [y )| (4.27)
elde edilir. Asagidaki bigimde polinomlar dizisini tanimlayalim:
Q(2)=Ki(2),  Qu(z)=K,(2)-K,(2),

burada Q,(z) polinomu 2*. derecedendir. (4.26)’den sunu elde ederiz:

+\

)scﬁ, k>2 (4.28)

o.(2) &

L () :HKK (2)-Kiu(2)

Ly (T

w=e" yazarak, Q, [l/,(eix )] =V, (x) tammlayalim. Bu durumda sunu elde ederiz:

v (x+h)-v, (x)

Lw (T)
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= {“vk (x+h)=v (x)[g(x)dx:g e Ly ( I (Jo( )dx<1}

:sup{L g(x)dx:geLy( j (Jo( )dx<1} (4.29)

h
'[v;(x+ h)dt
0

!

Vi (X)HLM ™"

I' egrisi, Dini-diizgiin egri oldugundan, (3.1) geregince

<h

(%) L <G () ) (4.30)
elde edilir. (4.29) ve (4.30) kullanilirsa, sunu elde ederiz:
Qv (w")]-q (@) (4.31)
(3.7) ve (4.30) a gore
K[ (W) |- Ka v W]
S>3 CEY IR 3 SHC S 432)
bulunur. (4.27), (4.32) ve (4.28) yi kullanarak, |h|< ¢ igin
o (5,11)< ;ffz =3 )y o 8 (4.33)

esitsizligi bulunur. (4.33) den istenen (4.20) ve (4.21) esitsizlikleri elde edilir.

Boylece, Teorem 4.5’in ispati tamamlanmus olur.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

5.1 Sonuclar

D konveks gokgen olmak iizere EP(D)Smirnov siniflarina ait fonksiyonlarin
Dirichlet serilerinin (1.1) bi¢iminde kismi toplamlari ile yaklasimi iizerine yaklagim
teorisinin diiz problemleri arastirilmaktadir. Daha sonra ise D konveks ¢okgenlerde
EP (D)Smirnov smiflarina ait fonksiyonlarin (1.2) bi¢iminde kvazipolinomlarla
yaklasimu ile ilgili yaklasim teorisinin ters teoremleri verilmektedir.

Ayrica, ilave olarak, Dini-diizgiin egri ile sinirlanmis bolgelerde tanimlanmis

Eu (G) Smirnov-Orlicz siniflarinda, yaklagim teorisinin ters teoremi ispatlanmaktadir.

5.2 Oneriler
Bu tezdeki sonuclar daha genel 6zelliklere sahip bolgelerde ve bagka uzaylarda

incelenebilir.
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